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Das Ziel der AG Heidelberg Mannheim im WS 07/08 besteht darin, Katos Arbeit [3] tiber
Eulersysteme zu studieren und insbesondere folgendes Theorem zu beweisen:

Theorem 0.1. (Kato) Sei f eine Figenspitzenform bzgl. T'1(N) vom Gewicht k > 2.

(i) Sei r # % eine natirliche Zahl mit 1 < r < k — 1. Dann ist die Selmergruppe
Sel(K, f,r) von f getwistet um r dber jeder endlichen abelschen Erweiterung K von
Q eine endliche Gruppe.

(ii) Sei k gerade und x : G(K/Q) — C* ein Charakter einer endlichen abelschen Er-
weiterung K von Q, so dass L(f, x, %) # 0 gilt. Dann ist der x-Anteil Sel(K, f, %)X

von Sel(K, f, %) eine endliche Gruppe.
Als Folgerung erhalten wir das

Corollary 0.2. Gilt L(E,1) # 0 fiir eine elliptische Kurve E/Q (vom Fihrer N), so sind
die Mordell-Weil-Gruppe E(Q) und die p-primdre Tate-Shafarevich-Gruppe OI(E)(p) endlich.

Ferner teilt die Ordnung von IUI(E)(p) den L-Wert % der Hasse- Weil-L-Funktion von
E
E (ohne die Eulerfaktoren der Primteiler von N ).

Ferner werden wir auf dem Weg zu obigem Theorem eine (der beiden) Teilbarkeitsrelationen
der Iwasawa-Hauptvermutung fiir f (itber Q(up~)) zeigen.

Der Beweis des Theorems basiert auf der Konstruktion von p-adischen Eulersystemen, die von
Beilinson-Elementen in K3 einer geeigneten (affinen) Modulkurve herkommen. Der entschei-
dene Zusammenhang mit komplexen L-Werten und insbesondere die Nicht-Trivialitat der
Eulersysteme folgt aus Kato’s tiefliegendem Expliziten Reziprozitatsgesetz - dies ist der tech-
nisch schwierigste Teil der Arbeit. Die obigen Resultate folgen dann aus der allgemeinen
Machinerie der Eulersysteme a la Kolyvagin, Rubin, Perrin-Riou und Kato.

Da im CM-Fall (zumindest fiir elliptische Kurven) schon seit ldngerem (Teil)Ergebnisse der
obigen Art bekannt sind (Coates-Wiles, Rubin, Perrin-Riou ...), wollen wir uns in der AG auf
den Nicht-CM-Fall beschranken. Ggfs. werden wir uns weiterhin auf den Fall guter ordinérer
Spitzenformen konzentrieren.

Neben der Originalarbeit bieten sich der Artikel von T. Scholl [7] sowie der Bourbaki-Artikel
von Colmez [I] (letzterer folgt allerdings eher einem adelischen Ansatz der Eulersysteme) zur
Lektiire an.
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Im folgenden werden die geplanten Vortrage, die der Lange nach zwischen 90 und 180 Minuten
variieren sollten, im einzelnen beschrieben (Angaben ohne Literaturverweis beziehen sich stets

auf [3]):

1. Vortrag: Dies ist ein Ubersichtsvortrag, evtl. wird der Fall zyklotomischer Einheiten
als das einfachste Beispiel eines Eulersystems behandelt. Ferner sollen spatestens hier alle
weiteren Vortrége vergeben werden.

2. Vortrag: Zuerst sollen Siegel-Einheiten .g, 3 und g, g eingefithrt werden: [3] § 1, ins-
besondere Prop. 1.3, vgl. auch [7] § 1.2. Anschliefiend sollen daraus ¢(-Elemente a la Beilinson
e, dZM,N = {Cgﬁ 05d 90 %} und zy N = {gﬁ 0> 90 %} in Ko(Y (M, N)) konstruiert werden: [3]
§ 2.1-2.4, 2.11-2.13, vgl. auch [7] Prop. 2.3.6,2.4.3.

3. Vortrag: Nun springen wir zu § 8, um uzielstrebig die p-adischen Eulersysteme
cydz,(ﬁ)( fyrr’, &, S) als (normalisierte) Bilder der Beilinson-Elemente unter der Chern-Charak-
ter-Abbildung (bitte die Konstruktion dieses Charakters aus SGA kurz skizzieren) zu definieren.
Allerdings werden dazu einige Notationen aus § 4.5 sowie die die Hecke-Operationen aus
§ 4.8-9 bendétigt. Ferner muss hier auch erstmals die Darstellung V'(f) mit ihren wichtigsten
Eigenschaften (und evtl. ihrer Konstruktion) eingefiihrt werden.

4. Vortrag: Der Inhalt dieses Vortrages ist § 9: zuerst soll die Bloch-Kato-Exponential-
abbildung eingefiihrt und dann eine Kombination von Thm. 9.7 mit Thm. 6.6 in dem folgen-
den Sinne formuliert werden: ea:p}i sendet das Bild von Qd,zq(?f)( fyr, 7' €, S) zu einem Element
namens . qzm(f,7,7,§,5) € S(f) @ Q((n), welches die Eigenschaft (1) aus Thm. 6.6 hat
(letzeres Element soll nicht konstruiert werden, allerdings miissen die Elemente 6(f, 1/, &) aus
§ 5.5 (vgl. auch § 4.7) sowie die Periodenabbildung aus 4.10 eingefithrt werden). Damit er-
halten wir den notigen Zusammenhang der p-adischen Eulersysteme mit den L-Werten, um
die Eulersystemmaschine in Gang zu setzen, die Beweise erfolgen dann spéter in Vortrag 11,12

5. Vortrag: In § 12 werden die Hauptergebnisse im Hinblick auf die Hauptvermutung von
f vorgestellt (12.4-6) und dann in § 13 mittels der Eulersysteme bewiesen; dazu wird Thm.
13.4 vorerst ohne Beweis als ”black box” benutzt.

6. Vortrag: An dieser Stelle kann optional ein Beweis von Thm. 13.4, d.h. von der allge-
meinen Eulersystem-Methode gegeben werden, siehe [4] [5] 6], 2].

7. Vortrag: Absteigend von der Iwasawa-theoretischen Situation wird in § 14 das obige
Theorem bewiesen. Aufgrund der Léange dieses Paragraphen, muss sich der Vortrag evtl. auf
einen Spezialfall bzw. eine Skizze des Beweises beschranken. In erster Linie interessiert uns
die Endlichkeitsaussage, auch wenn dariiber hinaus Verfeinerungen in Richtung Tamagawa-
Zahl-Vermutung zumindest als Ergebnisbericht wiinschenswert waren.

Nun muss der Zusammenhang zwischen den (verschiedenen) Eulersystemen und speziellen
L-Werten aufgearbeitet werden:
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8. Vortrag: Zuerst miissen wir uns einen Uberblick iiber Eisensteinreihen verschaffen: §3,
vgl. auch [7] § 1.3.

9. Vortrag: Mithilfe der Eisensteinreihen werden nun in § 4 (-Elemente . gz, n (k, 7, 7") und
zy N (k,r,7’) im Raum der Modulformen konstruiert: wir benétigen Prop. 4.3-4 mit Beweisen
in § 4.11/13.

10. Vortrag: Mit Hilfe der Ranking-Selberg-Methode sollen die zu formulierenden Thm.
2.6 und 4.6 bewiesen werden: § 7. Hierbei handelt es sich um den Zusammenhang der Bilder
der (-Elemente (eingefiihrt in Vortrag 2 und 9) jeweils unter der Regulator- bzw. Perioden-
abbildung mit Operator-wertigen (-Funktionen, die wiederum in engem Verhiltnis zu den
komplexen L-Funktionen stehen.

11. Vortrag: Das Ziel diesen Vortrags ist der Beweis von Thm. 6.6: § 5,6, d.h. der
Verbindung zwischen den Eulersystemen in Ko bzw. im Raum der Modulformen mit den
speziellen L-Werten.

12. Vortrag: Zuletzt soll Kato’s Explizites Reziprozititsgesetz (§10) diskutiert werden:
es stellt eine Beziehung zwischen den p-adischen Eulersystemen und den Eulersystemen von
Modulformen und damit aufgrund von Thm. 6.6 auch zu den speziellen L-Werten, her. Ins-
besondere wird damit auch Thm. 9.7 bewiesen und die gesamte Beweiskette fiir das obige
Theorem geschlossen. Allerdings stellt die Kommutativitat von (10.9.5) eine enorme technis-
che Herausforderung (§11) dar, auf die wir womdglich verzichten miissen.

Wabhrscheinlich werden ohnehin nicht alle Vortrage im WS gehalten werden konnen: gerade
bei den Vortragen 8-12 muss evtl. eine Auswahl getroffen werden. Andererseits kann bei Be-
darf das Programm miihelos auf 2 Semester ausgedehnt werden, indem § 11 (vgl. auch [1l §
2]) ausfiihrlich besprochen wird oder noch die p-adische Birch und Swinnerton-Dyer Vermu-
tungdiskutiert wird: hierzu miifiten die zu f assoziierten p-adischen L-Funktionen eingefiihrt
und mittels der Methode von Perrin-Riou mit Kato’s Eulersystemen in Verbindung gebracht
werden (Kapitel IV).
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