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Vorwort

Dieses Skript richtet sich als Begleitmaterial der Vortegtohere Mathematikiir Physiker
I+l vorrangig an die Studenten der Fachrichtung Physik. In desi-gemestrigen Zyklus
wird versucht, die fur Physikstudenten relevanten Metinodier Analysis darzustellen.

Die Vorlesung deckt dabei in zwei Semestern mathematisthalte ab, die normalerweise
in den drei VorlesungeAnalysis I-lll dargestellt werden. Dabei wurden notgedrungen einige
wichtige Dinge ausgelassen, da auf die mathematischedgtaar Darstellung nicht verzichtet
werden sollte. Kenntnisse aus der Vorlesung Lineare Alyelarden wesentlich vorausgesetzt.
Das heildt, die Vorlesung baut auf der Grundvorlesuimgare Algebra lauf.

Begleitend zu der Vorlesung und deldbungsbetrieb wurden einmal wochentlich in einer
zusatzlichen GrofRuibung Beispiele behandelt, die in dde¥ung selbst nicht diskutiert werden
konnten.

Das vorliegende Skript folgt in seinem Aufbau keineswegsskguent der Vorlesung. Auch
innerhalb der einzelnen Kapitel wurden in der Vorlesundeles Stoffes manchmal geringfugig
umgestellt, um vom Timing di&Jbungsaufgaben so effizient wie moglich mit der Vorlesung
abzustimmen.

Kapitel V hat einen sehr speziellen Charakter. Hier wurdeainer Stelle des Skiptes spezifi-
sche Anwendungen der Analysis gebuindelt, die in der Vorigsind zum Teil in der Gro3tibung
gestreut vorgestellt wurdeAhnliches gilt fur Kapitel X.
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Die Anwendungen in Kapitel V benotigen gewisse Vorausseien Uber die Differentiation.
Die Abhangigkeiten sind wie folgt:

Leitfaden fur Kapitel V .
e 45—153
¢ 49—54—55=—56=—05.7
e 412—5.8
e 414—51=15.2

Im ersten Semester habe ich Kapitel I-IV behandelt (ausddlidh der Sektionen 4.13 und
4.15, da in diesen beide Abschnitte der Satz von der dontémiekonvergenz benutzt wird,
der erst in Kapitel V und damit zu Beginn des zweiten Semgdtewiesen wird) und die
Anwendungen 5.3-5.8. Die Behandlung der Abschnitte aust&lay wurde meistens durch
Ubungsaufgaben vorbereit und in der groRksung vertieft.

Das Kapitel X bestand nur zum Teil alibungsmaterial, Themen der GroRRiibung und der
Vorlesung. (Die Abschnitte ab 10.5 sind gedacht als Leffemio Anregung und weiteren Ver-
tiefung).

Leitfaden fur Kapitel X .
e 7.9—104
e 84— 10.1— 10.2

e 9.5—10.3
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1 Der Konvergenzbegriff

1.1 Angeordnete Korper

Wir wiederholen an dieser Stelle den aus der Linearen Algbbkannten Begriff ddsorpers
Es handelt sich dabei um einen Rechenbereich mit Multipbkeund Addition.

Genauer gilt: Ein Korper ist ein Tupék, +, -, 0, 1) bestehend aus einer Menfje zwei Ver-
knupfungent: K x K — K, genanntAddition und-: K x K — K, genannMultiplikation,
sowie zwei verschiedenen ElementefiNullelement) und (Einselement) mit gewissen Eigen-
schaften. So soll zum einen das Tupgl, +, 0) eine abelsche Gruppe mit neutralem Elentent
sein. D. h. man kann beliebige Elementé € K addieren, das heil3t durch verkniipfen, so
dal gilta + b = b + a € K sowiea + 0 = a. Insbesondere hat dann eine Gleichung

zT+a=0

fur gegebene, b € K eine eindeutige Losung. Wir schreiben diese in der Forim= b — a.

Zum anderen soll die Menge der von Null verschiedenen EltanEri S K eine abelsche
Gruppe(K™*,-,1) definieren. Insbesondere ist daher fur allé € K mita + 0,b F 0 die
Gleichung

T-a=2>b

eindeutig losbar. Deren Losung schreiben wirals- a/b = b - a~!. Fr gewdhnlich lassen
wir den Punkt fur die Multiplikation meist weg und schreiblurz ab statta - b. Istb = 0 und
a F 0, dann ist Ubrigensg = 0 die einzige Losung der Gleichung- a = b. Dies folgt aus dem
Distributivgesetzdas in einem Korper erflllt sein soll. Im Distributivggs wird a(b + ¢) =
ab + ac gefordert fur allen, b, c € K und es impliziertz - 0 = 0 fur allea € K.

Der Begriff des Korpers ist bereits aus der Linearen Algdi@kannt. Typische Beispiele sind:
der KorperQ derrationalen Zahlender KorperRR derreellen Zahlersowie der KorpelC der
komplexen Zahlerur die Analysis spielt der KorpdR der reellen Zahlen eine fundamentale
Rolle. Seine Elemente stellen wir uns intuitiv vor als dienkte auf einer lickenlosen Geraden.
Wir sind von der Schule gewohnt in diesem Korper zu rechnen.

Eine sehr wichtige Eigenschaft des Korpers der reellenletabesteht darin, daf dieser
Korper eineAnordnungbesitzt. Eine Anordnung ist eine Relatian< y: Alle x und y aus
einem KorperK lassen sich also in Bezug auf diese Anordnung vergleichem $&tzt formal
y>x<ex<yund

x=y <= zx<yoderr=y.



Die Anordnung auf dem Korper der reellen Zahlen ist in deydthsehr wesentlich, wenn es
um die Parametrisierung der Zeit geht. Das Vorher und Nacthbe Ereignissen spielt eine
fundamentale Rolle bei der Kausalitat und dem physiklaéiscBegriff der Entropie.

Der Begriff eines angeordneten Korpers lasst sich madiisoh in axiomatischer Weise defi-
nieren. Ein angeordneter Korpek', <) ist ein Kdrperk zusammen mit einer ausgezeichneten
TeilmengeP & K*. Man nennt danmP den,Kegel der positiven Zahlen" des angeordneten
Korpers. Dies ist ein eindimensionales Analogon des irRthgsik auftretenden vorderen Licht-
kegels im Minkowskiraum. Eine Zahl € K nennt man negativ oder man schreibe —P,
wenn ihr negatives-z in P liegt.

Definition 1.1. Ein Tupel (K, <) bestehend aus einenbkoer K und einer Teilmenge’
von K* heildtangeordneter Korper, wenn gilt:

(1) K =P U {0} U — P,d.h.K zerlegt sich disjunkt itP, —P und Null.

(2) P + P S P, d.h. die Summe zweier Zahlen atsst wiederum inP .

(3) P - P & P,d.h. auch das Produkt zweier Zahlen dasst wieder inP.

Die MengeP in einem angeordneten Korper definiert dann die Relatiorermoge der De-
finition
r<y &= y—x € P.

Insbesondere gilt dann per Definition
P ={zeK|z>0}.

Aus dem ersten Axiom eines angeordneten Korpers folgevigi Zahlenz, y € K daher ent-
wederz < y oderxz = y oderxz > y im ausschliesslichen Sinn. Somit folgt unmittelbar
—P = {x € K | z < 0}. Wir bemerken folgende Eigenschaft:

¢ Jedes Quadrat® einer Zahlr ausK* ist positiv. Kurz:z? € P.

Dies ist klar firz € P nach dem dritten Axiom. Ist nicht in P, dann ist—x € P und damit
(—x)? € P nach dem ersten Axiom. Alse? € P wegenz? = (—1)% - 22 = (—x)? € P. Hier
haben wir benutzt-2 = (—1) -z und (—1) - (—1) = 1. Diese Eigenschaften gelten in jedem
Korper [benutze dazu das Distributivgesetz].

Man sieht daher, dal3 der Korper der komplexen Zahlen keirgdhung besitzen kann, denn
—1 = 42 ist ein Quadrat irC*.

Bemerkung 1.2. Sei (K, <) ein angeordneter Korper. Dann gelten nach Definition 1.1
zusatzlich noch folgende Eigenschaften:

(1) Esgilt entweder: < y oderx = y oderz > y (im ausschliellichen Sinn)

(2) Istz < yundy < z, dannistr < z.

(3) Istx <y, dann giltz + z <y + zfurallez € K.

Beweis. (1) istklar. Zu (2) beachte: Aug—z € Pundz —ye Pfolgtz —z = (2 —y) +
(y—z)e P+ P < P.Zu(3) beachte: Aug —x > Ofolgt (y +2) —(x +2) =y —x > 0.
Alsofolgtx + z < y + z ausz < y. O



Nattrliche Zahlen. Wir bemerken, dal? jeder angeordnete Korper die natietiZahlen enthalt
in der Form

N=1{0,1,23,...}={0,1, 141, 1+1+1,...}.

Beachte namlictd < 1, und wegen Eigenschaft (1) folgt dann durch Additibr= 0 + 1 <
1+1=2unddannanalog =1+1 < 3:=1+1+1und so weiter. Insbesondere sind die
Zahleno, 1,2, 3,... damit paarweise verschieden. Die so definierte Teilmdéhge K ist unter
Multiplikation und Addition abgeschlossen, wie man sofuoit Hilfe des Distributivgesetzes in
K zeigt, und kann mit den natirlichen Zahlen identifizierrades.

Wegen der Kdrperaxiome liegen daher die ganzen Zd#len{..., —2,—-1,0,1,2,... } als
paarweise verschiedenen Zahlen in jedem angeordnetgrednd damit auch die Quotienten
a/b ganzer Zahlem undb + 0. Also ist der Kodrper der rationalen Zahlen ein Teilkorpees
angeordneten Korper§ < K.

Insbesondere enthalf notwendigerweise unendlich viele Elemente. Endlichep€dbesit-
zen daher keine Anordnung.

Es stellt sich nun die Frage, ob die Anordnung die charadtiscthen Eigenschaften der reellen
ZahlenRR bereits vollstandig beschreibt. Das ist nicht der Falhrdder Korper der rationalen
Zahlen() ist auch ein angeordneter Korper, aber verschieden vorpefdler reellen Zahlen.
Wir wollen daher weitere Eigenschaften suchen, die charikisch furR sind:

Definition 1.3. Ein angeordneter Brper (K, <) hei3tarchimedisch, wenn gilt: Jedes: €
K ist kleiner als eine geeignete rigliche Zahln ausIN.

In einem archimedischen Korper definiert man den Betragines Element € K wie folgt:
|z| = 0 gilt genau dann wenme = 0; und furz 4 0 sei per Definition|z| = = resp.—z je
nachdem olx € P oderz ¢ P. Dann gilt nach Definitionz| € P fur x £ 0, und man sieht
sofort

|z -yl = [x]- |y .

Definition 1.4. Ein archimedischer Krper (K, <) heif3t pythagoraisch, wenn gilt: Jede
Zahl ausP ist ein Quadrat ink'.

Der KorperQ der rationalen Zahlen ist archimedisch, aber nicht pythigoh.2 ist positiv
aber kein Quadrat ifj), weil die Gleichung:? = 2m? keine ganzzahligen Losungen n besitzt
[Benutze die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung].

Sei K ein archimedischer Korper. Zu jeder Zahle P gibt es dann eine natirliche Zahl
n € IN mit der Eigenschaf < n < 1/4 fiir n = y/n?. Ist die positive Zahl < 1/4 ein Quadrat
n = &2, dann auchy = (n - €)2. Diese Bemerkung wird uns spater in Lemma 1.24 zeigen, daR
ein vollstandiger archimedischer Korper automatischpgithagoraischer Korper ist.

In einem pythagoraischen Korper besitzt jede nicht negatahly € K eine eindeutig be-
stimmte nicht negative Quadratwurzel = ,/y, d.h. eine eindeutig bestimmte nicht negative
Losungy,; der Gleichungr? —y = 0. [ObdAy € P und es gibt eine Losung, > 0 nach An-
nahme. Dann ist aucty, = —x; eine Losung mitcs + 1 wegenxz, € —P. In einem beliebigen



Korper hat aber die Gleichung® — y = (z — x1)(z — 22) = 0 hochstens zwei Losungen.] Der
Absolutbetrag |z| einer Zahlz € K* kann daher in der Foriz| = v/z2 geschrieben werden.

1.2 Die Euklidsche Norm

Wir wollen fur einen pythagoraischen Korp&r die Norm (oder auch Lange) eines Vektors
im r-dimensionalen Vektorrauri " definieren. Betrachte dendimensionalen Standardvektor-
raum

Kr:{(xl,...,xr)|$1,...,$TEK}

uber einem pythagoraischen Korg€r Motivation: Fur einen beliebigen Punkt= (1, 22, z3)
im Anschauungsraunk® wiirde der Satz von Pythagoras den Abstann 2 zum Nullpunkt
liefern

KS

(21,22, 3)

p xs/

xTo C

T

durch die Formep? = ¢? + 23 = (2% + 23) + z3. Dadurch motiviert definiert man digtan-
dardnorm oderEuklidsche Norm auf demK™ fur z = (x4, ..,z,) ausK" entsprechend als

lall = /a3 + -+ a2

unter Benutzung von Satz 1.5. Offensichtlich gik- z|| = |A| - ||z|| fur alle Skalare\ ausK'.
Im eindimensionalen Fall = 1 ist||z| = |z|.

Satz 1.5. SeiK pythagogisch und ein Vektor = (z1,...,z,) € K" gegeben. Dann gilt:
22 +---+ 22 € Poderz? + --- + 22 = 0. Letzteres gilt genau dann, wenn

'Il:...za'l‘v‘zo.

Bewlc_eis. Den Beweis reduziert man durch Induktion nachuf den Fallr = 2. Dieser Fall
sei alsUbungsaufgabe gestellt. O



Damit ist ||v|| wohldefiniert als Zahl inP u {0} S K. Man beachte hierbei: I§tK, <)
pythagoraisch und? = y, dann gilty € P U {0}. Ist umgekehry € P u {0}, dann giltz = 0,
falls y = 0 undx, —x sind die einzigen Losungen, falls+ 0. Genau eine davon liegt iR.

Definition 1.6. SeiK pythagogisch. Rir z,y € K" nennt man
(oY) =z -y=mpn + -+ 2,y
dasStandard-Skalarprodukt vonx undy.
Insbesondere giltz|?> = z -z furz = (21,...,2,) € K".

Satz 1.7(Ungleichung von Schwarz). Seienr,y € K. Dann ist

ERTEER

Gleichheit gilt genau dann, wennundy proportional sind.

Beweis. ObdA seiz —t-y + 0furallet € K (d. h.x undy seien nicht proportional). Dann
gilt

0 < fla —tyl?,

d.h.

T

wegen(z; — ty;)? = x? — 2tzy; + t2yi2. Seinun 0. B.d. Ay & 0. Dann folgt

2t(z,y) |l

>0
yl? lyll?

-

2 2May) | ((u’ﬂ,y))2 _ @y)? el

Iyl Iyl Iyl llyll?

2
(t_ (%y)) - (z,9)* = ||=|* - Hsz'
[yl flyI*

Setzt mart = ||y[|~*(z,y), dann folgt(z, y)* — [|z* - [ly[|* < 0. O

Satz 1.8(Dreiecksungleichung imK™). Sei K pythagogisch und seien:,y € K" und
A€ K. Danngilt|A - z| = |A| - [|=|| sowie|z| = 0 < = = 0, und

Iz + yll < flll + Ily]l. |




Beweis. Nach demUbungsblatt 1 genugt e + y[|> < (||z|| + Hy||)2 zu zeigen. Die linke
Seite ist

(@ +y@+y) = [lz]* + 2z, ) + [ly]*,

und die rechte Seite i§t«|| + [|ly[|)* = ||| + 2||=||||y]| + ||y||2. Die Behauptung folgt daher
aus2(z,y) < 2|(x,y)| und der Schwarzschen Ungleichung
2|(z, y)| = 2[lllyll -
]

Folgerung. Die Funktion||.| : V' — K definiert eineNorm auf demk-VektorraumV’, d.h.
esgilt: @)|z| = 0und|z| =0 < = =0, b) |A\z| = |A|- |z| fur alle X\ € K und allex € V,
c) |z +yl < [z + ly| furallex,y e V.

1.3 Metrische Raume

Im Folgenden se{K, <) ein fest gewahlter archimedischer Korper (spater dammer der
Korper der reellen Zahlen).

Definition 1.9. SeiX eine ganz beliebige Menge. Ein Tupél, d) mit einer Abbildung
d: X x X = K, (z,y) — d(z,y),

heiRtmetrischer Raum (beziglich K), falls fur die Abbildungd gilt:
(1) d(xz,y) = 0 furalle z,y € X undd(z,y) = 0 gilt genau dann, wenm = y ist (Positi-
vitat).
(2) Furallex,y e X istd(z,y) = d(y, z) (Symmetrie).
(3) d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) gilt fur alle z, y, = € X (Dreiecksungleichung).

Man nennt die Funktiod(x, y) die Abstandsfunktion oderMetrik des metrischen Raumes
(X, d). In einem metrischen Raum gilt automatisch die folgemadtere Dreiecksungleichung
d(z, ) — d(z', 2)| £ d(z,2") .

Beweis: Aus der Dreiecksungleichuddx, z) < d(z,2') + d(2’, 2) folgt d(x, z) — d(2/, 2) <
d(x,z"). Durch Vertauschung von undz’ folgt daraus die Behauptung.

Ist|.| : V — K eineNorm auf einemk -VektorraumV/, dann definierti(z,y) = |z — y|| eine
Metrik auf V. [Beachted(y, z) = |y —z| = | = (z —y)| = [ 1] |z —y| = |z —y[ = d(z,y)
sowied(z, 2) = [z =z = [(x —y) + (y — 2)| < |z =y + |y — 2 = d(z,y) + d(y, 2).]

Das flr uns wichtigste Beispiel eines metrischen Raumtedeisarchimedische Korpek
selbst mit der Metrikd(z,y) = |z — y|. Ist K ein pythagoraischer Korper und ist| die Eu-
klidsche Norm auf demr-dimensionalenk -VektorraumK™, dann definiert

d(z,y) = |lz—yl
die sogenanntStandardmetrik aufVV = K". Den so definierten metrischen Raum nennt man
denr-dimensionalereuklidschen Raum



1.4 Folgen in metrischen Raumen

Fast alle Aussagen der Analysis bauen auf den in diesem Aitsetauterten Konzepten auf.
Wir beginnen mit dem Begriff einer Folge:

Definition 1.10. SeiX eine beliebige Menge. Eireolge in X ist eine Abbildung
x: Nog ={0,1,2,3,...} - X.

Anschaulich laf3t sich eine Folge als eine unendlicherchnumerierung“ von Elementen
interpretieren. Dies wirkt sich auch auf die Notation austtSiner Abbildungsbeziehung, also
einer Auflistung der Art

0 (0),
1o (1),
2 (2),

verwenden wir Indizierungen zur Numerierung der betrafeiklemente vork, um die Folge
zu beschreiben:

x = (zg, z1, T2, T3,...).

Die Elementexg, x1, z2, etc. heiRen di€olgenglieder bzw. kurz dieGliedervon z.

Bisher haben wir keine naheren Anforderungen an die Méngestellt. Wir nehmen jetzt an,
daRX ein metrischer Raum ist. Wir wollen uns daher mit den Abd¢irzwischen Folgegliedern
befassen und durch folgende Definition insbesondere gastinivate Folgen behandeln:

Definition 1.11. Sei(X,d) ein metrischer Raum. Eine Folgg, x1, x2, ... in (X, d) heildt
Cauchyfolge wenn zu jedem > 0 aus K eine natirliche ZahIN = N (¢) existiert, so dalir
alle n,m € IN gilt

nm=N = d(z,,z,) <e.

Zur anschaulichen Bedeutung. Zunachst taucht hierberdrd ¢ auf. Diese steht intuitiv
gesprochen fur etwadeliebig Kleines®. Man stellt sich dabei vor, dass egal warks gewahlt
wird, man trotzdem noch davon abhangende Zahién) wie behauptet finden kann. Man kann,
wenn man nur weit genug mit dem Index geht, den Abstand zersélolgengliedern unter jede
noch so kleine Schranke driicken. Anschaulich besteht dgeMkiner Cauchyfolge also darin,
dal die Abstande zwischen den Gliedern immer enger weRlen.hangt substanziell von der
gewahlten Abstandsfunktiahab.

Definition 1.12. Eine Folgezy, z1, ... in (X, d) heiBtkonvergent gegen einen Grenzwert
x € X, wenn zu jedema > 0 ein N = N(e) € Ny existiert, so dal3iir alle n = N (e) gilt
d(xn,x) < e.



Zur Veranschaulichung. Wir fixieren ein> 0 und betrachten die offene Kugel
Be(z) = {ye X |d(z,y) <e}

um z mit dem Radiug. Fur eine gegen konvergierende Folge,. liegen allex;, mit & > N(¢)
innerhalb vonB. (z). Dies sind fast alle (d.h. alle bis auf endlich viele) Folgiader der Folge,
insbesondere immer unendlich viele. Dass immer nur endiiele aul3erhalb einer beliebigen
offenene-Kugel, also inX'\ B-(x) liegen konnen, soll die folgende Graphik veranschautiche

eTN-1

Die Folgenglieder sammeln sich immer mehr in der Nahe woBgal, wie kleine wird, man
findet immer unendlich viele Folgenglieder, deren Abstamd kleiner alse ist.

Nun nennen wir eine Folgér,, ).ew, beschiénkt, wenn esy € X und einC € K gibt, so
daR fur allen gilt d(x,,y) < C. Diesen Begriff wollen wir im Folgenden mit den bekannten
Begriffen der Cauchyfolge und der konvergenten Folge vigofen:

Lemma1.13. Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge. Jede Caughy$bbeschinkt.

Beweis. Zunachst beweisen wir die erste Aussage. Gegeben sei elge (&), ),en, Mit
ihrem Grenzwert: € X. Dann istd(z,,, z) < ie furallen > N = N(3¢). Aus der Dreiecks-
ungleichung

AT, Tm) £ d(zyn, z) + d(z, )

folgt dannd(z,,, z.,,) < e + 3¢, alsod(zy, 7,,) < €, fur allen,m = N. Somit ist(z,,) eine
Cauchyfolge.

Kommen wir nun zum zweiten Teil. Im Falle= 1 gilt d(x,,, x,,) < 1 fur n,m = N nach der
Cauchyeigenschaft. Setze nyr= x . Dann ist

furallen > N. Also istd(z,,,y) < C fur C = max(d(zg,y),...,d(zn-1,y),1). O

Lemma 1.14. Seixg,x1,... eine Folge in(X, d), welche gegen € X undy € X konver-
giert. Dann istx = y.



Beweis. Wir fuhren einen Widerspruchsbeweis. Walte:, y) > 0, dann existiert fie =
d(z,y) wegen der Konvergenz der Folgg ein N = N(3¢) ausINg mit d(z,,,z) < 3¢ fir
n = N(3¢). Analog existiert e\ = M(3e) € N mit d(z,,,y) < 3 fur n > M. Aufgrund
der Dreiecksungleichung(z, y) < d(x, z,,)+d(x,, y) und der Symmetrié(z, x,,) = d(z,, x)
folgt fur alle n = max(N, M)

d(z,y) <e.
Wir erhalten einen Widerspruch zu der Annahme d(z, y). Es folgtz = y. O

Dieses Lemma rechtfertigt es valemGrenzwert einer Folge zu sprechen. Dal3 eine Folge
(xn)new gegen einen Grenzwerte X konvergiert, wird haufig durch folgende Schreibweisen

lim z, =«
n—o0

oder

Ty —— X
n—o0

angedeutet. Bei letzterer Schreibweise wird der Ausdruek oo teilweise auch tUber den Pfeil
geschrieben oder ganz weggelassen.

EineTeilfolgeeiner gegebenen Folge,, ) e ist eine Auswahlz,,, )rew, die ihrerseits auch
wiederum eine Folge ist und deren Glieder allesamt auchdgeediReihenfolge (jedoch mit
beliebig groRen Licken dazwischen) Glieder der Figg . sind. Zum Beispiel ist die Folge

Z0,22,T4,X6, - - -

eine Teilfolge einer Folgér, ).cv, bei der jedes zweite Glied (immer genau die mit ungeradem
Index) herausgenommen wurde. Diesen Begriff wollen wir nach mit dem Begriff einer be-
schrankten Folge verkniipfen. Nicht jede beschrankigeHst konvergent. So hat beispielsweise
die Folgex,, = (—1)" keinen Grenzwert, ist aber beschrankt.

1.5 Die geometrische Folge

Lemma 1.15. In einem archimedischendfper K konvergiert im Falll¢| < 1 jede geome-
trische Folger,, = C' - ¢" gegen Null.

Beweis. Seie > 0 gegeben. Nach Annahme gjiff < 1 und damit|q| ! > 1. Somit hat
man|q|~! = 1 + x fir einz > 0. Die Ungleichungi(C - ¢",0) < ¢ ist dann aquivalent zu der
Ungleichung

Cle < (1+2x)".

Man zeigt aber leichfl + z)™ = 1 + n - z mittels Induktion nact. Im Falln = 0 undn = 1
ist dies trivialerweise richtig. Ist > 1, dann ist(1 + x)™ groRer alsl + n - x vermodge der
Induktionsannahmél + z)* ' > 1 + (n — 1) - z wegen

I+z)-Q+z)"'=20Q42)-I+(n-1)-2)=14+n-24+n-1)-2°=14+n-2z.



Das Archimedische Axiom garantiert die Existenz eineuriatien ZahlN groRer al€” /ze—
1/z. Fur allen = N gilt dann

Cle<l+n-x.
Daraus folgt wegeft + n -z < (1 + z)" das Lemma. O

Dies hat die folgende Konsequenz: DQjeometrische Reihe, = 1 4+ ¢+ ¢*> + --- + ¢"
konvergiert fir|g| < 1 und hat in diesem Falle den Grenzwert

. n > 1
limp o0 25204" = 7

Dies folgt aus der verallgemeinerten Binomialformel
1=q) - (I4+g+-+q")=1-¢"",

die man leicht durch Induktion naghbeweist. Diese Formel zeigt, — - = ="

1-¢ = 1—¢
1
(on 755) =€l

fur C = |q/(1 — q)|. Aus dem letzten Lemma folgt dahé(s,,, 1—iq) < efurn = N(e). Das
zeigt die Behauptung. Analog zeigt man

. Also

Lemma 1.16. In einem archimedischendfper K konvergiert im Fallq| < 1 die geometri-

sche Reihe,, = Eoc +¢' gegen den Grenzweft.

1.6 Vollstandige metrische Riume

Definition 1.17. Ein metrischer RauniX, d) hei3tvollstandig, wenn jede Cauchyfolge in
(X, d) konvergiert.

Definition 1.18. Ein metrischer RauniX, d) hei3tfolgenkompakt, wenn jede Folge aus
(X, d) eine konvergente Teilfolge besitzt.

Ein folgenkompakter metrischer Raum ist automatisch taniidig, denn eine Cauchyfolge
konvergiert gegen: genau dann wenn eine Teilfolge der Cauchyfolge gegkonvergiert.

Definition 1.19. Eine Teilmenged eines metrischen RauméX’, d) heitabgeschlossen
wenn gilt: Seix,, € A eine in(X, d) konvergente Folge mit Grenzwert= lim z, € X, dann

gilt x € A.

Beispiel 1.20. Die Intervalle[a, b], oder aucha,©) = {z € K|z = a} oder(—o,a] =
{x € K|z < a}, sind abgeschlossene Teilmengerkin

10



Beweis. Wir zeigen pars pro toto, dai fur eine Folgg x1, ... von Zahlen inK mit dem
Grenzwertz gilt: Aus z,, = a furn = 0,1,... folgt auchz = «. Dies sieht man wie folgt:
Warex < a, dann giltd(x,,, x) < ¢ fur fast allen bei Wahl vone := a — 2 > 0. Anderseits gilt
dann aber auch

d(xp,x) =z, —r =2 —a+a—1x Z¢€

=) =e

fur alle n, und wir erhalten einen Widerspruch. O

Analog sind Quader der Gestalt= [a1,b1] X ... X [a,, b,] @abgeschlossene Teilmengen des
Euklidschen RaumeR".

Satz 1.21. Jede abgeschlossene Teilmergeines vollsindigen metrischen Raumes, dx )
versehen mit der eingesémkten Metrik ist ein vollgindiger metrischer Raurfi, dx).

Beweis. Seieine Cauchyfolge,, in (A4, d) gegeben. Dann ist per Definitiary, eine Cauchy-
folge in (X, dx). Nach Annahme existiert also= hn;lo xn in (X, dx). Weil A abgeschlossen

ist, gilt z € A. Also ist per definitionem: € A der Grenzwert vom:,, in (A, dx). O

Satz 1.22. Jede folgenkompakte Teilmendesines metrischen RaumeX, dx ) (aufgefasst
als metrischer Raum durch Einsémkung der Metrik) ist beschnkt und abgeschlossen in
(X,dx).

Beweis. Ware A nicht beschrankt, gabe es eine Folge aus A mit dx (zo,z,) = n.
Dies liefert einen Widerspruch, denn fur jede Teilfolgge einer solchen Folge gilt erst recht
dx(zo,Z,) = n. Somit besasse,, keine konvergente (und damit beschrankte) Teilfolge. Ein
Widerspruch zur Folgenkompaktheit van

Um zu zeigen, daf3l abgeschlossen ist, betrachten wir eine beliebige Fejgaus A mit
Grenzwertz in (X, dx ). Dann konvergiert aber auch jede Teilfolgg der Folgex,, gegen den
Grenzwertz in (X, dx ). Anderseits ist A, dx ) folgenkompakt nach Annahme. Somit existiert
eine konvergente Teilfolge, der Folger,, mit einem Grenzwert € A. Aus der Eindeutigkeit
des Grenzwertes (Lemma 1.14) folgt dahet a. Somit istx € A. Also ist A eine abgeschlos-
sene Teilmenge vo(X, dy). O

1.7 Der Banachsche Fixpunktsatz

Satz 1.23. Sei(X,d) ein vollséindiger metrischer Raum unfl: X — X eine kontraktive
Abbildung eines metrischen Rauniés d) in sich, d. h. es gebe eine reelle Konstaite x < 1
mit

d(F(§),F(n) < & -d(&n)
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fur alle £,7 € X. Dann besitzt die Abbildung’ einen eindeutig bestimmten Fixpugke X,
d. h. einen eindeutig bestimmten Pugkiit der Eigenschaft

F(&) = ¢

Beweis. Wir mussen die Existenz und die Eindeutigkeit des Fixpeskte X zeigen. Wir
wollen mit der Eindeutigkeit beginnen. Seignund&, Fixpunkte vonF'. Aus der Kontraktivitat
d(F(&), F(&2)) < k- d(&1, &) und der Fixpunkteigenschaft(¢;) = &; folgt

d(&1,62) < K- d(&1,€2) -

Wareé; + &, konnte man durch(&y, &>) > 0 teilen und erhielte den Widersprugh< «.
Nun zeigen wir die Existenz. Wahle hierzu ein beliebiggse X und setzer; = F(xo),
x9 = F(x1), ...,x, = F™(x0) als Folge in(X, d). Diese Folge ist beschrankt, denn

d(xo,xpn) < d(zg, z1) + d(z1,22) + -+ + d(Tp—1, Tp)
d(F(z0), F(z1)) + -+ + d(F" (xo), F* H(z1))

)

Ty, 1) +

< d(xg, 1) + kd(zg, 1) + -+ + ﬁ”_ld(xo,xl)
d(zo, 1)

=C.
Als nachstes zeigen wir, dal3 die Folge eine Cauchyfolg&ethierzu 0. B. d. Amm > n. Dann
ist
d(n,zm) = d(F"(x0), F"(xm—n)) < K" d(z0, Tp—n) < K"C.
—_—— —— | ——
=T =Tm <C

Daxk" — 0, folgt darausi(z,,, z,,) < e fallsm = n = N(e). D. h.z, ist eine Cauchyfolge

n (X,d). Also konvergiert die Folge gegen einen Grenzwed X, denn nach Annahme ist
(X, d) vollstandig.

Es bleibt die Fixpunkteigenschaft v@reu zeigen. Hierzu stellen wir fest

d(& F(8)) < d(& mn) +d(wn, F(§)) £ d(€,2n) + rd(2p-1,8)
<d(&xn) +d(E ap1) < e+ 3e<e

fur n = N(3e), resp.n — 1 > N(%e). Ein solchesn € NN existiert naturlich. Also gilt
d(& F(£)) < e furallee > 0. Mit anderen Wortend (¢, F(€)) = 0 oderF (&) = €. O

Eine Anwendung Sei0 < p < 1/4 gegeben in einem archimedischer KorpérWahle ein
ein K mit0 < e < . Dann ist

1 1
X=|—- — —
[ 2+€,2 5]

ein abgeschlossener Unterraum des metrischen Rauihé$ versehen mit der Metrill(z, y) =
|z —y|. Ist (K, d) vollstandig, dann auch der abgeschlossene Teilrgkina).

12



Die Abbildung
F(z) = 2° + i — [
ist kontraktiv aufX wegend(F(z), F(y)) = |2 —y?| = |z +y|-d(z,y) < k-d(z,y). Beachte

|z +y| < K =2(3 —¢) < 1. Folglich ist
F: X—->X

wohldefiniert wegerf'(X) = F([0, 3 — <]) S X. Die FunktionF ist auf[0, 3 — €] monoton
mit F(0) = 1 —p > 0undF(3 —¢) = $ —e— (n—¢?) < 3 —=. Auf Grund unserer Annahmen
ist namlichO < ¢ < 1 und damits? < ¢ < p. Dies zeigt

Lemma 1.24. Ein vollstindiger archimedischer &tper ist pythagosisch.

Beweis. Firz > 0 existiert einn € IN mit x/n < 1/4 (folgt aus dem Archimedischen
Axiom) und damity = z/n? < x/n < 1/4. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz fqlgt=
(& — 3)? fur den Fixpunkt. Firy = n - (£ — 3) € K gilt daherz = 2. O

1.8 Quaderschachtelung

Sei K ein pythagoraischer Korper. Im Euklidischen Standamdrd’” von der Dimension
gelten die (Schachtelungs-)Ungleichungen
max [o;] < [l < V7 - max [a;]
i=1,...,1 i=1,...,7
fur einen Vektorz = (z1,...,z,) € K". Beachtemax;_;_, |z;| definiert auch eine Norm auf
K", die sogenannt®uadernorm. Die Formel lal3t sich durch Quadrieren beweisen. Es geniig
max |72 £ [z1)* 4+ A+ |z * €7 omax |zg)?
i=1,...,7 i=1,...,7

----- [ARAE]

und dies gilt aus offensichtlichen Griinden.

Was bedeutet dies anschaulich? Die Ndrhgibt den Abstand eines Punktes von Null an.
Wir betrachten dig,Kugel aller Punkte mit Abstand kleinergleick vom Ursprung. Diese
Kugel B liegt in einem Quader mit der Seitenlarn®B eingrenzen. Umgekehrt liegt der Quader
mit der Seitenlange/r ' - 2R in der KugelB
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Sei nun

Q =[c,d]" = [c,d] X oee X [c,dl.
r;al

ein beliebiger Quader ink’”.

Lemma 1.25. Fur beliebige Punkt&, n aus einem Quade® mit der Seiterdingel(Q) =
|d — | gilt
d(&m) = U(Q)"Vr.

Beweis. Durch Verschieben des Quaders kann man o. B.d. A. annelmerd). Dann gilt
d(€,m) = €] £ 7 - max |¢]und es geniigt u zeigén| < |d — c|. Wegenc < & < d und
¢ =0 < dfolgt dies dann 7au§i| <max(d,—c) £d—c=|d—c|. O

Satz 1.26(Bolzano-WeierstraR). Jede besctinkte Folge im Euklidschen Rauii™, ||-||)
besitzt eine Teilfolge, die eine Cauchyfolge ist.

Beweis. Ist die Folgery, x1, ... beschrankt ink”, so liegt sie in einer Kugel und damit auf
Grund der Schachtelungsungleichungen in einem geeigaiader

Q =la,b]" = [a,b] x --- x [a,b].

«
~

r mal

Hierbeiist[a,b] = {x € K | a < x < b} ein geeignetes Intervall iR. Man teilt nun den Quader
in 2" Teilquader, indem man jedes der Intervglled] in zwei gleich lange Teile unterteilt. In
mindestens einem der Teilquader missen unendlich vidigeRglieder sein. Dies liefert eine

Teilfolge 1,0, z1,1, 21,2, ..., die vollstandig in einem der Teilquader liegt. Diesesfaferen
setzt man iterativ fort und erhalt eine absteigende FotgeQuadern:
Q2012022

Hierbei istQ = Qq.

In jedem Quade€);, liegt jeweils vollstandig die Folgey, o, k.1, 2k 2,... (Wobeizg = xi).
Diese ordnet man nun in einer Tabelle an:

Zo,0 To,1 0,2
10 T1,1 T12
2,0 2,1 T22

Diagonalfolgentrick Man bildet jetzt die Diagonalfolge, d.h. man sefzt == x;; fur alle
k € IN und betrachtet die dadurch neu entstandene Fglgg, &, . ... Dies ist eine Teilfolge
der urspriinglichen Folgey, z1, ..., und es gilt; € Q,, fur allei > n. Ausi, j = n folgt daher
giv gj € Qn

Die Seitenlange der Quadér, halbiert sich mit jeder Unterteilung. Wir zeigen dies oba i
Falln = 0. Es gilti(Qo) = |b —al.
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Qo
[ | 1]
| \ _
@ la+b) b

Wie in der Zeichnung angedeutet ggi eine der beiden Teilhalften vap,. Wegen

Qo) = {‘b_ b = |b—al/2, fallsQ = [%2,0]

ot — o] = [b—al/2, fallsQ; = [a, 2]

ist die Lange vonR; in beiden moglichen Fallen(Q1) = 1(Qo)/2, halbiert sich also bei der
Teilung. Durch Induktion folgt dahé(Q,,) = 27" -1(Qp) =2 " - |b — al.
Aus Lemma 1.25 folgt fur beliebige Punkig &; € Q,, die Ungleichung

C

fur die Konstante” = |b — a|"+/r.
Wir erstellen ein vorlaufiges Resumee: Wir haben eine dlgigfy, &1, ... der gegebenen Folge
xg,1,... Konstruiert, so daf3 fur eine feste positive Konstariie K gilt

fur alle, j = n. Wir wollen daraus ableiten, d&f eine Cauchyfolge ist. Fur beliebiges> 0
mussen wir zeigen, da eM = N (¢) existiert mit

d(gzag‘]) <e

furi,j = N(e). Dazu genugt ed € IN wahlen zu kdnnen mit der Eigenschaft

2—n<5

fur n = N. Damit folgt der Satz aus dem Lemma 1.15 in dem man1/2 setzt. O

Satz 1.27. In einem pythagdaiischen Krper ist jede monoton wachsende, nach oben be-
schiankte Folge eine Cauchyfolge. Ebenso gilt digsionoton fallende, nach unten besithkte
Folgen.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall der monoton wachsenden, naah direh eine Kon-
stanteC beschrankten Folgen. Der umgekehrte Fall ist vollig agaRhus der Monotonie

Tp S Tpyt

der Folge ergibt sich, € [z, C] fur allen. Also ist die Folger,, beschrankt. Nach Satz existiert
also eine Teilfolgez,,, welche eine Cauchyfolge ist. Fur alle> 0 existiert also einV(e) mit

d(.i'i,.i'j) =T; — i‘j <e€
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fare,j = N (), wobei 0.B.d.A.i > j angenommen werden kann. Wahle min= N (¢) >
N(e) so grof3, dai3

Tj 2 TR

gilt fur alle j = N = N(e). Die Existenz vonV folgt aus der Monotonie der Folgs und der
Tatsache, da; eine Teilfolge von; ist. Dies impliziert ausserdem

Tp S Xy
fur allei. Firi = j > N(e) gilt daher
d(zi,z;) =z —x; < & — 'i.N(a) <e¢

nach Wahl vonV (¢) und der Cauchyeigenschaft der Teilfolge O

1.9 Reelle Zahlen

Konvergente Folgen sind immer Cauchyfolgen, wie wir gesdtaden, aber nicht jede Cauchy-
folge ist konvergent. So igh) ein archimedischer Korper, aber nicht vollstandig. Dakkedas
nun der Punkt, an dem wir zu den reellen Zahlen tibergehen.

Definition 1.28. Wir fixieren einen archimedischen vollstdigen Korper und nennen ihn
Korper der reellen Zahlen. Wir bezeichnen diesentiper mit R. Folgen inIR nennen wir
reelle Folgen

Als vollstandiger archimedischer Korper Btpythagoraisch. D& per Definition vollstandig
ist, sind inRR also die Begriffe der Cauchyfolge und der konvergentengd-afuivalent. Eine
solche Folge ist immer beschrankt und hat einen eindeutigenzwert. Liegt die Folge in
einem abgeschlossenen IntervBllso ist auch ihr Grenzwert ih enthalten. Weiterhin enthalt
jede reelle beschrankte Folge eine konvergente Teilfalgkjede monontone beschrankte Folge
konvergiert. Zuletzt besitzt noch jede nach oben bes&tedfeiimengeX S R eine kleinste
obere Schrankeup(X). Fur den Beweis der letzten Aussage sei auf den nachstsohAlit
verwiesen. Aus den Satzen Satz 1.22, Satz 1.21 und SatiolgPschliesslich die fundamentale
Aussage

Satz 1.29. Eine Teilmenged des Euklidischen Raum@s™ ist folgenkompakt genau dann,
wenn sie bescknkt und abgeschlossen ist.

Wir wollen nun die Darstellung reeller Zahlen als Dezimatiire betrachten. Nach dem Ar-
chimedischen Axiom ist jede nicht negative reelle Zalileiner als eine geeignete natirliche
Zahln. Da nur endlich viele natirliche Zahlen varliegen, kann man obdA — 1 <y <n
annehmen. Dann liegt = y — (n — 1) im Intervall I, = [0, 1). Teilt man/ in 10 Teilintervalle,
folgt analog
ag ag+1
10’ 10

566[1=[

]
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fur einag € {0,1,...,9}. Unterteilt man/; wieder in 10 Teilintervalle und fahrt so fort, erhalt
man eine Approximation vom durch Zahlen

_ G @ On
Tn =10 T 100 " 107

mit ap,a1,...0pn—1 € {0,1,... ,9} und

1

xngxgxn—i-ﬁ.

Es folgtd(x, z,,) < 10% Die Folge derx,, konvergiert also gegen die gegebene ZahMan

nennt dies di@Dezimalbruchentwicklung von z und schreibt bekanntlich
z,=" 0,apa1as ...

Umgekehrt definiert jede solche Dezimalbruchentwickluimge eeelle Zahl im Intervall =
[0,1], denn die dadurch definierte Folge reeller Zahlen

ag aj an—1
=90 7 100 107

definiert eine monoton wachsende Folge rationaler Zahlen

Tpn € Tpal

des Intervalls: Beachte namlichy, < {5 + 135 + - + 197 = 15 - 19—t = 1 — 10" < 1.

Da die Folger,, monoton wachsend und nach oben beschrankt ist (hier diir&onvergiert sie
nach Satz 1.27 und ihr Grenzwert liegt im InternvaH= [0, 1].

1.10 Infimum und Supremum

Definition 1.30. SeiX S R eine nach oben besdimkte, nichtleere Teilmenge und
Y={yeR|z=Zyfurallexe X} £ &

die Menge dewoberen Schrankenvon X. Analog ist im Falle einer nach unten beséhkten
Menge der Begriff deunteren Schrankendefiniert.

Es bezeichn&“ := R\Y das Komplement von der Teilmengein R.

Bemerkung 1.31. Fir die MengeY der oberen Schranken einer nach oben beschrankten
nicht leeren Meng&X < R gelten folgende Eigenschaften:

QY +g

(2) Y ist abgeschlossen iR.

(3) Furé e Yeqilt ¢ £ y fur alley € Y. Insbesondere gilt daher fir konvergente Folgen
a, € Y mit Limesa danna < y fur alley € Y (denn(—oo, y] ist abgeschlossen).
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Beweis. (1) gilt nach Annahme. Zum Beweis von (2) sei eine Falges Y gegeben mit
lirrolo yn = y. FUrz € X gilt x = y, € [x,0) fur allen € IN. Folglich isty € [z, o) und damit
n—

y € Y (da dies fur aller € X gilt).

(3) Zunachst beweisen wir die eigentliche Folgerung.Y © bedeutet ¢ Y. Daraus folgt nach
der Definition vonY’, dal3 es eirx € X gibt mit ¢ < z. Ebenfalls nach Definition volr™ gilt
aberz < yfurallex € X undy € Y, insbesondere alsp< y und damitt < y. O

Betrachte nun eimg ¢ Y und einby € Y. Ein solcheg existiert nach (1) und, existiert
wegenX + ¢ (wahle z.B.ag = 2 — 1 fureinz € X):

= =
Y¢3aq boeY

Setze nun durch Halbieren des Intervalls

ag + bg
2

§=

[ | 1]
| [ _
ao 13 bo

und fuhre eine Fallunterscheidung durch: Im Fglle Y setzeb; := £ unday = ag, sonst
a1 = & undb; = ay. Iteriert man dies, so erhalt man

Y¢sqa,<b,€Y
fur allen € IN und nach Konstruktion gilt
ag<a;=ax < =<a, by <0 S by £ by £ o

Somitistag, a1, . .. €ine monoton steigende, nach oben beschrankte Folge atahan, b1, . . .
monoton fallende nach unten beschrankte Folge. Somittsitte Folgen konvergent nach Satz
1.27. Setze nun = lim a, undb = lim b,. Dann gilt

n—00 n—ao0

IA
I
IA

b

IA
IA

bn

IA

ap £ -+ = ay a - =< bo

wegena; < b fur alle j, & € IN. Daraus folgta < b, fur alle k£, und im Limesk — o«
schliesslicha < b. Wir behaupten nua = b. Zum Beweis fixieren wir uns ein > 0. Es gilt

0Sb—a=|b—by|+|bp—an|+la—ay| <e
—— ——
1 1. 1
<3€ 3 <3€
fur n = N(¢). Dies folgt aus den Konvergenzaussag@n—> a, by — b und |b,,
—00 —00

an| — 0. Letzteres folgt au®,, — a,| = 27"|bg — ag| wie im Bewels von Satz 1.26. Da
€ > 0 belleblg gewahlt werden kann, folgt daraus- b.
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Auf Grund der obigen Intervall Schachtelung gilt weiterhin
4) a=ZyfuraleyeY,

denna, € Y¢implizierta,, < y furalley € Y, und somita < y nach (3). Aus (2) folgt wegen
b, € Y dann

5) b= limb,eY.
Schliesslich gilt

(6) Es gibt keinen Punkj e Y mitn < b,
denn anderenfalls ware < n < b nach (4). Dies wirde implizierem < b, also einen Wider-
spruch zu: = b. Dies zeigt (6), und damit igtdie kleinste obere Schranke véhnach (5) und
(6). Dies zeigt

Satz 1.32. Jede nach oben besé@nkte nichtleere Teilmeng& < R besitzt eine kleinste
obere Schranke. Diese nennt man Gapremumsup(X) der MengeX.

Fir die Punktes,, gilt nach Konstruktioru,, < a, und daher wegea = sup(X) alsoa,, ¢ Y.
Da a,, somit keine obere Schranke vot ist, gibt es einz,, € X mit a,, < z,. Aus der
Ungleichunga,, < = < a = sup(X) folgt wegena,, — a dann recht einfach,, — a. Es gibt
also einen Folge von Punkten alis welche gegen das Supremum= sup(X ) konvergiert.

Oft wird das Supremum formal auch fur den Fall einer nachnolbebeschrankten Menge
definiert. In diesem Falle schreibt man

sup(X) = +o0

fur den Fall, dal3 die Meng& nach oben nicht beschrankt ist.
Vollig analog zum Supremum einer nach oben beschranktengel, existiert dagfimum
einer nach unten beschrankten Memngé X ) = —sup(—X).

Satz 1.33. Jede nach unten besémkte nichtleere Meng& < R besitzt ein Infimum
inf(X), eine gbRte untere Schranke von.

Sei nunz; < 9 < z3 < ... eine beliebige monoton steigende Folge reeller ZahlennDan
ist entwederX = {z, | n € IN} nach oben beschrankt und die Folggkonvergiert monoton
gegensup(X) € R. Oder die MengeX ist nicht nach oben beschrankt usnd(X) = +o0. In
diesem Fall konvergiert die Folge gegeno in folgendem SinnFur alle C > 0 existiert ein
N = N(C)sodalfirallen > N gilt 2, > C.

Diese Betrachtung kann man wie folgt zusammen fassen: $etze- R u {+o0}. Dann
besitzt jede (!) monoton steigende Folgge mit Werten inR* einen Grenzwert: in R* im
obigen Sinne. Wir schreiben dann auch

T, /X

und benutzen haufig die Schreibweise= sup,, x,, = sup z,, fur diesen Grenzwert im erwei-
terten Sinn. Analog existiert immer ein Grenzwirt z,, in R~ = R u {—o0} fur eine monoton
fallende Folger,, € R™.
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2 Stetige Abbildungen

2.1 Stetigkeit
Definition 2.1. Seien(X,dx) und (Y, dy ) metrische Rume. Eine Abbildung
[ (X dx) = (Y,dy)

heil3tstetig, wenn @ir jede Folgex,, in X qilt

(o> & = flwa) > f(O) |

Anders formuliert,f fuhrt konvergente Folgen in konvergente Folgen Uber warthuscht mit
Limesbildung:

n—ao0

f (nll_r}goxn) = lim f(x,)]|.

Ein Spezialfall Abbildungenf: (X,dx) — (Y, dy) mit der Eigenschaft

dy (f(z), f(§)) < C-dx(z,&) , Va,feX

(fur eine feste Konstanté’ > 0) sind stetig: Fur genugend grolResgilt dx (z,,&) < ¢/C
wegenz,, — &, und damitdy (f(z,), f(£)) < e. Solche Abbildungen nennt maripschitz-
stetig und C nennt marLipschitz-Konstante. Beispiele sind kontraktive Abbildungen oder die
im folgenden aufgefiihrten Abbildungen:

Beispiel 2.2. (1) Die identische Abbildungflx : (X,dx) — (X, dx) definiert durchdx (x) =
x ist stetig C ist hier 1).

(2) Die konstante Funktiori: (X,dx) — (Y, dy) definiert durch durctyf(x) = yo fur einen
festen Punky, € Y ist stetig (' ist hier beliebig).

(3) Sei(X,dyx) ein metrischer Raum undg, ein beliebiger Punkt vorX. Dann ist die Ab-
standsfunktionf (z) = d(x,z) eine stetige Funktiorf : (X,dx) — Y = R. In der Tat gilt
hier dy (f(z), f(§)) = |dx(z,z0) — dx (& x0)| £ C - dx (z,€) mit C = 1 wegen der unteren
Dreiecksungleichung des metrischen Raufésdy ).

(4) JedeR-lineare AbbildungL: R" — R* zwischen Euklidischen Raumen ist stetig.
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(5) Insbesondere sind als Spezialfall von (4) die Koordinptojektionen
pi:Rr_)]Ra Pi(5'31w~>$r)=55z'

stetig furallei = 1,...,r.

Zum Beweis von (4) beachte: Es gilts (L(z), L(§)) = || L(z) — L(&) | gs = [|IL(z — &)||g=
fur lineare Abbildungen.(z) = (Z§=1 Lijxj)i-1,..s. Wir suchen also eine Konstante mit
der Eigenschatft

ILW) s = C - yllg- -
Beachtg|L(y)||gs < +/s'max;—1,. ¢ |L(Yy)i| < ry/smaxi—i . sj=1,..r |Lij|-maxj_i__,|y;| £

-----

C|lyllg- fur C = r4/s - max; ; |L;;|. Die Wahl vonC'ist nicht optimal. Aber offensichtlich gilt

Lemma 2.3. Fur R-lineare Abbildungen.: R™ — RR? ist die reelle Zahl

L .
HLH:SUP(H (U)H]R ) <C<OO
v+0 HUH]RT

wohldefiniert undg> 0. Es gilt

IZ@)] < L] - |lv]l]

und||L|| = 0 genau dann, wenf = 0.

Bemerkung 2.4. Eine Funktionf: (X, d) — R" schreibt sich in der Form
fi(z)
y=fl@)=| : |eR"
fr(2)

Die r reellwertigen Funktionery; = p; o f sind wegen (5) als Zusammensetzung stetiger
Funktionen stetig (siehe Korollar 2.7). Umgekehrt defieer stetige reellwertige Funktio-
nen fi(x),..., fr(x) auf (X,d) eine stetige FunktiofX,d) — R’, dennzx, — z impli-
ziert fy(wa) — fi(x) in R, und wegeni(f(v,), f(x)) < 7 - max |fi(wa) = fi(x)] auch

f(@n) = f(z) inR".
Definition 2.5. Seien(X,dx) und (Y, dy ) metrische Rume. Eine Abbildung
i X->Y

heiBtstetig im Punkt £ von X, wenn fir jede Folger,,, die in (X, dx ) gegen¢ konvergiert, die
Bildfolge f(x,,) in (Y, dy ) gegenf (&) konvergiert.

Offensichtlich istf: (X, dx) — (Y, dy) stetig genau dann, wenfin jedem Punkg von X
stetig ist.
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Satz 2.6. Seif: (X,dx) — (Y, dy) stetig im Punkt € X und seig: (Y,dy) — (Z,dz)
stetig im Punky) = f(£) € Y. Dann ist die Komposition

(gof): (X,dx) — (Z,dz)
stetig im Punkt € X.

Beweis. Zunachst wollen wir eine Veranschaulichung der Behaupttotnehmen:

é. — ] oYn
° \\ gof
° / ) \> ef(n)
Tntle L4
. g

Nach Voraussetzung gilt fur jede gegekonvergente Folge,,
Yn = fzn) =0 = f(8).
Da g stetig ist, gilt wegen der Konvergenz vgp gegeny in (Y, dy)
9(yn) = (g o f)(zn) = g(n) = (g0 )(E).
Also folgt (g o f)(zn) — (g o f)(§) undg o f ist stetig im Punkg. O

Korollar 2.7. Die Komposition stetiger Abbildungen ist wieder stetig.

2.2 Eigenschaften stetiger Funktionen

Lemma 2.8. Seif: (X,dx) — (Y,dy) eine stetige Abbildung. Ist in (Y, dy) abge-
schlossen, dann ist das Urbilti! (A) abgeschlossen ifX, dx).

Beweis. Seix,, — x eine in(X,dx) konvergente Folge mit,, € f— ( ). Zu zeigen ist
r € f71(A). Da f stetig ist, konvergiert die Bildfolge,, = f(z,) — v = f(z ) Wegen
yn = f(zn) € Aund daA abgeschlossen ist, folgte A und damitz € f— ( YS fYA). O

Lemma2.9. Seif: (X,dx) — (Y,dy) eine stetigeAbbildung. Ist( X, dx ) folgenkompakt
dann ist auch das Bilg'(X) versehen mit der Einscnkung der Metrikiy- folgenkompakt
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Beweis. Seiy, eine Folge inf(X). Dann gilty, = f(x,) fur eine Urbildfolgez,, € X.
Nach Annahme gibt es eine (X, dx ) konvergente Teilfolg&,, — . Aus der Stetigkeit folgt,
daR die Teilbildfolgey,, = f(Z,) gegenf(z) konvergiert in(f(X), dy ). O

Satz 2.10. Auf einem folgenkompaktenetrischen RauriX, dx ) hat jede_stetigeeellwer-
tige Funktion

f:(X,dx) >R

ein beschanktes Bild, und das Maximum und das Minimum Yamerden aufX als Funktions-
werte angenommen.

Beweis. Das Bild f(X) ist folgenkompakt bezuglich der Euklidischen Metrik (veegdem
letzten Lemma). Nach Satz 1.22 ist al0X ) beschrankt und abgeschlossen. Insbesondere gilt
daher

sup(f(X)) = max(f(X))

und analognf (f(X)) = min(f(X)). Daraus folgt die Behauptung. O

2.3 Der Zwischenwertsatz

Satz 2.11. Seif: [a,b] — R eine stetige Funktion mjf(a) < f(b). Dann gibt esiir jedes
n € [f(a), f(b)] €ina € [a,b] mit f(a) = 1.

Beweis. Betrachte die (nichtleere beschrankte) Merge= {x € [a,b] | f(x) < n}. Ent-
weder ist danmx := sup(A) gleichb, oder es gilt per Definitiom > o = f(x) > 7. In beiden
Fallen folgt f (o) = n (im letzteren Fall wegen der Stetigkeit vgin da eine monoton fallend
gegena konvergente Folge von Punktene [a,b] existiert mit f(z) > 7). Andererseits gibt
es eine Folge von Punkten ads welche gegen das Supremumvon A konvergiert. Aus Ste-
tigkeitsgrinden und der Definition vot folgt darausf () < . Beides zusammen genommen

ergibt f («) = 7.

y
N - | | = e
a o 3 b
f(a)
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2.4 Dasc-o-Kriterium

Satz 2.12. Gegeben sei eine Funktioh (X,dx) — (Y,dy) und ein{ € X. Dann istf
genau dann stetig ig, wenn zu jedema > 0 eind = §(¢) > 0 existiert, so dal gilt

dx(z,6) <6 = dy(f(z).f(9) <e.

Auch hierzu wollen wir eine Veranschaulichung liefern. Behte die KugelB;(z) = {z €
X | dx(x,&) < 0}. Fur beliebiges > 0 soll es einy > 0 geben, sodald zu jederre X, dessen
Abstand zu¢ kleiner alsé ist, der Abstand vory (z) zu f(£) kleiner alse ist. f soll also die
Kugel Bs(£) um ¢ vom Radius< ¢ in die Kugel B.(f(£)) um f(¢) vom Radius< ¢ abbilden

B5(€) B-(£(9)

Beweis. Zunachst wollen wir zeigen, dal dagi-Kriterium die Stetigkeit impliziert. Sei
alsoz,, eine Folge inX mit hf{}o(xn) = £. Also existiert zu jedend > 0 ein N = N (&) mit
n—

dx(zn,&) < €furn = N. Nach Annahme gilt
dY (f(xn), f(g)) <g,

fur dx (zn, &) < 6 = §(c). Wahlt man jetze gleichd, folgt dy (f(z»), f(£)) < efurn = N(6).
Also konvergiertf (z,,) gegenf(z).

Zum Beweis der Gegenrichtung nehmen wir jasei stetig im Punkf und dase-§-Kriterium
ware nicht erfullt im Punkg. Dann wirde gelten

Jeg >0 V6>0 3dzeX (dx(z,&) <8 unddy(f(z),f(&) = e0).

Wahle nuné = 1/n. Dann existiert einz,, mit dx (z,,£) < 1/n unddy (f(zy), f(£)) = o
Wegendx (x,, &) < 1/n gilt x,, — &. Aus der Stetigkeit vorf im Punkté folgt f(z,) — f( )
im Widerspruch zuly (f(z), f(€)) = eo.

Folgerung. Eine Funktionf: (X, dx) — (Y, dy) ist stetig genau dann, wenn gilt

VEEX Ve>036>0Vre X (dx(z,€) <6 = dy(f(x), f(&)) <e)].
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2.5 Gleichmassige Stetigkeit

Definition 2.13. Eine Abbildungf: (X, dx) — (Y, dy) hei3tgleichmaRig stetigauf (X, dx ),
wenn zu jedem > 0 eind = §(e) > 0 existiert, so daldifr alle &,z € X qilt:

dx(z,6) <0 = dy(f(2), () <e.

oder

Ve> 030 >0VEe X Vo e X (dx(z,€) <6 = dy(f(x), f(§) <e)].

Satz 2.14(Satz von Heine). Ist (X, dy) folgenkompaktdann gilt: Jede stetigé&unktion
auf (X, dy) ist gleichnafRig stetig

Beweis. Ware die Aussage falsch, dann wirde gelten
deo > 0V0 > 03¢ e X Iz € X (dx(z,§) < dunddy (f(z), f(£)) = <o) -

Fixiere ein solches, > 0. Fur alle naturlichen Zahlen > 1 undé := n~! existieren daher
£t € X mit dx(6,,2,) < n~tund dy (f(&,), f(2n)) = 0. Bei sorgfaltiger Auswahl
von Teilfolgen kann man o. B.d. A. durdiibergang zu den Teilfolgen zusatzlich zu den obigen
Bedingungen erreichen

n —— & Tp—— .
n—o0 n—00

(Man geht dazu zu einer konvergenten Teilfofgeiber, und streicht die entsprechenden Folgen-
glieder auch in der Folge,,. In dieser Teilfolge geht man nochmals durch durch Streicios
Folgengliedern zu einer konvergenten Teilfolge Uber. Die entsprechenden Glieder streicht
man auch aus der Teilfolgg.) Wegendx (&, z,) < n~! (dies gilt auch firr die Teilfolgen) und

0 <dx(z,€) Sdx(z,2) +dx(zn, &) +dx (6, €) < 3e + 3e+ te =c.
— —_— —

1 11 1
<3¢ <nT'<3z€ <3¢

furn = N(e) und alles > 0 folgt dx (x,&) = 0 im Limesn — co. Also gilt z = &, und damit
folgt wegenf (z) = f(£) aus der Dreiecksungleichung

0 < &0 = dy (f(&n), f(wn)) < dy (F(&n), F(€)) +dy (f(an), f(2)) -

v

-~ -~

1 1
<2€0 <250

Wegen der Stetigkeit vorf ist die rechte Seite< e, falls n = Ni(3g) resp.n = Na(3e)
wegen der Konvergenz der Folgé(t,,) — f(£) und f(x,) — f(z)). Dies liefertd < ¢y < e,
also einen Widerspruch. O

2.6 Reellwertige stetige Funktionen

Definition 2.15. Fur einen metrischen Rau(X, dx ) ein metrischer Raum sei
C(X)={f: X > R| fiststetig auf( X, dx)}

der Raum der stetigen reellwertigen Funktionenauf X
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Lemma 2.16. Seienf,g e C(X)und\ € R. Dann ist auchf + g, \g, fg wieder stetig auf
X. Insbesondere bildet'(X) einenRing.

Beweis. Wir beweisen das Lemma lediglich fir das Prodfit da die anderen Rechnungen
analog durchfuhrbar sind. Seien also &ie X und eine > 0 gegeben. Dann ist

[f(@)g(x) = F(€)g(&)] = [f(x)g(x) — f(2)g(&) + f(x)g(§) = F(§)g(&)]

(
@) -lg@) — 9@+ |9(O] - |[f(©) — fl@)] <<
< %,_/ (R

<e/er é <e/ca

[z
(€

<
=

fur Konstanterry, co > 0; ersteres gilt hierbei nur fitx (z, ) < 01, letzteres nur fudx (z,§) <

d2. AuBerdem gilf f (x) — f(&)| < 1 fallsdx(x,&) < d3. Fallsdx (x, &) < ¢ :== min(dy, 2, I3)

ist damit|f(x)| = 1+ [f(&)| = c1. All dies zusammen zeigt, d4ff - g)(x) = f(z)g(x) stetig

im Punkt¢ ist. O
Korollar 2.17. Polynome sind stetige Funktionen dtuf

Lemma2.18. Seif: (X,dx) — Rundf(z) + 0 fur alle z € X. Dann gilt:

1

f(ac) (X,dx) >R

ist definiert und stetig aufX, dx ).

Beweis. Gegeben sei eifiund eine > 0. Dann gilt

'f(lsv) ) f(lﬁ)‘ ) ‘ff) o |

Es gilt|f(x) — f(¢)| < | f(&)] = e1 > 0furd(X,£) < 6, (Stetigkeit vonf). Daraus folgt
)| > |2 (£)| wegen der unteren Dreiecksungleichung, (ﬁ%{u‘ < ‘ 5)‘ Also

falls|f(z) — f(&)] < % |£(€)]? - . Dies ist erfullt, fallsdx (z, £) klein genug ist. O

Beispiel 2.19. f(z) = 1 erfillt diese Bedingung fiX = R* = R\{0} und definiert daher
eine stetige (aber nicht gleichmassig stetige) Funktigrire
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Wir wollen uns nun mit dem Minimum und Maximum von Funktionaaseinandersetzen.
Seine alsof, g: (X,dx) — R Funktionen auf einem metrischen Rayii, dx ). Hierzu defi-
nieren wir

max(f, g)(z) = max(f(2), g(x))

und analog fur das Minimum.

max(f,g)

min(f, g)

B
Ll

Die stetigen Funktionen au¥$(.X) definieren einen Funktionenverband &afd.h.C(X) ist
ein reeller Vektorraum von Funktionen und es gilt

Satz 2.20. min(f, g) undmax(f, g) sind inC(X) fur f,g € C(X).

Beweis. Es genugt, da mif auch|f| (als Komposition stetiger Abbildungen) stetig ist,
dennmax(f, g) = %(f +9)+ %|f — gl undmin(f, g) = — max(—f, —g). O

28



2.7 Gleichmassige Konvergenz

Definition 2.21. Eine Folge(f,)rew VOn reellwertigen mit Funktionerf,: (X,d) — R
heiBtpunktweise konvergentgegen eine Grenzfunktioft (X,d) — R, wenn @ir jedesz € X

gilt
lim fo(z) = f(x).

n—o0

Definition 2.22. Eine Folge( f,,)new Von Funktionery,,: (X,dx) — R heitgleichmaRig
konvergentgegen eine Grenzfunktioft (X,dx) — R, wenn zu jedem > 0ein N = N(e) €
IN existiert, so daf3ifr alle n > N und allex € X qilt

[fu(z) = f(2)] <e.

Fur beschrankte reellwertige Funktiongmlefiniert man

If1] = supgex [f(£)] -

Offensichtlich gilt|| f|| = 0 genau dann, wenyi = 0 gilt. Ebenso trivial ist die Eigenschaft
IIA- fll = |\l - |If] fur reelle Konstanter\. Fur zwei beschrankte reellwertige Funktiongry
auf X ist aber aucty + g beschrankt auk und es gilt

If+gll = 171+ gl

denn|£(&) + g(©)| < |F(©)] + 19| < [ £l + g gilt fur alle ¢ e X. Somit definiert]| |
eineNorm auf demR-Vektorraum der beschrankten Funktionen Aufdie sogenannt8upre-
mumsnorm.

Sei nun(X, dx) ein folgenkompakter metrischer Raum. Dann ist jede stdfigektion be-
schrankt aufX'. Damit istC'(X) ein R-Untervektorraum des Raums der beschrankten Funktio-
nen aufX. Fir stetige Funktioneyi e C'(X) gilt sogar

IF1] = max | f ()| -

Die Supremumsnorm definiert vermodef, g) = || f — g|| eine Metrik aufC'(X). Offensicht-
lich gilt

Korollar 2.23.  (C(X),d) ist mitd(f,g) = ||f — g| ein metrischer Raum. Eine Folge
von Funktionenf,, € C(X) konvergiert gegerf € C(X) in (X,d) genau dann, wentf, (z)
gleichméssig auf( X, dx ) gegen die Grenzfunktiofi(z) konvergiert.

2.8 Vollstandigkeit von C'(X)

Satz 2.24. Sei(X,dx) folgenkompaktDann ist(C(X),d) versehen mit der Metrik der
gleichnméissigen Konvergenz ein volisidiger metrischer Raum

!Dies iibertragt sich verbatim auf den RagriX, RY) aller Funktionen aufX mit Werten inR"> .
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Beweis. Gegeben sei eine Cauchyfolge @i(X), also Funktionenf,, € C(X) fur n =
1,2,... mit || f,, — fml|l < e furn,m = N(g). Wir konstruieren eine Grenzfunktion. Fixiere
einen Punkt: € X und betrachte die Folgg, = f,.(x) € R. Dann gilt

Yn — Ym| Z |fu — fmll <,

falls n,m = N(e). Also definierty;, y2, ... eine reelle Cauchyfolge. Daher existiert der Limes
yn — y und wir setzen
f(z) =y = lim (yn) € R.
n—0o0

Nun behaupten wir:
1f(z) = fulz)| <& fur n=N(le)

und zwar fur alle ()z € X. Sei namlichz € X ein beliebiger Punkt. Dann gibt es eimy =
mo(3e,z) mit |f(z) — fm(2)] < 3e fur m = mo(3e, z), weil ja nach Konstruktiory,, (z) —
f(z) qilt. Dies liefert

(@) = Fu(@)] < |F(2) = fn(@)] + [fn(@) = Fu(@)] < 32 + |lfm = ful| <&

<L
5€

falls n, m = N(3¢) undm = my(e, z) gilt. Ein solchesn kann man immer finden, so daf man
jetzt unabhangig von der Wahl varwie behauptetf (z) — f,(z)| < e fir n = N(3¢) gezeigt
hat.

Zum anderen behaupten wire C'(X), also daf¥f stetig aufX ist. Betrachte hierzu Punkte
x1,x9 € X. Dann gilt fir geeignetes unddx (z1, z2) < d undd geeignet,

Ist dx (z1,22) < & = 0(3e, fr), dann gilt| f,(z1) — fu(z2)| < ie, daf, stetig und damit
auch gleichmaRig stetig aui, dx ) ist. Schliesslich haben wir fur beliebiges(insbesondere
also furz = z1,25) gezeigt|f(z) — fn(z)| < £/3, falls n = N(3e/3). Wahlt man daher
einn = N(g/6), dann folgt fur allexy, zo mit dx (z1,x2) < J, wobeid jetzt nur noch vore
abhangt, die Ungleichung

|f(21) = flz2)] < €.

Das heiltf ist stetig aufX. Die erste Behauptung zeigt aul3erdem
If = fal <& fur nZzN(ze).

Somit konvergiert die Funktionenfolg, (x) gleichmassig gegefi(z). Dies zeigt die Cauchy-
Vollstandigkeit vonC'(X). O
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2.9 Monotone Funktionenfolgen

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dalR ein gleichipéiséimes von stetigen Funk-
tionen (auf einem kompakten Raukf) eine stetige Funktion definiert (Satz 2.24). Das nachste
Beispiel zeigt, dafd die analoge Aussage fir monotone emstetiger Funktionen im Gegensatz
dazu nicht richtig ist:

Beispiel 2.25. Sei X < R"™ ein nichtdegenerierter abgeschlossener beschrankiadefu
Sei f(x) > 0 eine beliebige nichtnegativstetige Funktionenf € C(X) auf X sowie A
eine beliebige abgeschlossefieilmenge vonX. Dann ist fir die stetige Abstandsfunktion
d(xz, A) = inf{d(z,a) | a € A} die Funktion

fu(x) = max(O, 1-— d(w,A))n - f(x)

stetig aufX und erfullt f,,(z) > 0. Wegenf(z) > 0 definieren die Funktionetf,,(z) eine
monoton fallende Folge von stetigen Funktionen. Beabhte max(0,1 — d(x, A)) < 1 fur

xz ¢ Aund0 < max(0,1 —d(z,A)) = 1fur x € A. Daher konvergiert die Funktionenfolge
fn(x) punktweise

C(X)afa Ny

gegen die Grenzfunktion

g(x) = xa(z)- f(x) , Aabgeschlosseni¥ , f>0inC(X)]|.

Fur A S X bezeichne hierbey 4 die charakteristische Funktion voty d.h. es sei 4(z) = 1
furz e Aundxa(z) =0firz ¢ A.

Die konstante Funktion x liegt in C(X). Fur echte Teilquadef = [¢1,d1] x - - x [¢r, dy]
von X liegt die charakteristische Funktiopy nicht in C'(X'), wie man leicht sieht. Bereits im
einfachsten Fallf = 1 ist daher die Grenzfunktioy 4 nicht mehr stetig, wenm ein echter
Teilquader vonX ist; denn sei etwal = [c,d] < [a,b] unda < ¢, dann istlim,, x 4(z,) = 0
fur eine linksseitige Folge,, — ¢ (mit z,, < ¢) und ist verschieden vog(c) = 1.

Die charakteristische Funktiog(x) = x(z) fur abgeschlossene Teilmengdn<S X ist
zwar im allgemeinen nicht mehr stetig, aber sie ist wenigstderhalb stetig in folgendem
Sinne: Fir all&€ € X und alles > 0 existiert eind > 0 mit

lv —&] <6 = g(x) < g(§) +¢.

Man nenntg(x) unterhalb stetig, wenn—g(x) oberhalb stetig ist. Endliche Summen oberhalb
stetiger Funktionen sind oberhalb stetig. Jede stetig&tieuimist natrlich oberhalb stetig.

2 A ist folgenkompakt und daher nimnat(z,a) bei festemz € X sein Minimum aufA an als Funktion der
Variablea € A, sagen wir in einem Punkly = ao(x). Alsod(x, A) = d(z, ao). Fur beliebigey € X gilt daher
d(y, A)—d(z, A) = d(y, A)—d(x,a0) < d(y,a0)—d(z,a0) < d(y,x) wegen der unteren Dreicksungleichung.
Aus der Symmetrie i undy folgt |d(y, A) — d(z, A)| < d(z,y), also die Lipschitzstetigkeit.
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Satz 2.26(Satz von Dini). Sei(X,d) folgenkompaktSei f,, N\, f eine_monotorfallende
punktweise konvergente Folge von oberhalb stetigefiwertigen Funktionerf,, auf X. Ist die
Grenzfunktionf stetigauf X, konvergieren dief,, gleichrméssig aufX gegenf.

Beweis. Ersetzt mary,, durchf,, — f, kann o. B.d. A. angenommen werdén= 0. Wir neh-
men an die Funktionenfolgég, ist monoton fallend. Ware die Konvergenz nicht gleichsigs
gabe es eigy > 0 so daB fur allex einz,, € X existiert mit

0<eo = fulzn) (Vn).

a) DurchUbergang zu einer Teilfolge kdnnen wir oBdA annehmgn— ¢, da X folgen-
kompakt ist. Wegerf,, (&) — f(£) = 0 gibt es einng, so dal gilt

0= fno(g) < 50/2 :

f1

f2
Jro

€0

b) Wegen der oberhalb Stetigkeit v, () im Punkt gilt f,,,(z,) — fn, (§) < £0/2 fur alle
n = nq, bei geeigneter Wahl von; > ng wegenz,, — £. Also

0= fno(xn) = (fno(xn) - fno(g)) + fno(g) < €o, (TL 2 nl) .

c¢) Aus der Monotonie der Folgg, (x) ergibt sich dann
0= fm(xn) < fno(xn) < €o, (m > nl)'

Furm = n und beliebiges: = n, steht des im Widerspruch zy < f,(x,). O
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2.10 Stuckweise stetige Funktionen

SeiX = [ay,b1] x -+ x [a,, b.] €in beschrankter Euklidscher Quaderlkh. Wir definieren
jetzt den RaunC'T' (X)) der stickweise stetigen Funktionerauf dem Quade . Dieser soll
fur beliebige abgeschlosseffeilquaderd S X den zugehorigen Raum der stetigen Funktionen
C(A) enthalten
C(A) € CT(X)

in folgendem Sinn:

Eine stetige Funktiog: A — R in C'(A) wird dabei als Funktion auk aufgefasst, indem
man sie durch Null fortsetzt. D.h. man sefftr) = g(x) fur z € Aund f(z) = 0 fur = ¢ A.
Diese Nullfortsetzung ist beschrankt akif aber im FallA + X im allgemeinen keine stetige
Funktion aufX. Insbesondere enthdlt7'(X) die Funktionery(z) = xa(x) - f(x) fur stetige
Funktionenf (x) auf X. Degenerierte QuaderA = [c1,d1] x - - - X [¢, d, ], als0O den entarteten
Fall woc; = d; gilt fir ein oder mehreré = 1, ..., r, lassen wir ausdriicklich als Teilquader zu.

Definition. SeiCT'(X) der von endlichen Linearkombinationen solcher Fortsegeanvon
Funktionen aug’(A) fur TeilqguaderA S X) aufgespannt®-Untervektorraum des Raums der
beschrankten Funktionen aif. Offensichtlich gilt

C(X) S CT(X).

Die sup-Norm|| f|| = sup,ex |f(z)| definiert eine Metrik auf”T(X'). Der Untervektorraum
von C'T'(X), aufgespannt von den charakteristischen FunktioneA Teilquader), nennen wir
den Raum deTreppenfunktionen 7'(X)

T(X) S CT(X).

Lemma 2.27. Jede dickweise stetige Funktiofi e CT'(X) ist ein gleichnaRiger Limes
f = lim f, einer geeigneten monoton steigenden (resp. alternativotoarfallenden) Folge
n—00

von Treppenfunktiorf,, € T'(X). Ist f stetig, Kbnnen die Funktionetf,, unterhalb stetig (resp.
oberhalb stetig) ge@hlt werden.

Beweis. Man reduziert den Beweis sofort auf den Fall, gaRullfortsetzung einer stetigen
Funktion aufA, S X ist. O.B.d. A. dahetX = Ay und f € C(X). Der Einfachheit sei die
Dimensionr = 1 und damit4, ein Intervall (der allgemeine Fall ist vollkommen analpgnir
teilen sukzessive das Intervall = [a,b] in jeweils zwei gleich lange Teilintervalle, im ersten
Schritt also[a, %F2] und [4£2, b]. Auf diese Weise wird( nachn Schritten in2" Teilintervalle
A € X unterteilt. Auf jedem de2” so entstandenen Teilintervalledefiniert man nury,, durch

min(f(¢)), falls 2 kein Randpunkt des Intervall4 ist
fala(z) =4 &4 _
f(x) falls x Randpunkt des Intervalld ist.

3Definieref, (z) = min{(f(¢)) | £ € K. (z)} fir eine geignete offene Kugé, (z) um z mit geniigend kleinem
Radiusr (r ist abhanging von). Die so definierte Funktiotf,, ist dann unterhalb stetig auf.
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Die so auf ganzX definierte Funktionf,, hat die Eigenschaff, (z) < f(x) fur alle z € X,
und ist konstant auf allen TeilintervalleAa eventuell mit Ausnahme an den Randpunkte des
Intervalls A. Also gilt f,, € T'(X). Die Funktionf, 1 (x) hat per Definition die Eigenschaft

Ersetzt man in obiger Definition der Funktiongndie Minima durch Maxima erhalt man analog
definierte Funktionem,, auf X mit den Eigenschaften

so daly, 1 (z) < gn(x) gilt fur alle z € X. Wir behaupten, dass die monoton wachsende Folge
der f,,, beziehungsweise die monoton fallende Folgeglagleichmassig gegen die Grenzfunk-
tion f(x) konvergiert aufX. Beachte dazu: Jedesliegt in einem der” Teilintervalle A. Fur

x € Aqgilt

f(2) = fu(@)] £ lgn(z) = fu(z)] < max (f(n)) — min (£(8)).

neA EeA

Die rechte Seite lasst sich fir ein beliebig vorgegeberned) nach oben abschatzen durch

£ (o) — f(6o)| < e,

wenn der Abstand(n, {p) < [(A) < 2 ™-|b — a| kleiner ist als ein geeignetés= §(f,c) > 0.
Dies folgt aus Satz 2.14: Die stetige Funktigiiz) auf dem folgenkompakten Raurd ist
gleichmaRig stetig auk'. Fur genligend groRResgilt 2" |b — a| < 4(f, ). Da dies unabhangig
von der Wahl vorA ist, folgt die Behauptung. O

2.11 Der eindimensionale Fall

Im eindimensionalen Fall kann man den VektorraGihi(XX') der stickweise stetigen Funk-
tionen auf einem Intervalk = [a, b] recht einfach wie folgt beschreiben:

Eine Funktionf: X — R ist stuckweise stetig auX = [a, b] genau dann, wenn es endlich
viele Stutzpunktery, ..., z,, € [a,b] gibt,0.B.d.Azp =a S 2y <23 < ... < 2y, = b, SO
daR die Einschrankungefi,,_, .,y von f auf die offenen Teilintervallgz; 1, z;) sich zu steti-
gen Funktionery; auf die Intervalled; = [x;_1, ;] fortsetzen lassen. Kdnnen die Funktionen
fi konstant gewahlt werden, igteine Treppenfunktion.

Bemerkung. Dies zu zeigen uberlassen wir dem Leser. [Hinweis: Se#at die Funktionen
fi € C(A) durch Null aufX fort, unterscheiden sicfi(z) und} ", fi(x) nur um eine endliche
Summezgi_l1 ¢+ Xa; () gebildet zu den degenerierten Intervallef, z; | fur gewisser; € R].

Sei nunf(x) € T(X) eine Treppenfunktion auk = [a,b]. Die obige Charakterisierung
der Treppenfunktionen liefert sofort das elementtandardintegral auf7'(X'), das heif3t eine
R-lineare Abbildung

I:T(X)->R
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definiert durch

I(f) = 35 (@i — 24) - fi(z) |,

falls f(x) € T(X) als Treppenfunkion bei Wahl der Stutzstellep = a < 27 < 29 <

. <z, = bin X konstante Einschrankungefp = f|, ., ,) auf die offenen Teilintervalle
(x;, ;41) besitzt. Der Werf () hangt dabei ganz offensichtlich nur ab von der Treppertfank
f e T(X), aber nicht von der Wahl der Stutzpunktg . . . , z,,.

Linearit at. Aus der Definition folgt offensichtlici (¢ - f) = ¢- I(f) fur alle c € R und alle
f e T(X). Fur f,g € T(X) kann man weiterhin immer gemeinsame Stutzstellgn= o <
1 S 29 = ... £ x,, = bin X finden so daf und g konstant auf{x;, z;, 1) werden. Deshalb
gilt (f +9) = 275" @irr — i) - (g3 + fi) (@s) = 20" (win —21) - ga(a) + 2020 (w1 —
z;) - filwi) = I(g) + 1(f).

Monotonie. Aus f(x) < g(z) fur allez € X folgt I(f) < I(g) fur Treppenfunktionen
f,g € T(X), eine unmittelbare Konsequenz aus der Definition.

Bemerkung. Beachte
I(xa) =|d—¢c| fur A=]cd].
Der Versuch das Standardintegral zu definieren, indem mgppénfunktionen als endliche Li-
nearkombinationen von charakteristischen Funktioganschreibt, ist naheliegend. Dabei ist
aber zu beachten, dal3 die charakteristischen Funktignefiir abgeschlossene Teilintervalle
A € X zwar ein Erzeugendensystem des/ektorraums?’(X) bilden, aber keine Basis. Bei-

spiele fur lineare Abhangigkeiten zwischen den Erzedgarcharakteristischen Funktionen sind
etwa

X(e,d) = X[e,d] — X[e,e] — X[d,d] »
oderfira <c=<b
X[a,b] = X[a,c] T X[e,b] — Xed] -

[ I ]
L 1 J
a c b
Dies ist der Grund fur obige Vorgehensweise bei der Definities Standardintegrals auf
T(X).

Lemma 2.28. SeiX = [a,b] und f,(x) eine monoton fallende (resp. steigende) Folge
von Treppenfunktiorf,, € T'(X), welche punktweise gegen eine Treppenfunkfion 7'(X)
konvergiert. Dann gilinf,, I(f,) = I(f) (resp.sup,, I(f.) = I(f)).

35



Beweis. ObdA ist f = 0 indem manf, durch f,, — f ersetzt. ObdA ist dani; < C fur
einen Konstant€'. Die Idee ist nun, fur ein vorgegebenes- 0 die Treppenfunktionerf,, N\, 0
durch eine monoton fallende Folge von oberhalb stetigeppeefunktionery,, zu ersetzen mit
den Eigenschafted < g, < f,, und

" Ce
I(fn)él(gn)'i_ ?
i=1
Nach dem Satz von Dini konvergiert dann die Falgayleichmassig gegefi = 0 auf X . Daraus
folgt limy, oo I(gn) = 0 wegen|I(g,)| < [b— al - supsex |gn ()| undsup,ex [gn(z)| — 0.
Anderseits gil0 < I(f,) < I(g,)+Ce. Da die Folge der reellen Zahldiif,,) monoton fallend
und nach unten durch Null beschrankt ist, existiert nadh $27 der Limesim I( f,,). Es folgt

0 <limI(f,) < Ce. Da aber > 0 beliebig war, ergibt sich daralisn 7(f,,) = 0.

Die Funktioneng,, konstruiert man induktiv in der Form, = min(xa,, fn) < fn, wobei
A, eine endliche Vereinigung von abgeschlossenen Intervall& ist. Diese wahlt man so dal3
das Komplement/,, = X\ A,, eine Vereinigung von endlich vielen genugend kleinenradfe
Intervallen inX, welche die Sprungstellen aller Funktiongn .., f,, enthalten und deren Ge-
samtlange< 3" | 5; ist. Dies erreicht man durch den Anséiz,, = U, vl J, K., (z,), wobei
v die endlich vielen Sprungsteller), der Treppenfunktiory,, .1(x) indiziert, welche nicht be-
reits inU, liegen. Fur jedes wahlt man Radiem, > 0 gentgend klein so da8, 7, < st
gilt. Nach Konstruktion isly,, oberhalb stetig auk’, und die Funktionenfolge,, ist monoton
fallend wegemd; o A, o As---. Beachte namlicmin(xa,,,,, fn+1) < min(xa,, fn) wegen

XAns1 < X4, Und fri1 < fi. O

Bemerkung. Im Sinne des nachsten Kapitels definieren die oberhatigsteFunktionen auf
X einen Halbverband mit Werten It. Analog bilden die Treppenfunktionen auf einem Intervall
X = [a,b] einen Verband. Das letzte Lemma zeigt, dafl das Standagtdhtaf dem Verband
der Treppenfunktionen ein Daniel Integral ist im Sinne vdrsghnitt 3.3.
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3 Integrale

3.1 Verbande

Sei X eine Menge, spater oft ein metrischer Raum. Wir betrackiamktionen aufX mit
Werten in
R"=Ruow oder R"=RuU-o.
Im Gegensatz zu den reellwertigen FunktionenX — R, die auf natirliche Weise eindr-

Vektorraum bilden, ist der Raum solcher Funktionen nuruitiglition und unter Multiplikation
mit positiven Skalaren > 0 abgeschlossen.

Definition 3.1. Eine TeilmengeB(X) aller R*-(oder R~)-wertigen Funktionen aufX
heisstHalbverband, wennB(X) unter den Bildungen

min(f(z),g(x)) und  max(f(z),g(z))

sowie Addition und Multiplikation mit reellen Skalaren> 0 abgeschlossen ist (Konvention:
0-00 =0).

Ist B(X) ein Halbverband mit Werten iR+, dann ist—B(X) ein Halbverband mit Werten
in R*. Beachte dazwmax(—f, —g) = — min(f, g) etc.

Definition 3.2. Ein HalbverbandB(X) heisstVerband, falls B(X) = —B(X) gilt.

Fur Funktionen eines Verbandes liegen die Funktionsveertematisch iflk. WegenB (X)) =
—B(X) ist ein Verband eirR-Vektorraum.Ein R-VektorraumB(X) von Funktionen aui ist
genau dann ein Verband, wenn gift(z) € B(X) = |f(z)| € B(X).

[Beweis: Jede Funktiorf aus einem Halbverban8(X) schreibt sich als Summg= f* +
f~ der Funktionf* = max(f,0) > 0 und der Funktionf~ = min(f,0) < 0 ausB(X). Fur
Verbande gilt—f_ € B(X). Es folgt dahetf| = f* + (—f~) € B(X). Die Umkehrung zeigt
man wie bei Satz 2.20].

Beispiel 3.3. Beispiele fur Verbande: Der Raum der Treppenfunktiofi§X') oder der
stickweise stetigen Funktione€nl'(X') auf einem Quader, der stetigen Funktior@(X ) auf
einem metrischen Raum. Die einfachsten Beispiele fur ¥atiainde sindk* resp.IR~ selbst.
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3.2 Monotone Hiillen

Die monotone HilleB* (X) eines HalbverbandeB(X) mit Werten inR™ ist die Menge
aller Funktionen
f: X — R,

fur die eine punktweise monotone aufsteigende Fdlgee B(X) existiert, d.h.fi(x) <
fa(z) < f3(z) < ---, mitder Eigenschaff () = sup{f.(z) | n € N} oder kurz

f=supf,=supf,.
n

Schreibweise Wir schreiben symboliscli, ' f, wennf in diesem Sinne als punktweise ‘mo-
notoner Limes’ von Funktionef), definiert ist.

Ist B(X) ein Verband, oder ein Halbverband mit WerteriRin, definiert man analog,, \,
f und B~(X) mittels monoton fallender Limiten. Funktionen B~ (X) haben dann Werte
in R~ = R u —oo. Alle Aussagen sind analog, so dal3 wir uns im Folgenden eqgvid
auf den Fall von Halbverbanden mit Wertenltn™ beschranken. Fur einen VerbamdX) gilt
offensichtlich

B-(X) = -B*(X)|.

Lemma 3.4. Ist B(X) ein Halbverband mit Werten iR, dann ist auchB™ (X)) 2 B(X)
ein Halbverband mit Werten iR *.

Beweis. Esgilt B(X) & B*(X), denn furf € B(X) und die konstante Folgg, = f gilt
Jon /T

Farf, / f,9n /" gmit f,, g, € B(X) und\ > 0 gilt offensichtlich f,, + g, / f + g und
Mo /7 AS

Furmax(fmgn) / maX(f’ g) beaChteIla‘X(fTL?gn) < maX(fn+1agn) < max(fn+1agn+1)’
da die Ungleichungh < ¢ die Ungleichungemnmax(h, f) < max(g, f) und min(h, f) <

min(g, f) impliziert. FUrmin(f,, g,) /' min(f, g) benutzemin(f,, g,) < min(fp+1,9n) <
min(fr41, gn+1)- [

Lemma 3.5. BT(X) ist gegefiber monoton wachsenden Limiten abgeschlossen. D.h. aus
fi /' f fur fie BY(X) folgt f e B*(X).

Beweis. Wahle f;; ' f; mit f;; € B(X). Wegenf;; < f; ;41 furallei + j = n gilt
F, = maXHj:n(fZ-j) / f undF,, € B(X), alsof € B+(X) |

3.3 Integrale

Sei B(X) ein Halbverband (obdA) mit Werten iR . Fur Abbildungen vonB(X) in einen
anderen Halbverband betrachten wir folgende Eigensahafte
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1. Semilinearitat: I(f +g) = I(f) + I(g). undI(X- f) = XA - I(f) fur reellesA = 0.

2. Monotonie: f < g = I(f) = I(g)

3. Halbstetigkeit: Fur f,, € B(X) mit f,, /' f € B(X) gilt supI(f,) = I(f),d.h.t

sup,, I(fn) = I(sup, fy) fUr f, /' fundf, f, € B(X)|.

Definition 3.6. Ein Integral auf B(X) ist eine semilineare monotone Abbildung
I:B(X)—>R",

d.h. I erfullt die Eigenschaften 1) und 2). Ist auch Eigenschaft 3jilkéffnennt man/ ein
Daniell-Integral .

Ein Daniell-Integral besitzt die folgend@aniell-Eigenschaft

Lemma 3.7. Ist g, € B(X) eine monoton wachsende Folge < ¢g» < g3 < --- von
Funktionen eines Halbverband&¥ X ) mit Werten inR *, undI ein Daniell-Integral aufB(X).
Dann gilt

B(X)> f<suwpgy = I(f) <supl(gn).

Beweis. Die monoton wachsende Folgg := min(f,g,) konvergiert dann punktweise
gegen die Funktiorf € B(X) auf X, alsoI(f) = sup I(f,) wegen Eigenschaft 4). Aus der
Monotonie folgt/(f,,) < I(g,) wegenf,, < g,. Alsosup,, I(f,) < sup,, I(gn)- O

Integrale auf VerBnden Aus 1) fur A = 0 folgt 0 € B(X) und aus 1) Additivitat folgt
I(0) = 0. Ist B(X) sogar ein Verband, dann gifte B(X) = —f € B(X). Aus 1) folgt dann

I(=f) = =I(f),

und insbesondere igf f) < oo reell. Die Semilinearitat vor ist damit auf Verbanden aquivalent
zur R-Linearit & der Abbildung!. Ist B(X) ein Verband, folgt die Monotonie 2) bereits aus
der schwacheren Bedingung> 0 = I(f) > 0, indem man die Hilfsfunktiory — f > 0
betrachtet.

Lemma 3.8. SeiB(X) ein Verband, der die konstante Funktigr (z) = 1 auf X enthlt.
Dann gilt fur beliebige Integrale

supgex |f(2)| < C = [I(f)| < C-1(xx) |

Beweis. Wegen—C' - xx < f < C - xx liefert die Monotonie vor/ dannl(—C' - xx) <
I(f) < I(C - xx). Fur Verbande gilf (—C - xx) = —I(C - xx)- O

Somit ist ein Integrall auf einem Verband mitx € B(X) eine stetige Funktion in dem
Sinne, dal’ aus der gleichmassigen Konvergénz» f auf X (im Sinne der Sup-Norm) die
Konvergenz der Integral&(f,,) — I(f) in R folgt.

YWir schreiben meistup I(f,) odersup,, I(f.) anstelle vorsup{I(f.)|n € N} etc.
2Aus der Daniell-Eigenschaft folgt umgekehrt die Monotamiel die Halbstetigkeit.
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3.4 Fortsetzung von Integralen

Lemma 3.9. SeiB(X) ein Halbverband mit Werten iR+ und I ein Daniell-Integraf auf
B(X). Dann setzt sichl auf eindeutige Weise zu einem Daniell-Integfal der monotonen
Hulle BT (X) fort

I"™:B"(X)—>R"|.

Beweis. Eindeutigkeit Firg € B*(X) = B* wahleg,, € B(X) = Bmitg, / g. Ein
Daniell Integrall ™ auf B, dasI fortsetzt, ist eindeutig festgelegt durch die Halbsteigk

I"(g) = sup I (gn) = sup I(gn) -

Existenz Firg, / ¢ undg, € B definieren wir dahei " (g) := sup I(g,). Dies hangt
nicht von der Wahl der Folgg, , ¢ mit f,, € B ab, denn es gilf(f,,) < sup I(g,) (Lemma
3.7) und damitup I(f,) < supI(g,) im Limes. Vertauscht man die Rollen vgf und g,,,
folgt sup I(f,) = supI(g,). Die Semi-Linearitat der Fortsetzudg folgt unmittelbar durch
Limesbildung aus der Semilinearitat vén

Monotonie vonl*: f < g = I1(f) < I*(g). [Fur f,g e Bt wahlef, / fundf, € B;
es folgtI(f,) < I (g) (Lemma 3.7) und damif*(f) < I (g) im Limes].

Halbstetigkeit Gegeben seieg,, € B* mitg, / g € (BT)™ = B™. Wir behaupten
supI*(gn) = I (g). Benutze dazu die Hilfsfolgé',, . g definiert durchG,, = max;j—, gi; €
B wie in Lemma 3.5. Weget¥,, < g, < g gilt I7(g) := supI(G,,) < supIt(g,) < I7(g).
Alsosup I (g,) = I (g) (Halbstetigkeit). O

Bemerkung. Ist B(X') sogar ein Verband unblein Daniell-Integral auB3 (X'), kann man’ zu
Daniell Integralen/* : BT (X) — R* und analog/~ : B~ (X) — R~ fortsetzen. Hierbei ist
I=(h) = liminf, I(h,) fur h, \, hundh, € B(X). Beachte—-h € B*(X) fur h € B~ (X).
Man sieht daher sofort aus der Definition

I=(h) = —I*(=h)].

Sei B(X) ein Verband.

Lemma 3.10. Furhin B~ (X)undgin BT(X) giltdann|h < g = I~ (h) <I"(g)|

Beweis. Wahleh,, \, hundg, / g mith,, g, € B(X). Dannistf,, := g, — h, € B(X)
und es giltf,, :== g, —hy, / f:=¢g—h > 0.Also0 < sup f, sowie0 = I(0) < I (f) :=
sup,, I(fn) (Lemma 3.7). Aud " (f) = I"(g) + I7(—h) = I (g9) — I~ (h) folgt daher0 <
I*(g) =1 (h).

D

3oder allgemeine eine semilineare monotone halbstetigeldibtyy zwischen zwei Halbverbanden mit Werten in
R*.
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3.5 Das mehrdimensionale Standardintegraf . f(z)dx

In diesem Paragraph s&i = [a1,b1] x --- X [a,, b,] €in beschrankter Euklidscher Quader
im R". Wir betrachten den Verbarfi(X) der Treppenfunktionen auk und definieren das
R-lineare Standardintegral

I:T(X)->R,

welches die Eigenschaft besitzt, daf? fur einen beliebigéiquaderA = [¢1,d1] x - - - X [¢r, dy]
von X und die zugehdrige charakteristische Treppenfunktiongfx) gilt

I(xa) =[] lei = dil -
i=1

Diese Bedingung legi eindeutig fest, da dig 4 ein Erzeugendensystem dBsVektorraums
T'(X) definieren. Die Existenz voh zeigt man am besten induktiv. Man definiérals Kom-
positum vonr eindimensionalen Standardintegralen. Wir schreiler- X,_; x [a,,b,] und
setzen

Ir(f) = J[ . f(.%'l, ..,xr_l,t)dt

(Integration beziiglich der letzten Variable). Offensiich gilt dannrZ, (x4, ) = |d, — ¢ |- xa,_,
fur Teilquader4, = A,_; x [¢,,d,]. Da jede Funktion eine endliche Summe von Treppenfunk-
tionen ist, gilt offensichtlich

I, :T(X) > T(X,—1) .

Nach Abschnitt 3.3 ist das eindimensionale Standardiategnd damit auchl, semilinear
monoton und halbstetig, letzteres wegen Lemma 2.28. Dusghtion wird das gesuchte
dimensionale Standardintegral= I; o --- o I,. definiert. Als Zusammensetzurgr-linearer,
monotoner und halbstetiger Abildungén v = 1,..,r ist es selbst wiedeR-linear, monoton
und halbstetig.

Das so definiertd : T'(X) — R ist einR-lineares Daniell Integral auf dem Verbafiqd.X).
Aus dem nachsten Korollar folgt, daf? es sich auf den R@UMX ) fortsetzen lasst. (Wir werden
den Bereich der integrierbaren Funktionen dartiber hinagk wesentlich erweitern). Beachte:
CT(X) liegt sowohl in beiden Hullew' ™ (X) und T~ (X) nach Lemma 3.9. Abef'*(X)
und 7~ (X) sind (im Gegensatz zG'T'(X)) keine Verbande, sondern nur Halbverbande. Wir
konnen abed auf diese Weise zu Integraleh” und 7~ auf 7" (X) und T~ (X) fortsetzen.
WegenCT(X) < T*(X) definiert dies aufCT(X) zwei Integralel* und I —; das nachste
Korollar zeigt/™ = I~ auf CT'(X). Somit ist das Standardintegrals= 7. = I_ aufCT(X)
nicht nur semilinear, sondern sodalinear [I(—f) = It (—f) = -1 (f) = —I(f)].

Korollar 3.11.  Ein Integral aufCT'(X) ist durch seine Werte auf dem Teilradi(.X ) ein-
deutig festgelegt. Mehr noch: Ein gegebenes Intedgral’(X) — R mit den Eigenschaften
1)-3) auf dem Teilraurfi’(X') c C'T(X) der Treppenfunktioneréfit sich auf eindeutige Weise
zu einenR-linearen Integral aulC'T'(X) fortsetzen.
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Beweis. Ist I ein Integral aufCT'(X), welches das gegebeteauf 7'(X) fortsetzt, dann
folgt aus der Monotonie des Integraléh,,) < I(f) < I(g,) und somit im Limes/*(f) <
I(f) < I~(f). Die Eindeutigkeit der Fortsetzung folgt somit alis(f) = I—(f) fur f €
CT(X).Wegenl*(—f) = —1(f)folgtausI—(f) = I'"(f) auf CT(X) auBerdem sofort die
R-Linearitat vonI := It = I~ auf dem Verband®7T'(X).

Mit Hilfe von Lemma 2.27 wahlt man zum Beweis Funktionkp € T'(X), die monoton
steigend und gleichmassig alff gegen ein gegebengse C'T(X) konvergiert. Dann gilt per
Definition

I7(f) = limpo I(hy)].

Ditto existieren Funktionemw,, € T'(X), die monoton fallend und gleichmassig akifgegen
f € CT(X) konvergieren und per Definition gilt

I=(f) = limy, 00 I(gn) |-

Die Supremumsnormg,, — hy|| < |gn — fI| + | f — kx| geht dann fum — oo gegen Null.
Daraus folgt/™(f) — I~ (f) = limI(h,) — limI(g,) = limI(h, — g,) = 0 und somit
It(f) = I7(f) wegen|I(hy — gn)| < I(xx) - |gn — hal. Ein &hnlicher SchiuR zeigt die
Eindeutigkeit der Fortsetzung. O

Diese eindeutige Fortsetzung des Standardintegrals avfetbandC'T'(X') nennen wir wie-
der Standard-Integral. Fifre CT(X) schreibt man dann auch

I(f) = fo(xl,...,xT)dxl---d:cr - Lf(x)dx.

Weiterhin: Furf € CT(X) ist x4 - f € CT(X) und es gilt

f xA(z)f(x) dey - - dx, =J f(z)dzy ---dx, .
X A

Diese Aussage ist offensichtlich richtig fur Treppenftinken f, und gilt daher auch fir belie-
bigesf € CT(X) durch Limesbildung.

Korollar 3.12. Das Standard-Integral auf C'(X) definiert einR-lineares Daniell Integral
und lsst sich eindeutig zu Daniell-Integraldrt auf den monotonen idlen C'*+(X) fortsetzen.

Caveat Fur degenerierte abgeschlossene Quader X S R” gilt I(x4) = 0. Mit anderen
Worten: Das-dimensionale Integral verschwindet

Jd:ﬂl...dacr=0.
A

Lemma 3.8 impliziert dandi( /) = 0 fur die Nullfortsetzungf einer beliebigen stetiger Funktion
auf dem degenerierten Quadér

A degeneriertungd e C(X) = f f(z)dzy...dzx, = 0.
A
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Translationsinvarianz. Funktionen der Gestadt(x) = x4(x)f(x) kdnnen durch Null fort-
gesetzt werden zu Funktionen auf gdRz. Ist @ ein beliebiger beschrankter abgeschlossener
Quader derd enthalt, dann hangt das Standard Inte%agjy(x)dx nicht von der Wahl des Qua-

dersQ ab. Man schreibt deshalb auty) = §. g(x)dz. Mit dieser Schreibweise gilt dann

S 9(@ + xo)dz = S, g(z)dz|.

Zum Beweis wahl&) so grof3, daf®) die Quaderd und A — x4 enthalt. Dann gilt trivialerweise
die Aussage fur Treppenfunktiongrmit Trager inA, und durch Limesbildung dann fir stetige
Funktioneng auf A.

3.6 Der Logarithmus

Firo < a < bist f(t) = 1 eine stetige Funktion ayf, b] und nach Lemma 3.12 ist das
Integralg[a 0] % erklart. Dies definiert fur > 1 den natlrlicher.ogarithmus
log(z) = dt .
t
[1,2]
Es giltlog(1) = 0, und wir setzenog(z) = —log(1/z) fur z € (0,1). Offensichtlich ist
log(xz) = I([1,z])/xr = 1 —1/z > 0 fur allexz > 1. Wir benutzen nun dielementare Substi-
tutionsregel

Lo§ fydt= § fya,

[Aa,\b] [a,b]

die fur A > 0 und beliebige Funktionett € CT([a,b]) gilt. [Wie bei der Translationsinvari-
anz genigt es mittels Limesbildung diese Aussage furpeefunktionen zu beweisen, wo sie
evident ist]. Man erhalt daraus for= y > 0 die Formel § % = { 2 imFallz,y > 1
[y,zy] [1,2]
kann man diese Beziehung wegefy % + | 4 = { 44 { d - d je folgt
_ [1,y] [y,zy] [yv] [Lzy] [Lzy]
schreiben

[log() +log(y) = log(xy) .

Man zeigt ohne Muhe, daf? diese Formel fur alley > 0 gilt. Somit gilt log(b) — log(a) =
log(b/a) > 0 furalleb > a > 0 wegena/b > 1. Es folgt

Satz 3.13. Der Logarithmuslog: R~y — R ist eine streng monoton wachsende Funktion,
und definiert einen Gruppenhomomorphismus von der mittitien Gruppe in die additive
Gruppe

log: (R~o,:) = (R, +).

Weiterhin ist nicht schwer einzusehen, dafl? der Logaritheogar einen Isomorphismus

(R>07') = (R7 +)
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definiert. Die Injektivitat folgt sofort aus der strengeroftonie. Der Logarithmus nimmt als
nichttrivialer Gruppenhomomorphismus andererseitebaligrolie Werte an. Der Logarithmus
erfullt log(x) — log(y) < %|£U —y| fur z,y € [a,b] wegenmaxte[mb](%) = %, ist also eine
Lipschitz-stetige Funktion. Daher folgt aus dem Zwischerisatz, daf3 jede Zahi 0 im Bild
des Logarithmus ist (und damit sogar jede reelle Zahl, dachsusn einen Gruppenhomomor-
phismus handelt).

Y exp(r)
2 i
1 /log(x)
/ |
3 -2 -1 o0 1 9 v
14
—9
_3 _

Die dadurch eindeutig bestimmte monotone Umkehrfunkties ldogarithmus ist di&xpo-
nentialfunktion, die einen bijektiven Gruppenhomomorphismus

€Xp : (Rv +) - (R>07 )

definiert. Also gilt die folgend&unktionalgleichung

‘exp(w + y) = exp(z) - exp(y) ‘

fur alle reellen Zahlen, y. Insbesonderexp(0) = 1.

Notation. Fur beliebige reelle Zahlem undz > 0 ist daher

x® := exp(a - log(z))

wohldefiniert. Es gilt(zy)* = z® - y* undz®+? = 2 . 28 fiir alle reellen Zahlen: > 0 und
y > 0. Beachte dal fur naturliche Zahlaerder Wertz® die tUbliche Potenz vom ist wegen der
Funktionalgleichung der Exponentialfunktion.
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4 Differentiation

Eine TeilmengeX von R" heisstzulassig wenn fur jeden Punkf aus X ein nicht degene-
rierter abgeschlossener Quadgexistiert mité € Q < X.

Eine TeilmengeX im RR™ (oder allgemeiner in einem metrischen Raum) heiffgin, wenn
fur jeden Punkg ausX eine KugelB,(§) = {z |d(z,&) < r} mit Radiusr > 0 existiert mit
¢ € B, (&) c X. Jede offene Teilmenge vaR™ ist zulassig. Der Durchschnitt von zwei offenen
Mengen ist wieder offen. Dies gilt jedoch nicht fur zuliggsMengen.

4.1 Das Landausymbol

Wir erklaren in diesem Abschnitt, was es bedeuten soll, @aB Funktionf schneller in
einem Punkt gegen Null geht als jede (von Null verschiedene) linearekiion. Man schreibt
in diesem Fall nach Landay{x) = o(z — £). Dies soll nun préazise definiert werden.

Sei dazuX eine Teilmenge des Euklidschen Rauri®sund sei¢ € X ein gegebener Punkt.
Fir eine Funktion
f: X —>R"™

schreiben wir

[1@) = o —¢)

wenn eine Funktior{ : X — R™ existiert, welche stetig im Punktist mit H(£) = 0, so dald
gilt

)

[ f(@) = |z = ¢|gn - H(x)|.

Bemerkung. Man sieht sofort, daf fur Funktionei(z) und f2(z) auf X mit Werten inR™
gilt: fi(x) =o(x — &) = a- fi(zx) + B fo(z) = o(x — &) furallea, 5 € R.

Lemma 4.1. SeiX < R™ einen zuhssige Teilmenge. Séi: R” — R™ eineR-lineare
Abbildung unct aus X. Gilt L(z — &) = o(z — &) auf X, dannistL = 0.

Beweis. ObdA ist X ein Quader. Durch eine Translation des Quaders kann man abdA
nehmert = 0. Dann gilt es eind stetig in0 mot H(0) = 0, so daf fur alle: € X gilt

L(z) = || - H(z)
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sowie: Fire > 0 existiertd = d(e) > 0 mit |z|| < 6 = |H(z)| < e. Fixiere nunz € X. Mit
x liegt auchz/n im QuaderX fur allen > 1in IN. Da L linear ist, gilt L(z/n) = L(x)/n. Aus
|x/n| = ||x||/n folgt daherH (x) = H(xz/n). Wahlt mann gross genug, istz/n| < d(¢) und
damit||H (z/n)| < e. Also0 < |H(z)| < e. Da dies (bei festem) fur alle e > 0 gilt, folgt
|H(x)| =0.Also H(z) = 0.

Dies zeigtL(x) = 0 fur allez aus dem QuadeX . Da der Quader eine Basis des Vektorraums
R™ enthalt, folgt daraud, = 0. O

4.2 Differenzierbarkeit

Sei X < R" eine zulassige Teilmenge, und sei
f: X ->R™
eine Funktion. Unter diesen Annahmen machen wir die folgend

Definition 4.2.  f heisst differenzierbaim Punkté € X, wenn es ein®&-lineare Abbildung
L : R™ — R™ gibt, so dass gil{*)

f@) = f©) —Llz—¢) = oz —9)]|.

Die stetige lineare Abbildund. : R™ — R™ ist dann eindeutig bestimmt durghund ¢, und
man nennt’, das Differential der Abbildung im Punkt¢. Wir schreiben dann

Df() = L.

Ableitung/Tangente im eindimensionalen Fall:

Y

f(&) + L(x =€)
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Beweis. Angenommen zwei lineare Abbildungely, Lo erfilllen Eigenschaft (*). Dann
hatte die DifferenzZ, = L; — L, die Eigenschaff.(x — §) = o(x — &) auf X. Nach Lemma
4.1 folgt daraud. = 0. O

Bemerkung. Im Fallm = n = 1 schreibt man Giblicher Weise auch

d af
D = ! = — = — .
1) = F1(©) = —F©) = —(©
Definition 4.3. Die Funktionf : X — R™ heisst differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt
¢ € X differenzierbar ist.

Beispiel 4.4. Seien(R", ||.||), (R™, |.|) Euklidische Raume unde R™ eine Konstante und
L : R™ — R™ eineR-lineare Abbildung. Dann ist die affin lineare Abbildui¢r) = ¢+ L(z)
differenzierbar, und hat in jedem Purgke R"™ die Ableitung

Df() = L.

Diese Aussage ist evident, deff(z) := f(z) — f(§) — L(x — &) ist nach Annahme identisch
Null, also H (z) = o(x — &).

Eine ReduktionEine Abbildungf : X — R™ mit Werten in dem Euklidschen Vektorraum
R™ wird beschrieben durch reellwertige Abbildungén: X — R fur¢ = 1,...,m (die soge-
nannten Komponenten vgf)

fm—l(x)

Lemma 4.5. f(x) ist differenzierbar im Punk{ genau dann, wenn jede der Komponenten
f1(x), ..., fm(z) differenzierbar ist im Punkg.

Beweis. Diedurchf(z)—f(§)—L(z—¢§) = |z—¢&|-H (x) definierte vektorwertige Funktion
H(x) konvergiert gegen Null fix — £ genau dann, wenn ihre Komponent®n(x), ..., Hy, (x)
gegen Null konvergieren fiir — £. Analog ist L stetig undR-linear genau dann, wenn alle
Komponenten’, .., L., stetigeR-Linearformen sind. O

Lemma 4.6. Ist f differenzierbar im Punkg, dann istf stetig im Punkg.

Beweis. Sowohld(z,¢) = ||z — &| als auchH (x) ist stetig im Punkt. Summen und Pro-
dukte in¢ stetiger reellwertiger Funktionen sind stetigéinDaher sind die Komponenten der
Funktion f(z) = f(£) + L(z — &) + |= — &| - H(z) stetig im Punkg. Daher gilt dasselbe auch
fur f(x) nach Lemma 4.5. O

47



Lemma 4.7 (Kettenregel). SeienX & R™ Y & R™ nicht degenerierte Quader (oder
zulassige Mengen) und sgi = R*. Gegeben seien Abbildungging und Punktet € X,n =
f(€) e Y mit

Xty 2.y

§I—f>-77

Dann gilt: Ist f differenzierbar im Punkf und istg differenzierbar im Punkf), dann ist die
Zusammensetzunge f differenzierbar im Punkf und es gilt

|D(go £)(€) = Dg(n) o DF()].

Beweis. Die Differenzierbarkeit vory im Punkté besagt
(xx)  f(x) = &) + Df(&) - (=& + H(x) - & =&
fur eine FunktionH (x) mit lim,_,¢ | H (x)| = 0. Analog gilt:
(*) g(y) = g(n) + Dg(n) - (y —n) + H(y) - |y =l
fur eine FunktionfI (y) mit lim,_,,, | H (y)| = 0. Durch Einsetzen folgt daraus

(90 1)(@) = g(f (@) & g(n) + Dg(n) - (F(z) —n) + H(f(z)) - | £ (2) — 7]

@ )+ Dy(n) (DFE) (-8 + H@)- [ ~]) + H(f(@)-| DF€)-(x~)+ H(z)-la—]|

— (9o 1)(©) + (Dg(n) - DF©) - (@ = &) + Hi(w) - | — €]

mit der Abkiirzung

IDf(E) - (x—&) + H(x) - |lz — £
|z —¢| '

Nach zweimaligem Anwenden der Dreiecksungleichung folgt

Hy(z) = Dg(n) - H(z) + H(f(x))

|H1 ()] < [Dg(m)| - [H (@) + |H (f @) - (IDFE] + [H(@)]) -

Hier wurde auch benutztZ(v)|| < | L|||v| fur R-lineare Abbildungen.. Aber f ist stetig im
Punktz = ¢ nach Lemma 4.6. Also gilim, ¢ |H(f(z))| = limy_, |H(y)| = 0. Wegen
lim, ¢ |H(x)| = 0 folgt daraudim,_,¢ | H:(x)| = 0. Dies zeigt, dafy o f differenzierbar ist
im Punkt¢ mit der AbleitungL = Dg(n) o Df(£). O
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4.3 Die Jacobi-Matrix

Sei X € R” eine zulassige Teilmenge des Euklidschen Raums und
f: X ->R™

eine im Punkt € X differenzierbareAbbildung.

Fur genugend kleines> 0 und allet € (—¢, 0] oder[0, ¢) liegti, (t) = {+t-e, in X (hierbei
seie, derv-te Basisvektor). Bezeichng, : R” — R die Projektion auf dig:-te Koordinate.
Die drei Funktionen,, (affin linear), f undp,, (linear) sind differenzierbar. Nach der Kettenregel
ist daher auch die Zusammensetzung

puofoiu(t) = fu(&,.-,&/fl,&x +t,£1/+1,ma£n)

eine differenzierbare Funktion, definiert auf einem zsigen Intervall inR. Dies zeigt, dasg
partiell nach dew-ten Variable im Punkf abgeleitet werden kann. Mehr noch: Die Kettenregel
4.7 liefert fur die Ableitung nachim Punktt = 0

d 0

_fu(£17 "5511717511 + tagl/+1, ’En) =0 = %f,u(g)

dt
den WertDi, (0) o D f(£) o Dp,(n), also wegen 4.4 die Formel

Hierbei fassen wir die lineare AbbildunB f(£) als einen x m-Matrix auf. Auf der rechten
Seite steht dann der Matrixkoeffizient vaéhf (£) an derv, u-ten Stelle.

Wir fassen zusammebifferenzierbarkeit im Punkg impliziert partielle Differenzierbarkeit
im Punkt¢, und die AbleitungD f (&) wird durch die Matrix der partiellen Ableitungen (Jacobi-
matrix) gegeben

B

0x,

DfE) = (5£)

furv=1,..nundp =1,..,m.
In der Situation von Lemma 4.7 schreibt sich die Kettenregéler auch in der Form

Aplee) — 33, B 3209,

Notation. Wir schreiben oft nup, f anstelle vonamiyf.
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4.4 Extremwerte

Eine differenzierbare Funktioh : [a,b] — R ist stetig und nimmt damit auf dem Intervall
[a, b] Minimum und Maximum an (Folgenkompaktheit). Sei

to € (CL, b)

ein innerer Punkt, in derh sein Minimum annimmt. Wahlt man jetzt eine Folge» ¢, deren
Glieder alle vort, verschieden sind, dann impliziert die Differenzierbatrkei

|t —to|
t—tg

%Z)(to) — H(to) + lim (H (t)

) = W(to) .

Der Zahler der linken Seite ist nach Annahme nicht negéfi@hlt man eine Folge von Punkten
t € (0, 1) fur die allet — t, positiv sind, folgt daher im Limes’(ty) > 0.

Wahlt man eine Folge, deren Glieder t, negativ sind, folgt'(¢y) < 0. Wegent, € (0,1)
sind beide Moglichkeiten realisierbar, also

1 (to) = 0].

Satz 4.8(Mittelwertsatz). SeiX zulassig imR™ und f : X — R differenzierbar. Seien
x,& € X Punkte, @ir die die Verbindungsgeradgzx + (1 —t)¢ | t € [0, 1]} ganz inX liegt (z.B.
wennX ein Quader ist). Dann gibt einen Punke X

O=te+(1-t)¢ , 0<t<l

mit der Eigenschaft

/(@) = f(§) = Df(O) - (= - &)].
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Beweis. Im Fall von affin lineare Abbildungerf ist die Aussage richtig fur allé € Q.
Daher kann man eine geeignete affin lineare Abbildungf/eabtrahieren und obdA annehmen

flx) = f(&) = 0.

Wir betrachtenh(t) = f(tz + (1 — t)€). Die Kettenregel liefert/(ty) = Df(0) - (x — &)
mit 6 = tox + (1 — to)&. Dies reduziert uns auf folgende Aufgabe: Fur die differerbare
Funktionh : [0,1] — R mit A(0) = k(1) = 0 suche ein0 < to < 1 mit A/(ty) = 0.
Ldsung: Ein Maximum oder Minimum voh in [0, 1]. Solche existieren, da stetig ist und
[0, 1] folgenkompakt. Ist: + 0 kann man einen solchen Extremwayrin (0, 1) finden. O

Folgerung. Gilt Df(¢) = 0 fur alle ¢ € U und istU offen, dann istf lokalkonstant.

Lemma 4.9 (Extremwerte). Sei f eine differenzierbare reellwertige Funktion auf einer
offenen Teilmeng®& von R™. Nimmtf in £ € U ein Maximum (analog Minimum) an, dann
verschwindet die Jacobimatrix im Purgt

f(&) = maxzey f(z) = Df(£) =0].

d.h., fir jeden Punkt e U gibt es eine offene Kugel umin U, auf derf konstant ist.
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Beweis. z; = ¢; ist ein Extremwert der eingeschrankten Funktiti, ..., z;, ..., &,) fur
festes¢. Daher giltD; f (&1, ..., &, ..&n) = D; f(€) = 0 fur allei. Das heissD f(£) = 0. O

Die Umkehrung gilt bekanntlich nicht! Die Funktigi{z) = =3 hat Ableitung Null im Punkt
x = 0, obwohl an dieser Stelle kein Extremwert vorliegt. Weregstgilt

Lemma4.10. Seih : [0,7] — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Gi0) =
0undh”(n) < 0 furallen € (0,7), dann gilth(t) < h(0) furalle0 < ¢t < r.

Beweis. Aus dem Mittelwertsatz folgt die Existenz von Punkter: n < 6 < t mit h(t) —
h(0) = t-h'(0) undh'(8) = h'(6) — h'(0) = 6 - h"(n). Letzteres zeigh'(#) < 0, und damit
folgt h(t) — h(0) < 0. O

4.5 Symmetrie der Hessematrix

SeiU < R” zulassigund f : U — R sei inC?(U), d.h. f sei eine_zweimastetig partiell
differenzierbarereellwertige Funktion auf/. Damit sei gemeint, dag zweimal partiell diffe-
renzierbar ist aut/ in alle Richtungen, und daf3 diese partiellen Ableitungetigeg Funktionen
aufU definieren. Dann ist dielessematrix H (f)(x)

52
H(f)() = ( - axjf(w)>

als reellen x n-Matrix fur alle Punkter € U definiert. Die Koeffizienterf (f);;(x) der Hesse-
matrix sind nach Annahme stetige Funktionen &uf

Satz 4.11. Unter den obigen Annahmen afiund U ist die Hessematrix{ (f)(£) eine
symmetrischeeellen x n-Matrix. fur alle ¢ € U.

Beweis. Zum Beweis genugt der Fall einer Funktion in zwei Variabfén, y). Angenom-
men f,,(§) + fy2(£). Dann gibt es aus Stetigkeitsgriinden einen nicht degemenmi kleinen
Quader®) um den Punkt so daf? gilt

020y f(0) F 040, f(n) furalle 6,n € Q.

FUrF = f(x1,22) = f(21,&) — f(§1, 22) + f(§1,§2) Qilt F' = g(z1) —g(&§1), wenn mary(x) =
flx,z0) — f(x,&) setzt. Fure = (z1, 22) € Q liefert zweimal Anwenden des Mittelwertsatzes

F=(x1-£6)-9'(61) = (x1 — &) (w2 — &) - 040, f (61, 62) .

Hierbei weild mart; € (x1,&1) undfy € (z2,&2). Also § = (61,62) € Q. Ebenso gilt auch
F = h(z9) — h(&) fur h(y) = f(x1,y) — f(&1,y). Dies liefert vollkommen analog

F = (.%'1 - fl)(xQ - 62) : 5m5yf(7717772)

fur einn = (n1,72) € Q. Offensichtlich ein Widerspruch, da masn + & undz; + & wahlen
kann, und dann die rechten Seiten, die bditdeerechnen, verschieden sind! O
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4.6 Lokale Maxima

Eine symmetrische x n-Matrix H mit reellen Koeffizienterfd;; heisst positiv definjtund man
schreibtH > 0, wenn fur alle Vektorew = (vy, ..., v,,) F 0 gilt

vHv = 2 vivjHi; > 0.

1<ij<n
Ist — H positiv definit, nennt mai{ negativ definitund schreibtd < 0.

Satz 4.12. SeiU zulassig imR". Gilt fur f e C?(U)

[Df(© =0 und H()(E) <0 (resp. H()(E) > 0)

)

dann istf (&) ein lokalesstriktes Maximum (Minimum) von f. Insbesonder gibt es eine offene
Teilmengé/ vonU, welchet enthalt, so dass gilt

[ £(6) = maxey f(2)]

(resp.f(§) = mingey f(x)).
SetzeH (x) := H(f)(x), dann gilt unter den Voraussetzungen von Satz 4.12

Lemma 4.13. Ist H({) < 0, dann gibt es eine Konstan& > 0 und einr > 0, so daf #ir
alle z in der offenen Kugel urd vom Radius- gilt

vH(z)v < —C|v|?].

Beweis. ObdA geniigt es dazu die Men@ealler Vektorenv von der Lange 1 zu betrachten,
undx aus einer abgeschlossenen beschrankten Kiigain positivem Radius um . Dann ist
S x K folgenkompakt, und die Aussage folgt aus Satz 2.10, voemestgty’ H (x)v < 0 gilt fur
alle (v,z) € S x K. Angenommen dies ware nicht der Fall, egal wie klein mavahlt. Dann
existiert eine Folge:,,, — £ und Vektorerw,, + 0 der Lange 1 mit

v H(2m)vm =0 .

Da die Einheitskugeb abgeschlossen und beschrankt und damit folgenkompalkiaish man
durchUbergang zu einer Teilfolge annehmen — v fur einen Vektorv der Lange 1. Daraus
folgt im Limesm — o

VHEv =0 , v#0

im Widerspruch zur Annahme. O

Wir kommen zum Beweis des Satzes 4.12
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Beweis. Seiv € Sundh(t) = f(§+tv) fur0 < ¢ < r. Aush/(t) = X", v;0; f (€ + tv)
und D f (&) = 0 folgt dannh/(0) = 0. Weiteres Anwenden der Kettenregel zeigt

h” Zn]

1=

M:

v;v;0;0; f (€ + tv) = V' H(f)(€ + tv)v

_
<.
Il

_

Aus Lemma 4.13 folgh” (¢t) < 0 fur v € S und allet € (0, r). Der Satz folgt damit aus Lemma
4.10. ]

4.7 Der Hauptsatz
Satz 4.14. Seif : [a,b] — R eine_stetigd-unktion und seir < b. Dann ist die Funktion
= § ft)dt == I(x[a01 - f)
eine _differenzierbar&unktion auf dem Intervalla, b], und es gilt
F(z) = f(z)].

Jede andere differenzierbare Funkti6i{z) auf [a,b] mit der Eigenschaf’ (x) = f(z) (eine
solche Funktion nennt meBtammfunktion von f) unterscheidet sich voR'(z) um eine reelle
KonstanteC'.

Beweis. Sei¢ € [a,b] beliebig. Furh(z) = F(x) — F(§) — f(§) - (z — &) ist h(z) =
o(x — &) zu zeigen. Dazu genugt, daf fir jedes 0 eind > 0 existiert mit der Eigenschaft
|h(z)| < |z — &|e fur allex mit |z — £| < 6. Dabei konnen wik(z) durch—h(x) ersetzen. Die
stetige Funktionf(x) ist gleichmassig stetig auf dem folgenkompakten Rdum]. Also gilt
SUPefe o [f(t) — f(§)| < efuralle|z —&| < = d(e) mitz € [a,b].

Flrz > € gilt X[a,e] + X[¢.2] = X[¢,¢] T X[a,2]> UNd SOMit

h(x) = I(X[ae] - F) =L (X0 - F) =L (X[ea1 - £ ()= I (Xpe.a1 - (F — f(E)))
< |z — ¢ 5up 1f@) = f(O] < |z —¢€e

te J:
fur |z — &| < 6.

Furz < € gilt X[aa] + X[z.6] = Xfo] T X[a,e], UNd Man zeigt analog-h(z) = I(X[x,g] .
(f = f(£))) mit demselben Ergebni&(z)| < |z — &|e fur |z — ¢ < § = (). Damit ist die
erste Behauptung gezeigt. Der Zusatz folgt aus dem Mitiedatz. Die Ableitung der Funktion
F(z) — G(x) ist Null auf ganZ[a, b]. Nach dem Mittelwertsatz ist dahél(z) — G(x) konstant
auf[a, b]. O

Konvention. Man definiert ganz allgemein fur eine stetige Funktjpn [a,b] — R und
beliebigex, y € [a, b] dasorientierteIntegral

L Y Fyat
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durchI(x[z)f), wennz < y gilt, bzw. durch—1I(x[, .1f), wenny < z gilt. Mit dieser Kon-
vention gilt dann (wegen des Hauptsatzés)éde Stammfunktio& von f auf[a, b] die Formel

Y f(t)dt = Gly) — G(x) .

Folgerung. log(z) = {7 4 ist differenzierbat auf R~ mit Ableitung 1.

4.8 Differentialgleichungen
Gegeben sei eine stetige Funktibfx, y)
h:la,b] x RN — RV |

welche von den Variabler € [a,b] undy € RY abhangt. Gesucht ist eine differenzierbare
Funktion f : [a,b] — R mit der Eigenschaft

f'(@) = hiz, f(x)) und f(zo) = yo

fir gegebenes, € [a,b] undy, € RV . Hierbei bezeichng’(z) die komponentenweise Ablei-
tung nache.

Satz 4.15(Picard). Seih(z,y) ausserdem Lipschitz-stetig in der Variallenit einer nicht
vonx abhangigen Lipschitzkonstanti®/. Dann existiert auf dem Intervalk, b] eine_eindeutig
bestimmte tsungf(z) € C'([a,b],RY) der Differentialgleichungf’(z) = h(z, f(z)) zu
gegebenem Anfangswefitzg) = yo.

Nach Annahme gilt die Lipschitz-Stetigkelit(x, y1) — h(z, y2)||gy < M - |y1 — y2| g fur
eine Lipschitz-Konstant@/, welche nicht (!) von der Variable € [a, b] abhangt.

Beweis. Die Differentialgleichungmit Anfangsbedingung ist wegen dem Hauptsatz 4.14
aquivalent zu einer Integralgleichung

f(x) ist stetig aufla, b]
f@)=yo+ [t f(t)) dt

zo

f(z) ist differenzierbar aufa, b]
{ (@) = hiz, f(z)), flzo) =0 {

Beweis deAquivalenz von rechts nach linksach Annahme sindl(¢, ) und f (¢), und daher
auchh(t, f(t)), stetig. Das vektorwertige Integrél(x) = Sio h(t, f(t)) dt ist komponenten-
weise definiert und alle Komponenten sind in der Variabdifferenzierbare Funktionen (Haupt-
satz), und fir den Vektor der Ableitungen gilt(z) = h(z, f(z)). Aus f(z) = yo + F () folgt
daher durch Ableiterf’(x) = h(x, f(z)). Furz = z¢ gilt f(z) = yo wegenF(zg) = 0.

2Wegen der Kettenregel gilt dah&im. .o log(1 + yz)/z = limg_o 2ELD0 — 1o4(1 + ya)' om0 = y.

Anwenden der stetigen Funktiesp fiir z,, = 2 liefert die Formelim, .. (1 + £)" = ev.
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Beweis derAquivalenz von links nach rechtist f(z) differenzierbar, dann isf(x) auch
stetig. Aus dem Hauptsatz folgt andererseits

f(x) = fxp) = r f(t)dt = f h(t, f(t)) dt .

Es genugt also die entsprechende Integralgleichundaadf zu losen. Wir losen die Inte-
gralgleichung und damit die Differentialgleichung zudiskal auf Teilintervallen der Lange
1

< NN

Verheftung. Angenommen die Losung der Differential-(oder Integgigiichung existiert und
ist lokal eindeutig auf jedem Teilintervall vda, b] der Lange< M-i/ﬁ' Man Uberdeckt dann
das Intervalla, b] durch Uiberlappende Teilintervalle der LangeMl—\/ﬁ, wahlt Hilfspunktex;
in denUberlappungen und wendet das lokale Resultat sukzessiedié Hilfspunkter; an. Dies

reduziert den allgemeinen Fall auf den

[ [ [ | | ] ] ]
L L L \ | _ ]
I o

Beweis der lokalen Version Der RaumX = C([a,b],RY) aller stetigenR" -wertigen
Funktionen ist, versehen mit der Supremums-Norm,_ein témitligermetrischer Raum. Dies
zeigt man wie in Satz 2.24. Die Abbildung: X — X

F(f)(@) = o+ § Wt £(1)) dt

o

ist wohldefiniert, denn fir stetigeg : [a,b] — RY ist F(f) : [a,b] — RY auch stetig,
sogar komponentenweise differenzierbar. Die Losung rendgokalen) Integralgleichung ist
aquivalent zu der Fixpunktgleichung

F(H=f , feX]

Unsere Behauptung (lokale Existenz und Eindeutigkeitjpegsich daher sofort aus deBa-

nachschen Fixpunktsatz denn im Fall([a,b]) < M\l/ﬁ ist ' : X — X kontraktiv

dx (F(f), F(g)) = dx (yo n f W(t, £(8)) dt , o + f W, g(t)) dt)

o o
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Def.
=" sup

z€[a,b]

U (h(t. £0)) — hit.g(e)) at
0 RN
und Abschatzen des vektorwertigen Integrals (siehe $8jtéefert firs = |b — a|M+/N

dx(F(f),F(g)) < |b—a|-VN o [A(t, (@) = h(t, 9(t) [m

< [b—alMVN - sup |f(t) —g()|rx = #-dx(f.9) .

t€la,b]

1
M-~/N

Wegen|b — a| < folgt x < 1 wie gewiinscht. O
Beispiel 4.16. Isth(x,y) linear iny
hz,y) = A(z) -y + b(x)

mit einer N x N-Matrix A(z) und einem Vekton(x), welche stetig von: abhangen, dann
sind die Voraussetzungen des Satzes von Picard erfidlhy&e Satz 2.10 und den Beweis von
Beispiel 2.2 (3).]

Beispiel 4.17. Um Differentialgleichungen vom Typ

9" (x) = H(z,g(2), ... 9"V (2))

mit der Anfangswertbedingung(zo) = 7o, --- , 9" Y (x0) = n._1 zu behandeln, definiert
man die_vektorwertigélilfsfunktion

g V(z)

und erhalt eine aquivalente Differentialgleichung

f'(@) = hx, f(x)) ,  flzo) = wo

wobeih : [a,b] x R™ — R™ definiert ist durch

(xayla"' >yn) = (y2>"' 7ynflaH(xay1"" >yn71))

Undyo = (7707 "77771—1)-

Kombiniert man die letzten beiden Beispiele erhalt magdate Aussage uber lineare Diffe-
rentialgleichungen auf einem Intervgdl, b] mit a < b.
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Satz 4.18. Seiemuy(x), ..., a, (z) Stetige reellwertige Funktionen alf, b]. Seienz € [a, b]
undnq, ..., n,—1 € R gegeben. Dann besitzt diaeare Differentialgleichung

(x) [9™(@) +ar(2) - g™ V(@) + - +an1(2) - ¢ (@) + an(@) - g(2) = ao(w)

mit gegebenen Anfangsbedingungen
9(z0) =m0, oy 9" (20) = N1
eine eindeutige @sungg : [a,b] — R, welchen-mal stetig differenzierbar ist al, b].

Beweis. Die Methode von Beispiel 4.17 fuhrt auf eine vektorwertlgeare Differential-
gleichungf’(z) = A(z) - f(x) + b(x) wie in Beispiel 4.16, hier fir die Funktion

0 1 0o .. 0 0
0 0 1 0 0
Az) = 0 0 0
0 0 0 0 1
—an(x) —an—1(z) wo —ag(z) —aq(x)
Die Koordinaten des Vektorg ) sind Null bis auf den letzten Eintrdg, (z) = ag(x). O

Ist b(z) = 0 oder aquivalent dazuy(x) = 0, nennt man die Differentialgleichurnigomo-
gen Die Losungen einer homogen linearen Differentialglaitdy wie in Satz 4.18 bilden einen
reellen Vektorrauml” von Funktionen, wenn man die Forderung von Anfangswertiggofi-
gen weglasst. Denn fur Losungeftir) und g(z) und beliebige reelle Konstanten 3 ist auch
a-g(z) + B - g(z) eine Losung, wie man sofort sieht.

Satz 4.19. Der RaumV aller Losungen einer homogenen Differentialgleichung vom(#yp
ist ein endlich dimensionaldR-Vektorraum der Dimension.

Beweis. Wahlez € [a,b]. Die Abbildung
evgy: Vo> R | g (g(xo),...,g(”_l)(xo))

ist injektiv (Eindeutigkeitsaussage von Satz 4.18) ungkektiv (Existenzaussage von Satz 4.18),
also einR-linearer Isomorphismus voR-Vektorraumen. O

Beispiel 4.20(Sinus und Cosinus). Wir definierensin(x) resp.cos(x) als die eindeutig
bestimmten (zweimal stetig differenzierbaren) FunktioaafR, welche in dem zweidimensio-
nalenR-VektorraumV” der Losungen der homogenen Differentialgleichung

" (@) +g(x) =0
liegen und die Anfangswertbedingunge(®) = 0, ¢'(0) = 1 resp.g(0) = 1,¢'(0) = 0 erfullen.

Wegeng € V = ¢’ € V gilt sin(z)’ = cos(z) und cos(z)’ = —sin(z), und somit durch
Ableitensin(x)? + cos(z)? = 1.
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Furg € V gilt g(z) = g(0) - cos(x) + ¢'(0) - sin(z). Wegeng(xz) € V = g(x + 29) € V
folgt cos(x + z9) = cos(xg) cos(z) — sin(zg) sin(x) und sin(z + xg) = sin(xg) cos(x) +
cos(zg) sin(z) und somit

Lemma 4.21(Additionstheorem). Fur e(x) := cos(z) + i - sin(z) in C gilt

‘e(x + x9) = e(x) - e(xo) ‘

3 _
—5m —5T lzg

Der Kern K des Homomorphismus: R — {z € C | |7|
additiven Gruppe voiR und es gilt

1} ist eine Untergruppe der

K =277

fur eine reelle Zah2r > 0. Die Funktionersin(z) undcos(z) sind daher periodisch mit Periode
2.

Beweis Wegencos(0) = 1 existiert aus Stetigkeitsgrinden ein> 0 mit cos(z) > 0 auf
I =(0,9). Fur0 < z1 < z9 < ¢ ist nach dem Mittelwertsatz die Funktiein(x) dann streng
monoton steigend auf | wegein(zz) —sin(x;) = (zg — 1) - cos(fd) > 0. Also K n I = .
Daraus folgt,K ist entweder Null oder voinf (K nRR~() erzeugt als Gruppe. Wir zeigéti =+ 0.
Dazu genugt die Existenz einer Nullstellg > 0 der Funktioncos(x) [wegensin(zg) = +1,
somite(zg) = +i unde(4zp) = 1. Also4dzy € K]

Zur Existenz vone,. Warecos(z) > 0 fur alle z > 0, dann ware nach dem Mittelwert-
satzsin(x) monoton steigend aub, «0) (> 0 und nach oben beschrankt durthund wegen
cos(z)? +sin(x)? = 1 damitcos(x) monoton fallend und nach unten beschrankt drdWegen
Satz 1.27 existiert dann der Limes= lim,,_,, e(n) und es gilt{ ¢ R. Wegen Lemma 4.21 ware
aber andererseits= ( - ¢, also¢ = 0, 1. Ein Widerspruch! Also nimmtos(x) im BereichRR~
nicht positive Werte an. Folglich existiert (Zwischenvgatiz !) eine kleinste Nullstelle, > 0
von cos(z) (Infimimum !). O

4.9 Stetig partiell differenzierbare Funktionen
SeiU € R" eine offene Teilmenge und sei
f:U—>R™
in CY(U,R™), d.h. eine aut/ stetigpartiell differenzierbaréunktion.
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Lemma 4.22. Ist f : U — R™ eine stetig partiell differenzierbare Funktion, dann jst
differenzierbar aut’.

Beweis. Wegen Lemma 4.5 kdnnen wir annehmen= 1. Fir festeg € U und allex nahe
genug bet ist die folgende Umformung wohldefiniert

f(l') - f(f) = [f(xlv ,.%'n) - f(fl,.%'g, ,.%'n)] + [f(fl,l’Q, ,$n) - f(§1,§2,1'3, 7mn)]
+eee [f(fh ...,fn_l,.%'n) - f(§17§27 7§n)] .

Betrachtet man die Funktion in déten Klammer als Funktion der Variabie bei festgehalte-
nen anderen Variablen ergibt der eindimensionale Mitteba¢z 4.8.

& 0
f Z f(é.lv'aé.l 17017xl+17'7 n)

fur gewissed; zwischenr; und¢;. Es folgt daher
& 0
; Z axl (5) - O(iﬂ—g)’

denn rechts stel}t, (i — &) [3% £ (1, -, &1, 06, @it -, mn) — 35 F(§)] und es giltiz; — & <
|z — || sowie

0
glclil}é awlf(&,-«,51'71,9@',56“1,.-,%) —

5 F(©)] = 0.

weil die partiellen Ableitunge@fc—if stetig im Punkg sind. Beachte: — £ impliziert 6, — &;.
Also ist f differenzierbar im Punkg. O

Lemma 4.23 (Kritische Punkte). SeiU < R™ offen undf : U — R™ stetig partiell
differenzierbar auty. Gilt Df(£) = 0 fur ein¢ € U, dann existiertifir jedese > 0 eind > 0,
so dass gilt @ir die Kugelnorm oder die Quadernorm)

e =&l <o, ly=&l<d = |fle)=Ff)l <e-lz—yl.

Beweis. ObdA istm = 1. Wahleé > 0 so klein, daf? die Kugel vom Radidum £ ganz in
U enthalten ist. Aus dem Zwischenwertsatz sowie der Ketgghifelgt dann

[f(@) = fW) = [Df(O) - (z—y)| <n Sgplai FO)lz =yl

7

fur alle 2, y aus dieser Kugel, da die Verbindungsgerade zwisahendy dann auch in dieser

Kugel liegt. Aus der AnnahmeZ-f(¢) = --- = 32 f(¢) = 0 und der Stetigkeit der partiellen
Ableitungen im PunkE folgt abern|,Z f(6)| < « fir alle 6 mit |6 — ¢| < 6, wenné > 0
genuigend klein gewahlt wird. O
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4.10 Der Umkehrsatz

SeiU offen inR™ und sei
f:U—->R"

eine stetig partiell differenzierbaralso differenzierbare Funktion alf. Beachten = m. In
jedem Punkt € U ist daher die Jacobimatrix einex n-Matrix. Der folgende Satz zeigt, dass
die Invertierbarkeitder JacobimatrixD f (£) im Punkt¢ eine_hinreichend®edingung fur die
Existenz einer lokalemkehrfunktion vonf in der Nahe vorg resp.f(¢) ist:

Satz 4.24. Fur & in U gibt es eine offene Teilmengevon U, welche, enthalt, fur die f
eingeschankt aufV” eine bijektiveAbbildung vonl” auf W = f(V') definiert, so dass gilt

(W = f(V) SR" istoffen|.

Weiterhin: Die lokale Umkehrfunktion

LWV

ist stetig partiell differenzierbar, also differenzierbauf W = f(V).

Beispiel SeiU = (0, 00) und f(z) = log(x). Dannistf’(x) = 1/x eine stetige Funktion auf
U, und die Voraussetzungen des Umkehrsatzes sind erfigliteDist die Umkehrfunktion
exp des Logarithmus eine differenzierbare Funktion. Awgexp(z)) = = und der Kettenregel
folgt log’ (exp(z)) - exp(z)’ = 2’ = 1. Alsoexp(z)’ = exp(z). Dies zeigt

Korollar 4.25. Die Exponentialfunktiorexp : R — R ist eine (unendlich oft) differenzier-
bare Funktion mit der Ableitung

exp(z)’ = exp(z)]|.

Bemerkung. Dass die Invertierbarkeit vab f (£) im Umkehrsatz andererseits eine notwendige
Bedingung fiir die Existenz einer differenzierbaren lekaUmkehrfunktiong = f~! in der
Nahe vor¢ ist, folgt sofort aus der Kettenregel:o f = id impliziert ganz allgemeirDg(n) o
Df(&) = D(id)(&) = id furn = f(£). SomitistDg(n) die zuD f(§) inverse Matrix.

Beweis. Wir geben zuerst den Beweis im Spezialfgll= f(£y) = 0und D f (&) = id.
Die HilfsfunktionF" = F;:

(F(z) =z — f(z) + 1]

hat fur gegebenes konstantgs R"™ verschwindende Ableitung im Punkt Fire = 1/2 gilt
dann nach Lemma 4.23 fur alle y vom Abstand kleined = 6(1/2) > 0zué, =0

|F(z) = Fy)| <35l —yl|.

*Esfolgt(z*)’ = a - z*~'wegenexp(a - log(z))" = exp(a - log(z)) - 2 sowiel = exp(—log(z)).
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Der vollstindige Raund . Wir wahlen eine abgeschlosseitegel* X um¢&, = 0 vom Radius
rfirein0 < r < 6. DannistF : X — R eine Lipschitz-stetige Abbildung mit Lipschitzkon-
stantel.

2

Bedingung am. F(0) =n und||F(2)| < |F(z) — F(0)| + [F(0)] < 3lz] + ] impliziert
fur z € X (d.h. |z| < r) sowie gleichzeitig fur

Inll <r/2

die Ungleichung|F'(z)| < r, oder anders ausgedrickt
:

FixpunktsatzDer Fixpunktsatz von Banach liefert daher einen eindéagggimmten Fixpunkt
¢ € X der kontraktiven Abbildung” : X — X. BeachteF'(¢) = ¢ ist aquivalent zuf (&) = 7.
Mit anderen Worterg = f~1(n):

NeEe X mit f(&) =n,falls |n| <r/2.

Konstruktion vorV. SeilW = B, ,(0) die offene Kugel um Null aller; e R" mit [ < r/2.
DaW < R" offen undf stetig ist, ist das Urbilg" (W) offen inR™ (benutze Lemma 4.6 und
Satz 2.12). Fu¥ = f~1(W) n X gilt wie bereits gezeigt

[V = f(V)=W|

Kontroll-Absclatzungen Die Kontraktivitat|F'(z) — F(y)|| < 3|z — y| von F auf X liefert
fur z,y € X mit Hilfe der unteren und oberen Dreiecksungleichu(sy Seite 6)

Yo —yl < If(2) = F) <2 | —yl].

Vistoffen£ e V. = n = f(£) € W. Aus der unteren Kontroll-Abschatzung vgrolgt fur
z =&,y =0dann}|¢|| < |n]. Andererseitgn| < 5. Somit||¢| < r. Also liegt¢ bereits in der
offenen KugelX® = X vom Radius- um Null. Daherist/ = f~} (W) n X = f~1{(W) n X°
als Durchschnitt zweier offener Mengen selbst offen.

Stetigkeit vory —! : W — V. Eine unmittelbare Konsequenz von

SIF M) = £l < =l

Dies gilt fur allen;, n, € W wegen der linken Kontrollabschatzung.

“Dies ist eine abgeschlossene Teilmenge s also versehen mit der Euklidschen Metrik nach 2.8 ein
vollstandiger metrischer Raum.
*Benutzeu| — [[v]| < u + o] < [Jul + [[v] firu = z —y undv = F(y) — F(z) undu +v = f(y) - f ().
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Differenzierbarkeit vory ! im Punkt0. Fiirn # 0 <= f~1(n) = ¢ £ 0 gilt

If~ ) = f71(0) —id(n = 0)] _ [f~"(m) —nl _ 1€~ £
In = 0] Il [£()]
_ gl 1f8) = f(0) —id(€ —0)]
[£()] I =]

Da f nach 4.6 stetig au¥/ ist, und f~! stetig aufi¥ ist, sind¢ — 0undn = f(&) — 0
zueinander aquivalent. Da rechts der Linjes 0 existiert und Null ist { ist differenzierbar im
Punkt{ = 0 mit der Ableitungid, und der Faktoil¢||/| f(£)| kann durch2 abgeschatzt werden
wegen der Kontrollabschatzungen) existiert der Limes 0 links, und ist auch Null. Somit ist
f~! differenzierbar im Punkt = 0 mit der AbleitungD f~1(0) = id.

Differenzierbarkeit vory —! auf IW. Hierzu nehmen wir an, dass der RadiusbdA so klein
gewahlt wurde, dass fur allee X und damit fur alle € V die Ableitung vonf im Punkt¢
invertierbar ist. Dann zeigt unser vorheriges ArgumentDiféerenzierbarkeit vonf —! in allen
Punkteny = f(&) € . Beachte die nachfolgende Reduktion auf den Spezialfall.

Stetig partielle Differenzierbarkeit vofi—! auf W. Aus der Kettenregel folgt, dass die Ja-
cobimatrix D f ~!(n) die zuD f(¢) inverse Matrix ist. Die Cramersche Regel oder der Laplace
Entwicklungssatz liefert daher die Formel

- - Df(€)™
DIt = (PO) ' = .
( ) det(Df(£))
Beachtet hangt stetig vom ab, daf ! stetig ist. Die Eintrage der adjungierten Matrix und die
Determinante vorD f (£) sind Polynome in den Matrixkoeffizienten vanf (£), also stetig irg,
da f stetig partiell differenzierbar ist. Andererseits sind gartiellen Ableitungen vori—! die
Koeffizienten der Jacobimatri® f ~*(n). Also sind dies stetige Funktionen der Variable 1.

Reduktion auf den Spezialfall. Die zum Beweis des Umkehrsatzes gemachten Annahmen

§o =0undny = f(&) = 0undDf(&) = id
sind unbedenklich. Dies sieht man von ein allgemeifigurch Modifikation mit affin linea-
ren Abbildungen der Gestalt(z) = L(x) + &, L € Gl(n,R) und¢(z) = x — no. Diese
Abbildungen haben die Jacobimatrxbzw. id, und sind invertierbar auf garfiz’. lhre Um-
kehrabbildungen sind wieder affin linear. Hat daher

f=vofop

eine lokale Umkehrfunktion bai = 0, dann hat auclf wie behauptet eine lokale Umkehrfunk-
tion® beix = &y, namlich

fl=pofloy.
Anderseits gilt £(0) = 0undDf(0) = id, falls L geeignet gewahlt wird, namlich
L=Df(&)".
Genau an dieser Stelle geht die Invertierbarkeit JacobimatridxD f (&) ein! O

fo(pof o) =9 ofof oy =idund(po f og)of=pof lofop ! =id
Fur die Funktionf folgt die Existenz der lokalen Umkehrfunktion bei= 0 aus dem vorherigen Abschnitt.
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4.11 Substitutionsregel

SeiU c R" eine offene Menge und
f:U—->R

eine stetige Funktion auf. Man sagtf hatTragerin K (fur eine abgeschlossene Teilmenge
K vonU), wenn f(z) ausserhalb voik’ verschwindet. Kann man einen & (und damit auch
in R™) folgenkompakten Tragek von f wahlen, sagt mayi hatkompakten Tragerin U.

SeiC.(U) c C(U) die Menge aller stetigen Funktiongn: U — R mit kompaktem Trager
in U. Die Vereinigung zweier folgenkompakter Mengen ist folggmpakt. Somit isC.(U) ein
R-Untervektorraum voi’'(U).

Funktionen inC.(U) kbnnen durch Null zu stetigen Funktionen auf jeden Quaddortge-
setzt werden, welcheK enthalt. In diesem Sinne gilt € CT(X), und das Integral (f) ist
daher erklart und hangt nicht von der Wahl des Quadémsb. Dies definiert das Integral als
R-lineares, monotones Funktional auf(U)

1(f) = Lf(:v)d:v . fecu).

Dieses Integral ist ein Daniell-Integral, wie eine Analyles Beweises von Lemma 3.12 zeigt:
Der Satz von Dini lasst sich wie in loc. cit. anwenden, da filg, € C.(U) die Funktionen
min(f, g,) wegeng; < min(f,g,) < f ihren Trager in einem festen einem Kompaktin—

U haben (etwa die Vereinigun§ des Tragers vop; und f).

Definition 4.26. Ein Koordinatenwechselist eine_bijektivestetig partiell differenzierbare
Abbildung zwischen offenen Mengénl” im R™

p:U—->V,

so dass
det Do(x) £ 0furallez e U .

¢ heisstorientierter Koordinatenwechsel, weniirfalle z: € U gilt det Dp(z) > 0.

Nach dem Satz von der Umkehrfunktion ist fir einen Kartechgelo : U — V auch
Y =71V — U ein Kartenwechsel.

Satz 4.27(Substitutionsregel). Seip ein Koordinatenwechsel. Dann liegitrfjede Funktion
f:V - RausC.(V) auch die Funktionf(¢(x)) - |[det Dy(x)|in C.(U), und es gilt

(*) SV f(y)dy = SU f(SO(-%')) : |d€t Dap(m)|dm .

BemerkungDer obige Satz ergibt durch einen einfachen Limesschlaf@daloge Substitu-
tionsregel auch fur Funktionefi : V' — R, welche Lebesgue integrierbar sind im Sinne von
Kapitel 5.
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Beweis. 1.Schritt Mittels der Zerlegungf = f* — f~ mit f* = max(f,0) und f~ =
—min(f,0) und derR-Linearitat des Integrals kann man auf den Fal 0 reduzieren. Sei
also obdAf > 0, und damit aucly(x) = f(p(z))|det Dp(z)| = 0.

2.Schritt Es genugt fur alle Koordinatenwechsel: U — V und alle f € C.(V) (resp.
L(V)) mit f > 0 zu zeigen

() Sy fWdy < §i; f(e(@)) - |det Do(x)lda |,
denn angewandt auj; V — U mit 1/) = <p_1 und g(z) = f(p(x))|detDp(z)| gibt (**)
die Ungleichungf;; g(x)dz < §,, g(¢(y))|det Dy (y)|dy. Nun istg(v(y))|det Dy (y)| gleich

fle@(y))ldet Do(¥(y )IldetD%Z)( )| = f(y)ldetD(p o P)(y)| = f(y). Aus () folgt damit

f f(p(x)) - [detDp(x f fly :

also die Substitutionsregel (*).

3.Schritt Gilt (**) fur ¢ : U - Vundvy : V — W, dann gilt (**) furyoep : U —
W. [ (**) fur die Substitutioneny = ¢(x) undz = ¥ (y) liefert §;, g(2)dz < §,, g(¥(y)) -

|detD(y)|dy < §i; 9(¥(p(2))-|detD(¥(p(2))|-|det Dyp(z)|dz = §; g((doy)(x))|detD(sho
v)(z)|dz vermdge der Kettenregel und der Produktformel fur Debeamten. Ditto fur (*).]

4.Schritt Um die Aussage (*) - oder aquivalent (**) - fir die Einsahkungy : U —» V
von linearen Abbildungerp : R™ — R”™ zu zeigen, kann man sich wegen Schritt 3 auf den
Fall von Elementarmatrizen zuriickziehen [Jede invdaiex Matrix ist ein Produkt von Dia-
gonalmatrizen und oberen und unteren elementaren Drematkgen (Scherungen).] Den Fall
von Diagonalmatrizen behandelt man wie in Abschnitt 3.6.Eadl einer elementaren Scherung
ist ein einfacher Spezialfall des spateren Satzes vomPulidlgt aber auch aus einer simplen
Modifikation des Arguments in Schritt 8. Wir wollen dahertémnehmen, im Fall von linearen
Koordinatenwechseln sei (*) bereits gezeigt. Ditto flarslationen.

5.Schritt Also angenommen es gabe einen Fall, wo die Ungleichunptétsachlich falsch
ware, also die linke Seite in (**) etwa um> 0 grosser ware als die rechte. Wir legen dann den
TragerK von f(¢(x)) in U in einen Quadef) = Qy S R, sagen wir mit Seitenlange und
halbieren alle Seitenlangen sukzessive (QuaderschabjeFur jeden der iterierten Teilquader
Qm ist die Funktiony,q,.)(y) f (y) integrierbar beziglich eines erweiterten Integralgsiehe
Beispiel 2.25 zusammen mit Korollar 3.12). Dann z&i§jtnan leicht durch einen

Schubfachschlusf): Es gibt eine absteigende Folge von Teilquad@ S Qo mitvol(Q,,) =
270l (Qp) und

- $xe@m W) f(W)dy K _ So,, fle(x)) - |det Dy(z)|dz
lim > + lim
m—0 UOZ(Qm) UOZ(QO) m—0 UOZ(Qm)

8m Scherungsfall ist obd& = 2 und die Aussage folgt atﬁ S [, A -2+ y)dy)de = § (§ fz,y)dy)dz
wegen der Translationsinvariafiz h(yo + y)dy = SIR y)dy.

9Schubfachschluss: Gik = A\, _, /vol(Qm—-1) = Zf ) )\Qm ,Jvol(@m—1), und istQ., einer der2” Teilqua-
derQm,, mit maximalem\q,,, ., dann gilts = 2" - Aq,,, /vol(Qm-1) = A@. [v0l(Qm).

195 _Schritt: Eigentlich miisste als Integrationsbereicstelaen),,, n U respektives(Q.m n U). Aber firm >> 0
gilt @, E U wegenzpe K S U.
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sowie() Q.. = {zo} (Quaderschachtelung; siehgbungsaufgaben).

Hinweis Lasse den Limes weg und multipliziere mitl(Q,,). Wie findet man wohl den
Quader),, in Q,,_1? Naturlich durch einen Schubfachschlugs; ist einer der Teilquader mit
maximaler Abweichung von (**)!

6.Schritt Wegen der Stetigkeit vofi existiert der Limes'

det D dx
lim o/ | ol f(e(x0)) - |det Dep(xo)| -

m—0 vOl(Qm)

7.Schritt Durch Komposition mit einer linearen Abbildung (wie in $ith2, 3 und 4) kann
weiterhin obdAD () = idg» angenommen werden. Dann gilt fiiy := (o)

i $q,. flo(@)) - |det Do(x)|dx
m—o0 UOl(Qm)
ObdA sei ausserdem, = 0 undyy = 0.

= f(yo) -

8.Schritt Seic > 0 beliebig. Es gilt|p(z) — yo — Do(a0)(x — x0)| < ez — x| fur
|z — o] < d(e) nach Lemma 4.23. Wegen Schritt 7 Btp(z9) = idr~. Ist daherm gross
genug, gilt wegen dieser Abschatztifig

e ©(Qm)in einem Quade);, der Seitenlange: (1 + ) 5% enthalten. Zur Erinnerungs;
war die Seitenlange vof,,,. Also vol(Q!.) = (1 + €)™ vol(Q,).

Wegen Schritt 1 giltvg: (v) f(¥) = Xp(@..) (%) f(y), und damit ist wegen der Monotonie des
Daniell-Integralsl —
$xa, W Wy §Xe@m®)f(y)dy

UOl(Qm) g vOl(Qm)
Schritt 9 Die Stetigkeit vonf undyg € ¢(Q,,) liefert im Limesm — o

(L+e)" flyo) > lim SXQ&E%%M‘Q

Somit ergibt unser Schubfachschlufd die Ungleichung

(T+e)"- flyo) = + f(vo) ,

R
vol(Qo)
oder(1+¢)™- f(yo) — f(yo) = woilgey > 0 wegen der Schritt 5, 6, 7 und 8. Wahlt man- 0

genugend klein, wird die linke Seitfyo) - [(1 + )™ — 1] = O(e) kleiner als jede feste positive
Zahl im Widerspruch zur Annahme-~— > 0 von Schritt 5. Dies zeigt (**) und damit die

vol(Qo
Behauptung (*). (@) O

1g.Schritt: Es giltvol(Qm) - minleQm hiz) < SQm, h(z)dr < wvol(Qm) - maxgeq,, h(x), und somit
limy,— 0 00l (Qrn )~ SQ x)dx = h(zo) fur jede stetige Funktioh.

128 Schritt: Die hier benutzte Norm sei obdA die Nofim| = max;—1,...» |z;| und obdAz, = yo = 0. Dann gilt
(1 — &)z < pi(x) < (1 + &)x;. Daraus folgtp(Qn) = Q, fur einen Quadef);,, wie behauptet.

66



4.12 Differentialformen

SeiU S R" zulassig. Wir betrachten Teilmengén< {1,--- ,n} der festen Kardinalitat
|I| = i und Ausdrucke der Gestalt

w(z) = 2 wr(x)dzy .

I|I|=i

Sind hierbei alle Koeffizientew;(x) € C*(U), nennen wiw eine alternierendé-Form aufU.
DenR-Vektorraum aller alternierendeFormen auf/ bezeichnen wir mit

AU .

Schreibweise Seil = {ni,---,n;} mitn; < --- < n;, dann schreiben wir symbolisch
dry = dzp, A ... Adzy,, SOWIedzg = 1. Fur die einelementigen Teilmengén= {i} schreiben
wir meistensdx; anstelle voniz ;.

Wir erhalten furA®(U) = @1, A'(U)

o AVU) = C®(U)

AN U)=C*®U) -dz1®---®C®U) - dxy,

o A"(U) =C*®U) -wyfirw, :=dxy A -+ A day,.

Das A-Produkt. Wir definierendxz; A dxy = 0, fallsI n J + . Anderenfalls setzen wir
drr A dxy = sign(o)dz, s, wobeio die Permutation ist, welchey, .., n;, m1, .., m; in eine
aufsteigende Reihenfolge bringt. Hierbei seign< ... < n; undm; < ... < m; so gewahlt,
dassdr; = dxp, A .. Adzy, Unddzy = dzmy, A .. A dxy; gilt. Wir erhalten eine wohldefinierte
R-bilineare Abbildung®

ANU) x AN(U) 2 AY(U)
(2 wf(x)dmI,ZwJ(x)de) — EEwI(x)wJ(x) ~dry Adxy .
1 J 7 J

Das A-Produkt ist per Definition distributiv.

Beispiel Aus der Definition des\-Produkts folgt unmittelbar
e dr; ndx; =0

o dr; ndrj = —dxj Adx;

B3wir zeigen spater, dass dasProdukt assoziativ iz A dy) Adzx = dzg A (dzs Adz). Daes offensichtlich
distributiv ist, wird dadurchd*®(U) zu einem (nichtkommutativen) Ring.
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Allgemeiner gilt nach Definitionlz; A dzy = (=1)/Ildz; A dz;. Also fur beliebigen e
AYU) undw € A7 (U)

nAw= (=" .wAn|.

Die Cartanableitung d. Wir definieren nun den Differentialformenkomplex durcheBerie
von Ableitungen

AUy - ANy L - Ay S AnU) - AMTL(U) = 0

gegeben durch

d(ZwI(ac)dacl) = 22 ai‘wl(x) -dx; Adxg .
I ¢

Beispiel Fur eine Funktiory (z) € A°(U) = C*(U) bedeutet dies gerade

) = Y o fla) - de
i=1 """

Man nennt danrif € A'(U) dastotale Differential von f (im Prinzip ist es dasselbe wie die
Jacobimatrix vonf, nur etwas anders geschrieben). Die Abbildunden= d : A"=Y(U) —
AY(U) nennt man manchmal augitad im Fall i = 1 unddiv im Falli = n. Firn = 3,i = 2
benutzt man auch die Bezeichnusig= rot.

Spezialfall. Ist f(x) = z; die diei-te Koordinatenfunktion, das heisst die Zusammensetzung
U — R" 2% R, dann gilt
dle'd.%'izd.%'i.

Also kurzd(z;) = dz;. Achtung: Dies motiviert die Schreibweige;.

Die Produktformel. Fiirn € A*(U) undw € A7(U) gilt

dnp Aw)=dn A w+ (=1)n A dw].

Beweis. Wegen der Bilinearitat des-Produkts konnen wir obdA annehmen= f(x)-dx;
undw = g(x) - dxy fur f,g € C*(U). Dann gilt

dn Aw)=d(fg-dxr ndxy)=d(fg) Andxp Aday

nach der Definition der Cartanableitung. Die tbliche Pkiidumel fur die partiellen Ableitun-
gen einer Funktion liefert

d(fg) = gdf + fdg .

Also d(n A w) = (gd(f) + fd(g)) A (dz; A dzy) = d(f)dzr A gdzy + (=1)! fdxy A (d(g) A
dxy) = dnArw+(—1)'n A dw. Hierbei wurde benutztz; A (dey Adxy) = (dx; Adxp) Adey =
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(=1)/(daxs Adai) Adxy = (=1)'dxr A (dz; Adxy) vermbge des Assoziativgesetzes. Dies bleibt
hier alsUbungsaufgabé. O

Integration. Seiw = f(x) - dxy A -+ A dz, €ine Formhdchsten Gradesmit kompaktem
Tragerw € AZ(U) := CX(U) - w,. Dann wird per Definition das Integr§, w erklart durch das
n-dimensionale Standard Integral der Funktji(m)

f w = J f(x) deydzy - - - dxy, .
U U

Der Pullback ¢*. Seip : U — V eine unendlich oft differenzierbare Abbildung fur zdige
MengenU < R™ undV < R™. Dann gibt es eine graderhaltende Abbildung

p*: AN(V) > A*(U)

eindeutig bestimmt durch die folgenden vier Eigenschaften

1. ¢* ist R-linear

2. @™ ist multiplikativ o* (w A 17) = p*(w) A @*(n) fur allew,n e A*(V)

3. ¢* vertauscht mit der Cartan Ableitung:* (dw) = dy* (w) fur allew € A*(V)

4. Fir Nullformen (Funktioneny = f(y) ausA°(V) gilt

Beachtep™ (3., wi(y)dyr) = 2y wi(e(x))e* (dyr) unde*(dyr) = ¢*(dym, A -+ A dym,;) =
O*(dymy) A -+ A ©*(dym,) SOWiep* (dyy) = de*(y) furallek = 1,.., m. Also

o) = S B @] L S @) = (Dpla))u

Aus der Leibnitz Formel fur die Determinante der Matiixp(z) folgt daher im Spezialfall
n = mfur Formenw = f(y) - dy1 A -+ A dym € A™(V)

O (f(y) - dyr A -+ Adym) = fp(x)) - det Dp(x) - daxy A -+ A day,

Aus der Substitutionsformel Satz 4.27 folgt daher sofort

YEUr (der Ady) Adekx = der A (dzg A dex) benutze Induktion nach+ j + & und bei festeni+ j + & Induktion
nachmazx(i, j, k). Der Induktionsanfang = j = k = 1 ist trivial. Seij > 1, alsodz; = dxuy A dxv. Dann
gilt (dxr Adzy) Adex = (dzr A (dou A dazv)) Adekx = ((dzr Adzu) Adev) Adekx = (doer Adzu) A
(dry A dxk) = drr A (dru A (dov A dek)) = dzr A (dxg A dzk). IStk > lunddzx = dzu A dzv,
danndz; A (dzj A dxk) = dxr A (dzg A (deu Adev)) =dzr A ((dxg Adzu) Adev) = (der A (dzg A
dzv)) Adzv = ((dxr Adxg) Adxu) Adaey = (dzr Adzg) A (dzu A dey) = (dzr Adzy) A dzk. Analog
furs > 1.
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Korollar 4.28.  Fur orientierungserhaltend&oordinatenwechsét ¢ : U — V und Formen
w = f(y) wnin Ac(V) gilt

Sue*w) = vl

Lemma 4.29. Zweimaliges Anwenden der Cartanableitufig: A*(U) — A*2(U) gibt
die Nullabildung

2 =0].

a3, %f(x) -dz,,), oder

Beweis. Seii = 0, dann istd?(f)

-2

Dadx, A dz, alternierend inv und . ist, und andererseits die zweiten partiellen Ableitungen
symmetrisch inv und 4 sind wegen Satz 4.11, verschwindet dieser Ausdruck. Datrdeir Fall

i = 0 gezeigt. Im Fali > 0 sei obdAw = f(x)dz; fur f € C*(X), und wir benutzen die
Produktformel: Damit ist?w = d(df A dz; + (—=1)°fd(dz;)) = d(df A dx;) = d(df) A

dry + (=1)'df A d(dz;) = 0 wegend(df) = 0 (der Spezialfali = 0) und wegeni(dz;) =
d(1-dxy) = 0 (Definition der Cartanableitung). O

0
8— f(x) - dzy, Adx, .

HM:

Wir haben damit gezeigt, dass aksakten Formenw = dn geschlossend-ormen sind:
dw = d*n = 0. Fur Differentialformen vom Grade 0 gilt auch die Umkehrung.

Satz 4.30(Poincare Lemma). Seil < R" offen und sterrifrmig'® undw € A7(U). Dann
gilt
o dv=0furj>0 = 3IneA~YU)mitw=dn.
e dw=0imFalj =0 = we A%U) istlokalkonstant
Der eindimensionale Fall Ist U eine zulassige Teilmenge Id, dann reduziert sich der Dif-
ferentialformenkomplex auf die Grade 0 und 1

AVU) = CP(U) —4> AV (U) = C*(U) - dx |

und fur f(z) e C*(U) ist die Ableitungdf

df (z) = f'(z)-dw.

Das _Poincare Lemmian eindimensionalen Fall ist fast der Hauptsdéx Differential- und Inte-
gralrechnung. Im Gragl = 1 besagt es, dass jede Funktigix) € C*(U) eine Stammfunktion

Bzwischen offenen Teilmengdi V im R™ im Sinne von Abschnitt 4.11. Orientierungserhaltend beetchierbei
sign(det Dp(x)) > 0.

*Das bedeutet, es gibt einen Pumkte U, so dass fur alle € U der Verbindungswego + {t(z —z0) |0 < ¢ < 1}
auch inU liegt.
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besitzt, da im letzten Grafl= n (hier istn = 1) automatisch fur jede Differentialformiv = 0
gilt. Im Grad 0 besagt das Poincare Lemma, dass eine Starktithureindeutig ist bis auf eine
lokalkonstante Funktion. Allerdings gibt es zwei Einsotkiingen. Erstens: Wir beschranken
uns aufC'*-Funktionen anstelle von stetigen Funktionen. Zweitenst Ber Satz von Stokes
wird die noch fehlende Verbindung zur Integrationsthedwéestellen. Die hoherdimensionale
Integrationstheorie werden wir dazu noch verfeinern rfiss

4.13 Beweis des Poincare Lemmas

Lemma4.31. U S R" seioffen und steridfmig!’. Dannist fir f(x) € C*(U) das Integral

1U(f) = Syt f(t)dt| , (furje N)

als Funktion vore € U definiert, und als solche wieder eine FunktiorGiff (U).

Wir formulieren und beweisen nun unter Vorgriff auf Kapifekinen allgemeinen Satz unter
Benutzung der Theorie Lebesgue integrierbarer Funktiomelther in unserem Fall = [0, 1]
wegenC(Y) < L(Y) unmittelbar anwendbar ist. Die Behauptung von Lemma 4.8t fn-
mittelbar aus diesem

Satz 4.32. SeiY = R",Y = Z oderY = N. Seif(z,y) : [a,0] x Y — R partiell diffe-
renzierbar nache. Ist f(x,y) fur festez in L(Y'), und gilt unabkngig vonx die Abscitzung
|02 f(z,y)| < F(y) furein F e L(Y), dann ist

z) = Lf(w,y)dy
= L 0z f (2, y)dy

Beweis. Firjede Folger,, — & (z, + &) gibt esd, ,, € [a, b] zwischent undz mit

f@n,y) = F(&y) = (@n = §)0ef(Oyn,y) = (xn = &) fn(y)

(Mittelwertsatz). Nach Annahme ist die linke Seitelifty’) . Also f,,(y) € L(Y’), und nach der
Definition der Ableitundim,, f,,(y) = f'(§,y). Wegen|f,(y)| = |0z f(Oyn,y)| < F(y) folgt
dann{, f.(y)dy — §, 0.f(&, v)dy aus dem Satz von der dominierten Konvergenz 6.9 (siehe
nachstes Kapitel Lebesgue Integration). Nach Definitmmj, () ist der Limes def,. f,,(y)dy

aberlimy, (g(zn) — 9(§))/(zn — &) = ¢'(£). O

differenzierbar aufa, b] und es gilt

Fur f(z) € C*(U) sei fo := 32 f(x). Wegenf(z) = t f(tx) |0 — {1 (¢ f(t2))dt und
4 f(tz) = 3, T faltz) folgt dann

Wwir nehmen zur Vereinfachung der Notatiog = 0 fiir den Sternmittelpunkt an.
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Lemma4.33. f(z) =7 -IU"D(f)(2) + X"_, 2o IV)(f,)(2) fur alle j > 0.

Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis des Poincare Lemmas.

Beweis. Furge {1,--- ,n}undJ c {1,--- ,n} setze

dzg v dey = 0| (imFall3¢J)  |dagvdey=e-drpg| (imFallge.])

mit dem eindeutig bestimmten Vorzeicher {+1} so daldxg A ¢ - dz j\ (g = dx.

Der Operator I. Wir definieren nun fur alle > 0 denRR-linearen Operator
I: A(U)— A Y)Y,

durchl (3, wy(z) -dzy) =3, T10=D(wy(x))E(dzy) mit E(dzy) = =1 2p - drg v dzy.
Firj = 0 folgt das Poincare Lemma aus dem Mittelwertsatz 4.8.
BemerkungIm Gradj = 0 gilt (I o d) f(x) = f(x) — f(0) wie man leicht zeigt.

Im Fall j > 0 setzen = I(w), und dann folgt augw = 0 sofort die Existenz einesg €
AJ=Y(U) mitw = dn wegen der folgenden

Homotopieformel

‘(do[—i-lod)w = w‘.

Da diese Formel linear i ist, kann man fur inren Beweis = f(x) - dz; annehmen:

1.Schritt Es gilt I(w) = IU=D(f) - 35, 2 - (dzg v dz ;). Wegen der Produktformel fiir
die Cartanableitung ist dahéf o I)(w) gleich

d(I(jfl)(f)) A (2 xg - (dxg v de)) + 1079(5) d(Z xg - (drg v dacJ)) .
pBeJ peJ
Es giltdIU-1(f)) = 3 (0a ot/ f(ta)dt)dze = 3, (S 7 0 f (tr)dt)dz, wegen dem
Vertauschungssatz 4.32. AlgOI0 =1 (f)) = 3 (§o t/ fa(tz)dt)daze = 3, IV (fa)dza. Aus-
serdem ist(} 5.y z(drg v dxy) = Yge;dxg A (dzg v dry) = |J| - dr;. Deshalb ist
(do I)(w) gleich

<El(j)(fa) -dma) A (2 25 (dzg v de)) + |- 19D(F) - day

pBeJ

oder gleich

(@on)(w) = (D 1D(fa) - dea) A (Y wg- (dug v day))

akJ peJ

(2 @D (fa) -day) + 1] 1979(F) - day
a=0eJ

72



2.Schritt Andererseits ist/ o d)(w) = (X, fa - dza A dz ;) gleich

YIU(f) D1 g (dug v (dag A day))

agJ Bef{atuJ

und damit gleich

(Iod)(w) = (Z I(j)(fa)Zxﬁ-(dxﬁv(dxa/\dmj))) + Z 2olO)(fo) - dzy .

ok J BeJ a=p¢J

3.Schritt Die jeweils ersten Terme in beiden Formeln unterscheidiem rsur um ein Vor-
zeichert® und heben sich deshalb bei der Addition der beiden Formetn e Addition der
Formeln in Schritt 1 und 2 liefert fif > 0 nach Lemma 4.33 also

(AT + 1a)(w) = |- 199(7) - dey + (D) 20dD(fa)) - dey = f(a) - iy =

a=1
O

Bemerkung. Die Sternformigkeit vorlUU ist wesentlich. Die gelochte Ebeiie = R?\0 ist
nicht sternformig! Sei = Im(4), d.h.

_ xdy —ydx
a2 42

mit einer Singularitat im Ursprung, abere A'(U). Man zeigt leichtdw = 0 sowie

e, _ cos(t)sin(t) —sin(t) cos(t) =~
ohw) = cos(t)? + sin(t)? dt = dt

bezuglichy : R — U definiert durchp(t) = (cos(t),sin(¢)). Hattew eine Stammfunktiomn
aufU, d.h. giltdn = w fir einn € A°(U), wirde gelten

" (W) = " (dn)(t) = de™ (n)(t) = d(n(e(t)) =nle(t))" - dt .
Wegen dem Hauptsatz folgt aysp(t))'dt = dt dann
n(e(t) =t+C
fur eine Integrationskonstantg. Dies liefert einen Widerspruch, demfip(t)) ist periodisch in

t mit der Perioder. Die Funktiont + C dagegen ist fur keine Wahl vafi periodisch int. Also
gilt das Poincare Lemma i&i nicht!

Bize A (dzs v dzy) = —des v (dze A dzy)falls e Junda ¢ J
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4.14 Satz von Stokes fur Quader

Sei@Q = [];_,[as,b;] ein nichtdegenerierter Quader iRf*. Wir schreibens - Q fur eine
Orientierung ¢ = +1 des Quaderg. Dann ist der Rand() des Quader§) in naturlicher Weise
die Vereinigung vor2n nicht degenerierten orientierten Quadernifi! (aber degeneriert im
R™). Es qilt

Satz 4.34. (Baby Stokes) & jede Differentialformy e A”~1(Q) gilt

Sde = SaQW|0Q :

Wir erlautern dies obdA im Falt = 2 des Quader§) = +[a, b] x [, d] (positiv orientiert).
Hier ist

0(Q) = +[a,b] x [¢,c] +[b,b] x [e,d] — [a,b] x [d,d] — [a,a] x [c,d]

und per Definition istv|pg = i*(w) fur i : 0(Q) — @ derPullbackvon w auf die2n Rand-
flachen von). Man definiert dann fur

u)—Z:fZ Ydx; v (dxy A ... A dxy)

das Integral (dié-te Integration wird jeweils weggelassen)

J wlog = 2 J fZ X1y ooy Tie1y Dy it 1y eey T ) AT oo HX4...dxy

n b1 bn,
- Z f fi(xl,..,mi_l,ai,xiﬂ,...,xn)dxl... dmzdxn .
Die Aussage des Satzes von Stokes ist additiv.iDaher ist obdAv = f;(z) - dx; v (dzq A

- A dx,) fur ein festes unddw = 0;f;(z) - dx1 A -+ A dz,,. Der Aussage des Satzes von
Stokes lautet dann: Das Integfj@) dw, nach Korollar 6.11 gegeben durch

b1 bn,
f dw = J Oifi(x) - dxy A oo Adxy,
Q

ay an,

ist gIeichSaQ wlag, d.h. gleich

by bn
f J (fz‘(u’ﬂh-.,iﬂi1,bz',90z‘+1,-«afﬂn)—fz‘(iﬂl,-.,fﬂi1,aiafﬂz’+1,«-,$n)>diﬂ1-.- fx;...dv, .
a1 an

Diese Aussage ist offensichtlich eine unmittelbare Folge ldauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung. O
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4.15 Analytische Funktionen

Beispiel 4.35. Ist X = Z, dann sind die folgenkompakten Teilmengen die endlicheh Te
mengen vonX. Die stetigen Funktionerf € C.(X) mit kompaktem Trager auk sind also
die Funktionen mit endlichem Trager. AGL.(X) definiert daher trivialerweise die endliche (!)
Summel(f) = >,z f(n) ein Daniell-Integral. Analog fuiN anstelle voriZ. Eine Funktion
f:7Z — R7istin B(Z) genau dann, wenfi(n) < 0 nur fur endlich vielen € Z gilt.

In diesem Abschnitt wenden wir Satz 4.32 im setting von Belsh35 an um zu zeigen, daf}
die im folgenden betrachteten Potenzreihen gliedweiselaibgt werden dirfen.

Gegeben sei einen Folge reeller (oder komplexer) Zahlen. Dann kann man die formale
Potenzreihe Y2 ) a;z! betrachten und sich fragen, fur welche Werte wor= z, € R (oder

x = xg € C) der Limes
o0
lim a2t = a; - @t

existiert. Wenn dieser Limes existiert, nennt man die Potghe konvergent im Punkt = xg.
Allgemeiner kann man anstatt der MonoRgz) = ;2! auch homogene Polynoni&(xz) vom
Grad! in mehreren Variablen betrachten.

SeienP,(x) furl = 0,1,2,.. homogene Polynomé, : R” — R vom Gradl, d.h. es gelte
P(t-x) =t - P(x) fur allet € R. Wie man leicht aus der Homogenitat folgert, nimmt ein
homogenes Polynorf(x) auf einer Kugel|z| < p das Maximum auf dem Rang|| = p an.
Zur Untersuchung der Konvergenz Wdij° , P,(x) definiert man detikonvergenzradius

R = sup{p | 3C, > 0 mit maxy,_,(|P(y)|) < C, furallel}|.

Der Konvergenzradiug ist eine Zahl inRZ, = R=o U {+0}.

Satz 4.36. Istder KonvergenzradiuR > 0, so ist die offene Kuget = {z € R" | |z| < R}
nichtleer und

fl@) =) ()
1=0

konvergiert absolutifr x € X. Fur p’ € [0, R) ist die Konvergenz absolut und gleicassig auf
der folgenkompakten Teilmengé = {x € R" | |z| < p'} von X. Die Grenzfunktionf(z) ist
daher eine stetige Funktion der Variableauf K, und damit durch Variation vop’ auch eine
stetige Funktion auk.

Beweis Fur gegebenes € X wahlep < Rund0 < ¢ < 1, so daflx in der kompakten
Kugel K vom Radius< gp enthalten ist. Wir wollen P, (x)| auf K abschatzen. ObdA sei dazu
|z|| = gp. Fur|y| < pgilt |P(y)| < C,. Aus der Homogenitat folgt daher wegktyq| < p

|Py(z)| = |P(z/q)d'| < C,-q" .
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Fur die Partialsummep, (x) := >, P(z) gilt auf K dann firm > n

m m n+1
q
[ = Falic = max|fn(2) = fulz)] =max| 3} P@)| < Y, Cpa' < Cpy— —
I=n+1 I=n+1

und dies geht wegefy| < 1 gegen Null firn — oo (mit Schranken unabhangig var). Die
stetigen Polynomg;, (x) bilden daher einen Cauchyfolge im RadmK') der stetigen Funktio-
nen auf der kompakten Mendé. Dieser Raum ist vollstandig nach Satz 2.24, somit koneerg
die Folge derf, (z) gleichmassig auf gegen eine auk’ stetige Grenzfunktiorf (z). Die Ver-
einigung aller solchelk, fur geeignetep < Rundq < 1, ist {z||z| < R}. Daraus folgt die
Behauptung. O

Wir betrachten jetzt den eindimensionalen Fall mit Bezeictyeny, p wie im obigen Beweis.
Wahlee > 0 geniigend klein, so daR gilt:= ¢(1 +¢) < 1. Es existiert dann eine Konstardg
zum BeispielC' = 1/¢, so daR gili < C(1 + ). Wir sind dann in einer Situation, wo wir Satz
4.32 fir auf die Funktionerfy(z) = a;z' anwenden kénnen. Dieser lautet im Pell= IN:

Seifi(z) : [a,b] — R eine Folge aufa, b] differenzierbarer Funktionen. Ist die reelle Folge
fi(zx) fur jedes feste: € [a, b] absolut summierbar, und gilt unalihgig vonz fur die Ableitun-
gen eine Absditzung| f/(z)| < F; fur eine absolut summierbare reelle Folgg Dann ist

@)= fila)
1=0

wohldefiniert und differenzierbar afi, b] mit Ableitungf’(z) = >)2, f/(z).

fl(z) = la;z'~" lasst sich furz| < pg durch die absolut summierbare geometrische Folge
Fy = C§',|§| < 1 abschatzen wegen (obdA flif| = ¢p)

°
]

Dies benutzt naturlicha,z!| < C,p'. Also ist f(z) differenzierbar im Interval[—gp, gp], und
die Potenzreihe kann dort gliedweise abgeleitet werdeth dimabgeleitete Potenzreihe besitzt
(mindestens) denselben Konvergenzradiudteriert man diesen Schluf3, und betrachtet 1
undp — R, folgt

fi(@)] = |ada’™"| < Cpg' = < C,C(L+ )¢ fpg =C- 3" .

Satz 4.37. Istder Konvergenzradiug der Potenzreihg (z) = X2 , ;2! echt gisser als),
dann istim Bereicljz|| < R die Funktionf (x) unendlich oft differenzierbar und die Potenzreihe
ist gliedweise ableitbar

f(x) = 320 lagat =1

wobei der Konvergenzradius der Ableitung wiedgist.

Im Fall R > 0 folgt durchn-faches Ableiten der Potenzreilféz) die Formel f("™) (z) =
n!-an + -, a(zh)™. Setzt man: = 0 wird die Summe Null. Also
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Lemma 4.38. Ist der Konvergenzradius der Potenzreifier) = Y. a,z™ echt goBer
als 0, dann gilt

_ ™)

n!

n

Insbesondere sind alle Koeffizientendurch f (z) eindeutig bestimmt.

Im folgenden geben wir einige einfache, aber fundamentalefdiele fir Potenzreihen:

Die Funktion f(t) = (1 + ¢)* ist auf X = (—1, o) differenzierbar und die eindeutig be-
stimmte Losung der linearen Differentialgleichufig+ ¢) f'(t) = « - f(t) zum Anfangswert
f(0) = 1. Esfolgt fir (%) = 5 [T, (o + 1 — i) danrt®

Lemma4.39. Furallete (—1,1) unda € R gilt

L+ =21 () "]

Beweis. Die Differentialgleichung folgtaus - (%) + (n+1)- (,%;) = a- () und(j) = 1
und gliedweises Ableiten. O
Analog zeigt man

Lemma 4.40. Firallete (—1,1) gilt log(1 +t) = 3*_ (=1)»~ 1L~

n=1 n "

Satz 4.41. Firallet e R gilt?°

exp(t) = Y0, %n' .

Allgemeiner ist fur einex x n-Matrix X die Matrix Exponentialfunktion

© n

£(1) = exp(tX) = 3 2o
n=0 "

erklart als matrixwertige Funktiofi : R — M,,,(R), und ist dabei eindeutig bestimmt durch
die lineare Differentialgleichung

d .
SHO =X o) L f0)=id.

Furt,t' € R gilt die Matrix-Funktionalgleichung

exp(tX) oexp(t'X) = exp((t + ') X)|.

BRUro < p = |zl < 1gilt |(9)p'] < C1— 22 'p! < C furallel > lo, wennlo so grof ist dafl —

%Hp < lundly < |a + 1|. Hierbei istC eine geeignet gewahlte vdrunabhangige Konstante. Also ist der
Konvergenzradiug® > 1.

2Firr beliebigesp gilt |% < C-|£' < Cfurl = lo, falls o so grof ist, dafZ| < 1. Hierbei ist obdA
C =Tli<;z, . Also ist der Konvergenzradiug = +o0.
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Insbesondere istkp(t.X) eine invertierbare Matrix
exp(tX) € Gl(n,R)

mit Umkehrmatrixexp(—tX). Zum Beweis der Funktionalgleichung genugt, daR beideSei
dieselbe DifferentialgleichungliF(t) = X o F(t) o exp(t' X) erfullen mitF'(0) = exp(¢' X).

Ahnlich gilt exp(tX) € Gl(n, C) fir komplexe MatrizenX € M,, ,,(C). Eine komplexe Matrix
M € M, ,(C) heiRtunitar, wenn M’ o M = id gilt. Hierbei bezeichne\it = TM die
hermitesch transponierte Matrix. Eine Matixe 1/, ,, heildtantihermitesch, wenn giltx’ =
— X . Die antihermiteschen Matrizen bilden einie Algebra wegen[X, Y]’ = (XY -Y X)' =
YiIXT- XYt = (-Y)(-X) - (-X)(-Y) = =(XY —-YX) = —[X, Y] fir antihermitesche
MatrizenX,Y.

Lemma 4.42. Fur M € M, ,(C) gilt: exp(tX) ist unitar fur alle ¢ € R genau dann wenn
X antihermitesch ist.

Beweis. Istexp(tX) unitar fur allet € R, gilt exp(tX)" o exp(tX) = id. Durch Ableiten
folgt aus der ProduktregélX exp(tX))' o exp(tX) + exp(tX)' o X exp(tX) = 0. Setzt man
t=0,folgt Xt + X =0.

Ist umgekehrtX antihermitesch, dann giixp(tX)' o exp(tX) = exp(tXT) o exp(tX) =
exp(—tX) o exp(tX) = exp(0) = id. Im ersten Schritt wurde die Stetigkeit der Abbildung
(.)" benutzt, im zweiten Schritt die Annahn®’ = —X und im letzten Schritt die Matrix-
Funktionalgleichung der Exponentialfunktion. O

Ubungsaufgabe Zeige fir reelleg die Aussage

‘ exp(it) = cos(t) + i - sin(t) ‘ .
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5 Ausgewvahlte Anwendungen |

5.1 Wegintegrale

SeiU eine offene Teilmenge im"™ und

n

w = 2 Fi(z)dx;

i=1

einel-Formw e AY(U) aufU. EinWeg~ : [a,b] — U ist eine stiickweise stetig differenzier-
bare Funktion aufa, b] (mit Stutzstellems = ¢y < t; < ... < t,—1 < t, = b); d.h.~ ist stetig
differenzierbar auf jedem der Teilintervallg 1, ¢;]. Wir definieren dann dad/egintegral

fowe= 25 W)
Beachtey*(dz;) = dv*(z;) = dv;(t) = 4;(t)dt (Ableitung nach), also
Zv z)da;) = ZF = (F(y(1),4(1)) - dt

(Skalarprodukt). Besitzt eine Stammfunktiom, d.h. giltw = d¢ fur eing € A°(U), dann gilt
{ do =6(B) — 6(A)

fur P = v(a) (Anfangspunkt) undB = ~(b) (Endpunkt des Weges). Das heil3t, in diesem Fall
hangt das Wegintegral nur vom Anfangsounktind vom EndpunkB des Weges ab. Dies ist
klar, denn dann gilt

f ”*(”):f 7*(d9) Zf (¢ f o) dt = 0(0(10) ~ 9(3(t:-1).

i—1 i—1 i—1

Also ist Sv d¢ als teleskopierende Summe gleighy (¢,-)) — ¢(v(to))-

In der klassischen Mechanik kann eingormw im R"™ alsKraft aufgefal3t werden (speziell
im Falln = 3), undg7 w alsArbeit entlang des Weges Ist die Kraftw von der Formu = d¢,
nennt many ein Potential. Eine Kraft heildtkonservativ, wenn die Arbeit nicht vom Weg,
sondern nur von dem AnfangspunRt= ~(a) und vom EndpunkB = ~(b) des Weges abhangt.
Offensichtlich aquivalent dazu ist, dal3 das Wegintegyraj fur jeden geschlossenen Wegn
U, d.h mity(a) = ~(b), verschwindet.
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Satz 5.1. Seiw € A'(U). Verschwindetifr jeden geschlossenen We U das Wegintegral
§,w =0, dann giltdw = 0.

Beweis. Fir¢ e U wahlen wir ein kleines Quadrap (in der z;, x;-Ebene) um¢ in U.
Nach Annahme gilf;, wlag = 0. Also §, dw = §,,wlag = 0 (Satz von Stokes). Selw =

Zy<u wyu(z)dz, A dz,, dann iStSQ dw = SZZ SZ; wij (&1 oy Tiy ooy Tjy ooy € )daid; @lsO Null.

Lasst man das Quadrat schrumpfen, konverglszttw/vol(Q) gegerw;;(£). Esfolgtw;;(£) = 0
fur alle 4, 7 und damitdw = 0. O

Aus dem Poincare Lemma und dem letzten Satz folgt daher

Satz 5.2. Ist U sternbrmig. Dann ist eine Fornv € A'(U) konservativ (mit Potentiab)
genau dann, wendw = 0 gilt. Das Potential¢ ist eindeutig durchv bestimmt bis auf eine
Konstante.

Bemerkung. Seizg = 0 ein Sternmittelpunkt vol/. Aus der Homotopie Formell + Id =
id (siehe Sektion 4.13) undv = 0 ergibt sich¢(x) = I(w)(x), also

n 1
o) =3 L i F(t)dt

in Ubereinstimmung mit der obigen Formgz) — ¢(0) = §w= S5<F(7(t)),7(t)> - dt, bei
Wahl des speziellen geraden Wegés) = tx .

Satz 5.3. Eine Formw € A!(U) ist konservativ genau dann, wenn eire A°(U) existiert
mit d¢ = w.

Existiert ein Potential, dann ist die Kraft konservativemkehrung: ObdA kann man jeden
Punkt inU mit einem fixierten Punkt, durch einen Weg verbinden. Dann setzt ngdm) :=
va fur einen beliebigen Weg mit Anfangspunktzy und Endpunkte. Um d¢ = w, in einem
beliebigen Punkt € U, zu zeigen, kann maly durch eine offene nichtleere Kreisscheibe
V = K.(§) c U ersetzen wegeti(z) = ¢(§) + va (fur einen Wegy in V von ¢ nachz). Die
Behauptung folgt dann, in der sternférmigen Mengeaus Satz 5.3 und der nach diesem Satz
folgenden Bemerkung.

Beispiel Sei
dz (z —iy) - (de +idy) xdr+ydy  axdy—yde ,
w=—= Ry = 2 +1 T =dlog(r) +i-w.
Dies ist eine komplexwertig€’®-Form aufU = R2\0. Ihr Realteilegif;gy ist konservativ

mit Potentiallog(r) in U. Ihr Imaginarteilw = % ist nicht konservativ. Nach Sektion
4.13 gilt S,Yw = 27 fur den geschlossenen Kreisweg [0,27] — U definiert durchy(t) =
(cos(t),sin(t)). Dies liefert fur den Kreisweg das Wegintegral

4z — orq|.
v oz
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5.2 Holomorphe Funktionen

Eine Differentialform mit komplexen Koeffizienten = « + i wird definiert durch zwei
reelle Differentialformern und 5, die man den Real- bzw. Imaginarteil varmnennt. Fir kom-
plexwertige 1-Formen erklart man das Wegintegral durch

[o- forfo

Sei nunU eine offene Teilmenge der komplexen Ebdihe= R?2. Fiir Funktionenf auf U
schreiben wir dann haufi§(z) = f(x,y), fallsz = x + iy € U. Sei3 € A (U) eine reelle 1-
Form aufU. Diese lasst sich schreiben in der Gestedt v(x, y)dx + u(x, y)dy fur Funktionen
u,v € C®(U). Diese reelle 1-Form lasst sich interpretieren als Imég@il der komplexen
1-Form aufU

w = (u(z,y)dz — v(z,y)dy) +i- (v(z,y)dz + u(z,y)dy) .

Fur die komplexwertige€e'@-Funktion f (z) = u(z,y) +iv(z,y) aufU und die komplexwertige
1-Formdz := dx + idy gilt dann (duch Ausmultiplizieren)

‘w = f(2)-dz = (u—i—iv)(d:v—i—idy)‘.

Lemma 5.4. Mit den obigen Annahmen und Bezeichnungen sind die folgdBigenschaf-
tenaquivalent:

1. AufU gilt dw = 0.

2. AufU gelten die Cauchy-Riemann Differentialgleichunggn = 0,u und d,v = —dyu,
oder kurz: (0, + idy)(u + iv) = 0.

3. Die JacobimatrixD f(z) der Abbildungf : U — C = R? hat fur alle z € U die Gestalt
_ [ alz)  b(2)
pie) = (5 o)
Beweis. Dies folgt unmittelbar augw = —(0,u + 0,v)dx A dy —i(0yv — du)dr Ady. O

Definition 5.5. Eine komplexwertige Funktiofi: U — C der Gestaltf(2) = u(z) + iv(2)
mitu, v € C*(U) heiRtholomorph aufU, wenn die dreiquivalenten Bedingungen des letzten
Lemmasiir f erfullt sind.

Beispiel Die Funktionf(z) = z ist offensichtlich holomorph auf ganz. Wegenu(z) = z
unduv(z) = y verifiziert man sofort die Cauchy-Riemann Differentialgleingen.

Lemma 5.6. Die aufU holomorphen Funktionen bilden einen UnterriGU) des Rings
C®(U,C). Fur f,g e O(U) mitg(z) £ 0 aufU ist auchf(z)/g(z) holomorph auiU.
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Lemmab.7. Sindf:U — V undg : V — W holomorphe Funktionen urid, V, W offene
Teilmengen vo®, dann ist auchy o f : U — W holomorph.

Lemma5.8. Istf: U — C holomorph, dann sind Realteilz, y) und Imagirérteil v(z, y)
reelle harmonischée' Funktionen aut/, ebensdog(|f(z)|) im Komplement der Nullstellen.

Das erste der drei letzten Lemmata folgt sofort aus der Ricelyel mit Hilfe der Cauchy-
Riemann Differentialgleichunge®(fg) = D(f)g + fD(g9) = 0 fur D = 0, + id, und

f,g € O(U). Das zweite folgt aus der Kettenregel mit Hilfe von Lemma3%.Das dritte folgt
auUSA = 02 + 02 = (0 — i0y) (0 + i0y), d.h.(0x +idy)f =0 = Af = 0.

5.3 Vektorfelder

SeiU eine offene Teilmeng& S R"™. Ein Vektorfeld X aufU ist ein Differentialoperator

X = Sy i) 0

mit Koeffizientena;(z) € C*(U). Hierbei falst man di@; als Differentialoperatoren auf. Das
heil3t, man kann ein Vektorfel& auf eine Funktionf € C*(U) anwenden in der Form
(Xf)(x) = 2y ai(z) - 0;(f)(z), und erhalt wieder eine Funktioll f € C*°(U). Auf die-
se Weise definiert ein Vektorfeldl eineR-lineare Abbildung

X : C®(U) - C®(U)
mit der Derivationseigenschaft

X(f-9) = X(f)- g+ -X(9)
die unmittelbar aus der Definition sich ergibt.

SindX = 3" ai(x)-0;undY = > | b;(z) - &; Vektorfelder, dann ist auch d&ommu-
tator

[X,Y] = XoY —-YoX

wieder ein Vektorfeld. In der Tat igtX, Y] a priori ein Differentialoperator zweiter Ordnung,
aber die zweiten Ableitungel, ; a;(2)b;(x)(0:0; — 0;0;) kirzen sich weg wegen Satz 4.11.
Die genaue Rechnung zeigt oY —Y o X) f(z) = > ci(x)-0;(f)(x) mit den Koeffizienten
ci(x) = a;i(x)0;(b;)(z) — bi(x)0;(a;(x)) in C°(U).

Ein VektorfeldX = 3" , a;(x) - 0; lasst sich visualisieren, indem man an jedem Pgrk{/
den Vektor(ay (£), ..., a, (§)) anfugt.

siehe Abschnitt 5.4.
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Beispiel DasEulerfeld £

\ /
/ \

Eine nicht identisch verschwindende Funktipfr) auf R™\{0} heissthomogenvom Grad
«, wenn fur reelles > 0 gilt

flt-z) =1%- f(z).

Der Grada € R ist dann eindeutig bestimmt. Eine homogene Funktionenuisthdihre Werte
auf der Sphar&’ vom Radiug|z| = 1 eindeutig bestimmt. Isf(x) ein Polynom, dannist = |
notwendiger Weise eine natirliche Zahk+ 0,1,2,3, .....

Lemma 5.9. Sei f(z) differenzierbar aufR™\{0}. Dann ist f(x) homogen vom Grad
genau dann, wenriif denEuler Operator E = ). z;0; git Ef = « - f.

Beweis. ImFallEf = afistg(t) = f(tz) wegenaf(tx) = (Ef)(tx) = >, .0, f(tx) =

t(X, 2, (0, f)(tx) = t f(tz) eine Losung der Differentialgleichung g(t) = 2 - g(t) mit

g(1) = f(z). Alsog(t) = t* - f(z) wegen Satz 4.18. Die Umkehrung ist trivial. O

Ein anderes Beispiel liefert d&@ehfeld Loy = —Lig = y0, — 20,
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Ist f(x) homogen vom Grad, dann sind die partiellen Ableitungeh f homogen vom Grad
a—1. Die Differentialoperatored’ = >, _, x,0, undL,,, = x,0, —x,0, erhalten daher sogar
den Homogenitatsgrad. Beachitg, = —L,,,,. Wir nehmen daher immer an+ .. Dann ist

[Laﬁv Lﬁ'y] = Lcw

flr o + v und Null sonst. Ebensidog, L,5] = 0falls {o, 8} n {7,6} = &. Alsoiisty ], R~
L,, eineLie Algebra, d.h. abgeschlossen unter Kommutatorbildung.

Lemma 5.10. Der OperatorL? := Y., _5(Lag)* vertauscht mit allerL,,,

[L?,L,,] = 0].

Beweis. SeiobdAL,, = Liy. Dann vertauschL, mit Liﬁ ausser wenn genau einer der
beiden |ndiZ€3¥, ﬁ in {1, 2} ||egt Es gilt[L12, L%a] = (L12L1Q—L1QL12)L1Q +L1Q(L12L1a—
LiaLi2) = [Li2, Lia]Lia — Lia[L12, Lia] = —LoaLlia — LiaLlao fur o £ 1,2. Analog
[L12, L%a] = [ng, LQQ]LQQ + Lo, [L12, L2a] = LioLoa + LooL1,. Aufsummation tber alle
a > 3 gibt Null. O

Es gilt L,,(r*) = 0 fur r* = 377_, 2%. Umgekehrt gilt: Jedes Polynofi(z1, .., x,) mit
L,,P = 0furallev, p ist ein Polynom in2. [Benutze Induktion nach.]

5.4 Harmonische Funktionen

Der Laplace Operator

A=i£

i=1

LapLpy—LpyLap = (€ads —20a) (€50y —2405) = (€50y —1105) (€adp —0a) = Tady —20a = Lay.
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bildet homogene Funktionen vom Gradauf homogene Funktionen vom Grad- 2 ab, und es
gilt (Ubungsaufgabe und obdA = 2)

[A,L,,] =0].

Furr? = Y | 7 erhalt der Operator?A den Grada und man zeigt leichfr?A, E] = 0.
Beispiel:

Ar® =ala+n—2) 7272,

[Aus 2r0;(r) = 2z; folgt 0;(r) = Z. Deshalb gitA(r®) = a3, 0;(z;r®* %) = noar® 2 +
a(a — 2)r2re=4]. Analog zeigt mam\log(r) = (n — 2)r=2.

SeiU = R" offen. Eine Funktionf € C%(U) heisstharmonisch, wenn fiir den Laplace
OperatorA gilt

Af=0.

Konstante Funktionen und lineare Polynome sind harmoai$amktionen. Wie wir oben ge-
zeigt haben ist fun + 2 die homogene Funktion

f(x):TnEZ ) K:i=n-—2

harmonisch. Diese Funktion besitzt eine Singulatitét Ursprung in den Dimensionen > 3.
Der Falln = 2 ist exzeptionell. Man hat hier nur die singulare harmadmés€unktionf (x) =
log(r) auf R?\0, welche aber nicht homogen vom Grad Null ist: Es diltz) = log(t) + f(x
mit einer Konstantéog(t).

Inversion am Kreis. Seif%(z) = f(Gpe) oder fO(z1,..,xyn) := f(%,..., %) fir eine Funk-

tion f aufR™\0. Ist f homogen vom Grad, so istf° homogen vom Grag-a.

Sei nunU = R™\0, undx = n — 2. Wir betrachten di&elvin Transformation

@) = () .

Dann istf*(z) € C?(U) falls f € C?(U), und es giltf** = f. Ist f homogen vom Grad,
dann istf* homogen vom Graé-x — a.

Lemma 5.11(Kelvin). Firn 4 2undr? = 37, 22 gilt

i=1 "%

r?A(f* (@) = (rP*Af)*(z)].

Insbesondere ist*(x) harmonisch, wentf (z) harmonisch ist.

3Im Falln = 3 ist dies bis auf eine Konstante das Coulomb Potential.
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Beweis. Der Beweis beruht aus einer expliziten Rechrfumgd benutzt die Formein [

5.5 Taylor Koeffizienten

SeiU eine offene Kugel umy = 0 € R™" und f € C"(U). Furl < r ist dann dei-te Taylor
Koeffizient 7;(f)(z) von f im Punktz, = 0 definiert durch (fur € R bei festemz)

T()) = L (e,

Die so definierte Funktion ist ein homogenes Polynomwom Gradl, dessen Koeffizienten bis
auf universelle Konstantérdie partielle Ableitungen vorf im Punktz, sind. Dies zeigt man
leicht mit Hilfe der Kettenregel und Induktion nath

Beispiel 1 Ist f(x) ein homogenes Polynom vom Grad d.h. gilt f (tz) = t™ f(z), dann ist
Ti(f)(z) =0farl £ mundT;(f)(x) = f(x) furl = m.

Beispiel 2 Aus Beispiel 1 folgt fur die Funktioy(z) = f(z) — >3_,Zi(f)(x) sofort
Ti(g)(z) =0furl =0,...,7.

Beispiel 3 Ist f(z) = >,)2, Pi(z) eine Potenzreihe mit homogenen Polynonigfr) vom
Grad/ und Konvergenzradiu® > 0. Dann istf(tzx) = >,°, P/(x)t, und aus Lemma 4.38
folgt 7;(f)(z) = Fi(x).

Beispiel 4 Ist f(x) eine harmonische Funktion, dann sind @djéf ) (z) harmonische Polyno-
me, denn es gilNT;(f)(z) = A%f(m)t:o = %tQ(Af)(tx)t:O = 0. (Analog zeigt man: Ist
f(z) holomorph, dann sind all&(f)(z) holomorph).

Fur f°(z) = f(152) gilt A(;Lz) =A(Z)f+23,0:(r )i (f°) +r "A(f°) mit A() = 0. Wegen Formel
1und 4 istder Tern2 Y, 0;(r~")0:(f°) gleich

2K 0 2K 0
e 2 Zﬂci(fj) Ti; = mzl’j(fj) :
] J

Wegen Formel 1ist "A(f°) gleich L 3, 2 2:((£;)°Ti;), und aus Formel 2 und 3 folgt daher die Behaup-
tung A(f*) = r~*A(f)* vermoge

0
rin 222 ) Ty + %ZZUJ)O@:’(TM) = (ﬁﬁ - rfi; Dai(f5)°
ik 7

J

Formeln Beachted; (r*) = ax;r® 2. FUrTy; := 8; (xir~2) = (8572 — 2x,x5)r~* und f; := 8, f gilt
1L a(f*) =%, (/)T (Kettenregel)
2. 3, TyTu = dr*
3. Y, 0i(Ty;) = —2kxr?
4. Y.xTy = —x;r 2
wegeny, (672 —2x:2;) (Sikr?® —2xiwk) = Or" —2x;26r” — 2z 5350” + 4723 25 = S5 UndY, 0:(Ty5) =
0;(1/r%) — 2nx; /rt — 2B (x;/rt) = (—2 — 2n — 2(=3))x; /r* = —2kx;/r".
SMit Hilfe des Fallsf (z) = [T, 2] zeigt manti(f)(z) = ¥ a

mi+...+mp=0l mq! mp!

0) - T, 27
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Die Funktion H(z) = £ liegt in C™(U\{zo}). Gilt T)(f)(z) = 0 fur I = 0,...,r, dann

e
lasst sichH (z) zu einer stetigen Funktion adf fortsetzen. [Beweis: Wie beim Beweis von
Lemma 4.10 existiert fuh(t) = f(tx) eine Folged < 0, < ---0; <tmith(t) =t-h'(61) =

. = t"h)(8,). Es gilt H(tz) = @) wir kénnen annehmefiz| = const und damit

l="

H(tz) = h(")(6,)/const. WegenT;(f)(z) = 0 existiert fiire > 0 eind > 0 so daR gilt

|h(r)(9r)| = |%f(tw)tzgr| < g+ const.

fur alle |t| < o (als Funktion vonz ist das namlich eine stetige Funktion mit Nullstelle bei
x = 0). Also |y| < const -6 = |H(y)| = |h")(8,)|/const < e fur y = tz.] Zusammen mit
Beispiel 2 folgt daraus di®aylor Approximation

Lemmab5.12. Fur f € C"(U) gibt es eine stetige Funktiol : U — R mit H(0) = 0 und

f@) = Yo TilN) (=) + " - H(z)|.

5.6 Harmonische Polynome

SeiP; = P;(R™) derR-Vektorraum aller Polynomé(x) in n Variablen, die homogen vom
Grad! sind. SeiH; = H;(R") < P;(R™) der Unterraum denarmonischen Polynome

Satz 5.13. dimg(H;) = (”+ll—1) - (”7_153) oder fir n > 3 auch =242 (n+ll—3).

Beispiel Im Falln = 1istH; = 0fur! > 1. Im Falln = 2 gilt dimg (H;) = 2fur! > 1, und
dimpg (Ho) = 1. Als Vektorraum wirdH; von Re(z!) und I'm(z') aufgespannty = =1 + izs).

Beispiel Im Falln = 3 folgt dimp (H;) = 2/ + 1 fur allel > 0.
Lemma5.14. dimg(P;) = (**] ).

Beweis. Induktion nach der Variablenzahl. Ersetze die Variable:,, durch 1. Dies gibt
genau die Polynome imy, .., x,_1 vom Grad< [. Also

dlmR(Pl(Rn)) — dlmR(/Plfl(Rn)) — dlmR(rPl(Rn—l)) 7

wie die Rekursion(" /") — ("*{Z})7") = (“"1}*""") derBinomialkoeffizienten. O

Beispiel ImFalln = 1ist P, = R -zl ImFalln = 2ist P, = Ra! + Rl "ty + --- + Ry’
von der Dimensiord + 1, und firn = 3 gilt dimg (P;) = (I + 1)(1 + 2)/2.

Beweis von Satz 5.13: Sé\ = A, | + 02. Wir entwickeln P € H;(R™) nach der letzten
Variable
P(z1,.2n) = Qu(z1, ., Tp1) + Qro1(T1, o T 1) Ty + -+
Wegen(A,, 1 + 02)P = A(P) = 0 bestimmen die Polynom@; € P;(R"~!) undQ;_; €
P;_1(R"1) das harmonische Polynonfzeindeutig. Weiterhin konne@; und@;_; vom Grad
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[ respl — 1 beliebig vorgegeben werden. Daraus falging (H;(R™)) mR(Pl (R"1)) +
rn

dimg(Pra (R1)) = (Y () = 222207
Die R-wertigeRR-bilineare Paarung ad®, definiert durch
(fr9) = f(0)g(x)

ist symmetrlsch und positiv definit weggh['_, 2, [ 10—, 25> = [0, (mu0m, 1, ). Se€i
2 2
re=x{+---+ xn

=3

Lemma 5.15. Bediglich der Paarung< .,. > existiert eine orthogonale Zerlegung

P = 7’2-731_2 ot H; .

Die Teilraumer? - P;_, undH; sind invariant unter den Operatoreh, ;.

Beweis. Nach Lemma 5.14 und Satz 5.13 gilimp (P;) = dimg (r?P;_) + dimg (H;).
Es genigt also fig(x) = r2 - f(x) im Durchschittr?>P;_» n H; zu zeigeng(x) = 0. Dies
folgt wegenAg(z) = 0 aus{g(z), g(x)) = (r*f(2),9(x)) = Af(d)g(x) = f()Ag(x) =
(f(x), Ag(x)) = 0.

WegenLuu(TQ) = Ty 21y — 3y - 23, = 0 gilt Lvu(r 9(x)) = Lyu(r %)g ($)+T2LW(9($)) =
2Ly, (g()), @ISO L, (r*Pi—2) S (r?Pi—2). AUS AL,,f = Af 0 fur f e H, folgt
L,.(H;) € H;. O

Das Bild des Monomsz;)! = z} € P,(R"™) unter der harmonischen Projektion

pr

Pi(R) =r?- P (R™) @ Hi(R™)

Hi(R™)

(die orthogonale Projektion des letzten Lemmas) istadesal spharische Polynom

Pro(w) = pr(a}) |-

Das Monormll, und damit auchP; o(x), ist invariant unter orthogonalen Substitutionen, welche
den Vektor(1,0, ..,0) fest lassenP, (=) wird von denL,,, mit v % 1, x4 1 annuliert, und ist
folglich (1) ein Polynom

PlO Z a; - xlrl '
nur der Variablenz; undr? mit P o(—x) = (—=1)!Po(z).

Lemma 5.16(Rodrigues Formel). Firr? = 1 undn > 2 gilt fir eine Konstanteconst (I, n)

const(l,n) - Po(t) = (t* — 1)—"7‘3 (L) (2 - 1)1+"T—3 .

"Es giltconst(l,n) = UI1(*'*77?).
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Beweis. Nach Satz 4.18 ist der Losungsraum der Gleichungen

(2 =1 f"(t) + (n = 1tf'(t) =1l +n—2)f(t) = 0

und f(—z) = (—1)'f(x) eindimensional. Die Funktioff(t) = Z OaztZ erfullt diese Bedin-
gungefi und die rechte Seite im Lemma ebenfalls (letzteres ist éizité Ubungsaufgabe). O

Lemma 5.17. Der OperatorL? ist auf?;(IR") ein Vielfaches der Identit

Beweis. PolynomeP € P;(RR"), in denen die letzte Variable, hochstens linear vorkommt,
bilden ein Komplement =~ P;(R™ 1) @z, - P, 1(R™ Y) von W = r2 . P;(R"™) in Py(R™).
[V A WistNullunddim(V) = ("*]7%) + (7% = (""" = (*%,?%) = dimg (H,).] Also
H; = pr(V) nach Lemma 5.15. Aber jedes Monominlasst sich linear kombinieren durch
Polynome, die durch sukzessives Anwenden von Operafoygauf das MononmP(z) = (z1)!
entstehen({bungsaufgabe). Wendet man daher sukzessive die Operdtgreauf die Funktion
P, o an, erhalt man ein Erzeugendensystem #6n

Firl < o < ggilt Lygzt = 0. WegenL?  (z}) = (2105 — 2401)(—2alzl ™) = —lz} +
221(1—1)z'~? liefert Summation ube@ 2 daherL2(m1) —~l(n -2t =11 - 12! +1(1 -
Dr2al ™2 = —1(14+n—2)2t +1(1—1)r2z 2 DaL? mitder harmonischen Projektion vertauscht,
folgt aUSpr(l(l — 1)r22l™?) = 0dannL?(P) = —I(l + n — 2)Pg fur Py = pr(z}). Da
H, ausP, durch sukzessives Anwenden dgy, erzeugt wird, die Operatoref,,, aber mitZ?
vertauchen, folgt die Behauptung. O

5.7 Drehimpuls Operatoren

Wir betrachten jetzt den dreidimensionalen Fal= 3 mit folgenden Abkirzungent; :=
L3y = Zay — y&z, Lo := L3 = r0, — 20, undL3 = Loy = y&x — xay. Dann gllt

[Li,Le]l =Ls , |[Ls,Li]=Lo , [Lo,L3]=1Lq.

Die Operatorerl.;, Lo, L3 vertauschen mit dem Differentialoperatbf = L? + L2 + L3 und
esgiltL? = (1 + 1) aufH;.

Aus Liz! = 0 und L1 (r?P;_s) = r?*P,_p und L1H; = M, folgt L1 P,o = 0. Die zonale
EigenfunktionP,; o von L, liefert neue Eigenfunktionef, ,, von L;. Setze dazl+ = Ly Fi-L3
furi = /1€ C.SeiP, := (Ly)kP fur k > 0 bzw. P, = P, das konjugiert komplexe.
Wegen[Ly, L] = +iL gilt fur EigenvektorenLyv = mi - v dannLi(L4v) = Ly (Lyv) +
iLyv = (m=+1)i-Lyv. Also hatLiv den Eigenwer{m +1) -4, wennL v nicht verschwindet.
Dies zeigt

|LiPy = ki-Pi| (keZ).

SA(a'r! ) = r' T (2) + 26,( N0z (r'"") + «'A(r'~"). Die Summe vor' A(r' ") = (I —i)(n — 2+ 1 —
z)xlrl T2 und 20, (29) 0, (1Y) = 2i(1 — i)atrT 2 ist — (2 4+ (n — 2)i — I(I + n — 2)) - 272, Also
annulierto — (t0;)* — (n — 2) - td; + 1(1 + n — 2) das Polynomy (¢).
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Nun wollen wir untersuchen, wani, (P) verschwindet. Wegeh? = (L;)?+(Lo)? + (L3)? =

—(iL1)?+ (iL1) + L_L, folgtausL, (P) = 0 fur einen EigenvektoP von L; zum Eigenwert
ki daherL?(P) = —k(k + 1) - P. Andererseits isL? gleich—I(I + 1) aufH,. Aus P, + 0 und

Py yy1 =Ly Py =0furk > 0folgt daheri(l + 1) = k(k + 1), und damitc = [. Also sind die
FunktionenP, ;, fur k = —I, ..., 0, ...,1 von Null verschieden

Korollar 5.18. Im Fall n = 3 definieren die2l + 1 Kugelflachenfunktionen P, , fur k =
—1,..,—1,0,1,..,1 eine C-Basis des Vektorrauniq; der C-wertigen harmonischen Polynome
bestehend aus Eigenvektoren vonund L?.

In der physikalischen Literatur werdehy, Lo, L3 (abgesehen von einem Normierungsfak-
tor) alsDrehimpuls Operatoren bezeichnet. In der Quantenmechanik nennt man die Zahl
0,1,2,... denSpin. In der Elektrodynamik spielen die Funktionéfy(x,y, z) eine Rolle bei
Radialentwicklungen von Monopoleh £ 0), Dipolen ¢ = 1), Quadropoleni(= 2), ... etc. Die
Einschrankung?, . (x, y, z) auf die Einheitssphare i®* nennt markKugelflachenfunktionen
Y, x(x,y,2) vom Gradl. Man betrachtet diese oft in der Form der homogenen Furédtion
Y (z,y,2) = P(z,y,2)/r" vom Grad Null (firP € H,). Sie treten zum Beispiel bei dRadial-
entwicklung von elektrostatischen Potentialerauf Kugelschalen auf

l
U(CE Y,z Z alkrl + blkr_l_l) ) le,k(x>y> Z) .

”M8

Hierbei sinda;;, b geeignete reelle Konstanten mit gleichmassiger Konvergef kompakten
Teilmengen (siehe Abschnitt 9.5). Die Ponnow‘@’MC = P, und ihreKelvin Transformier-
ten ==Y}, = (P, x)* sind harmonisch. Die Funktioner!=1Y; , = (P, ;)* erhalt man auch
durch partielles Ableiten der homogenen harmonischen tlFomI% Sie haben eine Singularitat
im Nullpunkt und klingen im Unendlichen ab, im Gegensatz en @olynomen?, . Wir be-
merken zum Abschlul3, dal3 dies (ebenso wie das letzte Kgrallf beliebige Dimensionen
verallgemeinert werden kann.

5.8 Maxwell Gleichungen

Im R™ definiert man den Euklidischen-Operator bis auf ein Vorzeichen duredz; =
+dzx;, wobeiJ = I¢ die Komplementarmenge vohin {1,..,n} ist. Das verbleibende Vor-
zeichen wird bestimmt durch die Regel

dry A xdxy =07y -dxy A ... Adxy, .

Istgr,(x) = Y. | A; - 22 eine quadratische Fofimit \; # 0, dann definiert man den Operator
xr,dxy mittelsdxy A spdx; = H?:l |)‘Z|(Hzel )\Z‘)fl(')-[‘] -dxy A ..o Adxy,.

Betrachte den RauR* mit den Koordinateny = (z,y, z,t) = (x1, 2,3, 24). Notation:
dxlg = —d$31 = —d$3 A dacl Oderdl‘134 = —d$314, etc. Es glltdxlz A dCL‘34 = d$31 A dCL‘24 =

°Diese definiert eine verallgemeinerte Metrik mif = d;; - Ai.
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dxroz A dr1y = dri934 sowiedr; A drozy = dro A dr3yy = drs A driog = dri234, aber
beachtedzs A dxi193 = —dx1934. ISt die Lichtgeschwindigkeit = 1, dann ist dieLorentz
Metrik gegeben durchy (z) = x7 Sz fur die Matrix S = diag(—1, -1, —1,1)

ar(z,y,z,t) = =2 —y* — 22 + 7.

Die Strom- und Ladungsdichtewird definiert durch eine 3-Form (mji; = —p)

J = j1-dwozs + jo - dx3is + j3 - dri24 — p - dx123 ‘

(der Einfachheit halber haben wir angenommen, daf3 die Rduiit@dtskonstantg: gleich 1
ist'9). Die Einsformj = #;J = —jidx; — jodxs — jsdxs + pdx4 ist der Strom. Der Er-
haltungssatz fur die Ladung besaff = (0171 + 02j2 + 03js + 04p) - dz1234 = 0 (erste

Maxwellgleichung) -
.

Sei idealisiert] ¢ C*(RR*), dann folgt aus dem Poincare Lemma die Existenz einer 2-Form

w € AZ(R*) mit

:
Setzew = —F; - dxos — Ey - dxsy — E3 - dx1s + B - dz1a + By - dves + Bs - dass, dann ist
w = =1 F' die sogenanntBaraday 2-Form F'

)

‘F=Bl-d£€23+Bg-du’C31 + Bsg-drio + 1 -dxig + Ey - dxoy + E3 - dxgy

die daselektromagnetische Feld E1, Es, E3, By, B, Bs) definiert. Die zweite Maxwell Glei-
chung lautetl ' = 0. Wegen des Poincare Lemmas (hier wird erneut benutzt Fdeide C*-

Form ist) gilt dann

fur eine 1-FormA = ). A;dx;, das sogenanniéektorpotential. Das Vektorpotential ist nur
eindeutig bestimmt bis auf eine exakte Fafmfir ein p e C*°(R*) (Eichungsproblem).

Der = -Operator ist invariant unter der orthogonalen Symmaetuigge SO(qz ), und nimmt
bei orthogonalen Spiegelungen ein Vorzeichen auf. Der &@pef = x5, o d o x, ist dagegen
invariant unter der volleh.orentzgruppe O(qy,). Die Maxwell Gleichungenin der Form

|dF =0 , OF =]

sind daher invariant unter der vollen Lorentzgruppe. DiexMellgleichungen reduzieren sich
letztlich auf die Bestimmung voA durch die Formel

SdA=3j,

also bei gegebenem auf die vier Gleichunge—0? — 05 — 03 + 03)A; = \ij; furi = 1,..,4
[unter Benutzung ddrorentz-Eichung d A = 0 der FormA]. Physiker Notationl/ := —Aj,.

10m Vakuum isty eine Konstante und kann in der Maxwellgleichung ignoriestaen.
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6 Lebesgue Integration

Fur einen Verband3(X) und ein Daniel-Intergral auf B(X) haben wir gezeigt, daf? sich
zu Daniell-Integralen’* der Halbverbande der monotonen HullBA (X) > B(X) eindeutig
fortsetzen lasst. Die Funktionefie B*(X) mit der Eigenschaff *(f) # +oo bilden einen
HaIbverbandBJTm(X) in B (X). Analog bilden die Funktionefi e B~ (X) mit I~ (f) + —o0
einen Halbverband ;. (X) in B~ (X). Eine beliebige Funktion
f:X > Ru{+w0}u {—ow}

nennt marintegrierbar bezuglich(B(X), I), wenn es fur alle reellen Zahlen> 0 geeignete
Funktionenh € B~ (X) undg € BT(X) gibtmith < f < gundI*(g) — I~ (g9) < . Fur
integrierbare Funktionen definieren wird das Lebesgugtatd(f) € R.

Wir zeigen, dal® die Teilmenge der Punkte= X, wo eine integrierbare Funktion die Werte
+oo annimmt, eine Nullmenge ist, und man integrierbare Funktivauf Nullmengen beliebig
abandern kann ohne das Lebesgue Integral zu verandern.

Die integrierbarerR-wertigen Funktionen bilden einen VerbahdX ) und das Lebesgue Inte-
gral definiert ein Daniell Integral auf(X ). Es ist das eindeutig bestimmte Daniel Integral auf
L(X), das aufB(X) < L(X) mitdem gegebenen Integral: B(X) — R Ubereinstimmt. Eine
Funktion f € B¥(X) liegt im VerbandL(X) genau dann, wenn gilf € B;{m(X), und das
Lebesgue Integral stimmt aﬁﬁn(X) mit I+ (iberein.

/(L(X)J)
(B}, (X), %) (B, (X).17)
(B(X).I)

Aus dem Satz von Beppo Levi folgt, dal’ die monotonen HUI]%;}(X) von (L(X),I) mit
L(X) Ubereinstimmen.
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6.1 Das Lebesgue Integral

Sei X eine Menge und3 = B(X) ein Verband von Funktionen auf. Sei weiterhinl :
B(X) — R ein Daniell-Integral. Wir fixieren im folgendefB, ). SeienB* = B*(X) und
B~ = B~ (X) die beiden monotonen Hullen vap(X).

Definition 6.1 (Integrierbarkeit).  Eine Funktion

‘f:X%Ruoou—oO‘

heisstLebesgue-integrierbar oder auch nur kurantegrierbar bediglich (B, I), wenn gilt:
Fir alle reellen Zahlerr > 0 existiereft Funktionenk € B~ undg € Bt mit der Eigenschaft
h < f < g so dass gift

I*(g)— I~ (h) <e|.

Fur eine Funktionf : X — R u oo U —oo definiert man ganz allgemein
IH(f) = inf{I* (9) | g € B* mit f < g}

(ist diese Menge leer definieren wir das Infimum formaloa)s beziehungsweise
I(f) =sup{I—(h) | he B~ mit h < f}

(ist diese Menge leer definieren wir das Supremum format-atg. Es gilt

I'(f) < I'(f),

dennl’(f) := suppep- ne s I~ (h) <IT(g) wegenI—(h)<I*(g) fur h< f <g (Lemma 3.10).
Im Limes folgt ausl’(f) < I*(g) dannI’(f) < infyep+ p<, I7(9) = I ().

Lemma 6.2 (Lebesgue Integral). Ist f : X — R u o u —o Lebesgue integrierbar
bediglich (B, I), dann giltI’(f) = I%(f) und die so definierte reelle Zahl ist vairo ver-
schieden.

Definition 6.3. Die so definierte reelle Zahl wird das Lebesgue Integrgf), beziglich
(B, I), der integrierbaren Funktiorf genannt

I(f):=I(f) = I'(/))-

Beweis. Aus I*(g) — I (h) < e folgt I*(g) < oo sowiel (h) > —oo, dennl*(g) €
R uooundl~(h) e Ru —ow. Alsoist{I~(h)|B~ 2 h < f < g nach oben durci™(g) < «©
beschrankt (Lemma 3.10). Das Supremiittyf) liegt daher inR. Ditto fur I*(f). Wegen0 <
IHNf) = I"(f) < It (g) — I~ (h) < efuralles > 0folgt I’(f) = I*(f). O

'Man sieht dann auch sofort, dass es reicht wenn firalte 0 Lebesgue integrierbare Funktionénund g
existieren mith < f < gundI(g) — I(h) < e. Denn furg™ € Bt mitg < g™, I(g) < I (g9*) sowie
It(g%) —I(9) < &/2und analogh™ < h,h™ € B mitI~(h™) < I(h)undI(h) — I~ (h™) < ¢/2 gilt
h™ < f<gtsowielt(gt)—I (h") <e+1I(g)—I(h)<2e.

2Nach Lemma 3.10 gilt ausserdding I+ (g) — I7(h).
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Lemma 6.4. Funktionenf aus B™ resp. B~ sind Lebesgue integrierbar bigglich (B, I)
genau dann wenn gilt* (f) + co resp.I~ (f) + —oo. In diesem Fall ist/ (f) = I’(f) = I*(f)
gleichI*(f) resp.I=(f).

Insbesondere sind die Funktionen adsc B™ Lebesgue integrierbar, und das Lebesgue
Integral stimmt auf3 mit dem urspriinglich gegebenen Integfal B — IR Uberein.

Beweis. Seif e BT.Ausg e BT und f < gfolgt I (f) < I'"(g) wegen der Monotonie
vonI*. Das Infimuml*(f) der Wertel * (g), fir g € B mit f < g, wird daher wegerf € B*+
beig = f angenommen. Also

F(f)y=T"(f) < +o.

Es verbleibtI * (f) < I’(f) fir unserf € B* zu zeigen. Wahle dazu Funktiongp € B mit
fn /" f. Nach Definition vonZ = (f) gilt (I~ (f.) =) I(f.) / I (f). Es folgt

IH(f) =supI(fn) =sup I (fa) < sup I (h)=I(f).
heB~ h<f

Wegenl’(f) < I*(f) folgt darausl’(f) = I*(f) = I'*(f) < oo. O

6.2 Der Verband L(X)

Satz 6.5. Die R-wertigen (!) beiglich (B, I') Lebesgue integrierbaren Funktionen

bilden einenverband L(X) 2 B.
Dies folgt aus

Satz 6.6(Permanenzeigenschaften). Die Menge aller Lebesgue integrierbaren Funktionen
ist unter reeller Skalarmultiplikation, Additidrund den Bildungemin, max abgeschlossen.

Beweis. Schritt 1 Wie man leicht sieht gilt®(f; + f2) < I*(f1) + I*(f2) und I*(\f) <
ME(f) fur A > 0. Entsprechendes gilt fiF’ mit den umgekehrten Ungleichungen [wegen
IF(—f) = =P(f) und (= f) = —I*(f)]. Daraus folgt!’(f1) + I'(f2) < I’(f1 + fa) <
I'(f1 + f2) < I'(f1) + I8(f2). Sindf1, f» Lebesgue integrierbar, folgt ady f;) = I(f;) dann

[I(fL+ fo) = I(f1) + 1(f)]

und dittoI (X - f) = A - I(f) fur Lebesgue integrierbare Funktiongrund A > 0

Schritt 2 Beachte, aus < f < gmithe B—,ge BT undI*(g) — I (h) < ¢, folgt sofort
—g< —f< —-hmit—ge B",—he BtundI*(=h)—I"(—g) = It(9) —I"(h) < e.
Man zeigt dann analodf(—f) = —I’(f) undI’(—f) = —I*(f), alsoI(—f) = —I(f). Dies

3Hierbei milssen wir annehmen, dass beide Funktionen WeR& ioderR~ haben.
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zeigt die Verbandseigenschgfte L(X) = —f € L(X) undI(—f) = —I(f). Zusammen mit
Schritt 1 folgt daher fir alle Lebesgue integrierbarenkiamen f und alle € R

IA-F) = A1)

Schritt 3 Wegenmin(f, f) = — max(—f, —f) genigt, dass firr integrierbar¢sund f die
Funktionmax(f, f) integrierbar ist. Wahle dazk < f < gresp.h < f < g mit I (g) —
I=(h) = I"(g —h) < cresp.I™(3) — I~ (h) = I7(g — h) < e. Dann gilt automatisch

I
I™(g) < coundI*(g) < oo sowie B~ 3 max(h,ﬁ) < max(f, f) < max(g,g) € B™.
Weiterhin gilt

I* (max(g, §)) — I~ (max(h, h)) = I'* (max(g, §) —max(h, h)) < [T (g—=h)+17(G—h) < 2¢
unter Benutzung vop — h € B~ undg — h e B* und*

max(g, §) — max(h,h) < (g —h) + (5 —h) .
Also istmax(f, f) integrierbar. O

Lemma 6.7. Auf dem Verband.(X) = L(X, B, I) definiert das Lebesgue Integralein
Daniell Integral.

Beweis. Wir haben bereits gezeigt, dasgineR-lineare Abbildung ist. Fir die Monotonie
geniigt e/ (f) > 0 zu zeigen fur integrierbare Funktiongn> 0. Beachtel (f) = I*(f) =
inf I'*(g) fur g > f > 0 mit g € B*. Wegen der Monotonie vohi™ gilt 7 (g) > I*(0) = 0.
Daraus folgt/(f) = limsupI*(g) > 0, also die Monotonie des Lebesgue IntegralDie
Halbstetigkeit: Furf,, /' fundf,, f € L(X) existiertg € BT mit f,, < f < gundI(g) < oo.
Also qilt I(f,) < I(g) und damitsup I(f,) < I(g) < oo. Aus dem nachsten Satz 6.8 folgt
daher die Halbstetigkeit(f) = sup I(f5). O

6.3 Vertauschungsatze

Satz 6.8(Beppo Levi). Fir eine_monotonéolge f,,  f von integrierbarenFunktionen
fn definiert( f,,) eine monoton wachsende Folge reeller Zahlen. Gilt

n = sup, 1(fn) <0 |

dann ist die Grenzfunktiofi integrierbarund es gilt

| 1(f) = I(sup,, fn) = sup, I(f.) = x|.

Bemerkung: Eine analoge Aussage gilt fur monoton fallende Folgeegnerbarer Funktio-
nen f, im Fallinf,, I(f,) > —oo.

YIst g(x) = §(z), dann istmax (g, §j) — max(h,h) < g — h < (g — h) + (§ — h) im Punktz.
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Beweis. Firn € IN wahleh,, € B~ sowieg, € B* mit h,, < f, < g, und

TH(gn) = T~ (hn) = T* (gn — ) < — .

2n
Beachte, daf’ dann gilt"(g,,) < oo.

Untere Abschtzung Aush,, € B~ undh,, < f folgt sup,, I(h,) < I’(f). Wegenl(f, —h,) <
I(gn — hn) < 57 Qit I(fy) — 57 < I(hy), im Limesn — oo also

R<I(f) s mi=supl(fa).

Obere Anschitzung Beachtej,, = max?_, g; € B sowie f,, < g,. Die Folgeg, konvergiert
monoton gegen eine Grenzfunktign g, welche nach Lemma 3.5 {B")* = B liegt. Die
Abschatzungy, — f, < maxj_;(g; —h;) < 2 (g: —hq) liefert It (g,,) < I(fn)+20—; 5 <
I(f,) +¢.ImLimesn — oo gibt diesI* (§) < x +¢. Wegenf < g e B* gilt I*(f) < I*(g).
Daraus folgt

R<D(f) <) <I(G) <kh+e.

Da dies fiir alle= > 0 richtig ist, ergibt sich wie behauptét(f) = I’(f) = x < co und damit
die Existenz eine € B~ mith < f < gundI*(g) — I~ (h) <e. O

Satz 6.9(Satz von Lebesgue). Seif,, — f eine punktweiskonvergente Folge integrierbarer
Funktionenf,, auf X, so dass eine integrierbaféunktion F’ existiert mit|f,,| < F' fur alle n.
Dann istf integrierbarund es gilt

| 1(tim,, f,) = Timy, I(f,).

Man nennt diesen Satz auch deatz von der dominierten Konvergenz da die Funktionen
fn von der fixierten integrierbaren Funktidndominiert werden.

Beweis. Schritt 1 Es gilt
pn(@) = it (fi(x)) 7 ().
Fur festes: gilt fur die Funktionenp(z) = ¢, (x)

Unl@)i= inf (fi(a)) \p().

m=i=n

Beachtey,,, € L(X). Wegen—F < 9, gilt —oo < I(F) < lim, I (), und somit ist die
Grenzfunktiony,, integrierbar nach Beppo Levi. Wegen < F gilt lim,, I(¢,,) < I[(F) < o0,
und somit istf (erneut nach Beppo Levi) integrierbar niitp,, (x)) — I(f).

Schritt 2 Analog definiert mamp,, (z) = sup;~,, (fi(z)) \, f(z) und zeigt die Konvergenz
I(@n(x)) — I(f). Wegen

Pn
folgt dann wie behauptet die Konvergehizf,,) — I(f). O

97



6.4 Anwendungen

SeiY = R™ oderY = Z oder ein ProdukiR™ x Z™ etc.

Satz 6.10. SeiZ in metrischer Raum und : Y x Z — R stetig in der Variablez € Z fur
jedes festg € Y. Gilt | f(y, 2)| < ( )furein F e L(Y)und allez € Z, und istf(y, z) in
L(Y) fur festesz € Z, dann istg(z) = { f(y, z)dy definiert und stetig in der Variable.

Beweis. Firjede Folge,, — zist f,,(y) := f(y, zn) € L(Y). Wegen|f,,(y)| < F(y) folgt
aus dem Satz 6.9 von der dominierten Konvergenz

Tlim L fuly)dy = L lim o (y)dy

Also limy, §y f(zn, y)dy = §y f(z,y)dy. O
Korollar 6.11 (Fubini) FUr das ProduktX = Y x Z zweier Quadely, Z wie in Beispiel
2.25 definiert dahef (f) = §, f(y, z)dz eine lineare Abbildung

I:B=C(X)>B=C(Y).

Esqilt{, fdydz = {, I(f)dy (da dies richtig istir Treppenfunktionerf und dar, §,- undf,.
RR-linear, monoton und halbstetig sind).

Eine reelle Folgg : IN — R definiert eine sogenannaébsolut konvergente Reihe . f(n),
wenn f in L(IN) liegt. In der Tat: DaL(IN) ein Verband ist, ist mijf auch die Folgef(n)| der
Absolutbetrage i (IN), und aus Satz 6.9 folgt

N
lim > |f(n)| <.
=1

N—>©

Die Umgekehrung gilt auch: AuSmy_, 4 25:1 |f(n)| < oo folgt |f(n)| € L(IN) nach dem
Satz von Beppo Levi oder Lemma 6.4, sowie dann die absolutedfgenz im Sinne voif €

L(IN) wegen des Satzes 6.9 von der dominierten Konvergenz (mifldgranteF’ = |f|). Mehr
noch

Satz 6.12Umordnungssatz). Isteine Folgef : IN — R in L(IN) (d.h. absolut konvergent),
dann gilt {ir jede Bijektiono : N — IN

= lim > f(o(i))
=0

(z)]. Dafy := f(x)x[01,.n(c () punktweise gegerfi(x) kon-
=", f(o(i)) gegenl(f) nach Satz 6.9. ]

Beweis. SeiF(x) = |f
vergiert, konvergiert (f,,)
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6.5 Nullmengen

Eine Teilmengd” S X heisstendlich messbar wenn ihre charakteristische Funktigg ()
integrierbar ist. Man nennt die reelle Zall(Y) = I(xy) = 0 dasVolumen von Y. Sind
Y1, Y5 endlich messbar, dann nach Korollar 6.5 atghn Y5 undY; U Ys und

| 00l(Y1) + vol(Y2) = vol (Y1 U Ya) + vol(Y1 0 Ya) .

Dies folgt ausxy, + xv; = Xviuys + XvinY, Und max(xy;, Xv,) = Xyiuy, SOwie analog
min(xy,, Xv;,) = Xy,nYs- INsbesondere giltol (Y1 U Y3) < vol(Y7) + vol (Y3).

EineNullmengeist eine endlich messbare Menge vom Volumen Null.

Fur eine Nullmengé” gilt I(n - xy) = 0 fur alle naturlichen Zahlen. Im Limesn — oo folgt
daher wegen Beppo Levi: Die Funktion, dieo auf Y ist, und Null sonst, ist integrierbar mit
Integral Null. Ditto fur—oo anstelle vort-oo. Aus der Monotonie des Integrals folgt daher dann
sogar

Jede Funktion mit Werten iR, U o0 U —co und Tiager in einer Nullmenge ist integrierbar mit
Integral Null. Teilmengen von Nullmengen sind Nullmengen.

Lemma 6.13(e-Kriterium flr Nullmengen). Y S X ist eine Nullmenge, weniiifjedes
¢ > 0 eine abahlbare Uberdeckung vorY” durch endlich messbare Mengéh existiert mit
> vol(U;) < e.

Beweis. Mit Beppo Levi zeigt man:u®,U; ist endlich messbar mitol(U) < e. Fur
e = 1/n seiU(n) diese Vereinigung. Dann bilden die Durchschniftg := ()., U(n) eine
absteigende Kette endlich messbarer MengennitZ,) < . DaheristZ = (2, Z, eine
Nullmenge (mit Hilfe von Beppo Levi). Au¥” & Z folgt die Behauptung. O

Als Spezialfall erhalt man

‘ Eine abahlbare Vereinigungd” von Nullmengery; ist eine NuIImeng#.

Wir nennenX abzhlbar im UnendlichenwennX eine abzahlbare Vereinigung

von kompakten endlich messbharen Mendérist. Die flr uns interessanten metrischen Raume
R™ x Z™ etc. mit dem Standardintegral sind abzahlbar im Unendiich

Lemma 6.14. SeiX abzhlbar im Unendlichen. Dann sindif integrierbares
f: X>Ruwou—-w

die beiden Mengen der Unendlichkeitsstellen' (+-00) Nullmengen inX.
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Beweis. Indem manf durch— f ersetzt genigt es die Mengealler Punkte zu betrachten,
wo f(z) gleich +oo ist. Ausserdem, kann man obdA annehmyfere 0, indem manf durch
max (0, f)) ersetzt. Es genugt zu zeigen, daf K; eine Nullmenge ist fur allé. Dies erlaubt
es anzunehmeX = K, und damit also obdAyx € L(X). Ist X, die Menge der Punkte
x, fur die qgilt f(z) > ¢, dann giltys, \, x=. ES genugt daher zu zeigen,, € L(X) und
I(xs, ) < I(f)/n, dadann aus dem Satz von Beppo Levi unsere Behauptung folgt.

Sei dazuc > 0 eine beliebige Konstante. Dann gilt:= min(cxx, f) € L(X); damit auch
f —h € L(X) (mit genauem TrageY,). Dann sind auch di¢,, = min(xx,n - (f — h))
integrierbar (mit Trager i;), und es giltf,, / x=.. Wie behauptet ist daher nach Beppo Levi
Y, endlich messbar wegén< f, < xs. < £ undwol(Z.) < I(f)/c. O

6.6 Messbare Funktionen

Sei L(X) = L(X, B, I) der Verband der reellwertigen Lebesgue integrierbarerktiamen.
Wir gehen in diesem Abschnitt Uber zu d@rwvertigen Raumed (X, C) undC,.(X, C). Damit
sei gemeint, dass sowohl Real- als auch Imaginarteil irmpeethenden Raum liegen. Setze
I(u +iv) = I(u) + iI(v) fur komplexesf = u + iv ausL(X, C). Wir nehmen im folgenden
anC.(X,C) c L(X, C). Dann gilt

Definition 6.15. f : X — C heisstmessbar wenn es eine Folg¢, € C.(X,C) gibt,
welche punktweise fagberall (d.h. ausserhalb einer Nullmenge) gegekonvergiert

fu— ().
Satz 6.16. Es gilt
1. Die messbaren reellwertigen Funktionen bilden einemafed M (X).
2. M(X,C) ist eineC-Algebra.
3. fe M(X,C) = fund|f|e M(X,C).
4. Ausf,, — f fastuberall undf, € M (X, C) folgt f € M (X, C).
5. M(X) ist abgeschlossen unter @#barer (Supremums-)Infimumsbildung.
6. Ist|f| < g fastiberall undf € M (X, C) sowieg € L(X), dann giltf € L(X, C).

Beweis. 1.,2. und 3. folgt sofort aus den Permanenzsatzen der Kgene und der ent-
sprechenden Eigenschaft voh(X). 4. folgt ahnlich mittels des Diagonalfolgentricks. Slgio
unmittelbar aus 4. und der Abgeschlossenheit 1. unterahedii Suprema (Infima). Zur letzten
Aussage. ObdA reellwertig. Furf = f, + f_ genugt esf+ zu betrachten. Das heisst obdA
f = 0.Wahlef,, — f (fi) mit f,, € C.(X). Dann giltmin(f,, g) — min(f,g) = f (fU). Aus
| min(f,,, g)| < g folgt dannf € L(X) wegenmin(f,,g) € min(L(X), L(X)) € L(X), dank
des Satzes von der dominierten Konvergenz. O
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7 Hilbertr aume

7.1 Vorbemerkung

In derQuantentheoriebetrachtet man (in der Regel unendliche dimensior@ggektorraume
V', welche mit einer positiv definiten Hermiteschen Bilineanfi versehen sind und vollstandig
sind: Das heisst, daf} auf eineR-bilineare Form existiert

(,:VxV->C
mit O, pw) = Apudv, w) fir A\, u € C undv, w € V sowie weiterhin

<U’w> = <wvv> )

so daf¥v, v) reell istund> 0 fur allev + 0. Es wird auRerdem angenommen, dafollstandig
ist bezuiglich der Metriki(v, w) = |v — w]|| auf V' definiert durch|v|? = (v, v). Einen solchen
VektorraumV nennt man einehlilbertraum .

Physikalisch betrachtet definiéit einen sogenanntedustandsraum: Zustande sind dabei
die komplexen Gerade@ - v (komplex lineare Unterraume der Dimension Wil mit v # 0.
Da sich der Beweis der Schwarz Ungleichung Ubertragi)ledie reelle Zahl

die Ungleichungen
0<W(vw)<1.

Diese Zahl hangt nur von den Zustandén und Cw ab. Physikalisch wirdV (v, w) gedeutet

als Wahrscheinlichkeit dafur, daf3 der Zustdiwin den ZustandCw Ubergeht. Eine Bijektion
der Menge aller Zustanden, welche dllbergangswahrscheinlichkeiten erhalt, nennt man einen
Automorphismus des Zustandsraumes. Jediéare lineare Abbildungl : V' — V liefert
einen solchen Automorphismus, wobei eir@tineare AbbildungL unitar genannt wird wenn
(L(v), L(w)) = {v,w) fur alle Vektorenv, w ausV gilt.

Von besonderer Bedeutung sind digi-hermiteschenC-linearen AbbildungeX : V — V,
d.h. Abbildungen mit der Eigenschafk (v), w) = —(v, X (w)), welche eine.ie Algebra de-
finieren: SindX undY anti-hermitsch, dann ist auch der Kommutatdr, Y] := XY — Y X
anti-hermitesch. Einem solchem Operator ist ein infinibedér Automorphismus zugeordnet,
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der physikalisch als einklessunggedeutet wird. Der zugeordnelnermitescheOperator%
erhalt dadurch einphysikalische Bedeutungetwa als Impuls, Ort, Energie etc.). Ein Zustand
Cv, welcher einen Eigenraum des Operat&rslefiniert, besitzt einen festen Impuls, Ort, Ener-
gie etc. Ganz allgemein ist dBrrwartungswert der Messung die automatisch (!) reelle Zahl

o
B(X,v) = Zs?2).

Ist dagegenv kein Eigenvektor, dann ist di®arianz, also die ungefahre Abweichung vom
Erwartungswert (X, v) der Messung, gegeben durch

_ s
V(X’U) -

]

Y|

fur den normierten Operator definiert durch
X := X —2miE(X,v) -idy .

Beachte[X,Y] = [X,Y]. Ein System von MessungeX, fir v = 1,..,n heisst koharent,
wenn alle Operatoref(,, und damit auch alle normalisierten Operatofénmiteinander kom-
mutieren. Ist dies nicht der Fall, hat man #leisenbergschen Unsdirferelation. Um dies zu
erlautern seienX undY zwei Messungen. Wir nehmen ah und Y kommutieren nicht, und
erfullen sogar die Kommutatorrelation

[X,Y] = 2rih - idy

fur eine Konstanté (dasWirkungsquantum). Das relevante Beispiel liefern

X(f) = h (@)

Y(f) = 2mix f(l') )
wobei 5 und 2=~ zu Impuls resp. Ort korrespondieren. Sek h/2x.

1

Unter dieser Annahme gilt fur jeden Zusta@d (obdA mit|jv| = 1) die Unscharferelation

V(X,v)-V(Y,v) > 1h|.

Beweis DurchUbergang zu den normalisierten Operatoren kann man obdéhamenX = X

undY = Y. Es folgt2rh = |[2mihw,vd| = |[((XY — Y X)v,0)| = | — Y (v),X(v)) +
X (), Y ()] < [Y @) [|X () [+|X @)Y ()] = 21X ()[[Y (v)] = 2(27T)2V(X,U)V(Y,é)-
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7.2 L*-Raume

Fur Funktionenf, g mit Werten inC gelten die trivialen Abschatzungen

1. |f - gl < sup(|f],19])* = sup(|f]% |g]*)
2. |f+ 9P < (f1+1g)? < 4-sup(|f],1g9])* = 4 - sup(|fI* 9]*)

Wir nehmen anX sei ein metrischer Raum uidd.(X, C) ¢ L(X, C) fur ein Daniell-Integral
I auf B(X), und definierenC?(X, I) = £? als Teilraum demessbaren Funktioneh (X, C)

L2(X, 1) = {feM(X,@) |f|2eL(X)} .

Lemma 7.1. L2 ist einC-Vektorraum.

Beweis. M (X, C) isteinC-Vektorraum. Daher folgt die Behauptung aus der zweitegebi
Abschatzung mit Hilfe der Eigenschaften 6.6.6 und 6.6.2. O

Analog zeigt dieses Argument mit Hilfe der ersten triviafmschatzung die Aussagefy €
L(X) fur f,g € £2. Somit definiert

<f7g>: 1(79)

fur f, g € £? eine positiv semidefinitbermitesche Bilinearform

<.,.>L’x[L’>C.
Wie in Satz 1.7 folgt daraus das nachste Lemma flr

£ = /< fo f >

Lemma7.2. |f| = 0 <= Tréager vonf ist eine Nullmenge.

Beweis. <« klar. =: Fur allen gilt vol{z € X | |f|?> = 1/n} = 0 wegen der Abschatzung
L. vol(..) < |f|? und|f| = 0. Nach Beppo Levi folgtim Limesol{z € X||f| > 0} =0. O

Die Nullfunktionen (Funktionen ir£? mit Trager in einer Nullmenge) bilden ein€hlinearen
Untervektorraum vorC2. Der Quotientenraum séi? = £2/ Nullfunktionen. Die Werte| f|| =
Ifl.2 und< f,g > hangen offensichtlich nur von déquivalenzklasse vorf undg in L? ab.
Aus dem letzten Lemma und dem nachsten Paragraphen fdigt da

Korollar 7.3.  Ist X abzhlbar im Unendlichen, dann i$t.?(X, I), |.||z2) ein Hilbertraum.

Lemma 7.4. Es gilt die Schwarzungleichung und die Dreiecksungleigh@leichheit wird
nur fur proportionale Vektoren angenommen.
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7.3 Satz von Fischer-Riesz

Ist X lokalkompakt und at@hlbar im Unendlichen, dann i$f.? (X, I), |.| z2) vollstandig.

Beweis. Sei f,, eine Cauchyfolge i2(X,I). Also || fn, — fimlp2 < e furn,m > C(e).
Schritt 1 DurchUbergang zu einer Teilfolge — etwa = fn, Mitn; > C( -) — gilt obdA

1

omin(n,m)

an - meL2 <

Gilt fur diese Teilfolgelim,, o |f — fmlz2 = 0, fur ein f € L?(X, I), dann gilt dies auch fur
die urspringliche Folge.

Schritt 2 X = | J;2, K, fur Kompaktak; (X ist abzahlbar in unendlich nach Annahme). Wir
zeigenf, — f punktweise (fu). Dazu genugh,|x — f|x punktweise (fu) fur jede&’ = K.
Nach Beispiel 2.25 liegt die charakteristische Funktignin M (X') und wie in Lemma 6.14 in
L(X), definiert also wegenx = |xx|* eine Funktion inL?(X). Andererseits istf,, — fpni1]
messbar mitf,, — f,4+1]? € L(X), d.h. es gilt| f,, — f,.+1| € L?(X). Wie auf Seite 103 ist daher

Z Xk (@) - [fu(@) = fua(@)] € L(X)

undlimy I(Fy) = Yoo o{xk, |fv — fos1)- Es gilt Fx(z) / F(z) € R*. Die Schwarzsche
Ungleichung gibt als obere Schranker | 72 -> o [ fo — fo1lze < |xrlr2-Dp2 ¥ < .
Nach B. Levi ist dahe’ : X — R* integrierbar und\/ = {z € K | F(z) = +o} ist eine
Nullmenge nach Lemma 6.14. Fiire K\M konvergiertFy(z) in R, und aus dem Cauchy-
kriterium und der Dreiecksungleichung folgh, (z) — fi.(z)] < ZZZ} |fo(z) — fori(x)| =
|Fo(z) — F(z)| < efurallem > n > N(z,e). Furz € K\M ist daherf, (z) eine kom-
plexe Cauchyfolge, also konvergent. Aldf\ A/ konvergiert somitf,,(xz) punktweise gegen eine
Grenzfunktionf. Durch Variation vonk gilt damit f,, — f (fi) aufganzX. Ausf, € M (X, C)
und Satz 6.16.4 folgf € M (X, C). Aus f,, — f (fu) folgt schliesslich| f,,|? — | f|? (fu).

Schritt 3 Also h, = inf(|fal? [fas1l?---) 7 |f? (f) und h, ist wegen Satz 6.16.5
messbar. Aus Satz 6.16.6 ufid,| < |f,|> sowie|f,|?> € L(X) folgt dannh,, € L(X). We-
genh, /' |f|? ist daher|f|? integrierbar (Beppo Levi), fallsup I(h,) < co. Aber nun ist
I(hn) < I(|f2*) = |fx]?. beschrankt f, ist eine Cauchyfolge !). Also kann Beppo Levi
angewendet werden und man erhalt (nach Abandern/\aurf einer Nullmenge)

fel*x,I
sowieI (| f[*) = limy I(hy,). AusI(h,) < | fn|3. folgt daher die Ungleichung},
I(fP) < sup | fallZ2 -

Schritt 4 Durch Ubergang vonf,, — f zur Folgef, — fm — f — fm (fir n = m und
festesm) zeigt man wie in Schritt 3) vollkommen analog zur letztengléichung ¢) dann
I(f = fml?) < suppsm |fn — fml3: < 272 Das heisst

If = fll2 <2
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7.4 C.(X,C) liegt dicht

X sei ein lokal kompakter metrischer Raum und abzahlbar iraridlichen. SeC.(X)
L(X) = L(X, B, 1), und fur jede Funktiorh € B(X) und jedeg > 0 existiereg € C.(X) mit
I(|h — g|) < e.In den uns interessierenden Fallen ist dies immer ricBtann folgt

C.(X,C) liegt dicht in(L2(X, I), .| 2).

Beweis. Firjedesf € L?(X,C) und jedes > 0 miissen wir eiry € C.(X, C) finden mit
I(lg— f|?) < e. ObdAistf reell. Wegenxx, - f — f (in der L?-Norm) hatf obdA kompakten
Trager. Beachtéim,, inf(n, f) — fin L?(X,I). Somit ist obdAf durch eine Konstant¢’
nach oben beschrankt. Analog dann auch nach unten. fAdsoch solche Abschneidunggrin
der L2-Norm beliebig gut approximieren. Wir konstruieren ungfeting € C.(X) so dass gilt
I(|f —g|) <I(f =h*|)+ I(|h* = h|) + I(|h — g]) < e/2C; das erste Integrdl(|f — h*])
kann durch eine Funktioh™t € ijm(X) beliebig klein gemacht werden, der zweite dann durch
geeignete Funktioh € B(X), und das dritte durch Wahl einer Funktigre C.(X). Beachte
|f — g| ist messbar, beschrankt mit kompaktem Trager, alsorietdgr nach 6.6.6.

Es gilt|f| < C = n. Analog kann may € C.(X) nach oben und unten durchiresp—C
abschneiden, und erhalt dadurch wieder eine stetige Fxmke C.(X). Es folgt

If =3I <2C-I1(f-3l) < 20-I(|f—3g]) < e.

7.5 Der FolgenraumZ?(7Z)

Wir betrachten nun den diskreten metrischen RaXim= Z (versehen mit der Einschrankung
der Metrik vonR). Eine Teilmenge voiZ ist genau dann kompakt, wenn sie endlich ist. Somit

gilt
Ce(X,C) ={a:Z — C|a(n) =0 furfastallen} .

Das Integral

I(a) = Z a(n)

nez

auf C.(Z) ist ein Daniell-Integral. Der Raum¥/ (X, C) ist der Raum aller Folgea : Z — C,
der RaumL (X, C) ist der Unterraum aller absolut konvergenten Folgen und

(X, 1) = {a:Z—>C| ) |a(n)]* < o0}

neZ
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sowie

{a,by = > a(n)-b(n).

nez

Furv € Z definieren wir die Funktionetf, € C.(Z) durch
fu(n) = dun (Kronecker-Delta .
Diese haben die Eigenschaften
o {fu, fu) = 0,y (Orthogonalitat).

e Firallef e L?(Z) und fur allee > 0 existiert eine endlich€-Linearkombinatiory der
fumit|f —g|lz2 < e (Dichtigkeit).

7.6 Orthonormalbasen

Zur Erinnerung: EirHilbertraum (H,<.,.)) ist ein vollstandiger metrisché&aum. Die Metrik
d(v,w) = |lv—w| ist durch ein positiv definitelsermitesches Skalarprodukt.) : H x H — C
gegeben

o[> = <v, )]

Definition 7.5. Eine (ab#hlbare)Hilbertraum-Basis ! v,, (n € Z) eines Hilbert-Raum&/
ist per Definition eine Folge von Vektorep € H mit der Eigenschaft

e Orthonormalit at: {(v,,v,) = 6, , (Kronecker Delta)

¢ Dichtigkeit: Fur alle f € H und 1r alle e > 0 existiert eine endlich€-lineare Kombi-
nationg derv, so dass gilt| f — ¢| < e.

Die erste Eigenschaft impliziert die lineare Unabhangigkler Vektorenv,: Verschwindet
g =2, a(n)v, (endliche Summe), dann folg{m) = (g, v,,) = 0 fur alle m.

Satz 7.6. Ist v, eine abahlbare Hilbertraum-Basis eines Hilbertraumé#, (., .)), dann
induziertL?(Z) s a — Y., a(n) - v, einen isometrischen Isomorphismus von Hilkistnen

i: LX(Z) ~ H| , {a,byra(zy = (i(a),i(b))|.

Die Umkehrabbildung ordnet einem Vektoe H die Folgea(n) = (v,,v) in L*(Z) zu.

Beweis. Wegen der linearen Unabhangigkeit degrist die Abbildung: auf dem Teilraum
C.(Z) S L*(Z) wohldefiniert (fast allex(n) sind Null) und es gilt wegen der Orthonormalitat

li@)]? = Qjaln)-va, Y a(m) vy = Y lam) = lali2z) -

m

Es handelt sich dabei nicht um eine Basis im Sinne der limealgebra.
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C.(Z) liegt dicht in L?(Z). Wegen der Isometrieeigenschaft lasst sich daher dielduotg i
durch Limesbildung auf gan&?(Z) wohldefiniert fortsetzen: Fiu € L?(Z) wahlea,, — a
im L2-Sinn mita,, € C.(Z). Dann isti(a,,) eine Cauchyfolge i wegen||i(a,) — i(an)| =
li(an — am)| = |an — aml|. hr Grenzwert sei(a). Man sieht aus der Definition sofort, dass
linear ist f(a +b) := lim,, i(a, +b,) = lim,, i(a,) +limi(b,) = i(a) +i(b) fir L2-konverente
Folgena,, — a undb, — b.] Es qilt |i(a)| = lim, |i(a,)| = lim, |a,| = |a|. Daraus folgt,
daR das BildB = i(L?(Z)) abgeschlossen il ist. [Ist B 5 v, — v eine konvergente Folge
und seiv,, = i(wy,). Dann definiertv,, wegen|v, — v, || = [|i(w,) —i(wp)| = [i(wy, —wn)|| =
|w,, —wyy, | eine Cauchy Folge, welche wegen der Vollstandigkeit kogieet: w,, — w. Es folgt
sofort dann mittels des Diagonalfolgentricksy) = v.] AulRerdem ist injektiv: Ausi(a) = 0
folgt [|a| = |i(a)|| = 0, alsoa = 0.

Aus der Dichtigkeits-Annahme folgt, dass das BBdeinen dichten Teilraum enthalt. Das
heisst furf € H existiert eing € B mit ||f — g| < . Somit gibt es eine Folge vo, € B
welche gegeberf konvergiert. DaB abgeschlossen ist, folgte B. Daher isti surjektiv. [

Korollar 7.7.  Ist{v, }.es €ine (abahlbare) Hilbertraum-Basis eines Hilbertraum&sdann
gilt fur jedesv € V' im Sinne der Hilbertraum-Konvergenz

U= Der Un (Un, 0.

BemerkungPhysiker schreiben dies gerne inder Fattn = > _; |v,) - (vp|v).

7.7 Fourier Reihen

Mittels der Parameterisierung— exp(2mit) entsprechen Funktionepauf dem Einheits-
kreis X = S! periodischen Funktionerfi(t) = g(exp(2mit)) auf R mit der Periode 1 und
umgekehrt. Der Raur@.(X, C) = C(X, C) kann dabei mit dem Raum dperiodischensteti-
gen Funktionery : R — C mit Periodef (¢ + 1) = f(t) identifiziert werden. Das Integral

1
1(f) = fo F(t)dt

definiert ein Daniell-Integral auf'.(X). Sei I das zugehorige Lebesgue Integral. In diesem
Sinne gilt
LA(SM1) = L*([0,1],€) = L 1 i0gisen (R, C) -
Satz 7.8. Die Funktioneny,,(t) = exp(2rint) definieren eine Hilbertraum-Basis vdr (S*, I).
Das heisst: Jede Funktiofie L?(S!) schreibt sich ald.?-Limes

f(t) = 2ez a(n)exp(2mint)

mit denFourierkoeffizienten

a(n) = §, f(t) exp(—2mint) dt
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und es gilt diegPlancherel Formel

S la()? = §o 1 f@)dt = [£]3, < |-

Die Fourierreihe}, ., a(n) exp(2mint) konvergiert punktweise gegéfiit) fur alle Funktionen
f € C2([0,1],C) mit der Eigenschaff (0) = f(1) und f'(0) = f'(1).

Beweis. Nach 7.6 genligt es zu zeigen, dassygdi€t) = exp(2wint) eine Hilbertraumbasis
von L2(S', I') bilden. Der Rest (insbesondere die Plancherel Formel) fiaign aus der Existenz
des isometrischen IsomorphismusL?(Z) =~ L?(S!,I) nach Satz 7.6.

Orthonormalift. .
Xy Xm) = f exp(2mikt) dt
0

fur k = m — n. Furk = 0 ist das Integral 1, und fik # 0 gleich (2mik) ! exp(2mikt)|} = 0.

Dichtigkeit Der von den endlichen Linearkombinationgft) der Funktioneny,(¢) aufge-
spannteC-Untervektorraum definiert ein€-Algebra A in C'(X, C). Offensichtlich trennt die
Funktion y;(t) = exp(2mit) die Punkte vonS'. Also gibt es firr jede Funktiorf € C(X, C)
und jedes > 0 eing(t) € A mit

If = gl72 < wol(SY) -sup | f(t) —g(t)]* <<
tesSt

wegen des Satzes von Stone-Weierstrass (nachster Rarpgkadererseits liegt' (X, C) dicht
in L2(X, C) nach 7.4, und damit auch bereits

Punktweise KonvergenBeachte exp(2rint)| = 1 furt € [0, 1]. Aus f € C2([0,1], C) und
f(0) = f(1) sowief’(0) = f'(1) folgt durch zweimalige partielle Integration

! . 1, _
= L f(t) exp(—2mint) dt = P fo fU(t) exp(—2mint) dt.

Es folgt|a(n)| < % da die stetige Funktiori”(¢) auf dem Kompaktunj0, 1] beschrankt ist.
WegenY” | L < 1+ §°4% < +oo konvergiertg(z) := 3,y an exp(2mint) absolut und
gleichmassig aufo, 1], definiert also nach Satz 2.24 eine stetige Funktion[@uf]. Aus dem

Beweis des Satzes von Fischer-Riesz folgt, daR die FoueitreRnacHJbergang zu einer Teil-
reihe!) punktweise (fu.) gegefi(z) konvergiert. Daher sing(x) und g(x) fast uberall gleich.

Da beide stetig sind, folgt aus dem nachsten Lenfitag = g(x) O
Lemma 7.9. Isth stetig und gilt|z[2, = SO |h(t)]?dt = 0, dann isth = 0.

Beweis. Ware h(to) + 0, gabe es ei > 0 mit |h(t)] > |h(to)| — e > S|h(to)| fur
|t — to| < 6. Die gibt den Widerspructi(|h|?) = 1| (to)|* - T(X[—6+t0,t0+5] > O O

Beispiel Fur f(z) = = — 3 und a, Sé (x — )exp(2m’ut)dt gilt ap = 0 und mittels
partieller Integration zeigt mam, = (¢ — )exp@m”t s = Es folgt

2miv

27r21/

N .
2 sin(2wvx) s f@) = 1

= v 2

108



fir N — oo im L2-Sinnwegenf € L?([0, 1], C). Beachtef (0) # f(1). Tatsachlich konvergiert
die Reihenicht punktweiselm Punktz = 0 ist die Fourierreihe Null, aber es gjft0) = —1/2.

7.8 Stone-Weierstrass

Sei X ein folgenkompakter metrischer Raum ufidX, C) der Raum der stetigeti-wertigen
Funktionen mit der Supremumsnormsg = |.||« (Siehe Satz 2.24). BetrachteS C(X) (oder
€ C(X,C)) mit

e Aist eineR- (oderC)-Unteralgebra von C'(X) (oderC(X, C)), insbesonderé € A
o fe A= fe Al(entfalltim reellen Fall)
e Firz + yin X existiertf € Amit f(z) + f(y) (Punktetrennunpg

Wir betrachten nun obdA den reellen Fall. Der AbschiiBon A in C'(X) sei die Menge aller
Limiten von konvergenten Folgefy, in X bezuglich der Normj.|, mit f,, € A; trivialerweise
gilt A < A. Mittels des Diagonalfolgentricks zeigt man, ddfkine abgeschlossene Teilmenge
von C'(X) ist; dies erklart den Namen Abschlui3.

Die oben geforderten Eigenschaften varvererben sich auf den Abschlugsvon A. Dies
folgt aus den uns bekannten Satzen Uiber (punktweise)dbitdeing. Nach Definition gilt aus-
serdem

geA < Ve>0 Ife A mit|g— flo<el.

Satz 7.10(Stone-Weierstral3). Erfillt A obige Eigenschaften und i& kompakt dann gilt
A = C(X) und A liegt dicht inC(X).

Zum Beweis dieses Satzes benutzen wir den folgenden miclen Satz (ohne Beweis)

_Satz7.11. Ein folgenkompakter metrischer Rautnist iberdeckungskompakt, d.tir fede
UberdeckungX = | J,.; U; durch offene Teilmendé; von X existiert einen endliche Teilmenge
J der Indexmengé derart, daB giltX = | J,.; Us.

Beweis. Schritt 1 A ist ein Verband. Dazu geniifte A = |f| € A. Dazu geniigt es aus
0 < h = f-fe Aeine positive Wurzelv/h € A ziehen zu kdnnen. Gili < ¢; < h < ¢y < 1,
dann schreibt sich = 1 — g mit |g|» < 1 und die Taylorentwicklung/h = 1 — g + - -
konvergiert inC'(X) nach 4.39. Ersetzt man ein beliebiges nichtnegafivesA durchc- (h +d)
mit kleinem positiven Konstanten d, kann man daher ausdie Wurzel inA ziehen. Da man
ausc die Wurzel ziehen kann, existiegth + d € A. Im Limesd — 0 folgt v/h € A. Wir haben
dabei mehrfach benutzt, dadsn C(X) unter Limesbildung abgeschlossen ist!

Schritt 2 Gegebery € C(X) unde > 0. Da A Punkte trennt und die konstanten Funktio-
nen enthalt enthalt, findet man fur je zwei Punkte) € X eine Hilfsfunktionf = f,, € 4
mit f(z) = g(z) und f(y) = g(y). Bei festemz gibt es dann zu jedem eine offene Umge-
bung V' (y) von y mit supycy )| f(y') — 9(y')| < e. Endlich vieleV (y1), .., V (ym) derV (y)
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UberdeckenX. Also gilt

Fiy(z) =g(x) , Fu(y) <gly)+e (Vye X)

far Fy, = inf(foyr,- s foyn) IN A (Verbandseigenschaft). Fur jedesgibt es eine offene
Umgebund/ (z) mit sup,ey(z)|g(2") —Fr(2")| < e. Endlich vieleU (1), .., U (z,,) Uberdecken
X. Esfolgt
f@)>g(x)—e , fly) <gly) +e (Va,yeX)
fur f = sup(Fy,,--- , F,) € A. Das heisst
lg—flo<e , feA.

Fire = % folgt, filr jedesg € C(X) existiert eine Folge von Funktiofi, € A, welche gegerf
gleichmassig konvergiert. DA abgeschlossen ist, folgte A. Daher giltC'(X) = A. O

7.9 Reelle Fourier Transformation

Eine Schwartz-Funktion f : R — C ist eine unendlich oft differenzbare Funktion drif
so daR fiir jede Ableitung(™ () von f(z) und jedes Polynon®(z) fiir eine vonn und P(z:)
abhangige Konstant€ = C(n, P(x)) gilt

|P(z) - f"(z)] < C.
SeiS der Raum der Schwartz-Funktionen.

Beispiel 7.12. Die GauR-Funktionerf(z) = exp(—az? — bz — ¢) fira,b,c € Runda > 0
liegen inS.

Der Raum der Schwartz-Funktionéhist ein C-Untervektorraum vori.?(R). Fur Schwartz-
Funktionenf € S ist dieFourier Transformation F f fur y € R erklart durch

(FN)(y) = Sgn f(x) - exp2mizy) dx |.

Da f(z)-exp(2mixy) stetig inz und damit messbar ist, existiert das Integral nach Satz&al6
Grund der Existenz einer aif integrierbaren Majorante, demfi(z) - exp(2mizy)| = | f(z)| <
g(z) = min(co, %) mit g € L(R). [Setzecy = C(0,1) undc; = C(0,22).] Insbesondere ist
daherF (y) eine durchronst := { g(x)dz < 40 beschéinkteFunktion der Variabley.

Lemma 7.13. 1. Fist eineC-lineare AbbildungF : S — S.

2. F bildet dabeiz™ - f(z) auf (2 )"(Ff)(y) ab fur f € S.

271

3. F bildet (2= )" f(z) auf (—y)™ - (Ff)(y) abfur f € S.

21

4. EsgiltFf = ffur f(z) = exp(—mz?).
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Beweis. BeachteF(z" f(x = (2" f(z)exp(2mizy)dx = S(%)"f(w)exp@mxy)dx.
Aussage 2 folgt nun aus Satz 4 32 [verifiziere die Vorauasgtm I]. Partielle Integration lie-
fert Aussage 3. Es folgtP(—y )(m)”}'f( )| = |[F(P(Z)z" f(z))(y)| < const. Dies zeigt
F(f) e Sfur f € S und damit Aussage 1.

Aussage 4 ist am schwierigsten Mit Hilfe des HauptsatzesSatz 4.32 zeigt man zuerst,

daBc(y) = exp(my?) - F f(y) = §i exp(—w(z — iy)?)dx konstant ist, denn
d d . d 4 .
—c(y) = — | e gy = | e W gy = 27TZ'J (x — iy)e "W dy
dy dy Jr R Ay R

= —z'f ie_”(gc_iy)Qaan — lim —ie~"@—®) |+” =0.
R AT n—0o0 —-n

Aus der Substitutionsregel und dem Satz von Fubini folghdénc = ¢(0)

21 _ T
2 = f 77T(x1+x2)d.%'1d1'2 = hm hmf f ™ rdrd = —S Or2m=1.
R2 [e,N] 27

N—owe—0

Wegenc > 0 gilt daherc = 1. Also

SR e ™ dy =11,

O

Die GauB-Funktionen exp(—az? — bz — ¢) fur a,b,c € R mit Exponenta > 7 spannen
einenC-Untervektorraung von S auf.

Lemma 7.14. G liegt dichtin L?(R).

Beweis. C?(R,C) = L%*(R) liegt dicht in L?(R) wegen Abschnitt 7.4, Satz 7.10 sowie
Lemma 8.1. Es geniigt daher, daR jede Funkfior) e C2(R, C) durch Funktionerg,, € G in
L?(R) approximiert werden kann. Fir jed¢éz) € C2(R, (D) existiert einty > 1 und einxg
mit |zo| < 3, so dakf(z) = f(tox) Trager in[—xzo, o] © [-1 1. 2] hat. Approximationen von
f(z) durch GauRfunktiones,, (z) in G (d.h. mit Exponent= ) entsprechen Approximationen
von f(z) durch GauRfunktionep,,(z) = g, (tox) mit Exponent> ¢3 - r. Fur die Hilfsfunktion

h(z) =™ flz) . t>t3-m

gilt supp(h) S [0, zo] undh(z) € C*(R, C). Wegenh(* ( 1/2) = h)(1/2) = 0firv < 1
folgt aus Satz 7.8 die gleichmassige Konvergdlz.,, a(n)e*™"* — h(z) der Fourierreihe
auf[—1, 1]. Wegenexp(—tz?) < 1 konvergieren daher die GauBfunktiongp(x)

gn(@) = D aln)e T — f(z) = - h(a)
[n|<m
gleichmassig auf— 1 3 2] gegenf(x). Es folgt furm > mg(e) und gegebenes> 0

f M@ @l < 2.

1
2
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Fur 3 < |z|ist f(z) = 0 und S$<|x\ |f — gm|?dx = S%<|x\ |gm () |?dz lasst sich dann durch
Sésm Dinl<m la(n)|2e 2" dx < |h? Sés\ml e 217" 4z < const-e*3.e~t/2 abschatzen mittels

der Plancherel Formél, |a(n)|? = ||h||iQ([7l 1) < Ce2%5 und Séé\wl e~ < 2712 Also
272

f |f(z) — gm(z)Pdz < const - 2@ 1) < e2/2
5 <|z|

fur t > to(e) und obdA> #3 - 7. Zusammen mit der Abschatzung im Berejef < 1 folgt
daher bei geeigneter Wahl verfiir die Gauf3funktionem,, ()

If = gmlewy <€ , m=mole).

Die reskalierten Funktionef,,, definiert durchy,, (x) = gm (to), liegen nach Konstruktion in
G und approximierery (x) in der L?-Metrik. O

Lemma7.15. Dervon derC-linar unabhangigen Funktionen™-exp(—mz?) fur natirliches
n € INy aufgespannté-Vektorraum liegt dicht in L2(RR).

Beweis. Punktweise Konvergenz,(x) — f(x), bzw. f(x) — f,(z) — 0, auf R sowie
|f — ful? < F fur ein F € L(R) liefert nach Satz 6.9

lim |f — fu3. = lim J |f(z) = falz)?dz — 0.
n—0 n—o Jrp

fnlz) :=30—0 (;11)!7” (px? + bz + c)™P(x) - exp(—ax?) = Qn(x) - exp(—ax?) konvergiert
punktweise gegelfi(z) := P(z)exp(—az? — bz — c) auf R wegen Satz 4.41. Fir = a + p
mit0 < p < Fundm < adgilt |f — f,]* < |P(z)|? exp(—2aa?) exp(2pz? + 2b||z| + 2|c|) <
F(z) = |P(x)? exp(=A2? + 2|b||z| + 2|c|]) mit A = 2(a — 2p) > 0. Also F(z) € L(R)
fur jedes PolynomP(z). Fur geeignete Polynom@,,(x) approximieren daher die Funktionen
fn(z) = Qu(z) - exp(—azx?) die Funktionf (z) = P(x) - exp(—az? — bx — ¢) im L2-Sinn

”f - fn”%Q < 52 , n= TLQ(&) .

Nach Lemma 7.14 liegt der Aufspann der Funktiomefi®” —b—¢ mit Exponentr < a dicht in
L?(R). Wendet man obige Approximation nun sukzessive an um deariexya zu verkleinern,
folgt nach endlich vielen Schritten: Fir alle> 0 existieren komplexe Polynony@, (x) mit

—ax?—br—c

E —Pu(@) e ™a<e . n=mnele).

Die z"e~*" sindC-linear unabhangig, da Mononi&linear unabhangig sind (Lemma 4.38)]

Fourier Transformation erhalt die Teilraurie = @), Cz™ - e~ wegen Lemma 7.13.
Mittels Induktion nachn zeigt man daher nacBram-Schmidt: Es gibt eindeutig bestimmte
PolynomeH,,(z) vom Gradn mit der Eigenschaft: 1) Die Funktionef, (z) = H,,(z)e ™
bilden eine ON-Basis des Hilbertraums. 2) Ojgz) fur n = 0, .., N definieren eine Basis von

N

2

VN=<—D C-z"e ™ .
n=0
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Die dadurch eindeutig bestimmten Polynofdg(x) sind die sogenanntddermite Polynome
Tatsachlich gift bis auf geeignete Normierungskonstantén)

H,(z) = ¢(n) - €2 gn(e—272") ||

denn {, P(z) exp(—ma?)Hy(x) exp(—ma?)dz = (i P(x)c(n)(0} exp(—27x?))dz = 0 fir
alle PolynomeP(z) vom Grad< n (benutze partielle Integration !). Aus der Formel fily, (x)
folgt sofort H,,(—z) = (—1)"H,(z).

Satz 7.16. Die Funktionenf,, () = H,(z)exp(—nz?) € S sind Eigenfunktionen der Fou-
rier TransformationF : S — S zu den Eigenwertetf’, und definieren eine ON-Basis des
HilbertraumesL?(R). Die Fourier Transformationdsst sich daher eindeutig fortsetzen zu einer
unitaren C-linearen Transformation des Hilbertraumés(R)

F:L*(R) — L*(R)

Beweis. (Ff,)(y) = c(n)Se”2+2mxyﬁge_2”2d:n = c(n)e™’ Seﬂ(ﬂc+z‘y)za§e—2m2da@ ist
wegen partieller Integration dasselbe wig)e™” (—1)™i ()" { e~ 2" e @+)* gz oder
wie i"c(n)e™’ dle ™ (Ffo)(y) = i"fu(y). Daher istF : H — H eine C-lineare Isome-
trie. Diese kann man auf gaidZ(R) fortsetzen: Filw € L?(R) existiert eine Folge,, ausH,
welche gegem konvergiert. Dav,, eine Cauchyfolge ifit < S ist, ist F(v,,) eine Cauchyfolge
in H, dennF istaufH S S definiert und eine Isometrie! SetZgv) := lim,, F(v,). Man zeigt,
dies ist wohldefiniertC-linear und eine Isometrie. O

Korollar 7.17 (Fourier Inversion). Fir alle f in L?(R) gilt

(FFf)(@) = f(-2)].

Wir bemerken(FF f)(z) = f(—z) gilt auf den Basisfunktionet,, (z)e ™" von H und
damit fiir beliebigesf € L?(R), d.h. fast tiberall auf\ = R. Ist aber zum Beispief — und
damit auch(FF f)(z) —in S, dann stimmery (—x) und (FF f)(z) als stetige Funktionen in
allen Punkten: € R Uiberein. Es folgt

Korollar 7.18 (Fourier Inversion). Firalle f € S gilt

fx) = §rg(y)e e dy 9(y) = (FHy) = §g f2)e¥™vedz|.

20OderH, (m)e”rz2 =c¢(n) - A% (677@2) fr Ay = X +iY = 0, — 27z = €™ d,e ™ mit den Abkiirzungen
X = 0, undY = 2miz. Beachted_ = X — Y annulierte=™*" und die Differentialgleichungl_(f(z)) = 0
bestimmtf(z) = c- ¢~ bis auf eine Normierungskonstante
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Physikalische Interpretation

Nach Satz 7.16 ist die Fourier Transformation unitar, defiralso einen Automorphismus
des Zustandsraumds’(R). Das Lemma 7.13 2) lasst sich so deuten, daR die FouriesTran
formation die physikalischen Operatoren von Impils= ﬁ% und OrtY = z vertauscht;
also als Transformation von der (koharent@msraumdarstellung in die (koharente)mpuls-
raumdarstellung. Das Wirkungsquantum wurde hierzu der Einfachheit hallbet normiert.

Man hat die unitaren Transformationen
Uf): fla) o flm+t) , Vi(f): flz) — ™ f(x)
Wo(f): fz) = ™" - f(x)

des HiIbqrtraumesLZ(R) in sich, welche man (fir uns nur symbolisch) auch in der Form
exp(27mitX) undexp(2misY’) schreibt. Der Grund ist der folgende: Es gelten die Funkion
gleichungen/; o Uy = U p und Vi 0 Vy = Vi .

SU(Plimo(e) = 5T+ Dlimo = 0 (@) = (X))
SVDlomolw) = 2miz - () = (V).

%Wr(f)|r=0(x) = 2mi- f(z) = 2midgay - £(2).-

Die Operatorert;, V, und W, (fr r, s,t € R) erzeugen eine Gruppe unitarer Operatoren, die
sogenanntéleisenberggruppe Es gilt

UpoVy=WgoVioUy =™V, 0U;.

Bis auf einerPhasenfaktor Wy, = exp(2wist) vertauschen alst; und V. Die OperatoreiV
induzieren die identische Abbildung auf dem Zustandsrallen @eraderC - v im Hilbertraum.
In der Tat bildetiV, die GeradeC - v aufC - exp(2mir) -v = C - v ab.

Die Heisenberggruppe kann auch als die Matrixgruppe alktrizen der Gestalt

1 t r
{013}
0 0 1

beschrieben werden, mit

o O =
S = O
_= o 3

1 ¢t 0 1 00
uy=10 1 0 vs=10 1 s Wy =
0 0 1 0 0 1

Man pruft leicht nach
Ut © Vg = Wgt O Vg O Ut .
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8 Integration auf Mannigfaltigkeiten

8.1 Partitionen der Eins

Sei f(x) eine reellwertige Funktion auf dem Intervall, «0), welcher-mal stetig partiell

differenzierbar mit
fMoy=0 , Vv vr=01,.r—1.

Wir nehmen ary (z) > 0 mit f(x) > 0firx > 0.

Beispiel f(z) = " fur r < oo und f(z) = exp(—21) fur r = oo. Sei daher obdA = oo.

Man kann fiirz < 0 die Funktionf (x) durch Null auf ganZR zu einer Funktion irC"~*(RR)
fortsetzen; wir nennen diese Null-Fortsetzung wiefler).

Firzo > 0ist danng(z) = f(z)f(zo — z) eine Funktion inC"~!(R), undg(z) > 0 genau
dann wenne € (0, z) gilt, und g(x) ist Null sonst.

Nach dem Hauptsatz igt(z) = ; g(t)dt eine Funktion inC"(R). Es gilt h(z) = 0 fur
x < 0,und0 < h(x) < const fur 0 < x < xg sowieh(xz) = const fur x > x(. Hierbei ist
const = Sg”“ g(t)dt, und obdAconst = 1 bei geeigneter Wahl vofi.

Die Funktiony(x) = h(z — a)h(a — x) erfullt fur a > z¢ (zum Beispielkry = a/2) wieder
Y(z) € C"(R). Es gilty(z) = 0 genau dann, wenm ¢ (—a,a), undy(x) = 1 genau dann,
wennz € [—a+xo,a—1xp], und es gild < ¢ (z) < 1 sonst. Aus der Existenz dieser Funktionen
folgt bei geeigneter Wahl vom und z sofort

Lemma 8.1. Die Funktionen inC*(R"™) trennen Punkte ifR.

Beweis. In der Tat hat dig”*°-Funktion
o(x) = @¢a(®) = (dgrn (7,€))

Trager in einer Kugel,(£) vom Radiuse um den Punkg € R™, und ‘trennt’ daherg von
jedem Punkt: € R™, der weiter als: von ¢ entfernt ist. O

Sei nun)M eine beliebige kompakte Teilmenge V&t und seiM = J..; K, (£) eine end-
liche Uberdeckung von\/ durch offene Kugeln um endlich viele Punkies M. Die Radien
r = a/2 > 0 mogen hierbei von den Punktérabhangenr = r(£). SeiN die offene Menge

N = | JKa2(9).

el
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Es gilt M = N. Fur eine gegebene offene Menge Iifi, welche M enthalt, kann obdA durch
geeignete Wahl der Radien= r(£) angenommen werden, dARin dieser offenen Menge liegt.
Furxz € N ist dann ()
Pea©)\ ¥
pe(z) = "~
¢ Yeer Pea() (@)

eine wohldefinierte”*-Funktion und es gilt

de[‘pi(w) =1

auf der offenen Teilmeng®y = Uger K+(§) von N, welche M enthalt. Man nennt die so

konstruierte Funktionenschar (fir £ € I) dann einePartition der Eins auf N (oder M),
welche der gegebendsberdeckung vor/ zugeordnet ist.

8.2 Untermannigfaltigkeiten mit Rand

Seif : R™ — R eineC*-Funktion mit den Eigenschaften

o f(§)=0=df(§) +0
o M ={zeR"| f(r) <0} sei kompakt.

Man nennt dan®M = {z € R" | f(x) = 0} denRand von M, und M einekompakte
Untermannigfaltigkeit von R™ mit RandoM .

Beispiel Fur f(z) = —1 + Y., 2 ist M die abgeschlossene Einheitskugeim R" und

=11

oM ist die Einheitssphar® der Dimensiom — 1 im R™.

Lokale Beschreibung des Randé&sir jeden Randpunkt € oM ist d,f(£) + 0 fur ein
v = 1,..,n nach Annahme. Durch Umbenennen sei obdA 1. Dann isto; f(£) £ 0. Damit
ist aus Stetigkeitsgriinden die Determinante der Jacohiia

()

(1'1,"' ,1’n) = (f(-%'),l’g,'-- 7-7:71)

[Beachte: Die Jacobimatrix ist eine Dreiecksmatrix unddedter die Determinani® f (x)] von
Null verschieden fir aller € K5, (£) nahe bei bei geeigneter Wahl von = r(£) > 0. Fur
spatere Zwecke bezeichne

der Abbildung

€¢ = sign(@lf(g))

dasVorzeichendieser Determinante im Punkt Aus dem Satz von der Umkehrfunktion 4.24
folgt dann die Existenz einer lokale UmkehrfunktignDiese lokale Umkehrfunktion hat dann
notwendiger Weise die Gestalt

Y(y) = Vi, yn) = (9Y), Y2, 5 yn) -
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undq stiftet eine bijektive Abbildung zwischen den offenen Meng
U:= w_l (K2r(§)) = KQT‘(E) ;
somit definiert) definiert Bijektionen
Un(Reo x R" ) = Ko(§) 0 M,

Vi=Un ({0} xR"™Y) = Ky (€) noM .

Die Gleichungy; = 0 beschreibt daher itV = ¢! (K,,(£)) den RanddM von M. Wegen
To = Yo, -+ , Ty = Y, (fUr dies Abbildungy und ihr Inverses) ist daher

A Rn_l oV>s (yQa"' >yn) — (Q(O,yZ, ayn)>y2a"' ayn)

einelokale Parametrisierung des Rande8M von M in der Nahe des Punktéss 0M.

Fur Punkte € M\oM findet man ein- = r(£) > 0 derart, daB gilt<s, () & M\dM. In der
Tat ist M \0M einen offene Teilmenge dé&”, denn das Komplemert: € R" | f(z) > 0} ist
einen abgeschlossene Teilmenge BésDa M kompakt ist, Uberdecken bereits endliche viele
der KugelnK,(£),£ € M die MengeM (Satz 7.11). Sel die endliche Menge der zugehorigen
Mittelpunkteé € M.

8.3 Randintegrale

Wir definieren nun fur eine Differentialform € A"~'(U) das Randintegrd),, , 7.

Warnung. Dieses ist kein Integral ifR"™, denn dort isb M einen Menge vom Malf3 Null! Wir
machen hierfur folgende

Annahmen. Sei f : R" — R eine C*-Funktion mit den Eigenschaftefi({) = 0 —
df (&) & 0 sowiedM = {x € R" | f(x) = 0} sei kompakt. Sel/ offen undoM S U.

Fur endliche viel& € I auf dem RandM Uberdecken die Kugelk,.(¢) die Randmenge
oM. ObdA gilt K,.(§) < U. Fur jedes, € I haben wir eindokale Parametrisierung A¢ durch
eine offene Teilmeng® = V; desR" ! gefunden

Ag R" ! 2 Ve — O0M Ky () S Ky(§) S R"

mit Hilfe einer C°-Abbildung A = \¢. Seigg fur € I einezugeordnete Partition der Eins
auf der in Abschnitt 8.1 definierten offenen Teilmenge= .., K, (§) S U vonRR".

Definition. Sein € A»~'(N) und damitpg (z) - € A~ (V). Dann setzen wir

Sonrm = del € Sv5 Aé (@5(96) : 77) ee € {£1}.

Obwohl dies auf den ersten Blick hochgradig von der Wahl détzBunkte¢ € I, der Wahl
der lokalen Parametrisierungéi, \¢) von 0M und der Wahl einer Partition der Eigg ab-
zuhangen scheint, gilt erstaunlicherweise
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Lemma 8.2. Das so definierte Randintegral ist unabigig von allen hierbei getroffenen
Wabhlen.

Beweis. Zur Unabhangigkeit von der Wahl der Partition der Eins, 8#itzpunkte € [
und der Radiem = r(¢). Fur eine andere Wahl bekommt man eine neue Partition aher i
(fur endlich viele neue Stitzpunkgée I'). Man betrachtet zum Vergleich die neue Partition der
Einse (x) - e () fur (€,€') € J = I x I' mit Tragern inKs,.(€) n Ko, (¢') (Ubungsaufgabe !).
Zur Unabhangigkeit von der Parametrisierung. Hierzu beadadal} nach unserer Konstruktion
fur zwei verschiedene Parametrisierungen die Zusamrtmmggh = ) o A ~!

V =2 OM A Ko (€) <2 v

sowie die Umkehrung ! beideC*-Abbildungen sind; insbesondere dabiet(D(h)(x)) 0.
Die Behauptung folgt dann aus der Substitutionsregel 4d&n denUbergang vom Integral

tberV
f e - Ad(n)
1%
zum Integral Ube¥”’
f e+ Mg ()

erhalt man durch eine Substitution mittels der Abbildéngvenn man
R*(AE() = NE()

berlicksichtigt sowigign(det(Dh(x))) ¢ = e¢. Letztere Aussage Uber Vorzeichen folgt aus
einer derUbungsaufgaben auf désbungsblattern und wird bendtigt aus folgendem Grund: In
der Substitutionsregel fur mehrdimensionale Integndtieder Absolutbetrag der Determinante
der JacobimatrixD(h(x)) auf, beim Pullback dagegen nur die Determinate der Jacdtima
D(h(z)) selbst. Siehe dazu Seite 69.

]

8.4 Der Satz von Stokes

Satz 8.3. SeiM eine kompakte Untermannigfaltigkeit d&% mit RanddM undn € A"(N)
eine Differentialform auf einer offenen Menge<S R™, welcheM enthalt. Dann gilt

SMdn = SaMU .

Beweis. Seiyg(z) fur ¢ € I eine Partition der Eins zu eingtherdeckung von\/ durch
offene KugelnKy,(£). Dann gilt fur das Integral,, dn := §g. xm(z) - dn wegen derR-
Linearitat sowohl des Lebesgue Integrals Riifals auch der Cartan Ableitung

JM dn = fMd(Z pe() ) = 2 JMd(¢§(£) ).

el Eel
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Es geniigt dahe,, d(¢ (€) -n) = e - SVE Af (pe(x) -n) fur jeden Summanden zu zeigen; Sum-

mation tber dig € I liefert dann den Satz von Stokes. Jetzpist ¢¢(€) - 7 € AP (K2 (£))
eine Differentialform mit kompaktem Trager in einer lodalKartenmengés,.(£) von M. Zu

zeigen bleibt dafur
f dpzsg-f Aé(p) -
M Ve

Die Substitutionsregel fur die Substitutian = v (siehe Abschnitt 8.2) sowie Tragergriinde
implizieren fur die linke Seite und die offene Mengje := ! (K»,(£)) S R"

J dp:=f xm(z)-dp=¢e¢- | ©*(xm(x)-dp) =€§'J Xy <0 - (Y™ (p))
M Kar(8) Ue Ue

denn es gilt)* (xar(#)) = Xyi<0(y). Setzew := v*(p) € Az~ (U).

Zur Berechnung der rechten Seite, beactite)) = i*(4*(p)) = A¢(p) fur die Inklusion
i : Ve = U und den Pullback vow auf Ve = Ug n {y1 = 0} wegen\¢ = ¢ o i. Es verbleibt
daher furw = ¢*(p) € A1 (U¢) und die Inklusioni : V¢ — Uy zu zeigen

f Xyr1<0 - dw :f i*(w) fur Ve=Uegn {y1 =0},
Ue Ve

Legt manUs n (R x R"~!) in einen geniigend grossen QuageE R, dessen eine Wand
durch die Hyperebeng, = 0 gegeben ist, und setzt die Forndurch Null auf den Quade®
fort [moglich, daw kompaktem Trager it/ N (R<o x R"~1) besitzt], dann folgt diese letzte
verbliebene Aussage unmittelbar aus dem Satz von Stok€3uiiider (Satz 4.34). O

8.5 Drehinvarianz
FurR-lineare AbbildungenV/ gilt M*(dx;) = ., M;,dx,, daher fir alle, j

dx; A {M*(dz;)) = dz; A *(2 M;,dx,) = dx; A EMjV xdx, = ZMjuéwwn = Mjwy, .

Diese Gleichungen bestimmef\/*(dz;)) € A"~!(R") eindeutig. Analog gilt
(TM)Y*(dx;) A sdr; = (Z M,idx,) A «dz; = ZMmé,,jwn = Mjwy, .
Seinun” M o M = id mit det(M) = 1, d.h. M sei aus der orthogonalen Grupf&(m, R).

Dann gilt M*(w,) = det(M)w, = w, sowie M*(TM)*(dx;) = dz;. Dann folgt aus der
zweiten Gleichung

d:CZ' AN M*(adx]) = M*(TM)*(d.TZ) AN M*(adx])
= M*((TM)*(dxl) VAN ﬂdﬁl?]) = M*(Mﬂwn) = Mjiwn .
Ein Vergleich mit der ersten Gleichung zeigt daliéf («dz;) = «M*(dx;)) fur alle j. Also
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Lemma8.4. Fur Einsformem und Substitutione® ausSO(n, R) gilt M * (s7) = {M*(n)).

Beriicksichtigt mam/*(r?) = r? < "M M = id, folgt

Korollar 8.5. Die Formeng = %rQ sowieo; = dog undo,_; = 1 sind drehinvariant

unter Pullbacks mit Abbildungei € SO(n, R), d.h. es giltAM/*(o;) = o;.

8.6 Standardintegral auf der Kugeloberfache

In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall der KugelobetfEoM = S™~!im R™. In
den letzten Abschnitten haben wir erklart, wie fur einteiege (n — 1)-Formn € A 1(R")
das Randintegrai]sn_1 n definiert ist, wobeiS™~! als Rand der abgeschlossenen Einheitskugel
E™ c R™ aufgefasst wird.

Im Fall der Kugeloberflache wirden wir aber gerne etwasdigeGesamtflache definieren.
Wie soll man das machen ? Hierauf gibt es eine sehr befriadegntwort: Betrachte die
drehinvariante Differentialfornar,,_; € A" 1(R")

On—1 = Dy q @ *dx; = ﬂd(%rQ) .

Zum Beispieloy = xdy A dz + ydz A dx + zdx A dy im Falln = 3undo; = xdy — ydx fur
n =2.Firw, =dx1 A --- A dzx, gilt

‘dan,l = n-wn‘.

Mit Hilfe der Kugelfoberlachenfornmy,, ; definieren wir fur beliebige stetige Funktionen
f(z) auf der Sphare& = S ! ein Integral

I:C(S" YY) >R,

das sogenannt8tandard Integral. Wir erklaren dies zuerst fuf(x) € A auf dem Unterraum
AcC(smh,

1) = | F@ee o @) e AT R,

welcher durch Einschrankungen von Funktionenfie C*(RR™) erklart ist (es wirde sogar
geniigen den Raum der Einschrankungen aller PolynoniRimuf S”~! zu betrachten). Dieser
UnterraumA ist eine Algebra und liegt nach Lemma 8.1 und dem Satz voneS{gsierstrald
dicht in C(S™~!) beziiglich der Supremums-Norm. Auf Grund von Lemma 8.7 uncbkar
8.8 (weiter unten) kann mah wie in Abschnitt 3.5 eindeutig zu einem Daniell-Integralf au
C(S"~1) fortsetzen.

Lemma8.6. Das Standardintegral (f) ist ein Integral auf dem Verband und ist invariant
unter Drehungehaus der GruppesO(n, R), d.h.

[I(f(2)) = I(f(Mz)) , MeSO(n,R)|.

'Eine R-lineare Abbildung)M : R™ — R™ ist in der GruppeSO(RR™) und erhalt damit die Sphag™ ', wenn
gilt M = "M ~! sowiedet(M) = 1.
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Beweis. Die Abbildungl : A — TR ist per DefinitionR-linear; die Drehinvarianz folgt
aus der Drehinvarianz der Oberflachenfarpy ;. Es verbleibt daher nur noch fifi(z) > 0 zu
zeigenI(f) > 0. Mittels einer Partition der Eins kann man sich auf den Fedidnranken, daid
der Trager vory (z) in einer Karte enthalten ist. Durch eine Drehung kann mamn damehmen,
der Trager vorf () sei enthalten in der rechten ‘Hemispha® ' := {z € S"~! | z; > 0}.
Eine Kartenabbildung

A {r = (T, mn) c R 72 0= Zx? <1} — syt

fur die rechte Hemispharg’, ™" ist fur r? := ||z||%,._, = 3", 2? gegeben durch die lokale
Parametrisierung

)\(-TQ?"' 7'rn) = (+ V 1 _T27'I27"' >‘Tn) .
Die Behauptund (f) > 0 fur f > 0 folgt daher aus dem nachsten Lemma. O

Lemma8.7. Fur Funktionenf mit kompaktem TFger in der rechten Hemisge Si_l gilt

AMx2,...;xn
SSi_l f(.%') cOp—1 = S||xH<1 % d.%'g T dmn .

Beweis Bis aufdzy A - -+ A dx, ist der Pullback\*(o,,—1) gleich

N 0Vl —r? 1
\/1—r2+2xi U (1—r? +Z
= 0x; Vi—r? \/1 - 7“2

Korollar 8.8. Das Standard Integral auf C(S™!) ist ein Daniell Integral.

Beweis. Fir monotone Folgerf,, ~ f stetiger Funktionery, € C(S"~!) mit stetiger
Grenzfunktionf e C(S™ 1) ist zu zeigen/(f,) / I(f). Durch eine Partition der Eins kann
man obdA annehmen, dal} alfef,, kompakten Trager in der rechten Hemisphﬁ_f{re*1 besit-
zen. In diesem Fall folgt die Aussage sofort aus dem letzemrha und dem Satz von Beppo
Levi angewendet auf das reelle Integml”d. O

Lemma8.9. §,_ f(@)wn = §5(§s f(t)on-1(§))t" 1dt.

Beweis. ObdA hatf Trager in der rechten Hemisphare. Die Abbildung {||¢|| < 1} x
(0,r) — S(r) sei definiert durch)(&a, ...,&,) = (V1 — 12 t&s, -+ ,t&,). Sie hat dann die
Eigenschaftdet( D) (&) = \}1—:% (Laplace Entwicklungssatz). Die Aussage folgt daher aus
der Substitutionsformel Satz 4.27, sowie dem Satz von FubithLemma 8.7. O

8.7 Die Greensche Formel

Der Satz von Stokes fir die abgeschlossenen Kugeln vomuR&diesp.r zeigt dann durch
Subtraktion fur dieKugelschaleX = {z € R" | r < ||z|| < R} das folgende Resultat: Fur
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n € A"=Y(U) undU offen inR™ mit X < U gilt

f dn = f n— f n
s Sn=1(R) Sn=1(r)

Hierbei bezeichers” ! (R) resp.S™ !(r) die Spharen vom RadiuB resp.r. Wir schreiben
die rechte Seite dieser Formel symbolisch wieder, wobei der Rand X jetzt aus den beiden
Spharen (mit unterschiedlicher Orientierung) besteht

Jdnzf n.
X X

Greensche Formel Der Laplace OperatoA ZZ L 0% operiert auf Funktionery,g €
C*(U). Fur das Skalarproduktf, g)r2(x SX dm im HilbertraumZ2(X) gilt

D@D~ A1) = [ (7AW = oA,
und man hat die folgende Greensche Formel

Lemma 8.10. Fir KugelschalenX gilt

L(fA() gA(f) :f f;a *dmi—Lngai(f)*dxi-

Beweis. Benutzed(}; f0;(g)*dx;) = > 1(0:f)(0g:i)wn + fA(g)w,. Vertauscht mary
und g und bildet die Differenz, folgt daraus sofort das Lemma niifed-les Satzes von Stokes.
]
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9 Harmonische Analysis

9.1 Der Hilbertraum L?(S)

Das Standard Integral(f) = Is(f) auf derEinheitsphare S = S"~! < R”" ist nach
Korollar 8.8 ein Daniell Integral. Daher kann man einen EitbaumZ?(S) definieren mit dem
Skalarproduktf, ¢ = Is(f - g), d.h.

(frg) = Lﬂmg(x)an_l

gebildet zu der Forra,_; = " | x; *dx;. Wir nehmen dabei an > 2.

Der C-Vektorraum aller Polynome auR” ist eine Algebra. Diese Algebra ist punktetren-
nend aufR™\{0} (bereits die linearen Funktionen trennen Punkte). Nach 8ata von Stone-
Weierstral} ist daher der Raumder Einschrankungen aller Polynome &uéiner dichter Un-
terraum vonC'(S), da.S kompakt ist. Wir wissen auerdem, ddfvon der Einschrankungen
der harmonischen Polynome drf aufgespannt wird (Lemma 5.15). Also

Lemma 9.1. Die harmonischen Polynome liegen dichtZia(S).

Wir werden in einem nachsten Abschnitt zeigen (Lemma 3.6a13 harmonische Polynome
verschiedenen Grades orthogonal zueinander sind behiggis Skalarproduktes vai?(S).
Wir beschranken uns daher fur den Moment auf FunktioneH,ifR") fur festesl. Das Ska-
larprodukt (P, Q) von L?(S) liefert eine positiv definite symmetrischg-Bilinearform auf
H;(R™). SeiP, i (x) € H;(R™) einereelle ON-BasisP, () dieser Bilinearform auf{;(R").
Verschwindet ein Polynom ift{;(IR™) auf der Sphare5, dann ist es wegen der Homogenitat
das Nullpolynom. Die Einschrankurig;(R"™) — C(S) ist also eine injektive Abbildung. Wir
setzen

Zy(x,¢) = SEmED) b (@) P(©) |

Fur festeg ist die FunktionZ;(z, &) ein harmonisches Polynom der Variakleom Gradl, und
umgekehrt. Per Definition gilt

Zi(2,6) = Zi(&,x) , Zi(Ax,\E) = N Z(x,€) .

Z(z, €) isteindeutig bestimmtdurch die folgende Eigenschaft

[(Zi(w,€), P(x)y = P(9)].
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[Dies folgt unmittelbar aug) ., a P, ,(z), P j(x)) = a;.] Aus der Drehinvarianz des Standard
Integrals aufS folgt (Z;(Mx, M¢), P(x)y = {(Z;(x, M§),P(M 'x)) fur M € SO(n,R).
Aber{(Z(z, M€), P(M~'z)y = P(M~'M¢) = P(€). Also (Z;(Mxz, M¢), P(x)) = P(€)].
Aus der Eindeutigkeitsaussage folgt daher

| Zi(Mz, M¢) = Zy(2,€) . MeSOm,R)|.

Insbesondere ist;(x, &) als Funktion vone € S (bei festem¢ € .S) damit invariant unter dem
StabilisatorSO(n — 1, R) des Punkte§. Im Spezialfallé = (1,0, ..,0) hangt dahef; (z, &) nur
vonz; = x - undr = ||z| ab, ist daher proportional zu dezonalen harmonischen Polynom
P, o(z) vom Grad! (siehe Abschnitt 5.6), d.h. man erhalt didditionsformel

Zi(,€) = const(l) - Plo(a)|.

Lemma9.2. Esqilt|Z;(z,¢)| < Zj(z,x) = %&g{n)) furalle z,£ € S.

Beweis. WegenZ;(z,z) = >, P,x(z)? und derSO(n, R)-Invarianz istZ,(x, z) = c eine
konstante Funktion auf. Alsovol(S)c = ¢ Z(z,x)0y 1 = 2 ( Pk, Py = dimg (H;(R™)).
Die Schwarz Ungleichung gibZ;(z,€)| = | Y, Pir(x)Pii(€)] < |Zi(x, x) 2| Z1(€, €)% =
Zi(x,z). Die letzte Gleichheit folgt aus der Konstanz v8{z, x) auf S. O

9.2 Poisson Kern

SeiU offen inR™ und f : U — R eine harmonische Funktion. Ig§ = 0in U, dann sind die

Taylor Koeffizienten
1,.d
alz) = ﬁ(@) ftz)e—o

harmonisch Polynome ik;(R") (siehe Abschnitt 5.5). Wir betrachten den Fall, wo sf¢hz)
in eine Potenzreih® , ¢;(x)t' mit positivem Konvergenzradius entwickeln lasst.

Wir wenden dies an auf ddPoisson Kernim Bereich|z| < |||, d.h. die Funktion

2

2 |z
P(z,§) = wll(s) ”£HH§_x”HnH , TFE.

Beachte|z|* — [¢|* = & —¢|* +2(x =&, £). Also —vol(S) P(z,€) = o =& " + 2itth =
Pi(xz — &) + Pf*(x — &) fur die harmonischen Polynonté () = 1 und Py (z) = 2(x,&). D.h
P(z, &) ist eine harmonische Funktion in— ¢ und ist damit auch harmonisch in und wegen
P(z,¢) = —P(&, z) damit auch harmonisch i Offensichtlich gilt P(Mx, M¢) = P(x,£)
fur alle M € SO(n,R). Die Taylor Koeffizienter:;(x, &) = T;(P(x,&))(x) haben sind daher
harmonische Polynome mit der selben Drehsymmetrie. Sanditcgz, £) und Z;(z, £) zonale
harmonische Polynomevom Grad! und daher proportional zi, o(x) (siehe Abschnitt 5.6).
[Wegen der Drehsymmetrie ist obdA = &, = (1,---,0). Dann hangtwol(S)P(x,&) =
m als Funktion nur von der ersten Koordinate = (x,&y)/2 und dem Radius =
|z || ab. Dasselbe gilt dann auch fur Tayor Koeffizientgir) = ¢;(x, &o)].
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Satz 9.3. Esgilt¢(z, &) = Z;(z,€) fur alle I, und tir alle z mit |z|| < [|€]| gilt

P(e,€) = X2 Zile, &)l ]

Die Reihe konvergiert auf jedem Kompaktum der Kdgel|z| < |£|} absolut und gleichissig.

Bemerkung. Furz, £ € S sind alle Koeffizienter¥; (z, £) symmetrisch inc und¢ und denoch
ist die SummeP(:c €) antisymmetrisch inc und &. Zur lllustration dazu im eindimensionalen
Fall: =320z, §2)§*1 fur z;(z, €) = 2'¢" im Bereich|z| < |¢| (yeometrische Reihe).

Beweis. Durch Reskalierungz, &) — (tx,t€) ist wegenP (tz,t£) = t "P(x,£) und der
analogen Reskalierungseigenschaft der rechten Seite 6beAS und ||| < 1. Auf Grund
der Drehinvarianz beider Seiten ist dann obgA= &, = (1,0,--- ,0). Wir zeigen nun, daf
die Funktion};2 , Zi(z, &) auf der rechten Seite filr= ||z|| < 1 absolut konvergiert, und in
diesem Bereich damit eine drehinvariante harmonische ttami(x) darstellt. Dazu benitzen
wir die AbschatzundZ;(z, &)| < t1Z;(&, &), welche aus Lemma 9.2 folgt. Daher ist fur die
absolute Konvergenz obdA = t&,. Ausvol(S)Z;(t&y, &) = dim(H;(R™)) - ¢! (Lemma 9.2)
unds - dim(H;) = (x + 20)("*]7%) obdA furk = n — 2 > 1 (Satz 5.13), sowie

S+ 2_1)(” +1- 3>tl _ ! 24 1 0 1- 2 _ &l - Jtél? ’
l K ! (L—t) " mdt(1—t)r  (1—0)" [§0 — t&o]
folgt f(t&) = P(to,&). Wir haben dabei benutz(£)! (1 — ¢)~*|— = ("*17") fur & > 0,
Im Falln = 2 genugt—1 +2/(1 —t) = (1 — ) /(1 — t)2.

Wegen der Proportionalitat der zonalen harmonische Batgw; (x, §) = const(l) - Z;(z, §)
genligt weget¥; (£, &) > 0 fur const(l) = 1 die gezeigte Gleichheit in den Punkter= ¢ - .
Dies zeigt, daf? alle Taylor Koeffizienten der harmoniscb&hFunktion f (z) — P(x,&y) im
Mittelpunkt zy = 0 der KugelU = {x | |z| < 1} verschwinden. Aus Lemma 9.8 im nachsten
Abschnitt folgt daherf (z) = P(x, &) aufU. O

Eine geringfugige Modifikation des Beweises zeigt analog

Satz9.4. Furn >3 undk =n — 2seiU(x, &) dasCoulomb oderNewton Potential

Uz,§) = mz( ) Te—&[~ 5\\“ ‘

Fur alle x mit |z| < |£] gilt dann

Uw,€) = Y20 o - Zilw, )€1

Die Reihe konvergiert auf jedem Kompaktum der Kdgel|z| < |£]} absolut und gleichissig.
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9.3 Orthogonalitat

In diesem Abschnitt sei > 2. Fir reelle Zahlerd < p < Rundr € [p,R] seiX =
X|[r, R] die abgeschlossen¢ugelschaleim R™ mit den Radiernp und R um zy = 0. Sei
V € R" eine offene Teilmenge, welch€ fur aller € [p, R] enthalt. Fir harmonische Funktion
f(z),g(x) € C*(V) liefert die Greensche Formel folgeniertauschungsformetl Die linke
Seite der Greenschen Formel verschwindet we§éf) = A(g) = 0 und man erhalt

Sox [ 2iny Oi(g)xdai = §,5 g 350, 0i(f)xd; |.

Daraus leiten wir das nachste Lemma ab. Beachte daXuist die Vereinigung der beiden
SpharenS(R), S(r) vom RadiusRk undr, aber jeweils mit unterschiedlicher Orientierung

0X = S(R) — S(r).

Die Vertauschungsformel zeigt daher, cjg[;) >0 (g)mi—gs(r) g >; 0i(f ydx; unabhangig
vom Radius- € [p, R] ist.

Definition. Fur harmonischeg(z) e C* (V) und P(z) € H;(R™) undr € [p, R] setzen wir

<f7 P>r = f(l‘)P(.%')O’n_l(.%') :
S(r)

Lemma 9.5. Istg(x) = P(z) ein harmonisches Polynom alif* und f(x) eine harmoni-
sche Funktion auf einer offenen MenigeS R", welchel J, ., 5 S(r) enttélt, dann existieren
Konstanterv = «(P, f) und 3 = B(P, f), welche nicht vomr € [p, R] abhangen so daR Uf
k=n—2qgilt

(k+20)-{f,P)r=a + B-r "2,

Beweis. Die Kelvin Transformierte g(z) = P*(z) = P(z)|z| " % des harmonischen
PolynomsP(x) hat eineSingulari&it im Punktzg = 0 [im Fall (n,l) = (2,0) setzeg(x) =
log(r)], ist aber harmonisch auf der offenen Merige{xz(}, welcheX = X (r, R) enthalt. Wir
wenden nun die oben angegebafegtauschungsformelan firg = P* und f. Wegen

P(z)z; 0;P(x)

||x||n+21 ”x”fﬁ-Ql

dig(z) = —(k +21)

gilt
f@)P@)on-r(x)  f(z) 2, 0:(P) xdi

||x||n+21 HwHH-&-Ql

z) Z 0i(g) #dw; = —(rk + 21)

Die Nenner sind Potenzen verund damit konstant auf der Randsphaife). Nach der Vertau-
schungsformel ist dah%(r 2 0i(g) *dx; — Sso» 9> 0i(f) * dx;, also

—Q = (""3 + 2l)<f P>7" ,.;+21 f f 2 a *dwz H+2[ f 2 a *dwi’
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unabhangig vom € [p, R]. Analog zeigt die Vertauschungsformel angewendeyfér P und f
die r-Unabhangigkeit von

8= JS(T) f(x)ZZ:aZ(P) wdr; — JS(T) P(m)zllal(f) «dz; .
O

Fur (n,l) = (2,0) Uberlassen wir es dem Lesgf, 1), = }Q Ss(r) f(z)o1(z) = a+b-log(r)
Zu zeigen mit einem analogen Argument.

Lemma 9.6. SeiU eine offene Kugel vom Radius R umzy. Wir nehmen an < R. Dann
gilt fur harmonisched (z) € C*(U) und harmonische®(z) € H;(R")

. <f7P>1:<f,P>

. {f, P), hangt nicht ab von der Wahl van

=

N

3. Verschwinden die Taylor Koeffizient&n(f)(x) fur v < I, dann giltlim, ,o{f, P), = 0.

4. (Hp(R™), Hy(R™)) = 0 fur m + L.

ol

. BEsdqilt(f, P) = lim, ,o(f, P)» = (Ti(f), P).

Beweis. Behauptung 1 ist trivial. Behauptung 2 folgt aus Lemma 985f (&) nach Annah-
me stetig im Punkizy = 0 ist und deshalb fur — 0 das Integrak f, P), beschrankt bleibt.
Daraus folgth = 0 und (x + 21) - {f, P), = ain Lemma 9.5. Beachte + 2/ > 0 ausser im Fall
(n,1) = (2,0); dieser geht aber analog. Fir Behauptung 3 betrachteniavitaylor Koeffizien-
tenT,(f) von f(z) im Punktzy = 0 (siehe Abschnitt 5.5). Au$, (f) = 0 fur allev < [ und
Lemma 5.12 folgtf (x) = ||’ - H(x) fur eine stetige Funktiod/ auf U mit H(0) = 0. Wegen
frz)P(ra)o,_1(rz) = 237« H(rz)|z|™ f(x)on_1(z) fur z € S = S(1) folgt Behaup-
tung 3 audim,_,oH (rz) = 0. Behauptung 4 folgt aus den Behauptungen 1,2,3, denn wegen
{f,g) = {g, [y ist obdAm > . Fur die harmonische Funktidn(z) = f(z) — 3. _ T,.(f)(x)
folgt lim, ,o(h, P), = 0 aus Behauptung 3 und Abschnitt 5.5. Wegen Behauptung 1 und
2 ist daher(h, P) = 0 und damit{f, P) = an:O<Tm(f),P>, wegen Behauptung 4 also
{f, P) ={Ti(f), P). Dies zeigt Behauptung 5. O

Lemma 9.6.5 und Lemma 9.1 zusammen ergeben
Satz 9.7. Die FunktionenP, ;. () bilden eine Hilbertraum-Basis vob?(S).
Aus Lemma 9.6.3 folgt

Lemma9.8. Verschwinden alle Taylor Koeffizienten einer harmonisdbhamktionf € C*(U)
im Mittelpunktz, einer offenen Kugdl/, dann verschwindef aufU.
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9.4 Harmonische Funktionen sind analytisch
SeiU c R" eine offene Menge und
f:U->R

eine harmonische Funktion alUf. Sei die abgeschlossene Kugel vom Radiusm zy in U
enthalten
{z ||z —zo| <R} < U.

Fur die SphareS (R, xo) mit Mittelpunkt ;o und Radiusk gilt dann im Fallzg = 0

Satz 9.9(Poisson Formel). Unter obigen Voraussetzungen gilir falle = in der Kugel B
definiert durch|z — zo| < R

F@) = sy Ssman OB 0, 1(6)].

Im Spezialfallz = zq gibt dies die folgendMittelpunktsformel

Satz 9.10. SeiU offen imR™ und f € C*(U) eine harmonische Funktion.UF jede abge-
schlosse Kugel vom Radiusn U mit Mittelpunktz gilt

f(zg) = W . SS(T) flx 4+ z9)op—1(x)|.

Beweis. Zum Beweis der Poisson Formel sei obd{ = 0 und R = 1. Das Integral auf
der rechten Seite definiert eine Funktigfi) auf B. Wegen Lemma 9.8 genugt es, dal3 alle
(h6heren) Ableitungen vofi undg in zo Ubereinstimmen. Zum Beweis entwickeln wiauf B
mittels Satz 9.4 in eine konvergente PotenzreiMertauschen von Summation und Integration
(Lemma 3.8) liefert

o) = Lf(f)P@,@an_l(s) -3 Lf@)zl(x,s)an_l(s) |

Die Summandef, f(£)Zi(z,£)on-1(§) = (Zi(§,x), f(£)) sind homogen vom Graldn z, al-
so die Taylor Koeffizienteff;(g)(z). Wegen Lemma 9.6.518¥; (¢, x), f(&)) = {Zi(§, x), T;(f)(§)),
und nach Abschnitt 9.1 dann glei@(f)(x). Also qilt T;(f)(z) = T;(f)(z) fur alle!. O

Die selbe Argumentation zeigt unter gleichen Vorausse&zaon

Satz 9.11. Die harmonische Funktiorf(x) lasst sich umeg (hier obdAzy, = 0) in eine
konvergente Potenzreihe vom Konvergenradiu® entwickeln

flx) = 3% A=)

'Die Konvergenz ist gleichmassig filr festes S und allez aus dem kompakten Kreisring. Wegen ¢ (n, R)-
Invarianz vonP (z, £) ist sie daher auch gleichmassig fir alle solclhamd alle¢ € S.
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Die FunktionenP;(z) € H;(R"™) harmonische Polynome alf” homogen vom Grad, und
gegeben durch

B(x) = 7 55 f©Z(x,€)on1(8) |-

Bemerkung. Der Konvergenzradius der Potenzreihenentwicklung isedanindestens (!) so
grof3 wie der Radius jeder Vollkugel umy, die vollkommen im Definitionsbereicli von f
enthalten ist.

Aus der Mittelpunktsformel kann man ohne Milhe das sogdaedviaximumsprinzip fol-
gern: Nimmt eine harmonische Funktioh: U — R auf einer offenen Mengé < R" ihr
Maximum (Minimum) in einem Punkg € U an, dann istf konstant auf jeder offenen Kugel in
U mit Mittelpunktz.

9.5 Entwicklung auf Kugelschalen

Sei X = X|[p, R] eine abgeschlossene Kugelschale Uh& R" eine offene Menge, di&
enthalt. ObdA sei < p < R und

f:V >R harmonisch

Fur das Eulerfeld? gilt r2A(Ef) = E(r?>A(f)) = 0. Deshalb ist aucl’ f harmonisch auf/,
und damit auchE™ f fur allem € IN. Aus der Kettenregel folgtd%f(rg) = (Ef)(rf).

Satz 9.12. Eine aufl” harmonische Funktioffi(z) lasst sich auf KugelschaleXi[p, R] ¢ V
in eine_absolutind gleichrassigkonvergente Reihe entwickeln der Gestalt (siehe Absdhidijtt

fly) = 202 Zzﬁ(HZ(Rn))(GZk'H,k(y) +bu - P (y) |-

Im Fall (n,7) = (2,0) wird hierbei P, (x) formal durchlog(r) ersetzt.

Beweis. Wir wollen f auf X[p, R] in eine Potenzreihe entwickeln. Die Einschrankung von
f auf jede Spharé(r), fur r € [p, R], definiert eine stetige Funktion adir) und ist somit in
L?(S(r)) enthalten. Fir harmonische PolynoRes H;(R") gilt daher durch Transformation
auf die Einheitsspard, mittelsy = £ und der Notatiory,.(§) = f(r§),

L Fr(©P(E)op_1(§) =r " FWP)on_1(y) = arl +br "

S(r)

fur gewisse Konstantet, b, welche nur vorf, P abhangen, aber nicht venLetzteres folgt aus
Lemma 9.5, wobei wir der Einfachheit halber, ) £ (2,0) angenommen haben! Anwenden
von rd% liefert auf Grund des Vertauschungssatzes 4.32

L(Ef»(&)P@)anl(s) —loart = (L4 R) bl
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und damit3== - ar! = (f. + 7= (Ef),, P), beziehungsweise wegénd )™ f, = (E™ f),

(2l + r)l '
[+ kK

= (E"f)r + (B ), Py

I+k
Das Skalarprodukt rechts kann durch- maxees |P(£)| abgeschatzt werden fir eine Kon-
stantec;, welche nur vonf und m abhangt aber nicht voh Flr P = P i,a = ay, lie-
fert dies die Abschatzungen;,r!| < 1" maxges | P i(€)| fir eine Konstante®;, wel-
che nur vonf abhangt. Fur festésist daher der Ausdrucgdlm Hu(R™)) laig, - P i (r€)| durch
Cyl—™ Zzﬂ(Hl(R ) maxees (P, ,(€)?) abschatzbar. Aus Lemma 9.2 uﬁ@% Cy- 1"

folgt
dim(H; (R™))

D e Pr(ré)| < GG 1mT

k=1
Wir konnen hier obdAn > n + 2 wahlen.Ahnlich kann mar’, bu, Py, (r§) abschatzen. Gilt
x € Sundr € [p, R], folgt daraus fury = r -z € X[p, R] die absolute und gleichmassige
Konvergenz der Reihe

oo dim(H;(R™))
= > > (awrt Fbur™ ) P(z) .
=0 k=1

Damit ist die rechte Seite der Formel in Satz 9.12 wohldefiniad harmonisch auf ihrem
DefinitionsbereichX [p, R]. Weiterhin haben die linke und die rechte Seite der Form&8atz
9.12 die selben Skalarprodukte mit allen Funktionen debétitaum-BasisP, . (x) (Satz 9.7)
von L?(S). Deshalb sind beide Seiten f.i1. gleich als Funktion $uKorollar 7.7) bei festem

r. Damit sind beide Seiten gleich auf gaf§zaus Stetigkeitsgriinden (Satz 2.24 und Lemma
7.9). AusPy(y) = r' Py (z) resp.P¥,(y) = r~'="P (z) resp.f(y) = f,(x) folgt daher die
Behauptung. ’ O

Satz 9.13(Hebbarkeitssatz). SeiB = {x € R" | |z — zo| < R} eine offene Kugel und :
B\{zo} — R eine harmonische Funktion. I§tbeschankt auf{z + xy € R" | |z — x| < r}
furein0 < r < R, dann Bsst sichf zu einer harmonischen Funktion auf gaBZortsetzen.

Aus Lemma 9.5 folgt wie im Beweis von Lemma 9.6.1 aus der Béstttheit vonf das
Verschwinden der Koeffizientdn= by;. Damit folgt das Resultat leicht aus Satz 9.12.

9.6 Die Potential GleichungAy =

Fur eine gegeben€®-Funktionp : R®™ — R suchen wir Losungerp : R® — R der
Potential Gleichung

[Ap() = p(x)].

Hat man eine Losung(z) gefunden, dann ist jede andere Losung von der Gestalt+ f(z)
fur eine harmonische Funktiof: R™ — R. Unter geeigneten Bedingungen an das Abklingen
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der Losungen im Unendlichen ist die Losung der Poissorc@leg eindeutig, d.hf(xz) = 0.
Dazu benutzt man

Satz 9.14. Beschéankte harmonische Funktiongh: R™ — R sind konstant.

Beweis. (Im Prinzip ist das Satz 9.13). Wir zeigéyi(z¢) = 0 fur alle zy € R™. Dann folgt
die Aussage aus dem Mittelwertsatz. Zum Beweis dffxy) = 0 ist obdAxy = 0. Satz 9.9
und Satz 4.32 zeigen

WO = g [ OAPE G001 (E).

Aus |vol(S)0; P(x,€)z—o| = n|&||I€]™™ < nRY=™ folgt [vol(S)d; f(0)] < R~2 - vol(S)R™ -
nRI=" = %g(s), also?d; f(0) = 0im LimesR — o0. O

Satz 9.15(Existenz). Fir p(z) e CP(R™) undk =n —2 > 0ist

QD(y) - limR_mo,r—»O SX(T‘,R) %dfﬂl R d.’En

in C*(RR™) eine wohldefinierte @sung der Potential Gleichung

p(@)
A(m)ol(S))

= p(x).

Bemerkung. Nicht ganz korrekt, dafur aber intuitiver vom physikalien Standpunkt aus,
kann man das Integral(y) auch in der Fornp(y) = (. %wn schreiben. Auf diese Weise

lasst sich die gefundene Losun: o(l$()S) der Poisson Gleichung deuten als eine Verschmierung
desCoulomb oderNewton PotentialsU (x, y) im Punkty

1
Ulr,y) = rodl(Qe—glF | » BTN 2>0.

Beweis. Der LimesR — oo des Integrals existiert, da(z) kompakten Trager hat. Der
Limesr — 0 existiert, wie man sofort durcbibergang zu Polarkoordinaten sieht

= L Ay (©)rn

0

Fury € K, K kompakt kann man das Integral obdA uUber einen kompakteaiger € [0, ]
erstrecken. Dann zeigt Satz 4.32, dal3 Differentiation gauit der Integration vertauscht. Also
ist o(y) unendlich oft partiell differenzierbar und es gilt

o ) A, p(x +
Ayply) = J Ayp(ré +y)rdro,—1(§) = lim J Mdm coeday, .
0 Jees X(r,R)

R—00,r—0
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WegenA p(z + y) = Azp(xz + y) kann man die Greensche Formel anwenden. Obd/& s
grofR3, daI?g( ) = p(z + y) fur z € S(R) verschwindet. Dann liefert die Greensche Formel fur
fx) = ||fo»; wegenA,(f) =0

im J ij)d 1 dxy,
R—00,r=0 Jx(r,R) ||
= lim 2, 0ip(@ : y) *da; — lim plx + y)zai% *dx; .
0 Jg(r) r =0 J5(r) = ||z

Der erste Limes Uber da$(r)-Integral verschwindet, daol(S(r))/r" fur r — 0 gegen Null
geht. AusY’, 0; ix *dx; = —rk|z|' " Y, & xdx; = —k|z| 0,1 folgt daher

1
HEE Izl

Ayp(y) = /ihmf plx +y)|z|"on—1 = rvol(S)p(y) .

Bemerkung. In derElektrostatik reduziert sich die 1-Form (siehe Abschnitt 5.8) auf
A=-U(zx,y,z)dt

und der Vierer-Strom auf

Jj= plz,y,z)dt.
Die Maxwellgleichungen vereinfachen sich zu der Gleichi{g(x, y, z) = p(x,y, z) fur die
statische Ladungsverteilung= p(z,y, z). Das Losungspotentidl wird durch Satz 9.15 ge-
liefert. Das physikalische Postulat, dafd im Unendlichen lddisungU (x, y, z) abklingt oder
zumindestens beschrankt ist, impliziert daf? die Lostirdurchp (bis auf eine Konstante) ein-
deutig bestimmt ist.

Bemerkung. Verschwindet die Ladungsdichigz,y,z) = 0 in einer KugelschaleX um
einen Punktzy und sei obdAz, = 0 (dies ist die physikalisch typische Situation), dann ist di
PotentialU (x, y, z) eine harmonische Funktion im Inneren dieser Kugelschatekamn dann
nach Satz 9.12 dort in eine Potenzreihe entwickelt werdémnit man sogar atX = {z €
R" | |z| = p}, d.h. istR = 400, und nimmt man auBerdem d&n(z,y, z) sei beschrankt

auf X, dann folgt aus Satz 9.13 die harmonische FortsetzbarkeiKdlvin Transformierten
U*(x,y,z) von{z £ 0 € R" | || < ;} auf die offene Kuge{« € R" | |z < 1} Damit lasst
sichU(z,y, z) im Bereich| X | > R + ¢ in eine absolut und gleichmassig konvergente Reihe

der Gestalt
0 k=+I

Ulz,y, 2 22 bkt - Py (2,9, 2)

1=0 k=—I
entwickeln fur gewisse Koeffizienteh,; (fir jedese > 0). Aus der Kenntnis vori/ auf X,
d.h. aus dieser Entwicklung, kann man die Ladungsdiplaesserhalb voX aber nicht rekon-
struieren! Im Gegenteil: FUr den Beobachterinerscheint es eher so, als sei alle Ladung in
infinitesimaler Nahe des Ursprunggs = 0 konzentriert Multipolentwicklung )!
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10 Ausgevahlte Anwendungen Il

10.1 Kugelvolumina

Sei E™ S R die Einheitskugel, d.hz € E™ < |z| < 1. Aus der Substitutionsregel fur
Integrale folgt (benutze Lemma 8.9)

[vol({z € R™ | 2] < B}) = c(n) - B |

wobeic(n) das Volumen der Einheitskugeln) = vol(S™) ist.
Um die Konstante:(n) zu berechen betrachten wir fur reelles- 0 zuerst das Integral
1
I, = J (1—2%)"dx .

0
Durch patrtielle Integration sieht man sofdyt = %IT,L Fur halbganzes kann man daher
I, induktiv berechnen auk, = 1 (trivial) und I, = §. [Beachtel , = Sé(l — 222y =
§772 cos?(t)dt = 0+ §7/% sin?(¢)dt mittels der Substitution: = sin(t) und partieller Integration.
Vermogesin®(t) = 1 — cos?(t) ergibt dies2I; j = Sg/Q dt = 7/2.]

Lemma 10.1. Esgilte(0) = ¢(1) = 2 sowiec(n) = 2¢(n — 1) -Ianl.
Dies liefert rekursive(0) = 2, ¢(1) = 2,¢(2) = m, ¢(3) = 47/3, c(4) = 72/2, c(5) = 87%/15
Uusw.

Beweis. Das letzte Lemma folgt aus Korollar 6.11 (Satz von Fubini: Mében dieses Re-
sultat zwar nur fur stetige Funktionen bewiesen, abebestiagt sich sofort auf monoton fallen-
de Limiten stetiger Funktionen und gilt deshalb auch finl&ionen der Gestalt g~ () - f(x)
fur beliebige stetige Funktionef(z) auf [0, 1]™. Eine solche Funktiorf (x) nennt marzonal,
wenn sie nur von der Variable, abhangt. Fir zonale Funktionen gilt dann nach Fubini

1
J[O,l]” X)) = 1_1(1[0,1]711 Xiellgiz<1-22) (§)dE) f (1) dx

und wegen der obigen Formel fir das Kugelvolumen somit

1
f(x)dz = c(n—1)- fl f(x)- (1 =a2) D 2qg .

E"
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Im Fall f(x) = 1 folgt daraus unmittelbar der Beweis des letzten Lemmas. O

10.2 Kugeloberfiche

In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall der KugelobetEo)M = S™~! der Einheits-
kugel E™ im R™. Wir haben dien — 1-Formo,,_; in A" }(R™) und ihren Pullback auf die
Sphare benutzt um das Standardintegral@ef S”~! zu definieren. Die Kugeloberflache (das
Wort Oberflache ist natrlich ein Sprachmissbrauch in &isionem + 3) ist damit definiert
durch

vol(S) = Lanl.

Zur Erinnerung: Die drehinvariante Differentialforam, | € A"~!(RR") ist gegeben durch

On—1 = Qg @i *dx; = ﬂd(%rQ) .

Zum Beispieloy = xdy A dz + ydz A dx + zdx A dy im Falln = 3. FUrw,, = dxy A - -+ Adzy,
gilt
dop,—1 = n-wy .
Diese Bedingung und die Drehinvarianz unter Drehunteim der orthogonalen GrupO(n, R)
(in allen Teilebenen in def j-Koordinatenrichtungen fiir < i < 5 < n) bestimmen die Form
o = o,_1in A"~L(R") eindeutig*
Aus dem Satz von Stokes fol§t, , 0,1 = {5 don—1, also

Lemma 10.2. Firdas Volumen(n) = vol(E™) der Einheitskugel gilt

Sgno10n1=mn-c(n)|.

Wir nennen dig(n — 1)-Differentialform o,,_; die Kugelflachen Formim R". Zusammen
mit der Berechnung von(n) im Abschnitt 10.1 ergibt sich daher fini(S) = {4, 0,1 der
Wert

vol(S) = 2, 2m, 4, o2, .-

inden Fallem =1,2,3,4,---.

In der FuRBnote wird unter anderem gezeigt, dal3 die der Kagbdhforny,,_; zugeordnete
Potentialform p € A"~1(R™\{0})

n—1

Tn

p:

)

Uste =) fi(x) * dx; invariant unter allen Drehungel = M () in Richtung detr:, zo-Ebene mit Winkelrny,
d.h. git M* (o) = M, dann folgtfi (z) = cos(a) f1(cos(a)x1 + sin(a)xz2, —sin(a(a)z1 + cos(a)z2),..) —
sin(a) f2(cos(a)z1 + sin(a)zz, —sin(a(a)z1 + cos(a)zs,..)) fur alle a. Wenn man diese Relation nach
ableitet unda = 0 setzt, folgt daraug:; f(z) = z2f1(x). Macht man dies analog fur andere Koordinaten-
Ebenen, so folgf;(z) = z; - f(x) fur eine Funktionf (z), welche auf Spharen konstant ist und daher nur vom
Radiusr abhangt. Als& = f(r)-o,—1. Fordert man noclo = n-wy, sofolgtausic = df A on—1+nfw, die
inhomogene lineare Differentialgleichudy’_, :0: f (x) + nf(x) = n, oder wegem; f(r) = £ 4L f(r) dann
r-L f(r)+nf = n.Also f = 1plus eine Losung(r) = c-r~" der homogenen Gleichung g(r)+ng(r) = 0.

Nur fir ¢ = 0 ist diese Losung differenzierbar im Punkt Null.
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welche einen Singularitat im Nullpunkt besitzt, eine ddésssene (rotationssymmetrische) Dif-
ferentialform aufU = R™\{0} ist:
dp=0.

Bei Integration {iber die Sphass'~! liefert die Potentialform dasselbe Integral(n) + 0 wie
die Oberflachenformr,,_;, dar = 1 ist auf der Einheitssphare. Wir zeigen nun, daf3 deshalb im
GebietU das Poincare Lemma nicht gilt (siehe auch Seite 73 imsFall2)

Lemma 10.3. p ¢ dA™ 2(U).
Beweis. Ausp = dn fir einn e A" 1(U) folgt nc(n) = §gu1w = §g.—1 dn. Man be-

nutzt jetzt eine starkere Version (!) des Satzes von Stékies ohne Beweis) und erhalt den
Widerspruchd + nc(n) = §g,1 dn = §,6.-1 7 = 0 wegendS™ ! = . O

10.3 Der Residuensatz

Seie > 0 und f(z) eine in einer unmx, gepunkteten Kreisscheilié holomorphe Funktion
f: U={zeC|0<|z—2 <e} — C.

Satz 10.4(Laurent Entwicklung).  f(z) ist dann auf jedem kompakten Kreisringlhin
eine absolut und gleichassig konvergente Potenzreihe entwickelbar

f(2) = Y2ga-(z—20)" + X2 b (z—20)7"|.

Man nennt den Koeffizien{ dasResiduum Res., (f) der Funktionf bei z.

Beweis. ObdAz, = 0. Nach Lemma 5.8 sind Real- und Imaginarteil vbfx) harmonisch.
Die harmonischen Polynome #;(IR?) sind Re(z!) und Im(z') und somit folgt aus Satz 9.12
die Existenz einer Entwicklund(z) = ag+bo-log(r)+372 (az! +@ 2 )+ 352 (hiz 7t +-bz 1.
Nach Annahme gild, f = 0 fur 0, := 0, +1id, (siehe Abschnitt 5.2). Gliedweises Ableiten mit
0. gibt 82 + 377 1@t — 32 1zt = 0. Esfolgthy = b = a; = Ofurallel £0. O

Bemerkung. Der letzte Satz liefert finy : [0, 2] mit y(¢) = zo + 7 - exp(it) UNd0 < r < &
die Formel

Svf(z)dz = 2mi- Res.,(f) |-

Satz 6.9 zeigt namlich) f(z)dz = Y2y ai-§ (2 —z20)'dz + X2, bi-§. (2 — 20) ~'dz. Beachte
J (z — 20) 1dz = 2w sowie J (z—20)"dz=0, (n £+ —1)
Y v

wegen(z — zp)"dz = d% fur n + —1 (fur beides siehe Abschnitt 5.2).
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Lemma 10.5. Ist f : U — C eine holomorphe Funktion und it eine sternfrmige offene
Teilmenge voi®, dann giltg7 f(2)dz = 0 fur jeden geschlossenen We@n U.

Beweis. Nach Lemma 5.4.1 ist die Differentialformm = f(z)dz fur holomorphesf(z)
geschlosseniw = 0. Ist der Definitionsbereicl/ von f offen und sternformig, folgt aus dem
Poincare Lemma die Existenz eines Potentjaigit w = d¢. Ist+y : [a,b] — U ein Weg inU,
gilt alsong = ¢(v(b)) — ¢(y(a)). Ist der Wegy in U geschlossen, folggt7 f(z)dz=0. O

Sei nunQ = [ay,az] x [b1,b2] €in beschrankter Quader iR?. Wir entfernen aus) offene
Kreise vom Radius > 0 um die Eckpunkte und erhalten eine abgeschlossene MEndiach
Konstruktion giltX c Q. SeiU eine offene Teilmenge voR? mit X < U und seif : U — C
eine holomorphe Funktion. Wurde> 0 klein genug gewahlt, enth&lf eine sternformige offe-
ne Teilmengd/ < U welche ganzX enthalt. Wegen Lemma 10.5 folgt dardyg f(z)dz = 0.
Dies zeigt

Lemma 10.6. Sei@ c R? ein Quader und’/ — R? eine offene Menge, welclig enttilt.
Seienzy, .., z; endlich viele Punkte i@\0Q und seif : U\{z,..,2} — C holomorph. Dann

gilt

ﬁ SaQ f(z)dz = Zf/:l Res., (f) |-

Beweis. Wir zerlegen den Quadeap in endlich viele Teilguader so, dal® alle Punkie
fur v = 1,..,1 zu Eckpunkten werden. Wir wahlen daan> 0 klein genug so dal3 das In-
nere aller Teilguader nach Herausnahme kleiner Kreissehevom Radius um die Eck-
punkte sternformig wird. Seien, : [0,27] — U kleine Kreisringe inU definiert durch
W (t) = 2, + & - exp(it). Dann giltsL; ., f(2)dz = 3, 55§ f(2)dz, denn die Differenz
beider Seiten schreibt sich als eine endliche Summe vogrhdtmg,y f(z)dz uber Wege, die in
einem sternfoérmigen offenen Teil vdnhenthalten sind und daher nach Lemma 10.5 verschwin-
den. Ists klein genug, dann liegt, in U und f ist holomorph aufz | |z — z,| < 2¢}. Daraus

folgt -+ S% f(2)dz = Res,, (f), wie oben gezeigt wurde. Dies zeigt die Behauptung. O

2mi

10.4 Warmeleitungskerne

2
[Ed]

Die Funktion f,(z) = ¢ /2¢~™: ist definiert aufR-o x R™ und stellt dort eineC'*-
Funktion dar. Man zeigt leicht, dal3 sie dort eine Losung Riffierentialgleichung (die soge-
nannteWarmeleitungsgleichung

dmdifi(z) = Afi(x)

ist. Wir studieren im Folgenden das Verhalten der Funktiomeéchtsseitigen Limes— 01 (im
Spezialfalln = 1). Im physikalischen Kontext bedeutet dies in der Regelweder die Zeitt
geht gegen Null oder die Temperatur oder Eneijie % geht gegen unendlich. Man nennt die
Funktion f;(z — y) denWarmeleitungskern.
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12 .
Lemma 10.7. Firt > 0und fy(z) = t~/2e7™7 gilt

JR fi(2)dz =1

Beweis Man reduziert dies mittels Variablensubstitution auf @pezialfallt = 1, der in
Lemma 7.13 bewiesen wurde. O

Fur0 < ¢ < § kann das Integra@m)é fi(z)dz durchSlel tl% exp(—w%xQ)dx, oder damit
STO tl% exp(—w%y)dy = % -exp(—ﬂ%) < c(O)t'/2 fuir ¢(0) = w abgeschatzt werden.

Lemma 10.8. Fir eine beschinkte stetige Funktion(z) auf R gilt?

9(0) = limy_,o+ §p 9(2) fe(x)dz |.

Beweis. Indem mang(z) durchg(z) — g(0) ersetzt kann obdA(0) = 0 angenommen
werden [benutzé f;(z)dz = 1]. Nach Annahme giltg(z)| < C fur eine Konstante>. Wegen
der Stetigkeit vory gibt es fure > 0 eind > 0 mit |g(x) — ¢g(0)| < e fur |z| < §. Es gilt
| Slw\@ g(x) fr(x)dx| < € SM@ fi(x)dz wegenf(x) = 0. Weiterhin ist| S‘Of;'}é g(x) fi(x)dz| <
C_ﬁ\% fe(z)dz. Furt < ¢ ist dies wie oben gezeigt Cc(d) - t'/2 und geht gegen Null im
Limest — 0. Es folgt

—e- i dr < 1 dr < +e- i dx .
e lim | f@yde < Jim | g(@)fie)ds <+ i | fle)ds

Aus i fi(z)dx = 1 (Lemma 10.8) folgt dann sofort die Behauptung. O

2Insbesondere gilt hier im Fafl(0) + 0 also g(0) = lim,_, o+ S 9(@) fe(x)de + (g lim, o+ g(@)fe(z)dz = 0.
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