Ubungen zur Héheren Mathematik fiir Physiker III Blatt 8

Musterlosung zu Aufgabe 4: Haar-Wavelets Wintersemester 2014

4. Aufgabe: (34+4=7 Punkte) Man kann eine Hilbertraumbasis von L?([0, 1]) wie folgt
konstruieren: Mit

1 0<z<y,
Y:R—=C, ¢)=<-1 L<az<i,

0 sonst

definiere fp, () = 22 - h(2"x — m) fiir m,n € Ny mit 0 < m < 2". Zeigen Sie:

(a) Die fp m bilden zusammen mit der konstanten Funktion 1 ein Orthonormalsystem.

(b) W:=C-1® @ C- fm liegt dicht in L*([0,1]) beziiglich der L>-Norm.
n,m
Hinweis zu b): Zeigen Sie nacheinander: (i) W/ =R-1®& D, ,, R fum ist ein Verband
und punktetrennend, (ii) fiir jedes g € C.([0, 1],C) sind jeweils Real- und Imaginérteil
von g wegen Satz 8.12 Grenzwert einer gleichmiflig konvergenten Folge von g, € W’ und
(iii) verwenden Sie: C.([0, 1], C) liegt dicht in L2([0,1]) wegen Lemma 8.6.

Bemerkung: Die Definition

1 D<e< %,
Yx)=< -1 L<a<l,
0 sonst

ist aus technischen Griinden giinstiger, fiihrt aber zu den selben L2-Aquivalenzklassen.
Im Folgenden wird diese alternative Definition verwendet.

Lésung:

Orthogonalitét: Wir zeigen, dass (1, fnm) und (fnm, farm) fir (n,m) # (n/,m’)
verschwinden. Die Funktion f, ,, hat Triger in (m2~", (m +1)27"].

(b) Fiir n =n’ und m # m' haben fy, 1, fn/m disjunkte Triiger, also <fn7m7 fn,7m,> =0.

(c) Sei nun oBdA n > n'. Auf dem offenen Intervall (m2~", (m +1)27") nimmt f,

einen konstanten Wert ¢ an. Also gilt wie oben
(m+1)27" (m+1)2—"
fn,mfn/,m/dx = C/ fmmdx =c-0=0.

m2—"

(Fnims Ft ) = /

m2-"m



Normierung: Es ist klar, dass ||1]|;2 = fol 12dx = /1 = 1. Es ist auch klar, dass

2 ! 2 (m+1)27" 242
| famliz = /0 | frm|?dz = / (2V2)2dz =27 (m+1—m) - 2" = 1.

m2—"

Treppenfunktionen: Wir zeigen zunichst, dass fiir ganze n,k mit 0 < k < 2" die
charakteristische Funktion g, ; des halboffenen Intervalls (k-27",(k+ 1) -27"] in W’
liegt. Wir verwenden vollstdndige Induktion iiber n:

Induktionsanfang: Fiir n = 0 ist goo =1 € W'.

Induktionsannahme: Angenommen g, € W’ fiir alle k = 0,...,2" — 1.

Induktionsschritt: Sei k = 0,...,2"t! — 1 beliebig.

Falls k gerade, so ist 2gn41k = gpr/2 + 2 n/2 . Ink/2 € w’.

Falls k ungerade, so ist 2g,4+1k = gn,(k—1)/2 — 2 n/2 . In,(k—1)/2 € w'.
Verbandseigenschaft: Nach Konstruktion ist W/ =R -1 @ @mmR - fn,m ein reeller
Vektorraum. Sei nun f € W’ eine endliche Linearkombination aus 1 und den f,, ,,,. Fiir

geeignetes n' € No und alle & = 0,...,2% — 1 ist |f| konstant auf den halboffenen
Intervallen (k- 27", (k+1)-27"]. Also ist |f| Linearkombination aus 1 und den G -

Punktetrennend: Seien 0 < z < y < 1 und a,b € R reelle Zahlen. Wéhle n € Ny so
grofl, dass |x — y| < 27". Wihle k € Ny mit

< k27" <y.

Die Funktion f,, = al+ (b—a)(gn i+ -+ gn2n—1) hat die gewiinschten Eigenschaften:
foy(@) = a, fz4(y) =bund f;, ist jeweils stetig in einer Umgebung von z und von y.

Approximation von C,([0, 1])-Funktionen: Nach Satz 8.12 gibt es zu jedem reellwer-
tigen f € C.([0,1]) und jedem € > 0 ein g € W, sodass || f —g|loc = sup, |f(z)—g(x)| <e.

Der komplexwertige Fall: Sei f € C.([0, 1], C) beliebig mit Realteil Re(f) und Ima-
ginérteil Im(f) in C.([0, 1]) und sei € > 0. Nach dem letzten Schritt gibt es dann ¢g; und go
in W’ mit ||[Re(f) — g1lloo < €/2 und ||Im(f) — g2|lco < €/2. Also gibt es g = g1 +igo € W
mit [|g = flloo < [lg1 = Re(f)lloo + [lg2 = Im(f)l|oo < €.

Normabschiitzung: Ab jetzt gehen wir zu L?-Aquivalenzklassen iiber und verwenden
fiir beschriinkte messbare quadrat-integrierbare g € £2([0,1]) die Abschitzung:

1
g2 = /0 l9%de < supg(@)]? = [lglI%.
T

Vollstiandigkeit: Sei f € L?([0,1]) und € > 0 fest gegeben. Dann gibt es nach Satz 8.6
im Skript ein g € C.(]0, 1], C) mit ||f — g||z2 < €¢/2. Nach dem obigen Schritt gibt es ein
h €W mit ||g — hllz2 < lg — hlleo < €/2, also ||f — hl|z2 < € und W dicht in L2([0,1]).



