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Wir betrachten das Lebesgue-Integral zum Standardintegral auf B = Cc(X) für X ⊆ R
k

mit k ≥ 1.

1. Aufgabe: (3 Punkte) Sei (fn)n∈N eine Folge messbarer reellwertiger Funktionen in
M(X) mit

∀x ∈ X : f(x) := sup
n

fn(x) < ∞.

Zeigen Sie: Dies definiert eine messbare Funktion f ∈ M(X).

2. Aufgabe: (4 Punkte) Zeigen Sie: Für reelles α < k ist

f : Rk → R ∪ {∞}, x 7→ ‖x‖−α

in L1

loc
(Rk), also lokal Lebesgue-integrierbar.

3. Aufgabe: (2+2=4 Punkte) Zeigen Sie: Der Grenzwert lim
m→∞

∫

m

−m
f(x) dx existiert in

R für m ∈ N>0 und

f : R → R, x 7→

{

1 x = 0,

sin(2πx)/(2πx) x 6= 0,

aber f ist nicht Lebesgue-integrierbar über R.
Hinweis: Sie können verwenden, dass f stetig ist.

4. Aufgabe: (2+3=5 Punkte) Zeigen Sie:

(a) f : R → R, f(x) = exp(−x2) ist Lebesgue-integrierbar mit I(f) > 0,

(b) berechnen Sie (I(f))2 = π in Polarkoordinaten.


