Aufgabensammlung Ho6here Mathematik fiir Physiker 111
Wintersemester 2014

1 Verbandstheorie

1. Aufgabe: (a) Sei f € C(R) eine stetige Funktion. Wenn [, f(z)¢(z)dz = 0 fiir
alle Testfunktionen ¢ € C2°(R) gilt, dann ist bereits f = 0.

(b) Sei f € C([a,b]) stetig auf einem Intervall [a,b] C R fiir a < b. Wir nehmen an: Fiir
alle Testfunktionen ¢ € C1([a,b]) mit p(a) = p(b) = 0 gilt fabf(x)go’(x)dx = 0.
Zeigen sie: f ist konstant.

2. Aufgabe: Sei X C R" eine nichtleere Teilmenge mit n € N+ . Zeigen Sie, dass C.(X)
die Axiome eines Verbandes erfiillt.

3. Aufgabe: Vervollstindigen Sie den Beweis von Satz 3.20 im Skript' durch einen
expliziten Beweis der folgenden Aussagen:

(a) Die Definition I*(g) := sup I(g,) fiir g, /g hingt nicht von der konkreten Wahl
der Folge (gn)n ab.

(b) Es gilt I (g) = I(g) fiir g € B(X).

(c) I'™: Bt — RT ist semilinear.

(d) Seien g;; * g; monoton konvergente Funktionenfolgen in B(X) fiir festes ¢ und

Jj — oo. Zeigen Sie fir F,, = max;yj—ngi;j, dass F,, € B(X) und dass F,, * f
monoton konvergiert.

4. Aufgabe: Zeigen Sie fiir eine beliebige Funktion f :Z — R:

(a) f € C.(Z) genau dann, wenn f(n) = 0 fiir alle bis auf endlich viele n € Z. [Sie
sollen hier insbesondere zeigen, dass f immer stetig ist.]

(b) I(f):= >_ f(n) ist ein abstraktes Integral auf C.(Z).
ne”L
5. Aufgabe: Seien f,, f € C.(R) fiir alle n € Ny sodass f, A f fiir n — oo. Dann gibt

es eine folgenkompakte Teilmenge K C R sodass f,(x) = 0 fiir alle n € Ny und alle
x € R\K.

6. Aufgabe: Fiir eine Funktion f : Z — R definieren wir eine Treppenfunktion f : R —
R durch f(z) = f(|z]). Hier ist || = max{n € Z; n < x} die GauBklammer. Zeigen
Sie fiir f € C.(Z):

| Fwya =3 o).

ne’l

!Lemma 3.21 in der gebundenen Version vom 15. April 2014.



2 Lebesgue-Integration

Wir betrachten das Lebesgue-Integral zum Standardintegral I auf B(R) = C.(R).
7. Aufgabe: Zeigen Sie:

(a) Sei f: R — R gegeben durch f(z;) = 1 fiir endlich viele z1,...,2, € R, und
f(z) =0 fiir alle anderen x € R\{z1,...,x,}. Dann ist f € L(R) mit I(f) = 0.

(b) Sei g : R — R gegeben durch g(z) =1 fiir x € Q und g(z) = 0 fiir x € R\Q. Dann
ist g Lebesgue-integrierbar mit I(g) = 0.

Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Beppo-Levi und beginnen Sie mit n = 1. Sie diirfen
verwenden, dass Q abzdhlbar ist.

8. Aufgabe: Zeigen Sie: Fiir reelles av < —1 ist

0 z<1,

fTR>R, 2z
% x>1

Lebesgue-integrierbar. Berechnen Sie das Lebesgue-Integral I(f).

9. Aufgabe: Der Grenzwert lim [/" f(t)d¢ existiert in R fiir m € N5 und
m—r 00

0 t<1,

fTR—=R, t— )
(=1D)"/n n<t<n+1mitn € Ny,

aber f ist nicht Lebesgue-integrierbar iiber R.
Hinweis: Wire f Lebesgue-integrierbar, dann auch |f|.

10. Aufgabe: Fiir eine Funktion f : Z — R definieren wir eine Treppenfunktion f
R — R durch f(z) = f(|z]). Hier ist |z| = max{n € Z;n < z} die GauBklammer.
Zeigen Sie fiir f € C.(Z):

/R fa)dz =Y £(n).

nez

11. Aufgabe: Zeigen Sie die Standardabschétzung I(|f|) > |I(f)| fiir jede Lebesgue-
integrierbare Funktion f € L(X).
Hinweis: Betrachten Sie f*(z) = max(f(z),0) und f~(z) = max(—f(z),0).

12. Aufgabe: Seien X C R and Y C RF nichtentartete folgenkompakte Quader. Sei
f(z,y) + X XY — R beliebig oft stetig partiell differenzierbar nach x [das bedeutet
(0x)" f existiert und ist stetig auf X x Y fiir alle n € Ng|. Zeigen Sie:

F:X >R, F(x):/yf(x,y)dy



ist beliebig oft stetig partiell differenzierbar nach x und es gilt

(0n)" () = / (00" f () dy.

Y

Hinweis: Insbesondere ist f stetig und hat kompakten Tréager. Verwenden Sie vollstéandige
Induktion iiber n.

13. Aufgabe: Der Grenzwert lim finm f(x) dz existiert in R fiir m € Nyg und
m—0o0

{1 x =0,
T
sin(2rx)/(2mx) x #0,

aber f ist nicht Lebesgue-integrierbar iiber R. Hinweis: f ist stetig.

T R—=>R,

14. Aufgabe: Zeigen Sie:
(a) f:R =R, f(x) = exp(—a?) ist Lebesgue-integrierbar mit I(f) > 0,
(b) berechnen Sie (I(f))? = 7 in Polarkoordinaten.

3 Reihen

Auf f € C,(Np) ist ein abstraktes Integral {iber die endliche Summe I(f) = >, -y, f(n)
definiert. Fiir C,(Z) ist analog das abstrakte Integral I gegeben durch I(f) =" ., f(n).

15. Aufgabe: Zeigen Sie fir B = C.(Z):

(a) Die monotone Hiille BT ist die Menge aller Funktionen f:Z — R* = RU {+oc}
mit f(n) > 0 fiir alle bis auf endlich viele n € Z.

(b) Die Fortsetzung I'* ist fiir f € Bt gegeben durch I (f) =" (n) € RT.

nez

Definition: Fiir das zugehorige Lebesgue-Integral von f € L(Ny) schreiben wir symbolisch

I(f)=>_ f(n).
n=0

Statt “f ist Lebesgue-integrierbar” sagen wir auch “>~>° ; f(n) ist absolut konvergent”.
[Fiir Z statt Ny gilt das entsprechende.]

16. Aufgabe: Fiir g e Rmit 0 < ¢ < 1ist ) > ¢" absolut konvergent mit

> 1
n_ _ ©

Hinweis: Geometrische Summenformel und Satz von Beppo-Levi.



17. Aufgabe: Zeigen Sie: Jede Funktion f : Ny — R ist messbar. Folgern Sie mit Satz
6.19.6: Falls |f(n)| < F(n) fir ein F' € L(Nyp), dann ist f € L(Np).

18. Aufgabe:

Ein beliebiges f : Ng — R ist Lebesgue-integrierbar beziiglich I genau dann, wenn die
Partialsummenfolge s, = >, _, |f(n)| fiir n — co in R konvergiert.

19. Aufgabe: Sei (ay), eine Folge reeller Zahlen mit |a,| < C - r~™ fir feste reelle
C,r > 0. Wir vereinbaren 0° = 1. Zeigen Sie:

(a) g(x) == ;2 an - x™ ist absolut konvergent fiir festes € (—r,r) C R.

(b) Sei 0 < 7’ < r fest. Dann gibt es ein F' € L(Np) mit |a, - n- 2" !| < F(n) fiir alle
x € [—r',r']. Hinweis: Fiir jedes € > 0 gibt es eine reelles C’ > 0 mit n < C’ - (1 + €)"
nach Aufgabe 3b von Blatt 3 aus dem letzten Semester (warum?).

(c) Die Funktion g(x) ist differenzierbar in 2 € (—r,r) mit der Ableitung?
o
d(z) = Zan on -z h
n=0

Hinweis: Fiir jedes « € (—r,r) gibt es ein v’ mit |z| < ' < r. Verwenden Sie Satz 4.32 fiir
fo[=r,7"] xNg = R, (z,n) — ay, - ™.
4 Nullmengen und Messbare Funktionen
Wir betrachten hier das Lebesgue-Integral zum Standardintegral I auf B(R) = C.(R).
20. Aufgabe: Zeigen Sie: Die konstante 1-Funktion f(x) =1 ist messbar auf X = R".
21. Aufgabe: Sei (f,)nen eine Folge messbarer reellwertiger Funktionen in M (X) mit

Ve e X : f(x) :=sup fp(zr) < 0.

Zeigen Sie: Dies definiert eine messbare Funktion f € M(X).
22. Aufgabe: Zeigen Sie: Fiir reelles o < k ist
f:RF S RU{o0}, 2 ||z~

in L1

1OC(R’LC), also lokal Lebesgue-integrierbar.

23. Aufgabe: Zeigen Sie: {(z,y) € R?|2? + y? = 1} ist Nullmenge in R?.

24. Aufgabe: Sei f € L(X) mit [y |f(z)|dz = 0. Zeigen Sie:

1

2Fiir n = 0 setzen wir dabei formal ag -0 -z~ = 0 fiir alle z.



(a) A, ={z € X||f(x)] > 1/n} ist Nullmenge in X fiir n € N>,

(b) A={z € X | f(x)# 0} ist Nullmenge in X.
25. Aufgabe: Zeigen Sie: Jede stetige Funktion f : R — R ist lokal L'-integrierbar.
Hinweis: Zeigen Sie zunichst xx - f € L(R) fiir f > 0 und ein kompaktes Interval
K =[a,b] CR.
5 Distributionen

26. Aufgabe: Fiir f,g € C®(RF) ist die Faltung

gl BSR (geN)@) = [ ole—0)f) dy
Rk
Zeigen Sie:
(a) g=f =[xy,
(b) g f hat kompakten Tréger,

(c) f«(gxh)=(f=g)=xh fir f,g,hGCé’o(Rk).

Bemerkung: Die Differenzierbarkeit von g * f folgt aus Aufgabe 12. Wegen (b) hat g * f
kompakten Tréger, also ist der Ausdruck in (c) wohldefiniert.
Interpretation: Mit dem Faltungsprodukt wird (C°(R), %) zu einem Ring (ohne Eins).

27. Aufgabe: Betrachten Sie die Funktion

K:RogxRF SR, (t,2) — t7F/?2 exp(—ﬂ'”mt )

(a) Zeigen Sie [, K(t,z)dz =1 fiir alle ¢ > 0.
(b) Zeigen Sie 47 - 0K (t,z) = A, K(t,z) fiir den Laplace-Operator beziiglich z.

28. Aufgabe: Sei f = x[p,o0) : R = R die charakteristische Funktion der nichtnegativen
reellen Zahlen. Zeigen Sie:

(a) f € LL.(R), dh. fist lokal Ll-integrierbar, definiert also ein Funktional
F = Ffdx : CSO(R) — R.
(b) Bestimmen Sie die Ableitung 0, F'.

29. Aufgabe: Fiir f : R — R,  — |z| und die Dirac-Distribution dy : ¢ — ¢(0) gibt
es eine reelle Konstante ag € R mit

AFfdx = agp - (S(].

Berechnen Sie ap € R, ohne das Volumen der Einheitsspiare S° C R zu verwenden.
Hinweis: Passen Sie den Beweis von Lemma 7.7 an.



30. Aufgabe: Die Distributionen F(M) bilden einen Untervektorraum von Fyen(M).

31. Aufgabe: Fiir ein Funktional F' auf C2°(RF) und ein f € C°(RF) sei

(F'x [)(y) == Fhy),  hy(z) = fly —2).
Zeigen Sie: Falls F'x f = 0 fiir alle f € C°(R™), dann ist F' = 0.
32. Aufgabe: Zeigen Sie:
(a) f:R — R,z 22 ist eigentlich,
(b) exp : R — R ist nicht eigentlich.

33. Aufgabe: Zeigen Sie: R\{0} — R,z — In(|z|) liegt in L] (R).

34. Aufgabe: Sei f: R?\{0} — R,z + In(||x||). Zeigen Sie:

(a) (Af)(z) =0 fiir x #0.

(b) Die lokale Ordnung in £ = 0 des zugehérigen Funktionals ist do(F'tq,) > 2. Bemer-
kung: Nach Korollar 7.4 gibt es also ein a € R mit AFyq, = a - do.

(c) Bestimmen Sie die reelle Konstante a.

Hinweis: Hier ist || - || die euklidische Norm. Zeigen Sie do(F'tqz) > 2 — e fiir alle € > 0.

6 Hilbertraume
35. Aufgabe: Zeigen Sie fiir alle reellen a,b € R die Ungleichungen:
(a) 2-|ab| < a® + b2,

(b) |a +b]? < 4-max(a?,b?).



