Musterlosung Blatt 11 Aufgabe 5

Aufgabe: Die geschlossene Differentialform

w e A2(R™), w(z) = Z wij(x)da; A dx;

1<i<j<n

sei nicht entartet; das bedeutet, die Inverse (w(x));; = (wij(x));jl der anti-
symmetrisch ergéinzten Koeffizientenmatrix existiert fiir alle x € R™.

(a) Zeigen Sie fiir 1 < v,i,j < n die Formel
n
o, = — Z ww&,(wab)wb].
a,b=1

Hinweis: Bestimmen Sie zunéichst 9, (3 0_; w™@wgp).

(b) Die Poissonklammer von f,g € C*(U) ist {f,g} = szzl(aif)wij(ajg).
Zeigen Sie fiir f,g,h € C*°(U) die Jacobi-Identitéit

{f:{g,n}} +{9,{h. f}} +{h.{f,9}} = 0.

Losung:
Die antisymmetrisch erginzte Koeffizientenmatrix A = (w;;); ; hat nach Definition die
Eintrége w;; = 0 sowie w;; := —wj; fiir 4 > j. Zur Vereinfachung der Notation schreiben

wir d,wi; = wij,, und analog d,w" = w' fiir die partielle Ableitung nach x,. Bei der
partiellen Ableitung 0, f = f, lassen wir das Komma weg, da keine Missverstdndnisse
moglich sind. Die Symmetrie der Hessematrix liefert f;; = 0;0;f = 0;0;f = fi;. Sum-
mationsindizes laufen immer von 1 bis n.

a) Zu zeigen ist

Jw = — Zwm&,(wab)wbj.
a,b
Zunéchst ist Y, wwe, = (A71A);, = ;5 nach Definition der Eintrag an der Stelle

(4,b) der Einheitsmatrix. Die Ableitung nach v ist also 9,(_, WWap) = 6, = 0. Die
Produktregel liefert

0= 61’1),1/ :61,( E wiawab) = E wfgwab + E wmwabw.
a a a

Das bedeutet (9,A71)A + A=1(9,A) = 0. Multiplikation von rechts mit A~! liefert
(0, A7) + A=Y, A)A~1 = 0, also in Komponenten

oWt = wfﬂ, =— Zwm (Wap,p ). (1)
a,b

b) Da w geschlossen ist, gilt

0=dw= % Z wijﬁkd:ck Adxz; A dSCj = Z (wijﬁk + Wik, + wkiyj)dxi A dSCj A dxg;
i,k i<j<k



also gilt insbesondere fiir jedes i < j < k
Wijk + Wik,i + Wkij = 0. (2)

Ab jetzt verwenden wir die Einsteinsche Summenkonvention: Uber mehrfach vorkom-
mende Indizes in Produkten wird jeweils stillschweigend von 1 bis n summiert. Nach
Definition gilt fiir f,g,h € C°°(R"):

=fiw" ((grjw" i) + (grw" h) + (grw™ hij))
= fiw' g jw™ by + fiwijgkwfvjlhl + fiw" grw hy;.

Die tibrigen Terme behandelt man entsprechend und erhélt neun Summanden:

{fi{g:h}t +{g. {n, f}} +{h,{f,9}}
=fiw" grjwkhy + fiw" gty + fiw' grw hy;
+9iw T higw® fi + giw T hew®l fi 4+ giw' hpw™ fi
+ hiw" frjw*gr + hiw' frwklg + hiw" frw*g;.

Beginnen wir mit den Summanden in der mittleren Spalte (rot markiert). Doppelt
vorkommende Indizes kann man umbenennen, da iiber diese summiert wird.
ij okl ijp .kl ij £ ki
fiw? grw’5hi + giw" hpw?s fi + hiw" frw’ gi
ij okl kjp i 1j g, ik
=fiw" grw’; by + grw"™ hw'; fi + iw” fiw'5 gr
g (@A + Pt )
(1 . . ) .
:)fzgkhl (_wuwkawab,jwbl _ wk]wlawab,jwbz _ wl]wzawab,jwbk)

ij ka, bl
= — figkhiw” W™ w” (Wap,j + Whj,a + wja,p) = 0.

=0 wegen (2)

In der letzten Zeile wurden die Indizes wieder umbenannt und es wurde benutzt, dass
w9 = —wlt, da die Inverse der antisymmetrischen Matrix A wieder antisymmetrisch
ist [wegen {(A71) = (tA)~1 = (—4)"1 =-A"1].

Nun betrachten wir die Summanden, in denen zweite Ableitungen von f vorkommen
(blau markiert). Wieder kénnen wir doppelt vorkommende Indizes in Produkten umbe-
nennen. Wir benutzen die Symmetrie der Hessematrix f;; = f;; und die Antisymmetrie
w¥ = —w7, dann ergibt sich:

hiw™ frjw* g + giw™ hgw* fi;
=hiw" ;W + g hiw f,
:glhifkjwij (wkl + wlk) =0.

Die Summanden, in denen zweite Ableitungen von g bzw. h vorkommen, behandelt
man entsprechend. Insgesamt ergibt sich also

{f: 49, h3} +{g.{h, [}} +{h{f 9}} =0,

was zU zeigen war.

Bemerkung: Wenn man die Schreibweise f/ := f;w" einfiihrt, spart man sich viele
Indizes wegen {f,g} = fig". Man muss dann aber Oy f/ = O (fiw") = fuw® + fiwg
beachten (Produktregel).



