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Aufgabe: Die geschlossene Differentialform

ω ∈ A2(Rn), ω(x) =
∑

1≤i<j≤n

ωij(x)dxi ∧ dxj

sei nicht entartet; das bedeutet, die Inverse (ωij(x))i,j = (ωij(x))
−1

i,j der anti-
symmetrisch ergänzten Koeffizientenmatrix existiert für alle x ∈ R

n.

(a) Zeigen Sie für 1 ≤ ν, i, j ≤ n die Formel

∂νω
ij = −

n∑

a,b=1

ωia∂ν(ωab)ω
bj .

Hinweis: Bestimmen Sie zunächst ∂ν(
∑n

a=1
ωiaωab).

(b) Die Poissonklammer von f, g ∈ C∞(U) ist {f, g} =
∑n

i,j=1
(∂if)ω

ij(∂jg).
Zeigen Sie für f, g, h ∈ C∞(U) die Jacobi-Identität

{f, {g, h}} + {g, {h, f}} + {h, {f, g}} = 0.

Lösung:
Die antisymmetrisch ergänzte Koeffizientenmatrix A = (ωij)i,j hat nach Definition die
Einträge ωii = 0 sowie ωij := −ωji für i > j. Zur Vereinfachung der Notation schreiben
wir ∂νωij = ωij,ν und analog ∂νω

ij = ωij
,ν für die partielle Ableitung nach xν . Bei der

partiellen Ableitung ∂νf = fν lassen wir das Komma weg, da keine Missverständnisse
möglich sind. Die Symmetrie der Hessematrix liefert fji = ∂i∂jf = ∂j∂if = fij . Sum-
mationsindizes laufen immer von 1 bis n.
a) Zu zeigen ist

∂νω
ij = −

∑

a,b

ωia∂ν(ωab)ω
bj .

Zunächst ist
∑

a ω
iaωab = (A−1A)ib = δib nach Definition der Eintrag an der Stelle

(i, b) der Einheitsmatrix. Die Ableitung nach ν ist also ∂ν(
∑

a ω
iaωab) = δib,ν = 0. Die

Produktregel liefert

0 = δib,ν =∂ν(
∑

a

ωiaωab) =
∑

a

ωia
,νωab +

∑

a

ωiaωab,ν .

Das bedeutet (∂νA
−1)A + A−1(∂νA) = 0. Multiplikation von rechts mit A−1 liefert

(∂νA
−1) +A−1(∂νA)A

−1 = 0, also in Komponenten

∂νω
ij = ωij

,ν = −
∑

a,b

ωia(ωab,ν)ω
bj . (1)

b) Da ω geschlossen ist, gilt

0 = dω = 1
2

∑

i,j,k

ωij,kdxk ∧ dxi ∧ dxj =
∑

i<j<k

(ωij,k + ωjk,i + ωki,j)dxi ∧ dxj ∧ dxk;



also gilt insbesondere für jedes i < j < k

ωij,k + ωjk,i + ωki,j = 0. (2)

Ab jetzt verwenden wir die Einsteinsche Summenkonvention: Über mehrfach vorkom-
mende Indizes in Produkten wird jeweils stillschweigend von 1 bis n summiert. Nach
Definition gilt für f, g, h ∈ C∞(Rn):

{f, {g, h}} =fiω
ij∂j{g, h} = fiω

ij∂j(gkω
klhl)

=fiω
ij
(
(gkjω

klhl) + (gkω
kl
,j hl) + (gkω

klhlj)
)

=fiω
ijgkjω

klhl + fiω
ijgkω

kl
,j hl + fiω

ijgkω
klhlj .

Die übrigen Terme behandelt man entsprechend und erhält neun Summanden:

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}}

=fiω
ijgkjω

klhl + fiω
ijgkω

kl
,j hl + fiω

ijgkω
klhlj

+giω
ijhkjω

klfl + giω
ijhkω

kl
,j fl + giω

ijhkω
klflj

+ hiω
ijfkjω

klgl + hiω
ijfkω

kl
,j gl + hiω

ijfkω
klglj .

Beginnen wir mit den Summanden in der mittleren Spalte (rot markiert). Doppelt
vorkommende Indizes kann man umbenennen, da über diese summiert wird.

fiω
ijgkω

kl
,j hl + giω

ijhkω
kl
,j fl + hiω

ijfkω
kl
,j gl

=fiω
ijgkω

kl
,j hl + gkω

kjhlω
li
,jfi + hlω

ljfiω
ik
,j gk

=figkhl

(
ωijωkl

,j + ωkjωli
,j + ωljωik

,j

)

(1)
=figkhl

(
−ωijωkaωab,jω

bl − ωkjωlaωab,jω
bi − ωljωiaωab,jω

bk
)

=− figkhlω
ijωkaωbl(ωab,j + ωbj,a + ωja,b

︸ ︷︷ ︸

=0 wegen (2)

) = 0.

In der letzten Zeile wurden die Indizes wieder umbenannt und es wurde benutzt, dass
ωij = −ωji, da die Inverse der antisymmetrischen Matrix A wieder antisymmetrisch
ist [wegen t(A−1) = (tA)−1 = (−A)−1 = −A−1].
Nun betrachten wir die Summanden, in denen zweite Ableitungen von f vorkommen
(blau markiert). Wieder können wir doppelt vorkommende Indizes in Produkten umbe-
nennen. Wir benutzen die Symmetrie der Hessematrix fij = fji und die Antisymmetrie
ωij = −ωji, dann ergibt sich:

hiω
ijfkjω

klgl + giω
ijhkω

klflj

=hiω
ijfkjω

klgl + glω
lkhiω

ijfjk

=glhifkjω
ij
(
ωkl + ωlk

)
= 0.

Die Summanden, in denen zweite Ableitungen von g bzw. h vorkommen, behandelt
man entsprechend. Insgesamt ergibt sich also

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0,

was zu zeigen war.

Bemerkung: Wenn man die Schreibweise f j := fiω
ij einführt, spart man sich viele

Indizes wegen {f, g} = fig
i. Man muss dann aber ∂kf

j = ∂k(fiω
ij) = fikω

ij + fiω
ij
,k

beachten (Produktregel).


