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Vorwort

Dieses Skript richtet sich als Begleitmaterial der Vorlesung Höhere Mathematik für Physiker
II+III vorrangig an die Studenten der Fachrichtung Physik. In dem zwei-semestrigen Zyklus
wird versucht, die für Physikstudenten relevanten Methoden der Analysis darzustellen.

Die Vorlesung deckt dabei in zwei Semestern mathematische Inhalte ab, die normalerweise
in den drei VorlesungenAnalysis I–III dargestellt werden. Dabei wurden notgedrungen einige
wichtige Dinge ausgelassen, da auf die mathematische Strenge der Darstellung nicht verzichtet
werden sollte. Kenntnisse aus der Vorlesung Lineare Algebra werden wesentlich vorausgesetzt.
Das heißt, die Vorlesung baut auf der GrundvorlesungLineare Algebra Iauf.

Begleitend zu der Vorlesung und dem̈Ubungsbetrieb wurden einmal wöchentlich in einer
zusätzlichen Großübung Beispiele behandelt, die in der Vorlesung selbst nicht diskutiert werden
konnten.

Das vorliegende Skript folgt in seinem Aufbau keineswegs konsequent der Vorlesung. Auch
innerhalb der einzelnen Kapitel wurden in der Vorlesung Teile des Stoffes manchmal geringfügig
umgestellt, um vom Timing diëUbungsaufgaben so effizient wie möglich mit der Vorlesung
abzustimmen.

Kapitel V hat einen sehr speziellen Charakter. Hier wurden an einer Stelle des Skiptes spezifi-
sche Anwendungen der Analysis gebündelt, die in der Vorlesung und zum Teil in der Großübung
gestreut vorgestellt wurden.̈Ahnliches gilt für Kapitel X. Kapitel XI wurde in der Vorlesung
nicht behandelt. Es ist gedacht für interessierte Leser und gibt einen kleinen Ausblick.
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Die Anwendungen in Kapitel V benötigen gewisse Voraussetzungen über die Differentiation.
Die Abhängigkeiten sind wie folgt:

Leitfaden für Kapitel V .

• 4.5ùñ 5.3ùñ 5.4

• 4.9ùñ 5.5ùñ 5.6ùñ 5.7ùñ 5.8

• 4.12ùñ 5.9

• 4.14ùñ 5.1ùñ 5.2

Im ersten Semester habe ich Kapitel I-IV behandelt (ausschließlich der Sektionen 4.13 bis
4.15, die ich zu Beginn des zweiten Teils nach Kapitel VI bewiesen habe, da in diesen Abschnit-
ten der Satz von der dominierten Konvergenz benutzt wird; man könnte natürlich hier die be-
nutzten Vertauschungssätze auch erst einmal annehmen) und die Anwendungen 5.3-5.8. Die Be-
handlung der Abschnitte aus Kapitel V in der Vorlesung wurdemeistens durcḧUbungsaufgaben
vorbereit und in der großen̈Ubung vertieft.

Das Kapitel X bestand nur zum Teil ausÜbungsmaterial, Themen der Großübung und der
Vorlesung. (Die Abschnitte ab 10.5 sind gedacht als Lesestoff zur Anregung und weiteren Ver-
tiefung).

Leitfaden für Kapitel X .

• 7.9ùñ 10.4

• 8.4ùñ 10.1ùñ 10.2

• 9.5ùñ 10.3

In der ersten Vorlesung habe ich Kapitel I-IV behandelt (ausschließlich Abschnitt 4.13 und
4.14) sowie Kapitel V (ausschließlich Abschnitt 4.13 und 4.14). In den Abschnitten 4.13 und
4.14 wird die Vertauschung von Limesprozessen benötigt. Deshalb habe ich sie erst im Winter-
semester nach dem Kapitel VI diskutiert, da die benötigtenVertauschungssätze sich dann unmit-
telbar aus dem Satz von der dominierten Konvergenz ergeben.Die erste Hälfte von Abschnitt
4.12 hatte ich in der Vorlesung bereits im unmittelbaren Anschluß an Abschnitt 4.9 dargestellt,
die zweite Hälfte dann nach Abschnitt 4.11 um in der Zwischenzeit das Kalkül in der Großübung
und in denÜbungsaufgaben etwas vertrauter zu machen.
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1 Der Konvergenzbegriff

1.1 Angeordnete K̈orper

Wir wiederholen an dieser Stelle den aus der Linearen Algebra bekannten Begriff desKörpers.
Es handelt sich dabei um einen Rechenbereich mit Multiplikation und Addition.

Genauer gilt: Ein Körper ist ein TupelpK,�, �, 0, 1q bestehend aus einer MengeK, zwei Ver-
knüpfungen� : K �K Ñ K, genanntAddition, und� : K �K Ñ K, genanntMultiplikation,
sowie zwei verschiedenen Elementen0 (Nullelement) und1 (Einselement) mit gewissen Eigen-
schaften. So soll zum einen das TupelpK,�, 0q eine abelsche Gruppe mit neutralem Element0

sein. D. h. man kann beliebige Elementea, b P K addieren, das heißt durch� verknüpfen, so
daß gilta� b � b� a P K sowiea� 0 � a, und jede Gleichung

x� a � b

hat für gegebenesa, b P K eine eindeutige Lösungx. Wir schreiben diese in der Formx � b�a.
Zum anderen soll die Menge der von Null verschiedenen ElementeK� � K eine abelsche

GruppepK�, �, 1q definieren. Insbesondere ist daher für allea, b P K mit a �� 0, b �� 0 die
Gleichung

x � a � b

eindeutig lösbar. Deren Lösung schreiben wir alsx � a{b � b � a�1. Für gewöhnlich lassen
wir den Punkt für die Multiplikation meist weg und schreiben kurzab statta � b. Ist b � 0 und
a �� 0, dann ist übrigensx � 0 die einzige Lösung der Gleichungx � a � b. Dies folgt aus dem
Distributivgesetz, das in einem Körper erfüllt sein soll. Im Distributivgesetz wirdapb � cq �
ab� ac gefordert für allea, b, c P K und es implizierta � 0 � 0 für allea P K.

Der Begriff des Körpers ist bereits aus der Linearen Algebra bekannt. Typische Beispiele sind:
der KörperQ der rationalen Zahlen, der KörperR der reellen Zahlensowie der KörperC der
komplexen Zahlen. Für die Analysis spielt der KörperR der reellen Zahlen eine fundamentale
Rolle. Seine Elemente stellen wir uns intuitiv vor als die Punkte auf einer lückenlosen Geraden.
Wir sind von der Schule gewohnt in diesem Körper zu rechnen.

Eine sehr wichtige Eigenschaft des Körpers der reellen Zahlen besteht darin, daß dieser
Körper eineAnordnungbesitzt. Eine Anordnung ist eine Relationx   y: Alle x und y aus
einem KörperK lassen sich also in Bezug auf diese Anordnung vergleichen. Man setzt formal
y ¡ x� x   y und

x ® y :ðñ x   y oderx � y.
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Die Anordnung auf dem Körper der reellen Zahlen ist in der Physik sehr wesentlich, wenn es
um die Parametrisierung der Zeit geht. Das Vorher und Nachher von Ereignissen spielt eine
fundamentale Rolle bei der Kausalität und dem physikalischen Begriff der Entropie.

Der Begriff eines angeordneten Körpers lässt sich mathematisch in axiomatischer Weise defi-
nieren. Ein angeordneter KörperpK, q ist ein KörperK zusammen mit einer ausgezeichneten
TeilmengeP � K�. Man nennt dannP den

”
Kegel der positiven Zahlen“ des angeordneten

Körpers. Dies ist ein eindimensionales Analogon des in derPhysik auftretenden vorderen Licht-
kegels im Minkowskiraum. Eine Zahlx P K nennt man negativ oder man schreibtx P �P ,
wenn ihr negatives�x in P liegt.

Definition 1.1. Ein TupelpK, q bestehend aus einem Körper K und einer TeilmengeP
vonK� heißtangeordneter Körper, wenn gilt:

(1) K � P 9Y t0u 9Y � P , d. h.K zerlegt sich disjunkt inP ,�P und Null.
(2) P � P � P , d. h. die Summe zweier Zahlen ausP ist wiederum inP .
(3) P � P � P , d. h. auch das Produkt zweier Zahlen ausP ist wieder inP .

Die MengeP in einem angeordneten Körper definiert dann die Relation  vermöge der De-
finition

x   y :ðñ y � x P P .

Insbesondere gilt dann per Definition

P � tx P K | x ¡ 0u .
Aus dem ersten Axiom eines angeordneten Körpers folgt fürzwei Zahlenx, y P K daher ent-
wederx   y oder x � y oder x ¡ y im ausschliesslichen Sinn. Somit folgt unmittelbar�P � tx P K | x   0u. Wir bemerken folgende Eigenschaft:

• Jedes Quadratx2 einer Zahlx ausK� ist positiv. Kurz:x2 P P .

Dies ist klar fürx P P nach dem dritten Axiom. Istx nicht inP , dann ist�x P P und damitp�xq2 P P nach dem ersten Axiom. Alsox2 P P wegenx2 � p�1q2 � x2 � p�xq2 P P . Hier
haben wir benutzt�x � p�1q � x und p�1q � p�1q � 1. Diese Eigenschaften gelten in jedem
Körper [benutze dazu das Distributivgesetz].

Man sieht daher, daß der Körper der komplexen Zahlen keine Anordnung besitzen kann, denn�1 � i2 ist ein Quadrat inC�.

Bemerkung 1.2. Sei pK, q ein angeordneter Körper. Dann gelten nach Definition 1.1
zusätzlich noch folgende Eigenschaften:

(1) Es gilt entwederx   y oderx � y oderx ¡ y (im ausschließlichen Sinn)
(2) Istx   y undy   z, dann istx   z.
(3) Istx   y, dann giltx� z   y � z für alle z P K.

Beweis. (1) ist klar. Zu (2) beachte: Ausy � x P P undz � y P P folgt z � x � pz � yq �py � xq P P � P � P . Zu (3) beachte: Ausy � x ¡ 0 folgt py � zq � px� zq � y � x ¡ 0.
Also folgt x� z   y � z ausx   y.
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Natürliche Zahlen. Wir bemerken, daß jeder angeordnete Körper die natürlichen Zahlen enthält
in der Form

N � t0, 1, 2, 3, . . . u � t0, 1, 1� 1, 1� 1� 1, . . . u .
Beachte nämlich0   1, und wegen Eigenschaft (1) folgt dann durch Addition1 � 0 � 1  
1 � 1 � 2 und dann analog2 � 1 � 1   3 � 1 � 1 � 1 und so weiter. Insbesondere sind die
Zahlen0, 1, 2, 3, . . . damit paarweise verschieden. Die so definierte TeilmengeN � K ist unter
Multiplikation und Addition abgeschlossen, wie man sofortmit Hilfe des Distributivgesetzes in
K zeigt, und kann mit den natürlichen Zahlen identifiziert werden.

Wegen der Körperaxiome liegen daher die ganzen ZahlenZ � t. . . ,�2,�1, 0, 1, 2, . . . u als
paarweise verschiedenen Zahlen in jedem angeordneten Körper, und damit auch die Quotienten
a{b ganzer Zahlena undb �� 0. Also ist der Körper der rationalen Zahlen ein Teilkörperjedes
angeordneten Körpers:Q � K.

Insbesondere enthältK notwendigerweise unendlich viele Elemente. Endliche Körper besit-
zen daher keine Anordnung.

Es stellt sich nun die Frage, ob die Anordnung die charakteristischen Eigenschaften der reellen
ZahlenR bereits vollständig beschreibt. Das ist nicht der Fall, denn der Körper der rationalen
ZahlenQ ist auch ein angeordneter Körper, aber verschieden vom Körper der reellen Zahlen.
Wir wollen daher weitere Eigenschaften suchen, die charakteristisch fürR sind:

Definition 1.3. Ein angeordneter K̈orper pK, q heißtarchimedisch, wenn gilt: Jedesx P
K ist kleiner als eine geeignete natürliche Zahln ausN.

In einem archimedischen Körper definiert man den Betrag|x| eines Elementx P K wie folgt:|x| � 0 gilt genau dann wennx � 0; und fürx �� 0 sei per Definition|x| � x resp.�x je
nachdem obx P P oderx T P . Dann gilt nach Definition|x| P P für x �� 0, und man sieht
sofort |x � y| � |x| � |y| .

Definition 1.4. Ein archimedischer K̈orper pK, q heißt pythagoräisch, wenn gilt: Jede
Zahl ausP ist ein Quadrat inK.

Der KörperQ der rationalen Zahlen ist archimedisch, aber nicht pythagoräisch.2 ist positiv
aber kein Quadrat inQ, weil die Gleichungn2 � 2m2 keine ganzzahligen Lösungenm,n besitzt
[Benutze die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung].

SeiK ein archimedischer Körper. Zu jeder Zahly P P gibt es dann eine natürliche Zahl
n P N mit der Eigenschaft0   η   1{4 für η � y{n2. Ist die positive Zahlη   1{4 ein Quadrat
η � ξ2, dann auchy � pn � ξq2. Diese Bemerkung wird uns später in Lemma 1.24 zeigen, daß
ein vollständiger archimedischer Körper automatisch ein pythagoräischer Körper ist.

In einem pythagoräischen Körper besitzt jede nicht negative Zahl y P K eine eindeutig be-
stimmte nicht negative Quadratwurzelx1 � ?

y, d.h. eine eindeutig bestimmte nicht negative
Lösungy1 der Gleichungx2 � y � 0. [ObdA y P P und es gibt eine Lösungx1 ¡ 0 nach An-
nahme. Dann ist auchx2 � �x1 eine Lösung mitx2 �� x1 wegenx2 P �P . In einem beliebigen
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Körper hat aber die Gleichungx2 � y � px� x1qpx� x2q � 0 höchstens zwei Lösungen.] Der
Absolutbetrag |x| einer Zahlx P K� kann daher in der Form|x| � ?

x2 geschrieben werden.

1.2 Die Euklidsche Norm

Wir wollen für einen pythagoräischen KörperK die Norm (oder auch Länge) eines Vektors
im r-dimensionalen VektorraumKr definieren. Betrachte denr-dimensionalen Standardvektor-
raum

Kr � tpx1, . . . , xrq | x1, . . . , xr P Ku
über einem pythagoräischen KörperK. Motivation: Für einen beliebigen Punktx � px1, x2, x3q
im AnschauungsraumK3 würde der Satz von Pythagoras den Abstandρ vonx zum Nullpunkt
liefern

x3ρ

x2

x1

px1, x2, x3q
c

K3

durch die Formelρ2 � c2 � x2
3 � px2

1 � x2
2q � x2

3. Dadurch motiviert definiert man dieStan-
dardnorm oderEuklidsche Norm auf demKr für x � px1, .., xrq ausKr entsprechend als

‖x‖ � b
x2

1 � � � � � x2
r.

unter Benutzung von Satz 1.5. Offensichtlich gilt‖λ � x‖ � |λ| � ‖x‖ für alle Skalareλ ausK.
Im eindimensionalen Fallr � 1 ist ‖x‖ � |x|.

Satz 1.5. SeiK pythagor̈aisch und ein Vektorx � px1, . . . , xrq P Kr gegeben. Dann gilt:
x2

1 � � � � � x2
r P P oderx2

1 � � � � � x2
r � 0. Letzteres gilt genau dann, wenn

x1 � � � � � xr � 0 .

Beweis. Den Beweis reduziert man durch Induktion nachr auf den Fallr � 2. Dieser Fall
sei alsÜbungsaufgabe gestellt.
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Damit ist ‖v‖ wohldefiniert als Zahl inP Y t0u � K. Man beachte hierbei: IstpK, q
pythagoräisch undx2 � y, dann gilty P P Y t0u. Ist umgekehrty P P Y t0u, dann giltx � 0,
falls y � 0 undx,�x sind die einzigen Lösungen, fallsy �� 0. Genau eine davon liegt inP .

Definition 1.6. SeiK pythagor̈aisch. F̈ur x, y P Kr nennt manpx, yq � x � y � x1y1 � � � � � xryr

dasStandard-Skalarprodukt vonx undy.

Insbesondere gilt‖x‖2 � x � x für x � px1, . . . , xrq P Kr.

Satz 1.7(Ungleichung von Schwarz). Seienx, y P Kr. Dann ist

|x � y| ® ‖x‖ � ‖y‖.
Gleichheit gilt genau dann, wennx undy proportional sind.

Beweis. ObdA seix� t � y �� 0 für alle t P K (d. h.x undy seien nicht proportional). Dann
gilt

0   ‖x� ty‖2,

d. h.

0   px� ty, x� tyq � ŗ

i�1

pxi � tyiq2 � ‖x‖2 � 2tpx, yq � t2‖y‖2,

wegenpxi � tyiq2 � x2
i � 2txiyi � t2y2

i . Sei nun o. B. d. A.y �� 0. Dann folgt

t2 � 2tpx, yq
‖y‖2

� ‖x‖2

‖y‖2
¡ 0

t2 � 2tpx, yq
‖y‖2

��px, yq
‖y‖2


2 ¡ px, yq2
‖y‖4

� ‖x‖2

‖y‖2�
t� px, yq

‖y‖2


2 ¡ px, yq2 � ‖x‖2 � ‖y‖2

‖y‖4
.

Setzt mant� ‖y‖�2px, yq, dann folgtpx, yq2 � ‖x‖2 � ‖y‖2   0.

Satz 1.8(Dreiecksungleichung imKr). SeiK pythagor̈aisch und seienx, y P Kr und
λ P K. Dann gilt}λ � x} � |λ| � }x} sowie}x} � 0 � x � 0, und

‖x� y‖ ® ‖x‖� ‖y‖.
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Beweis. Nach demÜbungsblatt 1 genügt es‖x� y‖2 ® �
‖x‖� ‖y‖

�2
zu zeigen. Die linke

Seite ist px� y, x� yq � ‖x‖2 � 2px, yq � ‖y‖2,

und die rechte Seite ist
�
‖x‖ � ‖y‖

�2 � ‖x‖2 � 2‖x‖‖y‖ � ‖y‖2. Die Behauptung folgt daher
aus2px, yq ® 2|px, yq| und der Schwarzschen Ungleichung

2|px, yq| ® 2‖x‖‖y‖ .

Folgerung. Die Funktion}.} : V Ñ K definiert eineNorm auf demK-VektorraumV , d.h.
es gilt: a)}x} ¥ 0 und}x} � 0 ðñ x � 0, b) }λx} � |λ| � }x} für alleλ P K und allex P V ,
c) }x� y} ¤ }x} � }y} für allex, y P V .

1.3 Metrische R̈aume

Im Folgenden seipK, q ein fest gewählter archimedischer Körper (später dann immer der
Körper der reellen Zahlen).

Definition 1.9. SeiX eine ganz beliebige Menge. Ein TupelpX, dq mit einer Abbildung

d : X �X Ñ K, px, yq ÞÑ dpx, yq,
heißtmetrischer Raum (bez̈uglichK), falls für die Abbildungd gilt:

(1) dpx, yq ¯ 0 für alle x, y P X unddpx, yq � 0 gilt genau dann, wennx � y ist (Positi-
vität).

(2) Für alle x, y P X ist dpx, yq � dpy, xq (Symmetrie).
(3) dpx, zq ® dpx, yq � dpy, zq gilt für alle x, y, z P X (Dreiecksungleichung).

Man nennt die Funktiondpx, yq die Abstandsfunktion oderMetrik des metrischen RaumespX, dq. In einem metrischen Raum gilt automatisch die folgendeuntere Dreiecksungleichung|dpx, zq � dpx1, zq| ® dpx, x1q .
Beweis: Aus der Dreiecksungleichungdpx, zq ® dpx, x1q � dpx1, zq folgt dpx, zq � dpx1, zq ®
dpx, x1q. Durch Vertauschung vonx undx1 folgt daraus die Behauptung.

Ist }.} : V Ñ K eineNorm auf einemK-VektorraumV , dann definiertdpx, yq � }x� y} eine
Metrik aufV . [Beachtedpy, xq � }y�x} � }�px�yq} � |�1| � }x�y} � }x�y} � dpx, yq
sowiedpx, zq � }x� z} � }px� yq � py � zq} ¤ }x� y} � }y � z} � dpx, yq � dpy, zq.]

Das für uns wichtigste Beispiel eines metrischen Raumes ist der archimedische KörperK
selbst mit der Metrikdpx, yq � |x � y|. Ist K ein pythagoräischer Körper und ist}.} die Eu-
klidsche Norm auf demr-dimensionalenK-VektorraumKr, dann definiert

dpx, yq � ‖x� y‖

die sogenannteStandardmetrik aufV � Kr. Den so definierten metrischen Raum nennt man
denr-dimensionalenEuklidschen Raum.
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1.4 Folgen in metrischen R̈aumen

Fast alle Aussagen der Analysis bauen auf den in diesem Abschnitt erläuterten Konzepten auf.
Wir beginnen mit dem Begriff einer Folge:

Definition 1.10. SeiX eine beliebige Menge. EineFolge inX ist eine Abbildung

x : N0 � t0, 1, 2, 3, . . . u Ñ X.

Anschaulich läßt sich eine Folge als eine unendliche
”
Durchnumerierung“ von Elementen

interpretieren. Dies wirkt sich auch auf die Notation aus: Statt einer Abbildungsbeziehung, also
einer Auflistung der Art

0 ÞÑ xp0q,
1 ÞÑ xp1q,
2 ÞÑ xp2q,

...

verwenden wir Indizierungen zur Numerierung der betroffenen Elemente vonX, um die Folge
zu beschreiben:

x � px0, x1, x2, x3, . . . q.
Die Elementex0, x1, x2, etc. heißen dieFolgenglieder, bzw. kurz dieGliedervonx.

Bisher haben wir keine näheren Anforderungen an die MengeX gestellt. Wir nehmen jetzt an,
daßX ein metrischer Raum ist. Wir wollen uns daher mit den Abständen zwischen Folgegliedern
befassen und durch folgende Definition insbesondere ganz bestimmte Folgen behandeln:

Definition 1.11. SeipX, dq ein metrischer Raum. Eine Folgex0, x1, x2, . . . in pX, dq heißt
Cauchyfolge, wenn zu jedemε ¡ 0 ausK eine naẗurliche ZahlN � Npεq existiert, so daß f̈ur
alle n,m P N0 gilt

n,m ¯ N ñ dpxn, xmq   ε.

Zur anschaulichen Bedeutung. Zunächst taucht hierbei dieZahl ε auf. Diese steht intuitiv
gesprochen für etwas

”
beliebig Kleines“. Man stellt sich dabei vor, dass egal wie klein ε gewählt

wird, man trotzdem noch davon abhängende ZahlenNpεq wie behauptet finden kann. Man kann,
wenn man nur weit genug mit dem Index geht, den Abstand zwischen Folgengliedern unter jede
noch so kleine Schranke drücken. Anschaulich besteht das Wesen einer Cauchyfolge also darin,
daß die Abstände zwischen den Gliedern immer enger werden.Dies hängt substanziell von der
gewählten Abstandsfunktiond ab.

Definition 1.12. Eine Folgex0, x1, . . . in pX, dq heißtkonvergent gegen einen Grenzwert
x P X, wenn zu jedemε ¡ 0 einN � Npεq P N0 existiert, so daß f̈ur alle n ¯ Npεq gilt
dpxn, xq   ε.
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Zur Veranschaulichung. Wir fixieren einε ¡ 0 und betrachten die offene Kugel

Bεpxq � ty P X | dpx, yq   εu
umx mit dem Radiusε. Für eine gegenx konvergierende Folgexk liegen allexk mit k ¯ Npεq
innerhalb vonBεpxq. Dies sind fast alle (d.h. alle bis auf endlich viele) Folgenglieder der Folge,
insbesondere immer unendlich viele. Dass immer nur endlichviele außerhalb einer beliebigen
offenenε-Kugel, also inXzBεpxq liegen können, soll die folgende Graphik veranschaulichen:

x

ε

x0

x1x2

x3

xN�1

xN

xN�1

xN�2

Die Folgenglieder sammeln sich immer mehr in der Nähe vonx. Egal, wie kleinε wird, man
findet immer unendlich viele Folgenglieder, deren Abstand zu x kleiner alsε ist.

Nun nennen wir eine FolgepxnqnPN0
beschr̈ankt, wenn esy P X und einC P K gibt, so

daß für allen gilt dpxn, yq ® C. Diesen Begriff wollen wir im Folgenden mit den bekannten
Begriffen der Cauchyfolge und der konvergenten Folge verknüpfen:

Lemma 1.13. Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge. Jede Cauchyfolge ist beschr̈ankt.

Beweis. Zunächst beweisen wir die erste Aussage. Gegeben sei eine Folge pxnqnPN0
mit

ihrem Grenzwertx P X. Dann istdpxn, xq   1
2
ε für allen ¯ N � Np1

2
εq. Aus der Dreiecks-

ungleichung

dpxn, xmq ® dpxn, xq � dpx, xmq
folgt danndpxn, xmq   1

2
ε � 1

2
ε, alsodpxn, xmq   ε, für allen,m ¯ N . Somit istpxnq eine

Cauchyfolge.
Kommen wir nun zum zweiten Teil. Im Falleε � 1 gilt dpxn, xmq   1 für n,m ¯ N nach der
Cauchyeigenschaft. Setze nuny � xN . Dann ist

dpxn, yq � dpxn, xN q   1

für allen ¯ N . Also istdpxn, yq ® C für C � max
�
dpx0, yq, . . . , dpxN�1, yq, 1q.

Lemma 1.14. Seix0, x1, . . . eine Folge inpX, dq, welche gegenx P X undy P X konver-
giert. Dann istx � y.

8



Beweis. Wir führen einen Widerspruchsbeweis. Wäredpx, yq ¡ 0, dann existiert fürε �
dpx, yq wegen der Konvergenz der Folgexn einN � Np1

2
εq ausN0 mit dpxn, xq   1

2
ε für

n ¯ Np1
2
εq. Analog existiert einM � Mp1

2
εq P N mit dpxn, yq   1

2
ε für n ¥ M . Aufgrund

der Dreiecksungleichungdpx, yq ® dpx, xnq�dpxn, yq und der Symmetriedpx, xnq � dpxn, xq
folgt für allen ¯ maxpN,Mq

dpx, yq   ε .

Wir erhalten einen Widerspruch zu der Annahmeε � dpx, yq. Es folgtx � y.

Dieses Lemma rechtfertigt es vondemGrenzwert einer Folge zu sprechen. Daß eine FolgepxnqnPN gegen einen Grenzwertx P X konvergiert, wird häufig durch folgende Schreibweisen

lim
nÑ8xn � x

oder

xn ÝÝÝÑ
nÑ8 x

angedeutet. Bei letzterer Schreibweise wird der AusdrucknÑ8 teilweise auch über den Pfeil
geschrieben oder ganz weggelassen.

EineTeilfolgeeiner gegebenen FolgepxnqnPN ist eine Auswahlpxnk
qkPN, die ihrerseits auch

wiederum eine Folge ist und deren Glieder allesamt auch in dieser Reihenfolge (jedoch mit
beliebig großen Lücken dazwischen) Glieder der FolgepxnqnPN sind. Zum Beispiel ist die Folge

x0, x2, x4, x6, . . .

eine Teilfolge einer FolgepxnqnPN, bei der jedes zweite Glied (immer genau die mit ungeradem
Index) herausgenommen wurde. Diesen Begriff wollen wir nunnoch mit dem Begriff einer be-
schränkten Folge verknüpfen. Nicht jede beschränkte Folge ist konvergent. So hat beispielsweise
die Folgexn � p�1qn keinen Grenzwert, ist aber beschränkt.

1.5 Die geometrische Folge

Lemma 1.15. In einem archimedischen KörperK konvergiert im Fall|q|   1 jede geome-
trische Folgexn � C � qn gegen Null.

Beweis. Sei ε ¡ 0 gegeben. Nach Annahme gilt|q|   1 und damit|q|�1 ¡ 1. Somit hat
man|q|�1 � 1� x für einx ¡ 0. Die UngleichungdpC � qn, 0q   ε ist dann äquivalent zu der
Ungleichung

C{ε   p1� xqn .
Man zeigt aber leichtp1 � xqn ¯ 1� n � x mittels Induktion nachn. Im Falln � 0 undn � 1

ist dies trivialerweise richtig. Istn ¯ 1, dann istp1 � xqn größer als1 � n � x vermöge der
Induktionsannahmep1� xqn�1 ¯ 1� pn� 1q � x wegenp1� xq � p1� xqn�1 ¯ p1� xq � p1� pn� 1q � xq � 1� n � x� pn� 1q � x2 ¯ 1� n � x .
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Das Archimedische Axiom garantiert die Existenz einer nat¨urlichen ZahlN größer alsC{xε�
1{x. Für allen ¯ N gilt dann

C{ε   1� n � x .
Daraus folgt wegen1� n � x ® p1� xqn das Lemma.

Dies hat die folgende Konsequenz: Diegeometrische Reihesn � 1 � q � q2 � � � � � qn

konvergiert für|q|   1 und hat in diesem Falle den Grenzwert

limnÑ8 °n
i�0 q

i � 1
1�q

.

Dies folgt aus der verallgemeinerten Binomialformelp1� qq � p1� q � � � � � qnq � 1� qn�1 ,

die man leicht durch Induktion nachn beweist. Diese Formel zeigtsn � 1
1�q

� �qn�1

1�q
. Also

d

�
sn,

1

1� q


 � C � |q|n
für C � |q{p1 � qq|. Aus dem letzten Lemma folgt daherdpsn,

1
1�q

q   ε für n ¯ Npεq. Das
zeigt die Behauptung. Analog zeigt man

Lemma 1.16. In einem archimedischen KörperK konvergiert im Fall|q|   1 die geometri-

sche Reihesn � n°
i�0

c � qi gegen den Grenzwertc
1�q

.

1.6 Vollständige metrische R̈aume

Definition 1.17. Ein metrischer RaumpX, dq heißtvollständig, wenn jede Cauchyfolge inpX, dq konvergiert.

Definition 1.18. Ein metrischer RaumpX, dq heißt folgenkompakt, wenn jede Folge auspX, dq eine konvergente Teilfolge besitzt.

Ein folgenkompakter metrischer Raum ist automatisch vollständig, denn eine Cauchyfolgexn

konvergiert gegenx genau dann wenn eine Teilfolge der Cauchyfolge gegenx konvergiert.

Definition 1.19. Eine TeilmengeA eines metrischen RaumespX, dq heißtabgeschlossen,
wenn gilt: Seixn P A eine inpX, dq konvergente Folge mit Grenzwertx � lim

nÑ8xn P X, dann

gilt x P A.

Beispiel 1.20. Die Intervallera, bs, oder auchra,8q � tx P K|x ¯ au oderp�8, as �tx P K|x ® au, sind abgeschlossene Teilmengen inK.
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Beweis. Wir zeigen pars pro toto, daß für eine Folgex0, x1, . . . von Zahlen inK mit dem
Grenzwertx gilt: Aus xn ¯ a für n � 0, 1, . . . folgt auchx ¯ a. Dies sieht man wie folgt:
Wärex   a, dann giltdpxn, xq   ε für fast allen bei Wahl vonε :� a� x ¡ 0. Anderseits gilt
dann aber auch

dpxn, xq � xn � x � xn � aloomoon¯0

� a� xloomoon�ε

¯ ε

für allen, und wir erhalten einen Widerspruch.

Analog sind Quader der GestaltA � ra1, b1s � ...� rar, brs abgeschlossene Teilmengen des
Euklidschen RaumesRr.

Satz 1.21. Jede abgeschlossene TeilmengeA eines vollsẗandigen metrischen RaumespX, dX q
versehen mit der eingeschränkten Metrik ist ein vollständiger metrischer RaumpA, dX q.

Beweis. Sei eine Cauchyfolgexn in pA, dq gegeben. Dann ist per Definitionxn eine Cauchy-
folge in pX, dX q. Nach Annahme existiert alsox � lim

nÑ8xn in pX, dXq. Weil A abgeschlossen

ist, gilt x P A. Also ist per definitionemx P A der Grenzwert vonxn in pA, dXq.
Satz 1.22. Jede folgenkompakte TeilmengeA eines metrischen RaumespX, dX q (aufgefasst

als metrischer Raum durch Einschränkung der Metrik) ist beschränkt und abgeschlossen inpX, dX q.
Beweis. WäreA nicht beschränkt, gäbe es eine Folgexn ausA mit dXpx0, xnq ¯ n.

Dies liefert einen Widerspruch, denn für jede Teilfolgex̃n einer solchen Folge gilt erst recht
dXpx0, x̃nq ¯ n. Somit besässexn keine konvergente (und damit beschränkte) Teilfolge. Ein
Widerspruch zur Folgenkompaktheit vonA!

Um zu zeigen, daßA abgeschlossen ist, betrachten wir eine beliebige Folgexn ausA mit
Grenzwertx in pX, dX q. Dann konvergiert aber auch jede Teilfolgex̃n der Folgexn gegen den
Grenzwertx in pX, dX q. Anderseits istpA, dXq folgenkompakt nach Annahme. Somit existiert
eine konvergente Teilfolgẽxn der Folgexn mit einem Grenzwerta P A. Aus der Eindeutigkeit
des Grenzwertes (Lemma 1.14) folgt daherx � a. Somit istx P A. Also istA eine abgeschlos-
sene Teilmenge vonpX, dX q.

1.7 Der Banachsche Fixpunktsatz

Satz 1.23. SeipX, dq ein vollsẗandiger metrischer Raum undF : X Ñ X eine kontraktive
Abbildung eines metrischen RaumespX, dq in sich, d. h. es gebe eine reelle Konstante0   κ   1

mit

d
�
F pξq, F pηq� ® κ � dpξ, ηq
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für alle ξ, η P X. Dann besitzt die AbbildungF einen eindeutig bestimmten Fixpunktξ P X,
d. h. einen eindeutig bestimmten Punktξ mit der Eigenschaft

F pξq � ξ.

Beweis. Wir müssen die Existenz und die Eindeutigkeit des Fixpunktesξ P X zeigen. Wir
wollen mit der Eindeutigkeit beginnen. Seienξ1 undξ2 Fixpunkte vonF . Aus der Kontraktivität
dpF pξ1q, F pξ2qq ¤ κ � dpξ1, ξ2q und der FixpunkteigenschaftF pξiq � ξi folgt

dpξ1, ξ2q ¤ κ � dpξ1, ξ2q .
Wäreξ1 �� ξ2, könnte man durchdpξ1, ξ2q ¡ 0 teilen und erhielte den Widerspruch1 ¤ κ.
Nun zeigen wir die Existenz. Wähle hierzu ein beliebigesx0 P X und setzex1 � F px0q,
x2 � F px1q, . . . ,xn � Fnpx0q als Folge inpX, dq. Diese Folge ist beschränkt, denn

dpx0, xnq ® dpx0, x1q � dpx1, x2q � � � � � dpxn�1, xnq� dpx0, x1q � d
�
F px0q, F px1q�� � � � � d

�
Fn�1px0q, Fn�1px1q�® dpx0, x1q � κdpx0, x1q � � � � � κn�1dpx0, x1q® dpx0, x1q

1� κ
� C.

Als nächstes zeigen wir, daß die Folge eine Cauchyfolge ist. Sei hierzu o. B. d. A.m ¯ n. Dann
ist

dpxn, xmq � d
�
Fnpx0qloomoon�xn

, Fnpxm�nqloooomoooon�xm

� ® κn dpx0, xm�nqloooooomoooooon®C

® κnC.

Daκn ÝÝÝÑ
nÑ8 0, folgt darausdpxn, xmq   ε fallsm ¯ n ¯ Npεq. D. h.xn ist eine Cauchyfolge

in pX, dq. Also konvergiert die Folge gegen einen Grenzwertξ P X, denn nach Annahme istpX, dq vollständig. Es bleibt die Fixpunkteigenschaft vonξ zu zeigen. Hierzu stellen wir fest

d
�
ξ, F pξq� ® dpξ, xnq � d

�
xn, F pξq� ® dpξ, xnq � κdpxn�1, ξq® dpξ, xnq � dpξ, xn�1q   1

2
ε� 1

2
ε   ε

für n ¯ Np1
2
εq, resp.n � 1 ¯ Np1

2
εq. Ein solchesn P N existiert natürlich. Also gilt

d
�
ξ, F pξq�   ε für alle ε ¡ 0. Mit anderen Worten:d

�
ξ, F pξq� � 0 oderF pξq � ξ.

Eine Anwendung. Sei0 ® µ ® 1{4 gegeben in einem archimedischer KörperK. Wähle ein
ε in K mit 0   ε ® µ. Dann ist

X � ��1

2
� ε,

1

2
� ε

�
ein abgeschlossener Unterraum des metrischen RaumespK,dq versehen mit der Metrikdpx, yq �|x� y|. Ist pK,dq vollständig, dann auch der abgeschlossene TeilraumpX, dq.
12



Die Abbildung

F pxq � x2 � 1

4
� µ

ist kontraktiv aufX wegend
�
F pxq, F pyq� � |x2�y2| � |x�y| �dpx, yq ® κ �dpx, yq. Beachte|x� y| ® κ� 2p1

2
� εq   1. Folglich ist

F : X Ñ X

wohldefiniert wegenF pXq � F pr0, 1
2
� εsq � X. Die FunktionF ist auf r0, 1

2
� εs monoton

mit F p0q � 1
4
�µ ¥ 0 undF p1

2
�εq � 1

2
�ε�pµ�ε2q ¤ 1

2
�ε. Auf Grund unserer Annahmen

ist nämlich0   ε   1 und damitε2 ¤ ε ¤ µ. Dies zeigt

Lemma 1.24. Ein vollsẗandiger archimedischer K̈orper ist pythagor̈aisch.

Beweis. Für x ¡ 0 existiert einn P N mit x{n   1{4 (folgt aus dem Archimedischen
Axiom) und damitµ � x{n2 ® x{n   1{4. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgtµ �pξ � 1

2
q2 für den Fixpunktξ. Füry � n � pξ � 1

2
q P K gilt daherx � y2.

1.8 Quaderschachtelung

SeiK ein pythagoräischer Körper. Im Euklidischen StandardraumKr von der Dimensionr
gelten die (Schachtelungs-)Ungleichungen

max
i�1,...,r

|xi| ® ‖x‖ ® ?
r � max

i�1,...,r
|xi|

für einen Vektorx � px1, . . . , xrq P Kr. Beachte:maxi�1,..,r |xi| definiert auch eine Norm auf
Kr, die sogenannteQuadernorm. Die Formel läßt sich durch Quadrieren beweisen. Es genügt

max
i�1,...,r

|xi|
2 ® |x1|

2 � � � � � |xr|
2 ® r � max

i�1,...,r
|xi|

2

und dies gilt aus offensichtlichen Gründen.

Was bedeutet dies anschaulich? Die Norm‖�‖ gibt den Abstand eines Punktes von Null an.
Wir betrachten die

”
Kugel“ aller Punkte mit Abstand kleinergleichR vom Ursprung. Diese

KugelB liegt in einem Quader mit der Seitenlänge2R eingrenzen. Umgekehrt liegt der Quader
mit der Seitenlänge

?
r
�1 � 2R in der KugelB

R

R?
r

R

13



Sei nun

Q � rc, dsr � rc, ds � � � � � rc, dsloooooooooomoooooooooon
r mal

.

ein beliebiger Quader imKr.

Lemma 1.25. Für beliebige Punkteξ, η aus einem QuaderQ mit der Seitenl̈angelpQq �|d� c| gilt
dpξ, ηq ® lpQqr?r .

Beweis. Durch Verschieben des Quaders kann man o. B. d. A. annehmenη � 0. Dann gilt
dpξ, ηq � }ξ} ® ?

r � max
i�1,...,r

|ξi| und es genügt zu zeigen|ξi| ® |d� c|. Wegenc ® ξi ® d und

c ® 0 ® d folgt dies dann aus|ξi| ® maxpd,�cq ® d� c � |d� c|.
Satz 1.26(Bolzano-Weierstraß). Jede beschr̈ankte Folge im Euklidschen RaumpKr, ‖�‖q

besitzt eine Teilfolge, die eine Cauchyfolge ist.

Beweis. Ist die Folgex0, x1, . . . beschränkt inKr, so liegt sie in einer Kugel und damit auf
Grund der Schachtelungsungleichungen in einem geeignetenQuader

Q � ra, bsr � ra, bs � � � � � ra, bsloooooooooomoooooooooon
r mal

.

Hierbei istra, bs � tx P K | a ® x ® bu ein geeignetes Intervall inK. Man teilt nun den Quader
in 2r Teilquader, indem man jedes der Intervallera, bs in zwei gleich lange Teile unterteilt. In
mindestens einem der Teilquader müssen unendlich viele Folgenglieder sein. Dies liefert eine
Teilfolge x1,0, x1,1, x1,2, . . . , die vollständig in einem der Teilquader liegt. Dieses Verfahren
setzt man iterativ fort und erhält eine absteigende Folge von Quadern:

Q0 � Q1 � Q2 � � � � .
Hierbei istQ � Q0.

In jedem QuaderQk liegt jeweils vollständig die Folgexk,0, xk,1, xk,2, . . . (wobeix0,k � xk).
Diese ordnet man nun in einer Tabelle an:

x0,0 x0,1 x0,2 � � �
x1,0 x1,1 x1,2 � � �
x2,0 x2,1 x2,2 � � �

...
...

...
. . .

Diagonalfolgentrick. Man bildet jetzt die Diagonalfolge, d. h. man setztξk � xk,k für alle
k P N und betrachtet die dadurch neu entstandene Folgeξ0, ξ1, ξ2, . . . . Dies ist eine Teilfolge
der ursprünglichen Folgex0, x1, . . . , und es giltξi P Qn für alle i ¯ n. Ausi, j ¯ n folgt daher
ξi, ξj P Qn.

Die Seitenlänge der QuaderQn halbiert sich mit jeder Unterteilung. Wir zeigen dies obdA im
Fall n � 0. Es gilt lpQ0q � |b� a|.
14



1
2
pa� bqa b

Q0

Wie in der Zeichnung angedeutet seiQ1 eine der beiden Teilhälften vonQ0. Wegen

lpQ0q � #
∣

∣b� a�b
2

∣

∣ � |b� a|{2, fallsQ1 � �
a�b
2
, b
�

∣

∣

a�b
2
� a

∣

∣ � |b� a|{2, fallsQ1 � �
a, a�b

2

�
ist die Länge vonQ1 in beiden möglichen FällenlpQ1q � lpQ0q{2, halbiert sich also bei der
Teilung. Durch Induktion folgt daherlpQnq � 2�n � lpQ0q � 2�n � |b� a|.

Aus Lemma 1.25 folgt für beliebige Punkteξi, ξj P Qn die Ungleichung

dpξi, ξjq ® C

2n
.

für die KonstanteC � |b� a|r
?
r.

Wir erstellen ein vorläufiges Resumee: Wir haben eine Teilfolgeξ0, ξ1, . . . der gegebenen Folge
x0, x1, . . . konstruiert, so daß für eine feste positive KonstanteC in K gilt

dpξi, ξjq ® C

2n
,

für alle i, j ¯ n. Wir wollen daraus ableiten, daßξi eine Cauchyfolge ist. Für beliebigesε ¡ 0

müssen wir zeigen, daß einN � Npεq existiert mit

dpξi, ξjq   ε

für i, j ¯ Npεq. Dazu genügt esN P N wählen zu können mit der Eigenschaft

C

2n
  ε

für n ¯ N . Damit folgt der Satz aus dem Lemma 1.15 in dem manq � 1{2 setzt.

Satz 1.27. In einem pythagor̈aischen K̈orper ist jede monoton wachsende, nach oben be-
schr̈ankte Folge eine Cauchyfolge. Ebenso gilt dies für monoton fallende, nach unten beschränkte
Folgen.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall der monoton wachsenden, nach oben durch eine Kon-
stanteC beschränkten Folgen. Der umgekehrte Fall ist völlig analog. Aus der Monotonie

xn ® xn�1

der Folge ergibt sichxn P rx0, Cs für allen. Also ist die Folgexn beschränkt. Nach Satz existiert
also eine Teilfolgẽxn, welche eine Cauchyfolge ist. Für alleε ¡ 0 existiert also einÑpεq mit

dpx̃i, x̃jq � x̃i � x̃j   ε

15



für i, j ¯ Ñpεq, wobei o. B. d. A.i ¯ j angenommen werden kann. Wähle nunN � Npεq ¯
Ñpεq so groß, daß

xj ¥ x̃Ñpεq
gilt für alle j ¯ N � Npεq. Die Existenz vonN folgt aus der Monotonie der Folgexj und der
Tatsache, daß̃xi eine Teilfolge vonxi ist. Dies impliziert ausserdem

xi ® x̃i

für alle i. Für i ¯ j ¯ Npεq gilt daher

dpxi, xjq � xi � xj ® x̃i � x̃Ñpεq   ε

nach Wahl vonNpεq und der Cauchyeigenschaft der Teilfolgex̃i.

1.9 Reelle Zahlen

Konvergente Folgen sind immer Cauchyfolgen, wie wir gesehen haben, aber nicht jede Cauchy-
folge ist konvergent. So istQ ein archimedischer Körper, aber nicht vollständig. Daher ist das
nun der Punkt, an dem wir zu den reellen Zahlen übergehen.

Definition 1.28. Wir fixieren einen archimedischen vollständigen K̈orper und nennen ihn
Körper der reellen Zahlen. Wir bezeichnen diesen Körper mit R. Folgen inR nennen wir
reelle Folgen.

Als vollständiger archimedischer Körper istR pythagoräisch. DaR per Definition vollständig
ist, sind inR also die Begriffe der Cauchyfolge und der konvergentene Folge äquivalent. Eine
solche Folge ist immer beschränkt und hat einen eindeutigen Grenzwert. Liegt die Folge in
einem abgeschlossenen IntervallI, so ist auch ihr Grenzwert inI enthalten. Weiterhin enthält
jede reelle beschränkte Folge eine konvergente Teilfolgeund jede monontone beschränkte Folge
konvergiert. Zuletzt besitzt noch jede nach oben beschränkte TeilmengeX � R eine kleinste
obere SchrankesuppXq. Für den Beweis der letzten Aussage sei auf den nächsten Abschnitt
verwiesen. Aus den Sätzen Satz 1.22, Satz 1.21 und Satz 1.26folgt schliesslich die fundamentale
Aussage

Satz 1.29. Eine TeilmengeA des Euklidischen RaumesRr ist folgenkompaktgenau dann,
wenn sie beschränktund abgeschlossenist.

Wir wollen nun die Darstellung reeller Zahlen als Dezimalbrüche betrachten. Nach dem Ar-
chimedischen Axiom ist jede nicht negative reelle Zahly kleiner als eine geeignete natürliche
Zahl n. Da nur endlich viele natürliche Zahlen vorn liegen, kann man obdAn � 1 ¤ y   n

annehmen. Dann liegtx � y� pn� 1q im Intervall I0 � r0, 1q. Teilt manI in 10 Teilintervalle,
folgt analog

x P I1 � ra0

10
,
a0 � 1

10
s
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für ein a0 P t0, 1, . . . , 9u. Unterteilt manI1 wieder in 10 Teilintervalle und fährt so fort, erhält
man eine Approximation vonx durch Zahlen

xn � a0

10
� a1

100
� � � � � an�1

10n

mit a0, a1, . . . an�1 P t0, 1, . . . , 9u und

xn ¤ x ¤ xn � 1

10n
.

Es folgt dpx, xnq ¤ 1
10n . Die Folge derxn konvergiert also gegen die gegebene Zahlx. Man

nennt dies dieDezimalbruchentwicklung vonx und schreibt bekanntlich

x
”
�“ 0,a0a1a2 . . .

Umgekehrt definiert jede solche Dezimalbruchentwicklung eine reelle Zahl im IntervallI �r0, 1s, denn die dadurch definierte Folge reeller Zahlen

xn � a0

10
� a1

100
� � � � � an�1

10n

definiert eine monoton wachsende Folge rationaler Zahlen

xn ¤ xn�1

des IntervallsI: Beachte nämlichxn ¤ 9
10
� 9

100
� � � � � 9

10n � 9
10
� 1�10�n

1�10�1 � 1 � 10�n ¤ 1.
Da die Folgexn monoton wachsend und nach oben beschränkt ist (hier durch1), konvergiert sie
nach Satz 1.27 und ihr Grenzwert liegt im IntervallI � r0, 1s.

1.10 Infimum und Supremum

Definition 1.30. SeiX � R eine nach oben beschränkte, nichtleere Teilmenge und

Y � ty P R | x ® y für alle x P Xu �� H
die Menge deroberen SchrankenvonX. Analog ist im Falle einer nach unten beschränkten
Menge der Begriff derunteren Schrankendefiniert.

Es bezeichneY c � RzY das Komplement von der TeilmengeY in R.

Bemerkung 1.31. Für die MengeY der oberen Schranken einer nach oben beschränkten
nicht leeren MengeX � R gelten folgende Eigenschaften:

(1) Y �� H
(2) Y ist abgeschlossen inR.

(3) Für ξ P Y c gilt ξ ® y für alle y P Y . Insbesondere gilt daher für konvergente Folgen
an P Y c mit Limesa danna ® y für alley P Y (dennp�8, ys ist abgeschlossen).
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Beweis. (1) gilt nach Annahme. Zum Beweis von (2) sei eine Folgeyn P Y gegeben mit
lim

nÑ8 yn � y. Fürx P X gilt x ¯ yn P rx,8q für allen P N. Folglich isty P rx,8q und damit

y P Y (da dies für allex P X gilt). (3) Zunächst beweisen wir die eigentliche Folgerung. ξ P Y c

bedeutetξ T Y . Daraus folgt nach der Definition vonY , daß es einx P X gibt mit ξ   x.
Ebenfalls nach Definition vonY gilt aberx ® y für alle x P X undy P Y , insbesondere also
ξ   y und damitξ ® y.

Betrachte nun eina0 T Y und einb0 P Y . Ein solchesb0 existiert nach (1) unda0 existiert
wegenX �� H (wähle z. B.a0 � x� 1 für einx P X):

Y c Q a0 b0 P Y
Setze nun durch Halbieren des Intervalls

ξ � a0 � b0

2

a0 b0ξ

und führe eine Fallunterscheidung durch: Im Falleξ P Y setzeb1 � ξ und a1 � a0, sonst
a1 � ξ undb1 � a0. Iteriert man dies, so erhält man

Y c Q an ® bn P Y
für allen P N und nach Konstruktion gilt

a0 ® a1 ® a2 ® � � � ® an ® bn ® � � � ® b2 ® b1 ® b0.

Somit ista0, a1, . . . eine monoton steigende, nach oben beschränkte Folge und analogb0, b1, . . .
monoton fallende nach unten beschränkte Folge. Somit sindbeide Folgen konvergent nach Satz
1.27. Setze nuna � lim

nÑ8an undb � lim
nÑ8 bn. Dann gilt

a0 ® � � � ® an ® � � � ® a ® b ® � � � ® bn ® � � � ® b0

wegenaj   bk für alle j, k P N. Daraus folgta ® bk für alle k, und im Limesk Ñ 8
schliesslicha ® b. Wir behaupten nuna � b. Zum Beweis fixieren wir uns einε ¡ 0. Es gilt

0 ® b� a ® |b� bn|loomoon 1
3

ε

� |bn � an|looomooon  1
3
ε

� |a� an|looomooon 1
3

ε

  ε

für n ¯ Npεq. Dies folgt aus den Konvergenzaussagenan ÝÝÝÑ
nÑ8 a, bn ÝÝÝÑ

nÑ8 b und |bn �
an| ÝÝÝÑ

nÑ8 0. Letzteres folgt aus|bn � an| � 2�n|b0 � a0| wie im Beweis von Satz 1.26. Da

ε ¡ 0 beliebig gewählt werden kann, folgt darausa � b.
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Auf Grund der obigen Intervall Schachtelung gilt weiterhin
(4) a ® y für alley P Y ,

dennan P Y c impliziert an ® y für alle y P Y , und somita ® y nach (3). Aus (2) folgt wegen
bn P Y dann

(5) b � lim
nÑ8 bn P Y .

Schliesslich gilt
(6) Es gibt keinen Punktη P Y mit η   b,

denn anderenfalls wärea ® η   b nach (4). Dies würde implizierena   b, also einen Wider-
spruch zua � b. Dies zeigt (6), und damit istb die kleinste obere Schranke vonX nach (5) und
(6). Dies zeigt

Satz 1.32. Jede nach oben beschränkte nichtleere TeilmengeX � R besitzt eine kleinste
obere Schranke. Diese nennt man dasSupremum suppXq der MengeX.

Für die Punktean gilt nach Konstruktionan   a, und daher wegena � suppXq alsoan T Y .
Da an somit keine obere Schranke vonX ist, gibt es einxn P X mit an ® xn. Aus der
Ungleichungan ® x ® a � suppXq folgt wegenan Ñ a dann recht einfachxn Ñ a. Es gibt
also einen Folge von Punkten ausX, welche gegen das Supremuma � suppXq konvergiert.

Oft wird das Supremum formal auch für den Fall einer nach oben unbeschränkten Menge
definiert. In diesem Falle schreibt man

suppXq � �8
für den Fall, daß die MengeX nach oben nicht beschränkt ist.

Völlig analog zum Supremum einer nach oben beschränkten Menge, existiert dasInfimum
einer nach unten beschränkten MengeinfpXq � � supp�Xq.

Satz 1.33. Jede nach unten beschränkte nichtleere MengeX � R besitzt ein Infimum
infpXq, eine gr̈oßte untere Schranke vonX.

Sei nunx1 ¤ x2 ¤ x3 ¤ ... eine beliebige monoton steigende Folge reeller Zahlen. Dann
ist entwederX � txn | n P Nu nach oben beschränkt und die Folgexn konvergiert monoton
gegensuppXq P R. Oder die MengeX ist nicht nach oben beschränkt undsuppXq � �8. In
diesem Fall konvergiert die Folge gegen�8 in folgendem Sinn:Für alle C ¡ 0 existiert ein
N � NpCq so daß f̈ur alle n ¥ N gilt xn ¡ C.

Diese Betrachtung kann man wie folgt zusammen fassen: SetzeR� � R Y t�8u. Dann
besitzt jede (!) monoton steigende Folgexn mit Werten inR� einen Grenzwertx in R� im
obigen Sinne. Wir schreiben dann auch

xn Õ x

und benutzen häufig die Schreibweisex � supn xn � supxn für diesen Grenzwert im erwei-
terten Sinn. Analog existiert immer ein Grenzwertinf xn in R� � RYt�8u für eine monoton
fallende Folgexn P R�.
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2 Stetige Abbildungen

2.1 Stetigkeit

Definition 2.1. SeienpX, dXq undpY, dY q metrische R̈aume. Eine Abbildung

f : pX, dX q Ñ pY, dY q
heißtstetig, wenn f̈ur jede Folgexn in X gilt

xn Ñ ξ ùñ fpxnq Ñ fpξq .

Anders formuliert,f führt konvergente Folgen in konvergente Folgen über und vertauscht mit
Limesbildung:

f
�

lim
nÑ8xn

	 � lim
nÑ8 fpxnq .

Ein Spezialfall. Abbildungenf : pX, dX q Ñ pY, dY q mit der Eigenschaft

dY

�
fpxq, fpξq� ® C � dXpx, ξq , � x, ξ P X

(für eine feste KonstanteC ¡ 0) sind stetig: Für genügend großesn gilt dXpxn, ξq   ε{C
wegenxn Ñ ξ, und damitdY

�
fpxnq, fpξq�   ε. Solche Abbildungen nennt manLipschitz-

stetig undC nennt manLipschitz-Konstante. Beispiele sind kontraktive Abbildungen oder die
im folgenden aufgeführten Abbildungen:

Beispiel 2.2. (1) Die identische AbbildungidX : pX, dX q Ñ pX, dX q definiert durchidXpxq �
x ist stetig (C ist hier 1).

(2) Die konstante Funktionf : pX, dX q Ñ pY, dY q definiert durch durchfpxq � y0 für einen
festen Punkty0 P Y ist stetig (C ist hier beliebig).

(3) SeipX, dX q ein metrischer Raum undx0 ein beliebiger Punkt vonX. Dann ist die Ab-
standsfunktionfpxq � dpx, x0q eine stetige Funktionf : pX, dX q Ñ Y � R. In der Tat gilt
hier dY

�
fpxq, fpξq� � |dXpx, x0q � dXpξ, x0q| ® C � dXpx, ξq mit C � 1 wegen der unteren

Dreiecksungleichung des metrischen RaumespX, dX q.
(4) JedeR-lineare AbbildungL : Rr Ñ Rs zwischen Euklidischen Räumen ist stetig.
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(5) Insbesondere sind als Spezialfall von (4) die Koordinatenprojektionen

pi : R
r Ñ R, pipx1, . . . , xrq � xi

stetig für allei � 1, . . . , r.

Zum Beweis von (4) beachte: Es giltdRs

�
Lpxq, Lpξq� � ‖Lpxq � Lpξq‖

Rs � ‖Lpx� ξq‖
Rs

für lineare AbbildungenLpxq � p°r
j�1 Lijxjqi�1,...,s. Wir suchen also eine KonstanteC mit

der Eigenschaft
‖Lpyq‖

Rs ® C � ‖y‖
Rr .

Beachte‖Lpyq‖
Rs ® ?

s�maxi�1,..,s |Lpyqi| ® r
?
s�maxi�1,...,s;j�1,...,r |Lij |�maxj�1,...,r |yj| ®

C ‖y‖
Rr für C � r

?
s �maxi,j |Lij |. Die Wahl vonC ist nicht optimal. Aber offensichtlich gilt

Lemma 2.3. Für R-lineare AbbildungenL : Rr Ñ Rs ist die reelle Zahl

‖L‖ � sup
v ��0

�
‖Lpvq‖

Rs

‖v‖
Rr


 ¤ C   8
wohldefiniert und¥ 0. Es gilt

‖Lpvq‖ ® ‖L‖ � ‖v‖
und‖L‖ � 0 genau dann, wennL � 0.

Bemerkung 2.4. Eine Funktionf : pX, dq Ñ Rr schreibt sich in der Form

y � fpxq � ���f1pxq
...

frpxq�Æ
P Rr.

Die r reellwertigen Funktionenfi � pi � f sind wegen (5) als Zusammensetzung stetiger
Funktionen stetig (siehe Korollar 2.7). Umgekehrt definieren r stetige reellwertige Funktio-
nen f1pxq, . . . , frpxq auf pX, dq eine stetige FunktionpX, dq Ñ Rr, dennxn Ñ x impli-
ziert fipxnq Ñ fipxq in R, und wegend

�
fpxnq, fpxq� ® ?

r � max
i�1,...,r

|fipxnq � fipxq| auch

fpxnq Ñ fpxq in Rr.

Definition 2.5. SeienpX, dXq undpY, dY q metrische R̈aume. Eine Abbildung

f : X Ñ Y

heißtstetig im Punkt ξ vonX, wenn f̈ur jede Folgexn, die inpX, dX q gegenξ konvergiert, die
Bildfolgefpxnq in pY, dY q gegenfpξq konvergiert.

Offensichtlich istf : pX, dXq Ñ pY, dY q stetig genau dann, wennf in jedem Punktξ vonX
stetig ist.
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Satz 2.6. Seif : pX, dX q Ñ pY, dY q stetig im Punktξ P X und seig : pY, dY q Ñ pZ, dZq
stetig im Punktη � fpξq P Y . Dann ist die Kompositionpg � fq : pX, dX q Ñ pZ, dZq
stetig im Punktξ P X.

Beweis. Zunächst wollen wir eine Veranschaulichung der Behauptung vornehmen:

X Y Z

xn

xn�1

ξ yn

fpξq � η

fpηqf

g

g � f
Nach Voraussetzung gilt für jede gegenξ konvergente Folgexn

yn � fpxnq Ñ η � fpξq.
Dag stetig ist, gilt wegen der Konvergenz vonyn gegenη in pY, dY q

gpynq � pg � fqpxnq Ñ gpηq � pg � fqpξq.
Also folgt pg � fqpxnq Ñ pg � fqpξq undg � f ist stetig im Punktξ.

Korollar 2.7. Die Komposition stetiger Abbildungen ist wieder stetig.

2.2 Eigenschaften stetiger Funktionen

Lemma 2.8. Sei f : pX, dX q Ñ pY, dY q eine stetige Abbildung. IstA in pY, dY q abge-
schlossen, dann ist das Urbildf�1pAq abgeschlossen inpX, dX q.

Beweis. Seixn Ñ x eine inpX, dX q konvergente Folge mitxn P f�1pAq. Zu zeigen ist
x P f�1pAq. Da f stetig ist, konvergiert die Bildfolgeyn � fpxnq Ñ y � fpxq. Wegen
yn � fpxnq P A und daA abgeschlossen ist, folgty P A und damitx P f�1pyq � f�1pAq.

Lemma 2.9. Seif : pX, dXq Ñ pY, dY q eine stetigeAbbildung. IstpX, dX q folgenkompakt,
dann ist auch das BildfpXq versehen mit der Einschränkung der MetrikdY folgenkompakt.
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Beweis. Sei yn eine Folge infpXq. Dann giltyn � fpxnq für eine Urbildfolgexn P X.
Nach Annahme gibt es eine inpX, dX q konvergente Teilfolgẽxn Ñ x̃. Aus der Stetigkeit folgt,
daß die Teilbildfolgẽyn � fpx̃nq gegenfpx̃q konvergiert inpfpXq, dY q.

Satz 2.10. Auf einem folgenkompaktenmetrischen RaumpX, dX q hat jede stetigereellwer-
tige Funktion

f : pX, dX q Ñ R

ein beschr̈anktes Bild, und das Maximum und das Minimum vonf werden aufX als Funktions-
werte angenommen.

Beweis. Das BildfpXq ist folgenkompakt bezüglich der Euklidischen Metrik (wegen dem
letzten Lemma). Nach Satz 1.22 ist alsofpXq beschränkt und abgeschlossen. Insbesondere gilt
daher

sup
�
fpXq� � max

�
fpXq�

und analoginf
�
fpXq� � min

�
fpXq�. Daraus folgt die Behauptung.

2.3 Der Zwischenwertsatz

Satz 2.11. Seif : ra, bs Ñ R eine stetige Funktion mitfpaq ® fpbq. Dann gibt es f̈ur jedes
η P rfpaq, fpbqs einα P ra, bs mit fpαq � η.

Beweis. Betrachte die (nichtleere beschränkte) MengeA � tx P ra, bs | fpxq ® ηu. Ent-
weder ist dannα � suppAq gleichb, oder es gilt per Definitionx ¡ α ùñ fpxq ¡ η. In beiden
Fällen folgtfpαq ¯ η (im letzteren Fall wegen der Stetigkeit vonf , da eine monoton fallend
gegenα konvergente Folge von Punktenx P ra, bs existiert mitfpxq ¡ η). Andererseits gibt
es eine Folge von Punkten ausA, welche gegen das Supremumα vonA konvergiert. Aus Ste-
tigkeitsgründen und der Definition vonA folgt darausfpαq ® η. Beides zusammen genommen
ergibtfpαq � η.

y

η
x

a bα β

fpaq
fpbq
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2.4 Dasε-δ-Kriterium

Satz 2.12. Gegeben sei eine Funktionf : pX, dX q Ñ pY, dY q und einξ P X. Dann istf
genau dann stetig inξ, wenn zu jedemε ¡ 0 ein δ � δpεq ¡ 0 existiert, so daß gilt

dXpx, ξq   δ ñ dY

�
fpxq, fpξq�   ε.

Auch hierzu wollen wir eine Veranschaulichung liefern. Betrachte die KugelnBδpxq � tx P
X | dXpx, ξq   δu. Für beliebigesε ¡ 0 soll es einδ ¡ 0 geben, sodaß zu jedemx P X, dessen
Abstand zuξ kleiner alsδ ist, der Abstand vonfpxq zu fpξq kleiner alsε ist. f soll also die
KugelBδpξq um ξ vom Radius  δ in die KugelBεpfpξqq umfpξq vom Radius  ε abbilden

Bδpξq Bε

�
fpξq�δ

ξ
f

fpξq ε

f
�
Bδpξq�

Beweis. Zunächst wollen wir zeigen, daß dasε-δ-Kriterium die Stetigkeit impliziert. Sei
alsoxn eine Folge inX mit lim

nÑ8pxnq � ξ. Also existiert zu jedem̃ε ¡ 0 einN � Npε̃q mit

dXpxn, ξq   ε̃ für n ¯ N . Nach Annahme gilt

dY

�
fpxnq, fpξq�   ε,

für dXpxn, ξq   δ � δpεq. Wählt man jetzt̃ε gleichδ, folgt dY

�
fpxnq, fpξq�   ε für n ¯ Npδq.

Also konvergiertfpxnq gegenfpxq. Zum Beweis der Gegenrichtung nehmen wir anf sei stetig

im Punktξ und dasε-δ-Kriterium wäre nicht erfüllt im Punktξ. Dann würde geltenDε0 ¡ 0 �δ ¡ 0 Dx P X �
dXpx, ξq   δ und dY

�
fpxq, fpξq� ¯ ε0

�
.

Wähle nunδ � 1{n. Dann existiert einxn mit dXpxn, ξq   1{n unddY

�
fpxnq, fpξq� ¯ ε0.

WegendXpxn, ξq   1{n gilt xn Ñ ξ. Aus der Stetigkeit vonf im Punktξ folgt fpxnq Ñ fpξq
im Widerspruch zudY

�
fpxq, fpξq� ¯ ε0.

Folgerung. Eine Funktionf : pX, dX q Ñ pY, dY q ist stetig genau dann, wenn gilt�ξ P X �ε ¡ 0 Dδ ¡ 0 �x P X �
dXpx, ξq   δ ùñ dY pfpxq, fpξqq   ε

�
.
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2.5 Gleichmässige Stetigkeit

Definition 2.13. Eine Abbildungf : pX, dX q Ñ pY, dY q heißtgleichmäßig stetigaufpX, dX q,
wenn zu jedemε ¡ 0 ein δ � δpεq ¡ 0 existiert, so daß f̈ur alle ξ, x P X gilt:

dXpx, ξq   δ ñ dY

�
fpxq, fpξq�   ε.

oder �ε ¡ 0 Dδ ¡ 0 �ξ P X �x P X �
dXpx, ξq   δ ùñ dY pfpxq, fpξqq   ε

�
.

Satz 2.14(Satz von Heine). Ist pX, dX q folgenkompakt, dann gilt: Jede stetigeFunktion
auf pX, dX q ist gleichm̈aßig stetig.

Beweis. Wäre die Aussage falsch, dann würde geltenDε0 ¡ 0 �δ ¡ 0 Dξ P X Dx P X �
dXpx, ξq   δ unddY pfpxq, fpξqq ¯ ε0

�
.

Fixiere ein solchesε0 ¡ 0. Für alle natürlichen Zahlenn ¯ 1 und δ � n�1 existieren daher
ξn, xn P X mit dXpξn, xnq   n�1 und dY pfpξnq, fpxnqq ¯ ε0. Bei sorgfältiger Auswahl
von Teilfolgen kann man o. B. d. A. durcḧUbergang zu den Teilfolgen zusätzlich zu den obigen
Bedingungen erreichen

ξn ÝÝÝÑ
nÑ8 ξ, xn ÝÝÝÑ

nÑ8 x .

(Man geht dazu zu einer konvergenten Teilfolgeξ̃n über, und streicht die entsprechenden Folgen-
glieder auch in der Folgexn. In dieser Teilfolge geht man nochmals durch durch Streichen von
Folgengliedern zu einer konvergenten Teilfolgex̃n über. Die entsprechenden Glieder streicht
man auch aus der Teilfolgẽξn.) WegendXpξn, xnq   n�1 (dies gilt auch für die Teilfolgen) und

0 ® dXpx, ξq ® dXpx, xnqloooomoooon  1
3
ε

� dXpxn, ξnqlooooomooooon n�1  1
3
ε

� dXpξn, ξqloooomoooon  1
3
ε

  1
3
ε� 1

3
ε� 1

3
ε � ε.

für n ¯ Npεq und alleε ¡ 0 folgt dXpx, ξq � 0 im Limesn Ñ 8. Also gilt x � ξ, und damit
folgt wegenfpxq � fpξq aus der Dreiecksungleichung

0   ε0 ® dY

�
fpξnq, fpxnq� ® dY

�
fpξnq, fpξq�loooooooomoooooooon 1

2
ε0

� dY

�
fpxnq, fpxq�looooooooomooooooooon 1

2
ε0

.

Wegen der Stetigkeit vonf ist die rechte Seite  ε0, falls n ¯ N1p1
2
ε0q resp.n ¯ N2p1

2
ε0q

wegen der Konvergenz der Folgenfpξnq Ñ fpξq undfpxnq Ñ fpxq). Dies liefert0   ε0   ε0,
also einen Widerspruch.

2.6 Reellwertige stetige Funktionen

Definition 2.15. Für einen metrischen RaumpX, dX q sei

CpXq � tf : X Ñ R | f ist stetig aufpX, dX qu
der Raum der stetigen reellwertigen FunktionenaufX.
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Lemma 2.16. Seienf, g P CpXq undλ P R. Dann ist auchf � g, λg, fg wieder stetig auf
X. Insbesondere bildetCpXq einenRing.

Beweis. Wir beweisen das Lemma lediglich für das Produktfg, da die anderen Rechnungen
analog durchführbar sind. Seien also einξ P X und einε ¡ 0 gegeben. Dann ist

|fpxqgpxq � fpξqgpξq| ® |fpxqgpxq � fpxqgpξq � fpxqgpξq � fpξqgpξq|® |fpxq|loomoon®c1

� |gpxq � gpξq|loooooomoooooon ε{c1 � |gpξq|loomoon®c2

� |fpξq � fpxq|loooooomoooooon ε{c2   ε

für Konstantenc1, c2 ¡ 0; ersteres gilt hierbei nur fürdXpx, ξq   δ1, letzteres nur fürdXpx, ξq  
δ2. Außerdem gilt|fpxq � fpξq|   1 falls dXpx, ξq   δ3. FallsdXpx, ξq   δ � minpδ1, δ2, δ3q
ist damit|fpxq| ® 1� |fpξq| � c1. All dies zusammen zeigt, daßpf � gqpxq � fpxqgpxq stetig
im Punktξ ist.

Korollar 2.17. Polynome sind stetige Funktionen aufR.

Lemma 2.18. Seif : pX, dX q Ñ R undfpxq �� 0 für alle x P X. Dann gilt:

1

fpxq : pX, dX q Ñ R

ist definiert und stetig aufpX, dX q.
Beweis. Gegeben sei einξ und einε ¡ 0. Dann gilt

∣

∣

∣

∣

1

fpxq � 1

fpξq ∣∣∣∣ � ∣

∣

∣

∣

fpξq � fpxq
fpxqfpξq ∣

∣

∣

∣

.

Es gilt |fpxq � fpξq|   |1
3
fpξq| � ε1 ¡ 0 für dpX, ξq   δ1 (Stetigkeit vonf ). Daraus folgt

|fpxq| ¡ ∣

∣

2
3
fpξq∣∣ wegen der unteren Dreiecksungleichung, oder

∣

∣

∣

1
fpxq ∣∣∣   ∣

∣

∣

3
2fpξq ∣∣∣. Also

∣

∣

∣

∣

1

fpxq � 1

fpξq ∣∣∣∣   ε,

falls |fpxq � fpξq|   2
3
|fpξq|2 � ε. Dies ist erfüllt, fallsdXpx, ξq klein genug ist.

Beispiel 2.19. fpxq � 1
x

erfüllt diese Bedingung fürX � R� � Rzt0u und definiert daher
eine stetige (aber nicht gleichmässig stetige) Funktion auf R�
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y

x

fpxq � 1
x

Wir wollen uns nun mit dem Minimum und Maximum von Funktionenauseinandersetzen.
Seine alsof, g : pX, dX q Ñ R Funktionen auf einem metrischen RaumpX, dX q. Hierzu defi-
nieren wir

maxpf, gqpxq � max
�
fpxq, gpxq�

und analog für das Minimum.

g

f

minpf, gqmaxpf, gq
Die stetigen Funktionen ausCpXq definieren einen Funktionenverband aufX, d.h.CpXq ist

ein reeller Vektorraum von Funktionen und es gilt

Satz 2.20. minpf, gq undmaxpf, gq sind inCpXq für f, g P CpXq.
Beweis. Es genügt, daß mitf auch|f | (als Komposition stetiger Abbildungen) stetig ist,

dennmaxpf, gq � 1
2
pf � gq � 1

2
|f � g| undminpf, gq � �maxp�f,�gq.

28



2.7 Gleichmässige Konvergenz

Definition 2.21. Eine FolgepfnqnPN von reellwertigen mit Funktionenfn : pX, dq Ñ R

heißtpunktweise konvergentgegen eine Grenzfunktionf : pX, dq Ñ R, wenn f̈ur jedesx P X
gilt

lim
nÑ8 fnpxq � fpxq.

Definition 2.22. Eine FolgepfnqnPN von Funktionenfn : pX, dX q Ñ R heißtgleichmäßig
konvergentgegen eine Grenzfunktionf : pX, dX q Ñ R, wenn zu jedemε ¡ 0 einN � Npεq P
N existiert, so daß f̈ur alle n ¯ N und allex P X gilt

|fnpxq � fpxq|   ε.

Für beschränkte reellwertige Funktionenf definiert man

‖f‖� supξPX |fpξq| .
Offensichtlich gilt‖f‖ � 0 genau dann, wennf � 0 gilt. Ebenso trivial ist die Eigenschaft
‖λ � f‖ � |λ| � ‖f‖ für reelle Konstantenλ. Für zwei beschränkte reellwertige Funktionenf, g
aufX ist aber auchf � g beschränkt aufX und es gilt

‖f � g‖ ® ‖f‖� ‖g‖ ,

denn|fpξq � gpξq| ® |fpξq| � |gpξq| ® ‖f‖ � ‖g‖ gilt für alle ξ P X. Somit definiert‖�‖
eineNorm auf demR-Vektorraum der beschränkten Funktionen aufX, die sogenannteSupre-
mumsnorm.

Sei nunpX, dXq ein folgenkompakter metrischer Raum. Dann ist jede stetigeFunktion be-
schränkt aufX. Damit istCpXq einR-Untervektorraum des Raums der beschränkten Funktio-
nen aufX. Für stetige Funktionenf P CpXq gilt sogar

‖f‖ � max
xPX |fpxq| .

Die Supremumsnorm definiert vermögedpf, gq � ‖f � g‖ eine Metrik aufCpXq. Offensicht-
lich gilt

Korollar 2.23.
�
CpXq, d� ist mit dpf, gq � ‖f � g‖ ein metrischer Raum. Eine Folge

von Funktionenfn P CpXq konvergiert gegenf P CpXq in pX, dq genau dann, wennfnpxq
gleichm̈assig aufpX, dX q gegen die Grenzfunktionfpxq konvergiert.

2.8 Vollständigkeit von CpXq
Satz 2.24. SeipX, dX q folgenkompakt. Dann ist

�
CpXq, d� versehen mit der Metrikd der

gleichm̈assigen Konvergenz ein vollständigermetrischer Raum1.

1Dies überträgt sich verbatim auf den RaumCpX,RN q aller Funktionen aufX mit Werten inRN .
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Beweis. Gegeben sei eine Cauchyfolge inCpXq, also Funktionenfn P CpXq für n �
1, 2, . . . mit ‖fn � fm‖   ε für n,m ¯ Npεq. Wir konstruieren eine Grenzfunktion. Fixiere
einen Punktx P X und betrachte die Folgeyn � fnpxq P R. Dann gilt

|yn � ym| ® ‖fn � fm‖   ε,

falls n,m ¯ Npεq. Also definierty1, y2, . . . eine reelle Cauchyfolge. Daher existiert der Limes
yn Ñ y und wir setzen

fpxq� y � lim
nÑ8pynq P R.

Nun behaupten wir:

|fpxq � fnpxq|   ε für n ¯ Np1
2
εq

und zwar für alle (!)x P X. Sei nämlichx P X ein beliebiger Punkt. Dann gibt es einm0 �
m0p1

2
ε, xq mit |fpxq � fmpxq|   1

2
ε für m ¯ m0p1

2
ε, xq, weil ja nach Konstruktionfnpxq Ñ

fpxq gilt. Dies liefert

|fpxq � fnpxq| ® |fpxq � fmpxq|� |fmpxq � fnpxq|   1
2
ε� ‖fm � fn‖loooomoooon 1

2
ε

® ε,

falls n,m ¯ Np1
2
εq undm ¯ m0pε, xq gilt. Ein solchesm kann man immer finden, so daß man

jetzt unabhängig von der Wahl vonx wie behauptet|fpxq � fnpxq|   ε für n ¯ Np1
2
εq gezeigt

hat.
Zum anderen behaupten wirf P CpXq, also daßf stetig aufX ist. Betrachte hierzu Punkte

x1, x2 P X. Dann gilt für geeignetesn unddXpx1, x2q   δ undδ geeignet,

|fpx1q � fpx2q| ® |fpx1q � fnpx1q|looooooooomooooooooon 1
3

ε

� |fnpx1q � fnpx2q|looooooooomooooooooon 1
3

ε

� |fnpx2q � fpx2q|looooooooomooooooooon 1
3

ε

.

Ist dXpx1, x2q   δ � δp1
3
ε, fnq, dann gilt |fnpx1q � fnpx2q|   1

3
ε, da fn stetig und damit

auch gleichmäßig stetig aufpX, dX q ist. Schliesslich haben wir für beliebigesx (insbesondere
also fürx � x1, x2) gezeigt|fpxq � fnpxq|   ε{3, falls n ¯ Np1

2
ε{3q. Wählt man daher

ein n ¯ Npε{6q, dann folgt für allex1, x2 mit dXpx1, x2q   δ, wobeiδ jetzt nur noch vonε
abhängt, die Ungleichung

|fpx1q � fpx2q|   ε .

Das heißtf ist stetig aufX. Die erste Behauptung zeigt außerdem

‖f � fn‖   ε für n ¯ Np1
2
εq .

Somit konvergiert die Funktionenfolgefnpxq gleichmässig gegenfpxq. Dies zeigt die Cauchy-
Vollständigkeit vonCpXq.
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2.9 Monotone Funktionenfolgen

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, daß ein gleichmässiger Limes von stetigen Funk-
tionen (auf einem kompakten RaumX) eine stetige Funktion definiert (Satz 2.24). Das nächste
Beispiel zeigt, daß die analoge Aussage für monotone Limiten stetiger Funktionen im Gegensatz
dazu nicht richtig ist:

Beispiel 2.25. SeiX � Rn ein nichtdegenerierter abgeschlossener beschränkter Quader.
Sei fpxq ¥ 0 eine beliebige nichtnegativestetigeFunktionenf P CpXq auf X sowieA
eine beliebige abgeschlosseneTeilmenge vonX. Dann ist für die stetige2 Abstandsfunktion
dpx,Aq � inftdpx, aq | a P Au die Funktion

fnpxq � max
�
0, 1 � dpx,Aq�n � fpxq

stetig aufX und erfüllt fnpxq ¥ 0. Wegenfpxq ¥ 0 definieren die Funktionenfnpxq eine
monoton fallende Folge von stetigen Funktionen. Beachte0 ¤ maxp0, 1 � dpx,Aqq   1 für
x T A und 0 ¤ maxp0, 1 � dpx,Aqq � 1 für x P A. Daher konvergiert die Funktionenfolge
fnpxq punktweise

CpXq Q fn × g

gegen die Grenzfunktion

gpxq � χApxq � fpxq , A abgeschlossen inX , f ¥ 0 in CpXq .
FürA � X bezeichne hierbeiχA die charakteristische Funktion vonA, d.h. es seiχApxq � 1

für x P A undχApxq � 0 für x T A.

Die konstante FunktionχX liegt inCpXq. Für echte TeilquaderA � rc1, d1s � � � � � rcr, drs
vonX liegt die charakteristische FunktionχA nicht inCpXq, wie man leicht sieht. Bereits im
einfachsten Fallf � 1 ist daher die GrenzfunktionχA nicht mehr stetig, wennA ein echter
Teilquader vonX ist; denn sei etwaA � rc, ds � ra, bs unda   c, dann istlimn χApxnq � 0

für eine linksseitige Folgexn Ñ c (mit xn   c) und ist verschieden vonχApcq � 1.

Die charakteristische Funktiongpxq � χApxq für abgeschlossene TeilmengenA � X ist
zwar im allgemeinen nicht mehr stetig, aber sie ist wenigstens oberhalb stetig in folgendem
Sinne: Für alleξ P X und alleε ¡ 0 existiert einδ ¡ 0 mit|x� ξ|   δ ùñ gpxq   gpξq � ε .

Man nenntgpxq unterhalb stetig, wenn�gpxq oberhalb stetig ist. Endliche Summen oberhalb
stetiger Funktionen sind oberhalb stetig. Jede stetige Funktion ist natürlich oberhalb stetig.

2A ist folgenkompakt und daher nimmtdpx, aq bei festemx P X sein Minimum aufA an als Funktion der
Variablea P A, sagen wir in einem Punkta0 � a0pxq. Alsodpx,Aq � dpx, a0q. Für beliebigesy P X gilt daher
dpy,Aq�dpx,Aq � dpy,Aq�dpx,a0q ¤ dpy, a0q�dpx, a0q ¤ dpy, xqwegen der unteren Dreicksungleichung.
Aus der Symmetrie inx undy folgt |dpy,Aq � dpx,Aq| ¤ dpx, yq, also die Lipschitzstetigkeit.
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Satz 2.26(Satz von Dini). SeipX, dq folgenkompakt. Seifn × f eine monotonfallende
punktweise konvergente Folge von oberhalb stetigenreellwertigen Funktionenfn aufX. Ist die
Grenzfunktionf stetigaufX, konvergieren diefn gleichm̈assig aufX gegenf .

Beweis. Ersetzt manfn durchfn�f , kann o. B. d. A. angenommen werdenf � 0. Wir neh-
men an die Funktionenfolgefn ist monoton fallend. Wäre die Konvergenz nicht gleichmässig,
gäbe es einε0 ¡ 0 so daß für allen einxn P X existiert mit

0   ε0 ® fnpxnq p�nq .
a) DurchÜbergang zu einer Teilfolge können wir oBdA annehmenxn Ñ ξ, daX folgen-

kompakt ist. Wegenfnpξq Ñ fpξq � 0 gibt es einn0, so daß gilt

0 ® fn0
pξq   ε0{2 .

ε0

1
2
ε0

ε0

f1

f2

fn0

fn0
pξq fn

fnpxnq
δ δ

b) Wegen der oberhalb Stetigkeit vonfn0
pxq im Punktξ gilt fn0

pxnq�fn0
pξq   ε0{2 für alle

n ¥ n1, bei geeigneter Wahl vonn1 ¡ n0 wegenxn Ñ ξ. Also

0 ® fn0
pxnq � pfn0

pxnq � fn0
pξqq � fn0

pξq   ε0, pn ¯ n1q .
c) Aus der Monotonie der Folgefmpxq ergibt sich dann

0 ® fmpxnq ® fn0
pxnq   ε0, pm ¯ n1q.

Fürm � n und beliebigesn ¯ n1 steht des im Widerspruch zuε0 ® fnpxnq.
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2.10 Stückweise stetige Funktionen

SeiX � ra1, b1s � � � � � rar, brs ein beschränkter Euklidscher Quader imRr. Wir definieren
jetzt den RaumCT pXq der stückweise stetigen Funktionenauf dem QuaderX. Dieser soll
für beliebige abgeschlosseneTeilquaderA � X den zugehörigen Raum der stetigen Funktionen
CpAq enthalten

CpAq � CT pXq
in folgendem Sinn:

Eine stetige Funktiong : A Ñ R in CpAq wird dabei als Funktion aufX aufgefasst, indem
man sie durch Null fortsetzt. D.h. man setztfpxq � gpxq für x P A undfpxq � 0 für x T A.
Diese Nullfortsetzung ist beschränkt aufX, aber im FallA �� X im allgemeinen keine stetige
Funktion aufX. Insbesondere enthältCT pXq die Funktionengpxq � χApxq � fpxq für stetige
Funktionenfpxq aufX. Degenerierte QuaderA � rc1, d1s� � � ��rcr, drs, also den entarteten
Fall woci � di gilt für ein oder mehrerei � 1, . . . , r, lassen wir ausdrücklich als Teilquader zu.

Definition. SeiCT pXq der von endlichen Linearkombinationen solcher Fortsetzungen (von
Funktionen ausCpAq für TeilquaderA � X) aufgespannteR-Untervektorraum des Raums der
beschränkten Funktionen aufX. Offensichtlich gilt

CpXq � CT pXq.
Die sup-Norm‖f‖ � supxPX |fpxq| definiert eine Metrik aufCT pXq. Der Untervektorraum
vonCT pXq, aufgespannt von den charakteristischen FunktionenχA (A Teilquader), nennen wir
den Raum derTreppenfunktionen T pXq

T pXq � CT pXq.
Lemma 2.27. Jede sẗuckweise stetige Funktionf P CT pXq ist ein gleichm̈aßiger Limes

f � lim
nÑ8 fn einer geeigneten monoton steigenden (resp. alternativ monoton fallenden) Folge

von Treppenfunktionfn P T pXq. Ist f stetig, k̈onnen die Funktionenfn unterhalb stetig (resp.
oberhalb stetig) geẅahlt werden.

Beweis. Man reduziert den Beweis sofort auf den Fall, daßf Nullfortsetzung einer stetigen
Funktion aufA0 � X ist. O. B. d. A. daherX � A0 und f P CpXq. Der Einfachheit sei die
Dimensionr � 1 und damitA0 ein Intervall (der allgemeine Fall ist vollkommen analog3). Wir
teilen sukzessive das IntervallA0 � ra, bs in jeweils zwei gleich lange Teilintervalle, im ersten
Schritt alsora, a�b

2
s undra�b

2
, bs. Auf diese Weise wirdX nachn Schritten in2n Teilintervalle

A � X unterteilt. Auf jedem der2n so entstandenen TeilintervalleA definiert man nunfn durch

fn|Apxq � $&%min
ξPA �

fpξq�, falls x kein Randpunkt des IntervallsA ist

fpxq falls x Randpunkt des IntervallsA ist.

3Definierefnpxq � mintpfpξqq | ξ P Krpxqu für eine geignete offene KugelKrpxq umx mit genügend kleinem
Radiusr (r ist abhänging vonx). Die so definierte Funktionfn ist dann unterhalb stetig aufA.

33



Die so auf ganzX definierte Funktionfn hat die Eigenschaftfnpxq ® fpxq für alle x P X,
und ist konstant auf allen TeilintervallenA eventuell mit Ausnahme an den Randpunkten des
IntervallsA. Also gilt fn P T pXq. Die Funktionfn�1pxq hat per Definition die Eigenschaft� � � ® fnpxq ® fn�1pxq ® � � � .
Ersetzt man in obiger Definition der Funktionenfn die Minima durch Maxima erhält man analog
definierte Funktionengn aufX mit den Eigenschaften

fnpxq ® fpxq ® gnpxq,
so daßgn�1pxq ® gnpxq gilt für alle x P X. Wir behaupten, dass die monoton wachsende Folge
derfn, beziehungsweise die monoton fallende Folge dergn gleichmässig gegen die Grenzfunk-
tion fpxq konvergiert aufX. Beachte dazu: Jedesx liegt in einem der2n TeilintervalleA. Für
x P A gilt

|fpxq � fnpxq| ® |gnpxq � fnpxq| ® max
ηPA �

fpηq� � min
ξPA �

fpξq�.
Die rechte Seite lässt sich für ein beliebig vorgegebenesε ¡ 0 nach oben abschätzen durch

|fpη0q � fpξ0q|   ε ,

wenn der Abstanddpη0, ξ0q ® lpAq ® 2�n�|b� a| kleiner ist als ein geeignetesδ � δpf, εq ¡ 0.
Dies folgt aus Satz 2.14: Die stetige Funktionfpxq auf dem folgenkompakten RaumX ist
gleichmäßig stetig aufX. Für genügend großesn gilt 2�n |b� a|   δpf, εq. Da dies unabhängig
von der Wahl vonA ist, folgt die Behauptung.

2.11 Der eindimensionale Fall

Im eindimensionalen Fall kann man den VektorraumCT pXq der stückweise stetigen Funk-
tionen auf einem IntervallX � ra, bs recht einfach wie folgt beschreiben:

Eine Funktionf : X Ñ R ist stückweise stetig aufX � ra, bs genau dann, wenn es endlich
viele Stützpunktex0, . . . , xm P ra, bs gibt, o. B. d. A.x0 � a ® x2 ® x3 ® . . . ® xm � b, so
daß die Einschränkungenf |pxi�1,xiq vonf auf die offenen Teilintervallepxi�1, xiq sich zu steti-
gen Funktionenfi auf die IntervalleAi � rxi�1, xis fortsetzen lassen. Können die Funktionen
fi konstant gewählt werden, istf eine Treppenfunktion.

Bemerkung. Dies zu zeigen überlassen wir dem Leser. [Hinweis: Setzt man die Funktionen
fi P CpAq durch Null aufX fort, unterscheiden sichfpxq und

°m
i�1 fipxq nur um eine endliche

Summe
°m�1

i�1 ci � χxi
pxq gebildet zu den degenerierten Intervallenrxi, xis für gewisseci P R].

Sei nunfpxq P T pXq eine Treppenfunktion aufX � ra, bs. Die obige Charakterisierung
der Treppenfunktionen liefert sofort das elementareStandardintegral aufT pXq, das heißt eine
R-lineare Abbildung

I : T pXq Ñ R

34



definiert durch

Ipfq �°m�1
i�0 pxi�1 � xiq � fipxiq ,

falls fpxq P T pXq als Treppenfunkion bei Wahl der Stützstellenx0 � a ® x1 ® x2 ®
. . . ® xm � b in X konstante Einschränkungenfi � f |pxi,xi�1q auf die offenen Teilintervallepxi, xi�1q besitzt. Der WertIpfq hängt dabei ganz offensichtlich nur ab von der Treppenfunktion
f P T pXq, aber nicht von der Wahl der Stützpunktex0, . . . , xm.

Linearit ät. Aus der Definition folgt offensichtlichIpc � fq � c � Ipfq für alle c P R und alle
f P T pXq. Für f, g P T pXq kann man weiterhin immer gemeinsame Stützstellenx0 � a ®
x1 ® x2 ® . . . ® xm � b in X finden so daßf undg konstant aufpxi, xi�1q werden. Deshalb
gilt Ipf � gq � °m�1

i�0 pxi�1� xiq � pgi � fiqpxiq � °m�1
i�0 pxi�1� xiq � gipxiq �°m�1

i�0 pxi�1�
xiq � fipxiq � Ipgq � Ipfq.

Monotonie. Aus fpxq ¤ gpxq für alle x P X folgt Ipfq ¤ Ipgq für Treppenfunktionen
f, g P T pXq, eine unmittelbare Konsequenz aus der Definition.

Bemerkung. Beachte

IpχAq � |d� c| für A � rc, ds.
Der Versuch das Standardintegral zu definieren, indem man Treppenfunktionen als endliche Li-
nearkombinationen von charakteristischen FunktionenχA schreibt, ist naheliegend. Dabei ist
aber zu beachten, daß die charakteristischen FunktionenχA für abgeschlossene Teilintervalle
A � X zwar ein Erzeugendensystem desR-VektorraumsT pXq bilden, aber keine Basis. Bei-
spiele für lineare Abhängigkeiten zwischen den Erzeugenden charakteristischen Funktionen sind
etwa

χpc,dq � χrc,ds � χrc,cs � χrd,ds ,
oder füra ® c ® b

χra,bs � χra,cs � χrc,bs � χrc,cs .
a c b

Dies ist der Grund für obige Vorgehensweise bei der Definition des Standardintegrals auf
T pXq.

Lemma 2.28. SeiX � ra, bs und fnpxq eine monoton fallende (resp. steigende) Folge
von Treppenfunktionfn P T pXq, welche punktweise gegen eine Treppenfunktionf P T pXq
konvergiert. Dann giltinfn Ipfnq � Ipfq (resp.supn Ipfnq � Ipfq).
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Beweis. ObdA ist f � 0 indem manfn durchfn � f ersetzt. ObdA ist dannf1 ¤ C für
einen KonstanteC. Die Idee ist nun, für ein vorgegebenesε ¡ 0 die Treppenfunktionenfn × 0

durch eine monoton fallende Folge von oberhalb stetigen Treppenfunktionengn zu ersetzen mit
den Eigenschaften0 ¤ gn ¤ fn und

0 ¤ pfnq ¤ Ipgnq � ņ

i�1

Cε

2i
.

Nach dem Satz von Dini konvergiert dann die Folgegn gleichmässig gegengn × 0 aufX. Es
folgt limnÑ8 Ipgnq � 0 wegen|Ipgnq| ¤ |b � a| � supxPX |gnpxq| und supxPX |gnpxq| Ñ 0.
Anderseits gilt0 ¤ Ipfnq ¤ Ipgnq�Cε. Da die Folge der reellen ZahlenIpfnqmonoton fallend
und nach unten durch Null beschränkt ist, existiert nach Satz 1.27 der Limeslim Ipfnq. Es folgt
0 ¤ lim Ipfnq ¤ Cε. Da aberε ¡ 0 beliebig war, ergibt sich darauslim Ipfnq � 0.

Die Funktionengn konstruiert man induktiv in der Form

gn � minpχAn , fnq ¤ fn ,

wobeiAn eine endliche Vereinigung von abgeschlossenen Intervallen in X ist. DieAn wählt
man so daß das KomplementUn � XzAn eine Vereinigung von endlich vielen offenen In-
tervallen inX ist, welche die Sprungstellen aller Funktionenf1, .., fn enthalten und deren Ge-
samtlänge  °n

i�1
ε
2i ist. Dies erreicht man durch den AnsatzUn�1 � UnY�

ν Krν pxνq, wobei
ν die endlich vielen Sprungstellenxν der Treppenfunktionfn�1pxq indiziert, welche nicht be-
reits inUn liegen. Für jedesν wählt man Radienrν ¡ 0 genügend klein so daß

°
ν rν   ε

2n�1

gilt. Nach Konstruktion istgn oberhalb stetig aufX, und die Funktionenfolgegn ist monoton
fallend wegenA1 � A2 � A3 � � � . Beachte nämlich

minpχAn�1
, fn�1q ¤ minpχAn , fnq

wegenχAn�1
¤ χAn undfn�1 ¤ fn.

Bemerkung. Im Sinne des nächsten Kapitels definieren die oberhalb stetigen Funktionen auf
X einen Halbverband mit Werten inR. Analog bilden die Treppenfunktionen auf einem Intervall
X � ra, bs einen Verband. Das letzte Lemma zeigt, daß das Standard Integral auf dem Verband
der Treppenfunktionen ein Daniel Integral ist im Sinne von Abschnitt 3.3.
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3 Integrale

3.1 Verbände

SeiX eine Menge, später oft ein metrischer Raum. Wir betrachtenFunktionen aufX mit
Werten in

R� � RY8 oder R� � RY�8 .

Im Gegensatz zu Funktionenf : X Ñ R, die in natürlicher Weise einenR-Vektorraum bil-
den, ist der Raum solcher Funktionen nur unter Addition und unter Multiplikation mit positiven
Skalarenλ ¥ 0 abgeschlossen (Konvention:0 � 8 � 8 � 0 � 0).

Definition 3.1. Eine TeilmengeBpXq aller R�-(oder R�)-wertigen Funktionen aufX
heisstHalbverband, wennBpXq unter den Bildungen

minpfpxq, gpxqq und maxpfpxq, gpxqq
sowie Addition und Multiplikation mit reellen Skalarenλ ¥ 0 abgeschlossen ist.

Ist BpXq ein Halbverband mit Werten inR�, dann ist�BpXq ein Halbverband mit Werten
in R	. Beachte dazumaxp�f,�gq � �minpf, gq etc.

Definition 3.2. Ein HalbverbandBpXq heisstVerband, wennBpXq � �BpXq gilt.

Für Funktionen eines Verbandes liegen die Funktionswerteautomatisch inR. Weiterhin ist
wegenBpXq � �BpXq ist ein Verband einR-Vektorraum.EinR-VektorraumBpXq von Funk-
tionen aufX ist genau dann ein Verband, wenn gilt:fpxq P BpXq ùñ |fpxq| P BpXq.

[Beweis: Jede Funktionf aus einem HalbverbandBpXq schreibt sich als Summef � f� �
f� der Funktionf� � maxpf, 0q ¥ 0 und der Funktionf� � minpf, 0q ¤ 0 ausBpXq. Für
Verbände gilt�f� P BpXq. Es folgt daher|f | � f� � p�f�q P BpXq. Die Umkehrung zeigt
man wie bei Satz 2.20].

Beispiel 3.3. Beispiele für Verbände: Der Raum der TreppenfunktionenT pXq oder der
stückweise stetigen FunktionenCT pXq auf einem Quader, der stetigen FunktionenCpXq auf
einem metrischen Raum. Die einfachsten Beispiele für Halbverbände sindR� resp.R� selbst.
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3.2 Monotone Hüllen

Die monotone HülleB�pXq eines HalbverbandesBpXq mit Werten inR� ist die Menge
aller Funktionen

f : X ÝÑ R� ,
für die eine punktweise monotone aufsteigende Folgefn P BpXq existiert, d.h.f1pxq ¤
f2pxq ¤ f3pxq ¤ � � � für alle x P X, mit der Eigenschaftfpxq � suptfnpxq | n P Nu
oder kurz

f � sup
n
fn � sup fn .

Schreibweise. Wir schreiben symbolischfn Õ f , wennf in diesem Sinne als punktweise ‘mo-
notoner Limes’ von Funktionenfn definiert ist.

Ist BpXq ein Verband, oder ein Halbverband mit Werten inR�, definiert man analogfn ×
f undB�pXq mittels monoton fallender Limiten. Funktionen inB�pXq haben dann Werte
in R� � R Y �8. Alle Aussagen sind analog, so daß wir uns im Folgenden vorwiegend
auf den Fall von Halbverbänden mit Werten inR� beschränken. Für einen VerbandBpXq gilt
offensichtlich

B�pXq � �B�pXq .
Lemma 3.4. IstBpXq ein Halbverband mit Werten inR�, dann ist auchB�pXq � BpXq

ein Halbverband mit Werten inR�.

Beweis. BpXq � B�pXq, denn für die konstante Folgefn � f P BpXq gilt fn Õ f .

Fürfn, gn P BpXq mit fn Õ f, gn Õ g undλ ¡ 0 gilt fn � gn Õ f � g undλfn Õ λf .

Fürmaxpfn, gnq Õ maxpf, gq beachtemaxpfn, gnq ¤ maxpfn�1, gnq ¤ maxpfn�1, gn�1q,
dah ¤ g die Ungleichungenmaxph, fq ¤ maxpg, fq undminph, fq ¤ minpg, fq impliziert.
Fürminpfn, gnq Õ minpf, gq benutzeminpfn, gnq ¤ minpfn�1, gnq ¤ minpfn�1, gn�1q.

Lemma 3.5. B�pXq ist gegen̈uber monoton wachsenden Limiten abgeschlossen. D.h. aus
fi Õ f für fi P B�pXq folgt f P B�pXq.

Beweis. Wählefij Õ fi mit fij P BpXq. Wegenfij ¤ fi,j�1 für alle i � j � n gilt dann
Fn :� maxi�j�npfijq Õ f undFn P BpXq, alsof P B�pXq.

3.3 Integrale

SeiBpXq ein Halbverband (obdA) mit Werten inR�. Für Abbildungen vonBpXq in einen
anderen Halbverband betrachten wir folgende Eigenschaften

1. Semilinearität: Ipf � gq � Ipfq � Ipgq. undIpλ � fq � λ � Ipfq für reellesλ ¯ 0.

2. Monotonie: f ¤ g ùñ Ipfq ® Ipgq
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3. Halbstetigkeit: Fürfn P BpXq mit fn Õ f P BpXq gilt sup Ipfnq � Ipfq, d.h.1

supn Ipfnq � Ipsupn fnq für fn Õ f undf, fn P BpXq .
Definition 3.6. Ein Integral aufBpXq ist eine semilineare monotone Abbildung

I : BpXq Ñ R� ,
d.h. I erfüllt die Eigenschaften 1) und 2). Man nenntI ein Daniell-Integral , wenn zus̈atzlich
auch Eigenschaft 3) erfüllt ist.

Lemma 3.7. Ist gn P BpXq eine monoton wachsende Folgeg1 ¤ g2 ¤ g3 ¤ � � � von
Funktionen eines HalbverbandesBpXqmit Werten inR�, undI ein Daniell-Integral aufBpXq.
Dann gilt

BpXq Q f ¤ sup
n
gn ùñ Ipfq ¤ sup

n
Ipgnq .

Beweis. Die monoton wachsende Folgefn :� minpf, gnq konvergiert dann punktweise
gegen die Funktionf P BpXq aufX, alsoIpfq � sup Ipfnq wegen Eigenschaft 4). Aus der
Monotonie folgtIpfnq ¤ Ipgnq wegenfn ¤ gn. Also supn Ipfnq ¤ supn Ipgnq.

Integrale auf Verb̈anden. Aus 1) für λ � 0 folgt 0 P BpXq und aus 1) Additivität folgt
Ip0q � 0. IstBpXq sogar ein Verband, dann giltf P BpXq ñ �f P BpXq. Aus 1) folgt dann

Ip�fq � �Ipfq ,
und insbesondere istIpfq   8 reell. Die Semilinearität vonI ist damit auf Verbänden äquivalent
zur R-Linearit ät der AbbildungI. Ist BpXq ein Verband, folgt die Monotonie 2) bereits aus
der schwächeren Bedingungf ¥ 0 ùñ Ipfq ¥ 0, indem man die Hilfsfunktiong � f ¯ 0

betrachtet.

Lemma 3.8. SeiBpXq ein Verband, der die konstante FunktionχXpxq � 1 aufX entḧalt.
Dann gilt für beliebige Integrale

supxPX |fpxq| ¤ C ùñ |Ipfq| ¤ C � IpχXq .
Beweis. Wegen�C � χX ¤ f ¤ C � χX liefert die Monotonie vonI dannIp�C � χXq ¤

Ipfq ¤ IpC � χXq. Für Verbände giltIp�C � χXq � �IpC � χXq.
Somit ist ein IntegralI auf einem Verband mitχX P BpXq einestetige Funktion in dem

Sinne, daß aus der gleichmässigen Konvergenzfn Ñ f aufX (im Sinne der Sup-Norm) die
Konvergenz der IntegraleIpfnq Ñ Ipfq in R folgt.

1Wir schreiben meistsup Ipfnq odersupn Ipfnq anstelle vonsuptIpfnq|n P Nu etc.
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3.4 Fortsetzung von Integralen

Lemma 3.9. SeiBpXq ein Halbverband mit Werten inR� undI ein Daniell-Integral2 auf
BpXq. Dann setzt sichI auf eindeutige Weise zu einem Daniell-IntegralI� der monotonen
HülleB�pXq fort

I� : B�pXq Ñ R� .

Beweis. Eindeutigkeit. Für g P B�pXq � B� wählegn P BpXq � B mit gn Õ g. Ein
Daniell IntegralI� aufB�, dasI fortsetzt, ist eindeutig festgelegt durch die Halbstetigkeit

I�pgq � sup I�pgnq � sup Ipgnq .
Existenz. Für gn Õ g und gn P B definieren wir daherI�pgq :� sup Ipgnq. Dies hängt

nicht von der Wahl der Folgefn Õ g mit fn P B ab, denn es giltIpfnq ¤ sup Ipgnq (Lemma
3.7) und damitsup Ipfnq ¤ sup Ipgnq im Limes. Vertauscht man die Rollen vonfn und gn,
folgt sup Ipfnq � sup Ipgnq. Die Semi-Linearität der FortsetzungI� folgt unmittelbar durch
Limesbildung aus der Semilinearität vonI.

Monotonie vonI�: f ¤ g ùñ I�pfq ¤ I�pgq. [Für f, g P B� wählefn Õ f undfn P B;
es folgtIpfnq ¤ I�pgq (Lemma 3.7) und damitI�pfq ¤ I�pgq im Limes].

Halbstetigkeit. Gegeben seiengn P B� mit gn Õ g P pB�q� � B�. Wir behaupten
sup I�pgnq � I�pgq. Benutze dazu die HilfsfolgeGn Õ g definiert durchGn � maxi�j�n gij P
B wie in Lemma 3.5. WegenGn ¤ gn ¤ g gilt I�pgq :� sup IpGnq ¤ sup I�pgnq ¤ I�pgq.
Also sup I�pgnq � I�pgq (Halbstetigkeit).

Bemerkung. IstBpXq sogar ein Verband undI ein Daniell-Integral aufBpXq, kann manI zu
Daniell IntegralenI� : B�pXq Ñ R� und analogI� : B�pXq Ñ R� fortsetzen. Hierbei ist
I�phq � lim infn Iphnq für hn × h undhn P BpXq. Beachte�h P B�pXq für h P B�pXq.
Man sieht daher sofort aus der Definition

I�phq � �I�p�hq .
SeiBpXq ein Verband.

Lemma 3.10. Für h in B�pXq undg in B�pXq gilt dann h ¤ g ùñ I�phq ¤ I�pgq .

Beweis. Wählehn × h undgn Õ g mit hn, gn P BpXq. Dann istfn :� gn � hn P BpXq
und es giltfn :� gn � hn Õ f :� g � h ¥ 0. Also 0 ¤ sup fn sowie0 � Ip0q ¤ I�pfq :�
supn Ipfnq (Lemma 3.7). AusI�pfq � I�pgq � I�p�hq � I�pgq � I�phq folgt daher0 ¤
I�pgq � I�phq.

2oder allgemeiner eine beliebige semilineare monotone halbstetige Abbildung zwischen zwei Halbverbänden mit
Werten jeweils inR�.
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3.5 Das mehrdimensionale Standardintegral
³
X

fpxqdx

In diesem Paragraph seiX � ra1, b1s � � � � � rar, brs ein beschränkter Euklidscher Quader
im Rr. Wir betrachten den VerbandT pXq der Treppenfunktionen aufX und definieren das
R-lineare Standardintegral

I : T pXq Ñ R ,

welches die Eigenschaft besitzt, daß für einen beliebigenTeilquaderA � rc1, d1s�� � ��rcr, drs
vonX und die zugehörige charakteristische TreppenfunktionenχApxq gilt

IpχAq � r¹
i�1

|ci � di| .
Diese Bedingung legtI eindeutig fest, da dieχA ein Erzeugendensystem desR-Vektorraums
T pXq definieren. Die Existenz vonI zeigt man am besten induktiv. Man definiertI als Kom-
positum vonr eindimensionalen Standardintegralen. Wir schreibenX � Xr�1 � rar, brs und
setzen

Irpfq � »rar ,brs fpx1, .., xr�1, tqdt
(Integration bezüglich der letzten Variable). Offensichtlich gilt dannIrpχArq � |dr�cr| �χAr�1

für TeilquaderAr � Ar�1�rcr, drs. Da jede Funktion eine endliche Summe von Treppenfunk-
tionen ist, gilt offensichtlich

Ir : T pXq Ñ T pXr�1q .
Nach Abschnitt 3.3 ist das eindimensionale Standardintegral und damit auchIr semilinear
monoton und halbstetig, letzteres wegen Lemma 2.28. Durch Iteration wird das gesuchter-
dimensionale StandardintegralI � I1 � � � � � Ir definiert. Als ZusammensetzungR-linearer,
monotoner und halbstetiger AbildungenIν , ν � 1, .., r ist es selbst wiederR-linear, monoton
und halbstetig.

Das so definierteI : T pXq Ñ R ist einR-lineares Daniell Integral auf dem VerbandT pXq.
Aus dem nächsten Korollar folgt, daßI sich auf den RaumCT pXq fortsetzen lässt. (Wir werden
darüber hinaus den Bereich der integrierbaren Funktionennoch wesentlich erweitern). Beachte:
CT pXq liegt in beiden HüllenT�pXq undT�pXq nach Lemma 3.9. AberT�pXq undT�pXq
sind keine Verbände im Gegensatz zuCT pXq, sondern nur Halbverbände. Wir können aberI

so zu IntegralenI� resp.I� auf T�pXq resp.T�pXq fortsetzen. WegenCT pXq � T�pXq
definiert dies zwei IntegraleI� und I� aufCT pXq. Das nächste Korollar zeigtI� � I� auf
CT pXq. Somit ist das StandardintegralsI :� I� � I� aufCT pXq nicht nur semilinear, sondern
sogarR-linear wegenIp�fq � I�p�fq � �I�pfq � �Ipfq.

Korollar 3.11. Ein Integral aufCT pXq ist durch seine Werte auf dem TeilraumT pXq ein-
deutig festgelegt. Mehr noch: Ein gegebenes IntegralI : T pXq Ñ R mit den Eigenschaften
1)–3) auf dem TeilraumT pXq � CT pXq der Treppenfunktionen läßt sich auf eindeutige Weise
zu einemR-linearen Integral aufCT pXq fortsetzen.
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Beweis. Ist I ein Integral aufCT pXq, welches das gegebeneI auf T pXq fortsetzt, dann
folgt aus der Monotonie des IntegralsIphnq ¤ Ipfq ¤ Ipgnq und somit im LimesI�pfq ¤
Ipfq ¤ I�pfq. Die Eindeutigkeit der Fortsetzung folgt somit ausI�pfq � I�pfq für f P
CT pXq. WegenI�p�fq � �I�pfq folgt ausI�pfq � I�pfq aufCT pXq außerdem sofort die
R-Linearität vonI :� I� � I� auf dem VerbandCT pXq.

Mit Hilfe von Lemma 2.27 wählt man zum Beweis Funktionenhn P T pXq, die monoton
steigend und gleichmässig aufX gegen ein gegebenesf P CT pXq konvergiert. Dann gilt per
Definition

I�pfq � limnÑ8 Iphnq .
Ditto existieren Funktionengn P T pXq, die monoton fallend und gleichmässig aufX gegen
f P CT pXq konvergieren und per Definition gilt

I�pfq � limnÑ8 Ipgnq .
Die Supremumsnorm}gn � hn} ¤ }gn � f} � }f � hn} geht dann fürn Ñ 8 gegen Null.
Daraus folgtI�pfq � I�pfq � lim Iphnq � lim Ipgnq � lim Iphn � gnq � 0 und somit
I�pfq � I�pfq wegen|Iphn � gnq| ¤ IpχXq � }gn � hn}. Ein ähnlicher Schluß zeigt die
Eindeutigkeit der Fortsetzung.

Diese eindeutige Fortsetzung des Standardintegrals auf den VerbandCT pXq nennen wir wie-
der Standard-Integral. Fürf P CT pXq schreibt man dann auch

Ipfq � »
X

fpx1, . . . , xrq dx1 � � � dxr � »
X

fpxq dx .
Weiterhin: Fürf P CT pXq ist χA � f P CT pXq und es gilt»

X

χApxqfpxq dx1 � � � dxr � »
A

fpxq dx1 � � � dxr .

Diese Aussage ist offensichtlich richtig für Treppenfunktionenf , und gilt daher auch für belie-
bigesf P CT pXq durch Limesbildung.

Korollar 3.12. Das Standard-IntegralI aufCpXq definiert einR-lineares Daniell Integral
und l̈asst sich eindeutig zu Daniell-IntegralenI� auf den monotonen ḦullenC�pXq fortsetzen.

Caveat. Für degenerierte abgeschlossene QuaderA � X � Rr gilt IpχAq � 0. Mit anderen
Worten: Dasr-dimensionale Integral verschwindet»

A

dx1 . . . dxr � 0.

Lemma 3.8 impliziert dannIpfq � 0 für die Nullfortsetzungf einer beliebigen stetiger Funktion
auf dem degenerierten QuaderA

A degeneriert undf P CpXq ùñ »
A

fpxq dx1...dxr � 0 .
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Translationsinvarianz. Funktionen der Gestaltgpxq � χApxqfpxq können durch Null fort-
gesetzt werden zu Funktionen auf ganzRn. Ist Q ein beliebiger beschränkter abgeschlossener
Quader derA enthält, dann hängt das Standard Integral

³
Q
gpxqdx nicht von der Wahl des Qua-

dersQ ab. Man schreibt deshalb auchIpgq � ³
Rn gpxqdx. Mit dieser Schreibweise gilt dann³

Rn gpx� x0qdx � ³
Rn gpxqdx .

Zum Beweis wähleQ so groß, daßQ die QuaderA undA� x0 enthält. Dann gilt trivialerweise
die Aussage für Treppenfunktioneng mit Träger inA, und durch Limesbildung dann für stetige
Funktioneng aufA.

3.6 Der Logarithmus

Für 0   a ® b ist fptq � 1
t

eine stetige Funktion aufra, bs und nach Lemma 3.12 ist das
Integral

³ra,bs dt
t

erklärt. Dies definiert fürx ¯ 1 den natürlichenLogarithmus

logpxq � »r1,xs dtt .

Es gilt logp1q � 0, und wir setzenlogpxq � � logp1{xq für x P p0, 1q. Offensichtlich ist
logpxq ¯ lpr1, xsq{x � 1 � 1{x ¡ 0 für allex ¡ 1. Wir benutzen nun dieelementare Substi-
tutionsregel

1
λ

³rλa,λbs fp t
λ
q dt � ³ra,bs fptq dt,

die für λ ¡ 0 und beliebige Funktionenf P CT pra, bsq gilt. [Wie bei der Translationsinvari-
anz genügt es mittels Limesbildung diese Aussage für Treppenfunktionen zu beweisen, wo sie
evident ist]. Man erhält daraus fürλ � y ¡ 0 die Formel

³ry,xys dt
t
� ³r1,xs dt

t
. Im Fall x, y ¯ 1

kann man diese Beziehung wegen
³r1,ys dt

t
� ³ry,xys dt

t
� ³ry,ys dt

t
� ³r1,xys dt

t
� ³r1,xys dt

t
wie folgt

schreiben
logpxq � logpyq � logpxyq .

Man zeigt ohne Mühe, daß diese Formel für allex, y ¡ 0 gilt. Somit gilt logpbq � logpaq �
logpb{aq ¡ 0 für alle b ¡ a ¡ 0 wegena{b ¡ 1. Es folgt

Satz 3.13. Der Logarithmuslog : R¡0 Ñ R ist eine streng monoton wachsende Funktion,
und definiert einen Gruppenhomomorphismus von der multiplikativen Gruppe in die additive
Gruppe

log : pR¡0, �q Ñ pR,�q.
Weiterhin ist nicht schwer einzusehen, daß der Logarithmussogar einen IsomorphismuspR¡0, �q � pR,�q
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definiert. Die Injektivität folgt sofort aus der strengen Monotonie. Der Logarithmus nimmt als
nichttrivialer Gruppenhomomorphismus andererseits beliebig große Werte an. Der Logarithmus
erfüllt logpxq � logpyq ¤ 1

a
|x � y| für x, y P ra, bs wegenmaxtPra,bsp1

t
q � 1

a
, ist also eine

Lipschitz-stetige Funktion. Daher folgt aus dem Zwischenwertsatz, daß jede Zahl̄ 0 im Bild
des Logarithmus ist (und damit sogar jede reelle Zahl, da es sich um einen Gruppenhomomor-
phismus handelt).

x

y exppxq
logpxq

�3

�2

�1

1

2

�3 �2 �1 1 20

Die dadurch eindeutig bestimmte monotone Umkehrfunktion des Logarithmus ist dieExpo-
nentialfunktion , die einen bijektiven Gruppenhomomorphismus

exp : pR,�q Ñ pR¡0, �q
definiert. Also gilt die folgendeFunktionalgleichung

exppx� yq � exppxq � exppyq
für alle reellen Zahlenx, y. Insbesondereexpp0q � 1.

Notation. Für beliebige reelle Zahlenα undx ¡ 0 ist daher

xα :� exppα � logpxqq
wohldefiniert. Es giltpxyqα � xα � yα undxα�β � xα � xβ für alle reellen Zahlenx ¡ 0 und
y ¡ 0. Beachte daß für natürliche Zahlenα der Wertxα die übliche Potenz vonx ist wegen der
Funktionalgleichung der Exponentialfunktion.
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4 Differentiation

Eine TeilmengeX vonRn heisstzulässig, wenn für jeden Punktξ ausX ein nicht degene-
rierter abgeschlossener QuaderQ existiert mitξ P Q � X.

Eine TeilmengeX im Rn (oder allgemeiner in einem metrischen Raum) heisstoffen, wenn
für jeden Punktξ ausX eine KugelBrpξq � tx |dpx, ξq   ru mit Radiusr ¡ 0 existiert mit
ξ P Brpξq � X. Jede offene Teilmenge vonRn ist zulässig. Der Durchschnitt von zwei offenen
Mengen ist wieder offen. Dies gilt jedoch nicht für zulässige Mengen.

4.1 Das Landausymbol

Wir erklären in diesem Abschnitt, was es bedeuten soll, daßeine Funktionf schneller in
einem Punktξ gegen Null geht als jede (von Null verschiedene) lineare Funktion. Man schreibt
in diesem Fall nach Landau:fpxq � opx� ξq. Dies soll nun präzise definiert werden.

Sei dazuX eine Teilmenge des Euklidschen RaumesRn und seiξ P X ein gegebener Punkt.
Für eine Funktion

f : X Ñ Rm

schreiben wir
fpxq � opx� ξq ,

wenn eine FunktionH : X Ñ Rm existiert, welche stetig im Punktξ ist mitHpξq � 0, so daß
gilt

fpxq � }x� ξ}Rn �Hpxq .
Bemerkung. Man sieht sofort, daß für Funktionenf1pxq undf2pxq aufX mit Werten inRm

gilt: fipxq � opx� ξq ùñ α � f1pxq � β � f2pxq � opx� ξq für alleα, β P R.

Lemma 4.1. SeiX � Rm einen zul̈assige Teilmenge. SeiL : Rn Ñ Rm eineR-lineare
Abbildung undξ ausX. Gilt Lpx� ξq � opx� ξq aufX, dann istL � 0.

Beweis. ObdA istX ein Quader. Durch eine Translation des Quaders kann man obdAan-
nehmenξ � 0. Dann gilt es einH stetig in0 motHp0q � 0, so daß für allex P X gilt

Lpxq � }x} �Hpxq
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sowie: Fürε ¡ 0 existiertδ � δpεq ¡ 0 mit }x}   δ ùñ |Hpxq|   ε. Fixiere nunx P X. Mit
x liegt auchx{n im QuaderX für allen ¥ 1 in N. DaL linear ist, giltLpx{nq � Lpxq{n. Aus}x{n} � }x}{n folgt daherHpxq � Hpx{nq. Wählt mann gross genug, ist}x{n}   δpεq und
damit }Hpx{nq}   ε. Also 0 ¤ }Hpxq}   ε. Da dies (bei festemx) für alle ε ¡ 0 gilt, folgt}Hpxq} � 0. AlsoHpxq � 0.

Dies zeigtLpxq � 0 für allex aus dem QuaderX. Da der Quader eine Basis des Vektorraums
Rn enthält, folgt darausL � 0.

4.2 Differenzierbarkeit

SeiX � Rn eine zulässige Teilmenge, und sei

f : X Ñ Rm

eine Funktion. Unter diesen Annahmen machen wir die folgende

Definition 4.2. f heisstdifferenzierbar im Punktξ P X, wenn es eineR-lineare Abbildung
L : Rn Ñ Rm gibt, so dass gilt(*)

fpxq � fpξq � Lpx� ξq � opx� ξq .
Die stetige lineare AbbildungL : Rn Ñ Rm ist dann eindeutig bestimmt durchf und ξ, und
man nenntL das Differential der Abbildungf im Punktξ. Wir schreiben dann

Dfpξq � L .

Ableitung/Tangente im eindimensionalen Fall:

fpxq
fpξq � Lpx� ξq

ξ

opx� ξq
x

y
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Beweis. Angenommen zwei lineare AbbildungenL1, L2 erfüllen Eigenschaft (*). Dann
hätte die DifferenzL � L1 � L2 die EigenschaftLpx� ξq � opx� ξq aufX. Nach Lemma
4.1 folgt darausL � 0.

Bemerkung. Im eindimensionalen FallX � R mit f : X Ñ R schreibt man üblicher Weise
auchDfpξqx � m � x für die Steigung

m � f 1pξq � d

dx
fpξq � df

dx
pξq .

Definition 4.3. Die Funktionf : X Ñ Rm heisst differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt
ξ P X differenzierbar ist.

Beispiel 4.4. SeienpRn, }.}q, pRm, }.}q Euklidische Räume undc P Rm eine Konstante und
L : Rn Ñ Rm eineR-lineare Abbildung. Dann ist die affin lineare Abbildungfpxq � c�Lpxq
differenzierbar, und hat in jedem Punktξ P Rn die Ableitung

Dfpξq � L .

Diese Aussage ist evident, dennHpxq :� fpxq�fpξq�Lpx�ξq ist nach Annahme identisch
Null, alsoHpxq � opx� ξq.

Eine Reduktion. Eine Abbildungf : X Ñ Rm mit Werten in dem Euklidschen Vektorraum
Rm wird beschrieben durch reellwertige Abbildungenfi : X Ñ R für i � 1, ...,m (die soge-
nannten Komponenten vonf )

fpxq � ������ f1pxq
f2pxq�
fm�1pxq
fmpxq

�ÆÆÆÆ

Lemma 4.5. fpxq ist differenzierbar im Punktξ genau dann, wenn jede der Komponenten

f1pxq, ..., fmpxq differenzierbar ist im Punktξ.

Beweis. Die durchfpxq�fpξq�Lpx�ξq � }x�ξ}�Hpxq definierte vektorwertige Funktion
Hpxq konvergiert gegen Null fürxÑ ξ genau dann, wenn ihre KomponentenH1pxq, ...,Hmpxq
gegen Null konvergieren fürx Ñ ξ. Analog istL stetig undR-linear genau dann, wenn alle
KomponentenL1, .., Lm stetigeR-Linearformen sind.

Lemma 4.6. Ist f differenzierbar im Punktξ, dann istf stetig im Punktξ.

Beweis. Sowohldpx, ξq � }x � ξ} als auchHpxq ist stetig im Punktξ. Summen und Pro-
dukte inξ stetiger reellwertiger Funktionen sind stetig inξ. Daher sind die Komponenten der
Funktionfpxq � fpξq �Lpx� ξq � }x� ξ} �Hpxq stetig im Punktξ. Daher gilt dasselbe auch
für fpxq nach Lemma 4.5.
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Lemma 4.7 (Kettenregel). SeienX � Rn, Y � Rm nicht degenerierte Quader (oder
zul̈assige Mengen) und seiZ � Rk. Gegeben seien Abbildungenf, g und Punkteξ P X, η �
fpξq P Y mit

X
f

// Y
g

// Z

ξ
� f

// η

Dann gilt: Ist f differenzierbar im Punktξ und istg differenzierbar im Punktη, dann ist die
Zusammensetzungg � f differenzierbar im Punktξ und es gilt

Dpg � fqpξq � Dgpηq �Dfpξq .
Beweis. Die Differenzierbarkeit vonf im Punktξ besagtp��q fpxq � fpξq �Dfpξq � px� ξq �Hpxq � }x� ξ}

für eine FunktionHpxq mit limxÑξ }Hpxq} � 0. Analog gilt:p�q gpyq � gpηq �Dgpηq � py � ηq � H̃pyq � }y � η}
für eine FunktionH̃pyq mit limyÑη }H̃pyq} � 0. Durch Einsetzen folgt darauspg � fqpxq � gpfpxqq p�q� gpηq �Dgpηq � pfpxq � ηq � H̃pfpxqq � }fpxq � η}p��q� gpηq�Dgpηq��Dfpξq�px�ξq�Hpxq�}x�ξ}	�H̃pfpxqq����Dfpξq�px�ξq�Hpxq�}x�ξ}���� pg � fqpξq � �

Dgpηq �Dfpξq	 � px� ξq �H1pxq � }x� ξ}
mit der Abkürzung

H1pxq � Dgpηq �Hpxq � H̃pfpxqq � }Dfpξq � px� ξq �Hpxq � }x� ξ}}}x� ξ} .

Nach zweimaligem Anwenden der Dreiecksungleichung folgt}H1pxq} ¤ }Dgpηq} � }Hpxq} � }H̃pfpxqq} � p}Dfpξq} � }Hpxq}q .
Hier wurde auch benutzt}Lpvq} ¤ }L}}v} für R-lineare AbbildungenL. Aber f ist stetig im
Punktx � ξ nach Lemma 4.6. Also giltlimxÑξ }H̃pfpxqq} � limyÑη }H̃pyq} � 0. Wegen
limxÑξ }Hpxq} � 0 folgt darauslimxÑξ }H1pxq} � 0. Dies zeigt, daßg � f differenzierbar ist
im Punktξ mit der AbleitungL � Dgpηq �Dfpξq.
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4.3 Die Jacobi-Matrix

SeiX � Rn eine zulässige Teilmenge des Euklidschen Raums und

f : X Ñ Rm

eine im Punktξ P X differenzierbareAbbildung.

Für genügend kleinesε ¡ 0 und allet P p�ε, 0s oderr0, εq liegt iνptq � ξ�t�eν inX (hierbei
sei eν derν-te Basisvektor). Bezeichnepµ : Rn Ñ R die Projektion auf dieµ-te Koordinate.
Die drei Funktioneniν (affin linear),f undpµ (linear) sind differenzierbar. Nach der Kettenregel
ist daher auch die Zusammensetzung

pµ � f � iνptq � fµpξ1, .., ξν�1, ξν � t, ξν�1, ..., ξnq
eine differenzierbare Funktion, definiert auf einem zulässigen Intervall inR. Dies zeigt, dassf
partiell nach derν-ten Variable im Punktξ abgeleitet werden kann. Mehr noch: Die Kettenregel
4.7 liefert für die Ableitung nacht im Punktt � 0

d

dt
fµpξ1, .., ξν�1, ξν � t, ξν�1, ..., ξnq���

t�0
� BBxν

fµpξq
den WertDiνp0q �Dfpξq �Dpµpηq, also wegen 4.4 die FormelBBxν

fµpξq � �
0 � � � 1 � � � 0

� �Dfpξq ��������� 0
...
1
...
0

�ÆÆÆÆÆÆ
 � Dfpξqνµ .

Hierbei fassen wir die lineare AbbildungDfpξq als einen � m-Matrix auf. Auf der rechten
Seite steht dann der Matrixkoeffizient vonDfpξq an derν, µ-ten Stelle.

Wir fassen zusammen: Differenzierbarkeit im Punktξ impliziert partielle Differenzierbarkeit
im Punktξ, und die AbleitungDfpξq wird durch die Matrix der partiellen Ableitungen (Jacobi-
matrix) gegeben

Dfpξq � �BfµBxν
pξq	 ,

für ν � 1, ...n undµ � 1, ..,m.
In der Situation von Lemma 4.7 schreibt sich die Kettenregeldaher auch in der FormBpg�fqµBxν

pξq � °m
λ�1

BgµByλ
pfpξqq � BfλBxν

pξq .
Notation. Wir schreiben oft nurBνf anstelle von BBxν

f .

49



4.4 Extremwerte

Eine differenzierbare Funktionh : ra, bs Ñ R ist stetig und nimmt damit auf dem Intervallra, bs Minimum und Maximum an (Folgenkompaktheit). Sei

t0 P pa, bq
ein innerer Punkt, in demh sein Minimum annimmt. Wählt man jetzt eine FolgetÑ t0, deren
Glieder alle vont0 verschieden sind, dann impliziert die Differenzierbarkeit

hptq � hpt0q
t� t0

ÝÑ h1pt0q � lim
tÑt0

�
Hptq � |t� t0|

t� t0

	 � h1pt0q .
Der Zähler der linken Seite ist nach Annahme nicht negativ.Wählt man eine Folge von Punkten
t P p0, 1q für die allet� t0 positiv sind, folgt daher im Limesh1pt0q ¥ 0.

® 0 ¯ 0

a t t0 t b

Wählt man eine Folge, deren Gliedert� t0 negativ sind, folgth1pt0q ¤ 0. Wegent0 P p0, 1q
sind beide Möglichkeiten realisierbar, also

h1pt0q � 0 .

Satz 4.8(Mittelwertsatz). SeiX zul̈assig imRn und f : X Ñ R differenzierbar. Seien
x, ξ P X Punkte, f̈ur die die Verbindungsgeradettx� p1� tqξ | t P r0, 1su ganz inX liegt (z.B.
wennX ein Quader ist). Dann gibt einen Punktθ P X

θ � tx� p1� tqξ , 0   t   1

mit der Eigenschaft

fpxq � fpξq � Dfpθq � px� ξq .
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ξ

θ

x

tx� p1� tqξ
Beweis. Im Fall von affin lineare Abbildungenf ist die Aussage richtig für alleθ P Q.

Daher kann man eine geeignete affin lineare Abbildung vonf subtrahieren und obdA annehmen
fpxq � fpξq � 0.

Wir betrachtenhptq � fptx � p1 � tqξq. Die Kettenregel lieferth1pt0q � Dfpθq � px � ξq
mit θ � t0x � p1 � t0qξ. Dies reduziert uns auf folgende Aufgabe: Für die differenzierbare
Funktion h : r0, 1s Ñ R mit hp0q � hp1q � 0 suche ein0   t0   1 mit h1pt0q � 0.
Lösung: Ein Maximum oder Minimum vonh in r0, 1s. Solche existieren, dah stetig ist undr0, 1s folgenkompakt. Isth �� 0 kann man einen solchen Extremwertt0 in p0, 1q finden.

ξ xθ

Folgerung. Gilt Dfpξq � 0 für alle ξ P U und istU offen, dann istf lokalkonstant1.

Lemma 4.9 (Extremwerte). Sei f eine differenzierbare reellwertige Funktion auf einer
offenen TeilmengeU vonRn. Nimmtf in ξ P U ein Maximum (analog Minimum) an, dann
verschwindet die Jacobimatrix im Punktξ

fpξq � maxxPU fpxq ùñ Dfpξq � 0 .

1d.h., für jeden Punktx P U gibt es eine offene Kugel umx in U , auf derf konstant ist.
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Beweis. xi � ξi ist ein Extremwert der eingeschränkten Funktionfpξ1, ..., xi, ..., ξnq für
festesξ. Daher giltDifpξ1, ..., ξi, ...ξnq � Difpξq � 0 für alle i. Das heisstDfpξq � 0.

Die Umkehrung gilt bekanntlich nicht! Die Funktionfpxq � x3 hat Ableitung Null im Punkt
x � 0, obwohl an dieser Stelle kein Extremwert vorliegt. Wenigstens gilt

Lemma 4.10. Seih : r0, rs Ñ R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Gilth1p0q �
0 undh2pηq   0 für alle η P p0, rq, dann gilthptq   hp0q für alle 0   t ¤ r.

Beweis. Aus dem Mittelwertsatz folgt die Existenz von Punkten0   η   θ   t mit hptq �
hp0q � t � h1pθq undh1pθq � h1pθq � h1p0q � θ � h2pηq. Letzteres zeigth1pθq   0, und damit
folgt hptq � hp0q   0.

4.5 Symmetrie der Hessematrix

SeiU � Rn zulässigundf : U Ñ R sei inC2pUq, d.h.f sei eine zweimalstetigpartiell
differenzierbarereellwertige Funktion aufU . Damit sei gemeint, daßf zweimal partiell diffe-
renzierbar ist aufU in alle Richtungen, und daß diese partiellen Ableitungen stetige Funktionen
aufU definieren. Dann ist dieHessematrixHpfqpxq

Hpfqpxq � � B2BxiBxj
fpxq�

als reellen� n-Matrix für alle Punktex P U definiert. Die KoeffizientenHpfqijpxq der Hesse-
matrix sind nach Annahme stetige Funktionen aufU .

Satz 4.11. Unter den obigen Annahmen anf und U ist die HessematrixHpfqpξq eine
symmetrischereellen� n-Matrix. für alle ξ P U .

Beweis. Zum Beweis genügt der Fall einer Funktion in zwei Variablenfpx, yq. Angenom-
menfxypξq �� fyxpξq. Dann gibt es aus Stetigkeitsgründen einen nicht degenerierten kleinen
QuaderQ um den Punktξ so daß giltBxByfpθq �� ByBxfpηq für alle θ, η P Q .

FürF � fpx1, x2q�fpx1, ξ2q�fpξ1, x2q�fpξ1, ξ2q gilt F � gpx1q�gpξ1q, wenn mangpxq �
fpx, x2q � fpx, ξ2q setzt. Fürx � px1, x2q P Q liefert zweimal Anwenden des Mittelwertsatzes

F � px1 � ξ1q � g1pθ1q � px1 � ξ1qpx2 � ξ2q � ByBxfpθ1, θ2q .
Hierbei weiß manθ1 P px1, ξ1q und θ2 P px2, ξ2q. Also θ � pθ1, θ2q P Q. Ebenso gilt auch
F � hpx2q � hpξ2q für hpyq � fpx1, yq � fpξ1, yq. Dies liefert vollkommen analog

F � px1 � ξ1qpx2 � ξ2q � BxByfpη1, η2q
für einη � pη1, η2q P Q. Offensichtlich ein Widerspruch, da manx2 �� ξ2 undx1 �� ξ1 wählen
kann, und dann die rechten Seiten, die beideF berechnen, verschieden sind!
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4.6 Lokale Maxima

Eine symmetrischen�n-MatrixH mit reellen KoeffizientenHij heisst positiv definit, und man
schreibtH ¡ 0, wenn für alle Vektorenv � pv1, ..., vnq �� 0 gilt

TvHv � ¸
1¤i,j¤n

vivjHij ¡ 0 .

Ist�H positiv definit, nennt manH negativ definitund schreibtH   0.

Satz 4.12. SeiU zul̈assig imRn. Gilt für f P C2pUq
Dfpξq � 0 und Hpfqpξq   0 presp. Hpfqpξq ¡ 0q ,

dann istfpξq ein lokalesstriktes Maximum (Minimum) vonf . Insbesondere gibt es eine offene
TeilmengeV vonU , welcheξ entḧalt, so dass gilt

fpξq � maxxPV fpxq
(resp.fpξq � minxPV fpxq).

SetzeHpxq :� Hpfqpxq, dann gilt unter den Voraussetzungen von Satz 4.12

Lemma 4.13. IstHpξq   0, dann gibt es eine KonstanteC ¡ 0 und einr ¡ 0, so daß f̈ur
alle x in der offenen Kugel umξ vom Radiusr gilt

TvHpxqv ¤ �C}v}2 .

Beweis. ObdA genügt es dazu die MengeS aller Vektorenv von der Länge 1 zu betrachten,
undx aus einer abgeschlossenen beschränkten KugelK von positivem Radiusr um ξ. Dann ist
S �K folgenkompakt, und die Aussage folgt aus Satz 2.10 vorausgesetztTvHpxqv   0 gilt für
alle pv, xq P S �K. Angenommen dies wäre nicht der Fall, egal wie klein manr wählt. Dann
existiert eine Folgexm Ñ ξ und Vektorenvm �� 0 der Länge 1 mit

TvmHpxmqvm ¥ 0 .

Da die EinheitskugelS abgeschlossen und beschränkt und damit folgenkompakt ist, kann man
durchÜbergang zu einer Teilfolge annehmenvm Ñ v für einen Vektorv der Länge 1. Daraus
folgt im LimesmÑ8

TvHpξqv ¥ 0 , v �� 0

im Widerspruch zur Annahme.

Wir kommen zum Beweis des Satzes 4.12
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Beweis. Seiv P S undhptq � fpξ � tvq für 0 ¤ t ¤ r. Aush1ptq � °n
i�1 viBifpξ � tvq

undDfpξq � 0 folgt dannh1p0q � 0. Weiteres Anwenden der Kettenregel zeigt

h2ptq � ņ

i�1

ņ

j�1

vivjBjBifpξ � tvq � TvHpfqpξ � tvqv .
Aus Lemma 4.13 folgth2ptq   0 für v P S und allet P p0, rq. Der Satz folgt damit aus Lemma
4.10.

4.7 Der Hauptsatz

Satz 4.14. Seif : ra, bs Ñ R eine stetigeFunktion und seia   b. Dann ist die Funktion

F pxq � ³x
a
fptqdt :� Ipχra,xs � fq

eine differenzierbareFunktion auf dem Intervallra, bs, und es gilt

F 1pxq � fpxq .
Jede andere differenzierbare FunktionGpxq auf ra, bs mit der EigenschaftG1pxq � fpxq (eine
solche Funktion nennt manStammfunktion vonf ) unterscheidet sich vonF pxq um eine reelle
KonstanteC.

Beweis. Sei ξ P ra, bs beliebig. Fürhpxq � F pxq � F pξq � fpξq � px � ξq ist hpxq �
opx � ξq zu zeigen. Dazu genügt, daß für jedesε ¡ 0 ein δ ¡ 0 existiert mit der Eigenschaft|hpxq|   |x� ξ|ε für allex mit |x� ξ|   δ. Dabei können wirhpxq durch�hpxq ersetzen. Die
stetige Funktionfpxq ist gleichmässig stetig auf dem folgenkompakten Raumra, bs. Also gilt
suptPrξ,xs |fptq � fpξq|   ε für alle |x� ξ|   δ � δpεq mit x P ra, bs.

Fürx ¥ ξ gilt χra,ξs � χrξ,xs � χrξ,ξs � χra,xs, und somit

hpxq � I
�
χra,xs � f��I�χra,ξs � f��I�χrξ,xs � fpξq�� I

�
χrξ,xs � pf � fpξqq�¤ |x� ξ| sup

tPrξ,xs |fptq � fpξq|   |x� ξ|ε
für |x� ξ|   δ.

Für x ¤ ξ gilt χra,xs � χrx,ξs � χrx,xs � χra,ξs, und man zeigt analog�hpxq � I
�
χrx,ξs �pf � fpξqq� mit demselben Ergebnis|hpxq|   |x � ξ|ε für |x � ξ|   δ � δpεq. Damit ist die

erste Behauptung gezeigt. Der Zusatz folgt aus dem Mittelwertsatz. Die Ableitung der Funktion
F pxq �Gpxq ist Null auf ganzra, bs. Nach dem Mittelwertsatz ist daherF pxq �Gpxq konstant
auf ra, bs.

Konvention. Man definiert ganz allgemein für eine stetige Funktionf : ra, bs Ñ R und
beliebigex, y P ra, bs dasorientierteIntegral» y

x

fptqdt
54



durchIpχrx,ysfq, wennx ¤ y gilt, bzw. durch�Ipχry,xsfq, wenny ¤ x gilt. Mit dieser Kon-
vention gilt dann (wegen des Hauptsatzes) für jede StammfunktionG vonf auf ra, bs die Formel³y

x
fptqdt � Gpyq �Gpxq .

Folgerung. logpxq � ³x
1

dt
t

ist differenzierbar2 aufR¡0 mit Ableitung 1
x
.

4.8 Differentialgleichungen

Gegeben sei eine stetige Funktionhpx, yq
h : ra, bs �RN ÝÑ RN ,

welche von den Variablenx P ra, bs und y P RN abhängt. Gesucht ist eine differenzierbare
Funktionf : ra, bs Ñ RN mit der Eigenschaft

f 1pxq � hpx, fpxqq und fpx0q � y0

für gegebenesx0 P ra, bs undy0 P RN . Hierbei bezeichnef 1pxq die komponentenweise Ablei-
tung nachx.

Satz 4.15(Picard). Seihpx, yq ausserdem Lipschitz-stetig in der Variabley mit einer nicht
vonx abḧangigen LipschitzkonstanteM . Dann existiert auf dem Intervallra, bs eine eindeutig
bestimmte L̈osungfpxq P C1pra, bs,RN q der Differentialgleichungf 1pxq � hpx, fpxqq zu
gegebenem Anfangswertfpx0q � y0.

Nach Annahme gilt die Lipschitz-Stetigkeit}hpx, y1q � hpx, y2q}RN ¤M � }y1 � y2}RN für
eine Lipschitz-KonstanteM , welche nicht (!) von der Variablex P ra, bs abhängt.

Beweis. Die Differentialgleichungmit Anfangsbedingung ist wegen dem Hauptsatz 4.14
äquivalent zu einer Integralgleichung:"

fpxq ist differenzierbar aufra, bs
f 1pxq � hpx, fpxqq, fpx0q � y0

ðñ $&% fpxq ist stetig aufra, bs
fpxq � y0 � x³

x0

hpt, fptqq dt
Beweis der̈Aquivalenz von rechts nach links. Nach Annahme sindhpt, yq undfptq, und daher

auchhpt, fptqq, stetig. Das vektorwertige IntegralF pxq � ³x
x0
hpt, fptqq dt ist komponenten-

weise definiert und alle Komponenten sind in der Variablex differenzierbare Funktionen (Haupt-
satz), und für den Vektor der Ableitungen giltF 1pxq � hpx, fpxqq. Ausfpxq � y0�F pxq folgt
daher durch Ableitenf 1pxq � hpx, fpxqq. Fürx � x0 gilt fpx0q � y0 wegenF px0q � 0.

2Wegen der Kettenregel gilt daherlimxÑ0 logp1 � yxq{x � limxÑ0
logp1�yxq�0

x�0
� logp1 � yxq1|x�0 � y.

Anwenden der stetigen Funktionexp für xn � 1
n

liefert die FormellimnÑ8p1� y

n
qn � ey.
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Beweis derÄquivalenz von links nach rechts. Ist fpxq differenzierbar, dann istfpxq auch
stetig. Aus dem Hauptsatz folgt andererseits

fpxq � fpx0q � » x

x0

f 1ptqdt � » x

x0

hpt, fptqq dt .
Es genügt also die entsprechende Integralgleichung aufra, bs zu lösen. Wir lösen die Inte-

gralgleichung und damit die Differentialgleichung zuerstlokal auf Teilintervallen der Länge  1

M �?N
.

Verheftung. Angenommen die Lösung der Differential-(oder Integral)gleichung existiert und
ist lokal eindeutig auf jedem Teilintervall vonra, bs der Länge  1

M �?N
. Man überdeckt dann

das Intervallra, bs durch überlappende Teilintervalle der Länge  1

M
?

N
, wählt Hilfspunktexi

in denÜberlappungen und wendet das lokale Resultat sukzessive f¨ur alle Hilfspunktexi an. Dies
reduziert den allgemeinen Fall auf den

x1 x0

Beweis der lokalen Version. Der RaumX � Cpra, bs,RN q aller stetigenRN -wertigen
Funktionen ist, versehen mit der Supremums-Norm, ein vollständigermetrischer Raum. Dies
zeigt man wie in Satz 2.24. Die AbbildungF : X Ñ X

F pfqpxq � y0 � x³
x0

hpt, fptqq dt
ist wohldefiniert, denn für stetigesf : ra, bs Ñ RN ist F pfq : ra, bs Ñ RN auch stetig,
sogar komponentenweise differenzierbar. Die Lösung unserer (lokalen) Integralgleichung ist
äquivalent zu der Fixpunktgleichung

F pfq � f , f P X .

Unsere Behauptung (lokale Existenz und Eindeutigkeit) ergibt sich daher sofort aus demBa-
nachschen Fixpunktsatz, denn im Falllpra, bsq   1

M
?

N
ist F : X Ñ X kontraktiv

dXpF pfq, F pgqq � dX

��y0 � x»
x0

hpt, fptqq dt , y0 � x»
x0

hpt, gptqq dt�
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Def.� sup
xPra,bs ������ x»

x0

�
hpt, fptqq � hpt, gptqq	 dt������

RN

und Abschätzen des vektorwertigen Integrals (siehe Seite13) liefert fürκ � |b� a|M?
N

dXpF pfq, F pgqq ¤ |b� a| � ?N � sup
tPra,bs }hpt, fptqq � hpt, gptqq}RN¤ |b� a|M?

N � sup
tPra,bs }fptq � gptq}RN � κ � dXpf, gq .

Wegen|b� a|   1

M �?N
folgt κ   1 wie gewünscht.

Beispiel 4.16. Ist hpx, yq linear iny

hpx, yq � Apxq � y � bpxq
mit einerN � N -Matrix Apxq und einem Vektorbpxq, welche stetig vonx abhängen, dann
sind die Voraussetzungen des Satzes von Picard erfüllt. [Benutze Satz 2.10 und den Beweis von
Beispiel 2.2 (3).]

Beispiel 4.17. Um Differentialgleichungen vom Typ

gpnqpxq � Hpx, gpxq, ..., gpn�1qpxqq
mit der Anfangswertbedingunggpx0q � η0, � � � , gpn�1qpx0q � ηn�1 zu behandeln, definiert
man die vektorwertigeHilfsfunktion

fpxq � ������ gpxq
g1pxq
..

..

gpn�1qpxq
�ÆÆÆÆ


und erhält eine äquivalente Differentialgleichung

f 1pxq � hpx, fpxqq , fpx0q � y0

wobeih : ra, bs �Rn Ñ Rn definiert ist durchpx, y1, � � � , ynq ÞÑ py2, � � � , yn�1,Hpx, y1, � � � , yn�1qq
undy0 � pη0, .., ηn�1q.

Kombiniert man die letzten beiden Beispiele erhält man folgende Aussage über lineare Diffe-
rentialgleichungen auf einem Intervallra, bs mit a   b.
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Satz 4.18. Seiena0pxq, ..., anpxq stetige reellwertige Funktionen aufra, bs. Seienx0 P ra, bs
undη0, ..., ηn�1 P R gegeben. Dann besitzt dielineare Differentialgleichungp�q gpnqpxq � a1pxq � gpn�1qpxq � � � � � an�1pxq � g1pxq � anpxq � gpxq � a0pxq
mit gegebenen Anfangsbedingungen

gpx0q � η0 , ... , g
pn�1qpx0q � ηn�1

eine eindeutige L̈osungg : ra, bs Ñ R, welchen-mal stetig differenzierbar ist aufra, bs.
Beweis. Die Methode von Beispiel 4.17 führt auf eine vektorwertigelineare Differential-

gleichungf 1pxq � Apxq � fpxq � bpxq wie in Beispiel 4.16, hier für die Funktion

Apxq � ������ 0 1 0 ... 0 0

0 0 1 ... 0 0

0 0 0 ... ... ...

0 0 0 ... 0 1�anpxq �an�1pxq ... �a2pxq �a1pxq
�ÆÆÆÆ


Die Koordinaten des Vektorsbpxq sind Null bis auf den letzten Eintragbnpxq � a0pxq.
Ist bpxq � 0 oder äquivalent dazua0pxq � 0, nennt man die Differentialgleichunghomo-

gen. Die Lösungen einer homogen linearen Differentialgleichung wie in Satz 4.18 bilden einen
reellen VektorraumV von Funktionen, wenn man die Forderung von Anfangswertbedingun-
gen weglässt. Denn für Lösungengpxq und g̃pxq und beliebige reelle Konstantenα, β ist auch
α � gpxq � β � g̃pxq eine Lösung, wie man sofort sieht.

Satz 4.19. Der RaumV aller Lösungen einer homogenen Differentialgleichung vom Typp�q
ist ein endlich dimensionalerR-Vektorraum der Dimensionn.

Beweis. Wählex0 P ra, bs. Die Abbildung

evx0
: V Ñ Rn , g ÞÑ �

gpx0q, ..., gpn�1qpx0q�
ist injektiv (Eindeutigkeitsaussage von Satz 4.18) und surjektiv (Existenzaussage von Satz 4.18),
also einR-linearer Isomorphismus vonR-Vektorräumen.

Beispiel 4.20(Sinus und Cosinus). Wir definierensinpxq resp.cospxq als die eindeutig
bestimmten (zweimal stetig differenzierbaren) Funktionen aufR, welche in dem zweidimensio-
nalenR-VektorraumV der Lösungen der homogenen Differentialgleichung

g2pxq � gpxq � 0

liegen und die Anfangswertbedingungengp0q � 0, g1p0q � 1 resp.gp0q � 1, g1p0q � 0 erfüllen.
Wegeng P V ùñ g1 P V gilt sinpxq1 � cospxq und cospxq1 � � sinpxq, und somit durch
Ableitensinpxq2 � cospxq2 � 1.
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Für g P V gilt gpxq � gp0q � cospxq � g1p0q � sinpxq. Wegengpxq P V ùñ gpx � x0q P V
folgt cospx � x0q � cospx0q cospxq � sinpx0q sinpxq und sinpx � x0q � sinpx0q cospxq �
cospx0q sinpxq und somit

Lemma 4.21(Additionstheorem). Für epxq :� cospxq � i � sinpxq in C gilt

epx� x0q � epxq � epx0q .
�1

1

�3
2
π �1

2
π 3x0 � 3

2
π1x0 � 1

2
π π

cospxq sinpxq
Der KernK des Homomorphismuse : R Ñ tz P C | |z| � 1u ist eine Untergruppe der

additiven Gruppe vonR und es gilt
K � 2π � Z

für eine reelle Zahl2π ¡ 0. Die Funktionensinpxq undcospxq sind daher periodisch mit Periode
2π.

Beweis. Wegencosp0q � 1 existiert aus Stetigkeitsgründen einδ ¡ 0 mit cospxq ¡ 0 auf
I � p0, δq. Für0 ¤ x1   x2 ¤ δ ist nach dem Mittelwertsatz die Funktionsinpxq dann streng
monoton steigend auf I wegensinpx2q � sinpx1q � px2 � x1q � cospθq ¡ 0. AlsoK X I � H.
Daraus folgt,K ist entweder Null oder voninfpKXR¡0q erzeugt als Gruppe. Wir zeigenK �� 0.
Dazu genügt die Existenz einer Nullstellex0 ¡ 0 der Funktioncospxq [wegensinpx0q � �1,
somitepx0q � �i undep4x0q � 1. Also 4x0 P K.]

Zur Existenz vonx0. Wärecospxq ¡ 0 für alle x ¡ 0, dann wäre nach dem Mittelwert-
satzsinpxq monoton steigend aufp0,8q (¡ 0 und nach oben beschränkt durch1) und wegen
cospxq2�sinpxq2 � 1 damitcospxqmonoton fallend und nach unten beschränkt durch0. Wegen
Satz 1.27 existiert dann der Limesζ � limnÑ8 epnq und es giltζ T R. Wegen Lemma 4.21 wäre
aber andererseitsζ � ζ � ζ, alsoζ � 0, 1. Ein Widerspruch! Also nimmtcospxq im BereichR¡0

nicht positive Werte an. Folglich existiert (Zwischenwertsatz !) eine kleinste Nullstellex0 ¡ 0

von cospxq (Infimimum !).

4.9 Stetig partiell differenzierbare Funktionen

SeiU � Rn eine offene Teilmenge und sei

f : U Ñ Rm

in C1pU,Rmq, d.h. eine aufU stetigpartiell differenzierbareFunktion.
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Lemma 4.22. Ist f : U Ñ Rm eine stetig partiell differenzierbare Funktion, dann istf
differenzierbar aufU .

Beweis. Wegen Lemma 4.5 können wir annehmenm � 1. Für festesξ P U und allex nahe
genug beiξ ist die folgende Umformung wohldefiniert

fpxq � fpξq � rfpx1, ..., xnq � fpξ1, x2, .., xnqs � rfpξ1, x2, ..., xnq � fpξ1, ξ2, x3, .., xnqs� � � � � rfpξ1, ..., ξn�1, xnq � fpξ1, ξ2, .., ξnqs .
Betrachtet man die Funktion in deri-ten Klammer als Funktion der Variablexi bei festgehalte-
nen anderen Variablen ergibt der eindimensionale Mittelwertsatz 4.8.

fpxq � fpξq � ņ

i�1

pxi � ξiq � BBxi
fpξ1, .., ξi�1, θi, xi�1, .., xnq

für gewisseθi zwischenxi undξi. Es folgt daher

fpxq � fpξq � ņ

i�1

pxi � ξiq � BBxi
fpξq � opx� ξq ,

denn rechts steht
°

ipxi�ξiq�r BBxi
fpξ1, .., ξi�1, θi, xi�1, .., xnq� BBxi

fpξqs und es gilt|xi�ξi| ¤}x� ξ} sowie

lim
xÑξ

��� BBxi
fpξ1, .., ξi�1, θi, xi�1, .., xnq � BBxi

fpξq��� � 0 ,

weil die partiellen AbleitungenBBxi
f stetig im Punktξ sind. Beachtex Ñ ξ impliziert θi Ñ ξi.

Also istf differenzierbar im Punktξ.

Lemma 4.23 (Kritische Punkte). SeiU � Rn offen undf : U Ñ Rm stetig partiell
differenzierbar aufU . Gilt Dfpξq � 0 für ein ξ P U , dann existiert f̈ur jedesε ¡ 0 ein δ ¡ 0,
so dass gilt (f̈ur die Kugelnorm oder die Quadernorm)}x� ξ}   δ , }y � ξ}   δ ùñ }fpxq � fpyq}   ε � }x� y} .

Beweis. ObdA istm � 1. Wähleδ ¡ 0 so klein, daß die Kugel vom Radiusδ um ξ ganz in
U enthalten ist. Aus dem Zwischenwertsatz sowie der Kettenregel folgt dann|fpxq � fpyq| � }Dfpθq � px� yq} ¤ n sup

i
| BBxi

fpθq|}x� y}
für alle x, y aus dieser Kugel, da die Verbindungsgerade zwischenx undy dann auch in dieser
Kugel liegt. Aus der AnnahmeBBx1

fpξq � � � � � BBxn
fpξq � 0 und der Stetigkeit der partiellen

Ableitungen im Punktξ folgt abern| BBxi
fpθq|   ε für alle θ mit }θ � ξ}   δ, wennδ ¡ 0

genügend klein gewählt wird.
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4.10 Der Umkehrsatz

SeiU offen inRn und sei
f : U Ñ Rn

eine stetig partiell differenzierbare, also differenzierbare Funktion aufU . Beachten � m. In
jedem Punktξ P U ist daher die Jacobimatrix einen � n-Matrix. Der folgende Satz zeigt, dass
die Invertierbarkeitder JacobimatrixDfpξq im Punkt ξ eine hinreichendeBedingung für die
Existenz einer lokalenUmkehrfunktion vonf in der Nähe vonξ resp.fpξq ist:

Satz 4.24. Für ξ0 in U gibt es eine offene TeilmengeV vonU , welcheξ0 entḧalt, für die f
eingeschr̈ankt aufV eine bijektiveAbbildung vonV aufW � fpV q definiert, so dass gilt

W � fpV q � Rn ist offen .

Weiterhin: Die lokale Umkehrfunktion

f�1 : W Ñ V

ist stetig partiell differenzierbar, also differenzierbar aufW � fpV q.
Beispiel. SeiU � p0,8q undfpxq � logpxq. Dann istf 1pxq � 1{x eine stetige Funktion auf

U , und die Voraussetzungen des Umkehrsatzes sind erfüllt. Daher ist die Umkehrfunktion
exp des Logarithmus eine differenzierbare Funktion. Auslogpexppxqq � x und der Kettenregel
folgt log1pexppxqq � exppxq1 � x1 � 1. Also exppxq1 � exppxq. Dies zeigt3

Korollar 4.25. Die Exponentialfunktionexp : R Ñ R ist eine (unendlich oft) differenzier-
bare Funktion mit der Ableitung

exppxq1 � exppxq .
Bemerkung. Dass die Invertierbarkeit vonDfpξq im Umkehrsatz andererseits eine notwendige

Bedingung für die Existenz einer differenzierbaren lokalen Umkehrfunktiong � f�1 in der
Nähe vonξ ist, folgt sofort aus der Kettenregel:g � f � id impliziert ganz allgemeinDgpηq �
Dfpξq � Dpidqpξq � id für η � fpξq. Somit istDgpηq die zuDfpξq inverse Matrix.

Beweis. Wir geben zuerst den Beweis im Spezialfallξ0 � fpξ0q � 0 undDfpξ0q � id.
Die HilfsfunktionF � Fη:

F pxq � x� fpxq � η

hat für gegebenes konstantesη P Rn verschwindende Ableitung im Punktξ. Für ε � 1{2 gilt
dann nach Lemma 4.23 für allex, y vom Abstand kleinerδ � δp1{2q ¡ 0 zu ξ0 � 0}F pxq � F pyq}   1

2
}x� y} .

3Fürα P R folgt pxαq1 � α � xα�1wegenexppα � logpxqq1 � exppα � logpxqq � α
x

sowie 1
x
� expp� logpxqq.
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Der vollsẗandige RaumX. Wir wählen eine abgeschlosseneKugel4 X umξ0 � 0 vom Radius
r für ein0   r   δ. Dann istF : X Ñ RN eine Lipschitz-stetige Abbildung mit Lipschitzkon-
stante1

2
.

Bedingung anη. F p0q � η und}F pxq} ¤ }F pxq �F p0q} � }F p0q} ¤ 1
2
}x}� }η} impliziert

für x P X (d.h.}x} ¤ r) sowie gleichzeitig für}η}   r{2
die Ungleichung}F pxq} ¤ r, oder anders ausgedrückt

F : X Ñ X .

Fixpunktsatz. Der Fixpunktsatz von Banach liefert daher einen eindeutigbestimmten Fixpunkt
ξ P X der kontraktiven AbbildungF : X Ñ X. BeachteF pξq � ξ ist äquivalent zufpξq � η.
Mit anderen Wortenξ � f�1pηq:D! ξ P X mit fpξq � η , falls }η}   r{2 .

Konstruktion vonV . SeiW � Br{2p0q die offene Kugel um Null allerη P Rn mit }η}   r{2.
DaW � Rn offen undf stetig ist, ist das Urbildf�1pW q offen inRn (benutze Lemma 4.6 und
Satz 2.12). FürV � f�1pW q XX gilt wie bereits gezeigt

f : V � fpV q �W .

Kontroll-Abscḧatzungen. Die Kontraktivität}F pxq � F pyq}   1
2
}x� y} vonF aufX liefert

für x, y P X mit Hilfe der unteren und oberen Dreiecksungleichung5 (s. Seite 6)

1
2
}x� y}   }fpxq � fpyq}   3

2
}x� y} .

V ist offen. ξ P V ùñ η � fpξq PW . Aus der unteren Kontroll-Abschätzung vonf folgt für
x � ξ, y � 0 dann1

2
}ξ}   }η}. Andererseits}η}   r

2
. Somit}ξ}   r. Also liegtξ bereits in der

offenen KugelX0 � X vom Radiusr um Null. Daher istV � f�1pW q XX � f�1pW q XX0

als Durchschnitt zweier offener Mengen selbst offen.

Stetigkeit vonf�1 : W Ñ V . Eine unmittelbare Konsequenz von

1

2
}f�1pη1q � f�1pη2q}   }η1 � η2} .

Dies gilt für alleη1, η2 PW wegen der linken Kontrollabschätzung.

4Dies ist eine abgeschlossene Teilmenge desR
n, also versehen mit der Euklidschen Metrik nach 2.8 ein

vollständiger metrischer Raum.
5Benutze}u} � }v} ¤ }u� v} ¤ }u} � }v} für u � x� y undv � F pyq � F pxq undu� v � fpyq � fpxq.
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Differenzierbarkeit vonf�1 im Punkt0. Fürη �� 0 ðñ f�1pηq � ξ �� 0 gilt}f�1pηq � f�1p0q � idpη � 0q}}η � 0} � }f�1pηq � η}}η} � }ξ � fpξq}}fpξq}� }ξ}}fpξq} � }fpξq � fp0q � idpξ � 0q}}ξ � 0}
Da f nach 4.6 stetig aufV ist, undf�1 stetig aufW ist, sindξ Ñ 0 und η � fpξq Ñ 0

zueinander äquivalent. Da rechts der Limesξ Ñ 0 existiert und Null ist (f ist differenzierbar im
Punktξ � 0 mit der Ableitungid, und der Faktor}ξ}{}fpξq} kann durch2 abgeschätzt werden
wegen der Kontrollabschätzungen) existiert der Limesη Ñ 0 links, und ist auch Null. Somit ist
f�1 differenzierbar im Punktη � 0 mit der AbleitungDf�1p0q � id.

Differenzierbarkeit vonf�1 aufW . Hierzu nehmen wir an, dass der Radiusr obdA so klein
gewählt wurde, dass für alleξ P X und damit für alleξ P V die Ableitung vonf im Punktξ
invertierbar ist. Dann zeigt unser vorheriges Argument dieDifferenzierbarkeit vonf�1 in allen
Punktenη � fpξq PW . Beachte die nachfolgende Reduktion auf den Spezialfall.

Stetig partielle Differenzierbarkeit vonf�1 auf W . Aus der Kettenregel folgt, dass die Ja-
cobimatrixDf�1pηq die zuDfpξq inverse Matrix ist. Die Cramersche Regel oder der Laplace
Entwicklungssatz liefert daher die Formel

Df�1pηq � �
Dfpξq��1 � Dfpξqad

det
�
Dfpξq� .

Beachteξ hängt stetig vonη ab, daf�1 stetig ist. Die Einträge der adjungierten Matrix und die
Determinante vonDfpξq sind Polynome in den Matrixkoeffizienten vonDfpξq, also stetig inξ,
daf stetig partiell differenzierbar ist. Andererseits sind die partiellen Ableitungen vonf�1 die
Koeffizienten der JacobimatrixDf�1pηq. Also sind dies stetige Funktionen der Variableη PW .

Reduktion auf den Spezialfall.Die zum Beweis des Umkehrsatzes gemachten Annahmen

ξ0 � 0 undη0 � fpξ0q � 0 undDfpξ0q � id

sind unbedenklich. Dies sieht man von ein allgemeinesf durch Modifikation mit affin linea-
ren Abbildungen der Gestaltϕpxq � Lpxq � ξ0, L P Glpn,Rq und ψpxq � x � η0. Diese
Abbildungen haben die JacobimatrixL bzw. id, und sind invertierbar auf ganzRn. Ihre Um-
kehrabbildungen sind wieder affin linear. Hat daher

f̃ � ψ � f � ϕ
eine lokale Umkehrfunktion beix � 0, dann hat auchf wie behauptet eine lokale Umkehrfunk-
tion6 beix � ξ0, nämlich

f�1 � ϕ � f̃�1 � ψ .
Anderseits7 gilt f̃p0q � 0 undDf̃p0q � id, fallsL geeignet gewählt wird, nämlich

L � Dfpξ0q�1 .

Genau an dieser Stelle geht die Invertierbarkeitder JacobimatrixDfpξ0q ein!

6f � pϕ � f̃�1 � ψq � ψ�1 � f̃ � f̃�1 � ψ � id undpϕ � f̃�1 � ψq � f � ϕ � f̃�1 � f̃ � ϕ�1 � id.
7Für die Funktionf̃ folgt die Existenz der lokalen Umkehrfunktion beix � 0 aus dem vorherigen Abschnitt.
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4.11 Substitutionsregel

SeiU � Rn eine offene Menge und

f : U Ñ R

eine stetige Funktion aufU . Man sagtf hat Tr äger in K (für eine abgeschlossene Teilmenge
K vonU ), wennfpxq ausserhalb vonK verschwindet. Kann man einen inU (und damit auch
in Rn) folgenkompakten TrägerK vonf wählen, sagt manf hatkompakten Träger in U .

SeiCcpUq � CpUq die Menge aller stetigen Funktionenf : U Ñ R mit kompaktem Träger
in U . Die Vereinigung zweier folgenkompakter Mengen ist folgenkompakt. Somit istCcpUq ein
R-Untervektorraum vonCpUq.

Funktionen inCcpUq können durch Null zu stetigen Funktionen auf jeden QuaderX fortge-
setzt werden, welcherK enthält. In diesem Sinne giltf P CT pXq, und das IntegralIpfq ist
daher erklärt und hängt nicht von der Wahl des QuadersX ab. Dies definiert das Integral als
R-lineares, monotones Funktional aufCcpUq

Ipfq � »
U

fpxqdx , f P CcpUq .
Dieses Integral ist ein Daniell-Integral, wie eine Analysedes Beweises von Korollar 3.12 zeigt:
Der Satz von Dini lässt sich wie in loc. cit. anwenden, da für f, gn P CcpUq die Funktionen
minpf, gnq wegeng1 ¤ minpf, gnq ¤ f ihren Träger in einem festen einem KompaktumX �
U haben (etwa die VereinigungX des Trägers vong1 undf ).

Definition 4.26. Ein Koordinatenwechselist eine bijektivestetig partiell differenzierbare
Abbildung zwischen offenen MengenU, V im Rn

ϕ : U Ñ V ,

so dass
det Dϕpxq �� 0 für alle x P U .

ϕ heisstorientierter Koordinatenwechsel, wenn für alle x P U gilt det Dϕpxq ¡ 0.

Nach dem Satz von der Umkehrfunktion ist für einen Kartenwechselϕ : U Ñ V auch
ψ � ϕ�1 : V Ñ U ein Kartenwechsel.

Satz 4.27(Substitutionsregel). Seiϕ ein Koordinatenwechsel. Dann liegt für jede Funktion
f : V Ñ R ausCcpV q auch die Funktionfpϕpxqq � |det Dϕpxq| in CcpUq, und es gilt

(*)
³
V
fpyqdy � ³

U
fpϕpxqq � |det Dϕpxq|dx .

Bemerkung. Der obige Satz ergibt durch einen einfachen Limesschluß die analoge Substitu-
tionsregel auch für Funktionenf : V Ñ R, welche Lebesgue integrierbar sind im Sinne von
Kapitel 5.
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Beweis. 1.Schritt. Mittels der Zerlegungf � f� � f� mit f� � maxpf, 0q und f� ��minpf, 0q und derR-Linearität des Integrals kann man auf den Fallf ¥ 0 reduzieren. Sei
also obdAf ¥ 0, und damit auchgpxq � fpϕpxqq|det Dϕpxq| ¥ 0.

2.Schritt. Es genügt für alle Koordinatenwechselϕ : U Ñ V und allef P CcpV q (resp.
LpV q) mit f ¥ 0 zu zeigen

(**)
³
V
fpyqdy ¤ ³

U
fpϕpxqq � |det Dϕpxq|dx ,

denn angewandt aufψ : V Ñ U mit ψ � ϕ�1 und gpxq � fpϕpxqq|detDϕpxq| gibt (**)
die Ungleichung

³
U
gpxqdx ¤ ³

V
gpψpyqq|detDψpyq|dy. Nun ist gpψpyqq|detDψpyq| gleich

fpϕpψpyqqq|detDϕpψpyqq||detDψpyq| � fpyq|detDpϕ � ψqpyq| � fpyq. Aus (**) folgt damit»
U

fpϕpxqq � |detDϕpxq| ¤ »
V

fpyqdy ,

also die Substitutionsregel (*).

3.Schritt. Gilt (**) für ϕ : U Ñ V und ψ : V Ñ W , dann gilt (**) für ψ � ϕ : U Ñ
W . [ (**) für die Substitutioneny � ϕpxq und z � ψpyq liefert

³
W
gpzqdz ¤ ³

V
gpψpyqq �|detDψpyq|dy ¤ ³

U
gpψpϕpxqq�|detDpψpϕpxqq|�|detDϕpxq|dx � ³

U
gppψ�ϕqpxqq|detDpψ�

ϕqpxq|dx vermöge der Kettenregel und der Produktformel für Determinanten. Ditto für (*).]

4.Schritt. Um die Aussage (*) - oder äquivalent (**) - für die Einschränkungϕ : U Ñ V

von linearen Abbildungenϕ : Rn Ñ Rn zu zeigen, kann man sich wegen Schritt 3 auf den
Fall von Elementarmatrizen zurückziehen [Jede invertierbare Matrix ist ein Produkt von Dia-
gonalmatrizen und oberen und unteren elementaren Dreiecksmatrizen (Scherungen).] Den Fall
von Diagonalmatrizen behandelt man wie in Abschnitt 3.6. Der Fall einer elementaren Scherung
ist ein einfacher Spezialfall des späteren Satzes von Fubini8, folgt aber auch aus einer simplen
Modifikation des Arguments in Schritt 8. Wir wollen daher hier annehmen, im Fall von linearen
Koordinatenwechseln sei (*) bereits gezeigt. Ditto für Translationen.

5.Schritt. Also angenommen es gäbe einen Fall, wo die Ungleichung (**) tatsächlich falsch
wäre, also die linke Seite in (**) etwa umκ ¡ 0 grösser wäre als die rechte. Wir legen dann den
TrägerK von fpϕpxqq in U in einen QuaderQ � Q0 � Rn, sagen wir mit Seitenlängec, und
halbieren alle Seitenlängen sukzessive (Quaderschachtelung). Für jeden der iterierten Teilquader
Qm ist die FunktionχϕpQmqpyqfpyq integrierbar bezüglich eines erweiterten IntegralsI� (siehe
Beispiel 2.25 zusammen mit Korollar 3.12). Dann zeigt910 man leicht durch einen

Schubfachschluss(!): Es gibt eine absteigende Folge von TeilquadernQm � Q0 mitvolpQmq �
2�mnvolpQ0q und

lim
mÑ8 ³

χϕpQmqpyqfpyqdy
volpQmq ¥ κ

volpQ0q � lim
mÑ8 ³

Qm
fpϕpxqq � |det Dϕpxq|dx

volpQmq
8Im Scherungsfall ist obdAn � 2 und die Aussage folgt aus

³
R
p³

R
fpx, λ � x � yqdyqdx � ³

R
p³

R
fpx, yqdyqdx

wegen der Translationsinvarianz
³
R
hpy0 � yqdy � ³

R
hpyqdy.

9Schubfachschluss: Giltκ ¥ λQm�1
{volpQm�1q � °2n

ν�1
λQm,ν {volpQm�1q, und istQm einer der2n Teilqua-

derQm,ν mit maximalemλQm,ν , dann giltκ ¥ 2n � λQm{volpQm�1q � λQm{volpQmq.
105.Schritt: Eigentlich müsste als Integrationsbereich dastehenQm X U respektiveϕpQm X Uq. Aber fürm ¡¡ 0

gilt Qm � U wegenx0 P K � U .

65



sowie
�
Qm � tx0u (Quaderschachtelung; siehëUbungsaufgaben).

Hinweis. Lasse den Limes weg und multipliziere mitvolpQmq. Wie findet man wohl den
QuaderQm in Qm�1? Natürlich durch einen Schubfachschluss:Qm ist einer der Teilquader mit
maximaler Abweichung von (**)!

6.Schritt. Wegen der Stetigkeit vonf existiert der Limes11

lim
mÑ8 ³

Qm
fpϕpxqq � |det Dϕpxq|dx

volpQmq � fpϕpx0qq � |det Dϕpx0q| .
7.Schritt. Durch Komposition mit einer linearen Abbildung (wie in Schritt 2, 3 und 4) kann

weiterhin obdADϕpx0q � idRn angenommen werden. Dann gilt füry0 :� ϕpx0q
lim

mÑ8 ³
Qm

fpϕpxqq � |det Dϕpxq|dx
volpQmq � fpy0q .

ObdA sei ausserdemx0 � 0 undy0 � 0.

8.Schritt. Sei ε ¡ 0 beliebig. Es gilt}ϕpxq � y0 � Dϕpx0qpx � x0q}   ε}x � x0} für}x � x0}   δpεq nach Lemma 4.23. Wegen Schritt 7 istDϕpx0q � idRn . Ist daherm gross
genug, gilt wegen dieser Abschätzung12:

• ϕpQmq in einem QuaderQ1
m der Seitenlänge  p1� εq c

2m enthalten. Zur Erinnerung:c
2m

war die Seitenlänge vonQm. Also volpQ1
mq � p1� εqnvolpQmq.

Wegen Schritt 1 giltχQ1
m
pyqfpyq ¥ χϕpQmqpyqfpyq, und damit ist wegen der Monotonie des

Daniell-IntegralsI� ³
χQ1

m
pyqfpyqdy

volpQmq ¥ ³
χϕpQmqpyqfpyqdy

volpQmq .

Schritt 9. Die Stetigkeit vonf undy0 P ϕpQmq liefert im LimesmÑ8p1� εqn � fpy0q ¥ lim
mÑ8 ³

χQ1
m
pyqfpyqdy

volpQmq .

Somit ergibt unser Schubfachschluß die Ungleichungp1� εqn � fpy0q ¥ κ

volpQ0q � fpy0q ,
oderp1� εqn � fpy0q � fpy0q ¥ κ

volpQ0q ¡ 0 wegen der Schritt 5, 6, 7 und 8. Wählt manε ¡ 0

genügend klein, wird die linke Seitefpy0q � rp1� εqn � 1s � Opεq kleiner als jede feste positive
Zahl im Widerspruch zur Annahme κ

volpQ0q ¡ 0 von Schritt 5. Dies zeigt (**) und damit die
Behauptung (*).

116.Schritt: Es giltvolpQmq � minxPQm hpxq ¤ ³
Qm

hpxqdx ¤ volpQmq � maxxPQm hpxq, und somit

limmÑ8 volpQmq�1
³
Qm

hpxqdx � hpx0q für jede stetige Funktionh.
128.Schritt: Die hier benutzte Norm sei obdA die Norm}x} � maxi�1,..,n |xi| und obdAx0 � y0 � 0. Dann giltp1� εqxi   ϕipxq   p1� εqxi. Daraus folgtϕpQmq � Q1

m für einen QuaderQ1
m wie behauptet.
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4.12 Differentialformen

SeiU � Rn zulässig. Wir betrachten TeilmengenI � t1, � � � , nu der festen Kardinalität|I| � i und Ausdrücke der Gestalt

ωpxq � ¸
I,|I|�i

ωIpxqdxI .

Sind hierbei alle KoeffizientenωIpxq P C8pUq, nennen wirω eine (alternierende)i-Form auf
U . DenR-Vektorraum alleri-Formen aufU bezeichnen wir mit

AipUq .
Schreibweise. Sei I � tn1, � � � , niu mit n1   � � �   ni, dann schreiben wir symbolisch

dxI � dxn1
^ ...^dxni

sowiedxH � 1. Für die einelementigen TeilmengenI � tiu schreiben
wir meistensdxi anstelle vondxtiu.

Wir erhalten fürA
pUq �Àn
i�0A

ipUq
• A0pUq � C8pUq
• A1pUq � C8pUq � dx1 ` � � � ` C8pUq � dxn

• � � �
• AnpUq � C8pUq � ωn für ωn :� dx1 ^ � � � ^ dxn.

Das^-Produkt . Wir definierendxI ^ dxJ � 0, falls I X J �� H. Anderenfalls setzen wir
dxI ^ dxJ � signpσqdxIYJ , wobeiσ die Permutation ist, welchen1, .., ni,m1, ..,mj in eine
aufsteigende Reihenfolge bringt. Hierbei seienn1   ...   ni undm1   ...   mj so gewählt,
dassdxI � dxn1

^ ..^dxni
unddxJ � dxm1

^ ..^dxmj
gilt. Wir erhalten eine wohldefinierte

R-bilineare Abbildung13

AipUq �AjpUq Ý̂Ñ Ai�jpUqp
I̧

ωIpxqdxI ,
J̧

ωJpxqdxJq ÞÑ
I̧ J̧

ωIpxqωJpxq � dxI ^ dxJ .

Das^-Produkt ist per Definition distributiv.

Beispiel. Aus der Definition deŝ -Produkts folgt unmittelbar

• dxi ^ dxi � 0

• dxi ^ dxj � �dxj ^ dxi

13Wir zeigen später, dass daŝ-Produkt assoziativ istpdxI^dJq^dxK � dxI^pdxJ^dxKq. Da es offensichtlich
distributiv ist, wird dadurchA
pUq zu einem (nichtkommutativen) Ring.

67



Allgemeiner gilt nach DefinitiondxI ^ dxJ � p�1q|I||J |dxJ ^ dxI . Also für beliebigeη P
AipUq undω P AjpUq

η ^ ω � p�1qij � ω ^ η .

Die Cartanableitung d. Wir definieren nun durch eine Serie von Ableitungen denDifferen-
tialformenkomplex

A0pUq dÝÑ A1pUq dÝÑ � � � dÝÑ An�1pUq dÝÑ AnpUq dÝÑ An�1pUq � 0

gegeben durch

d
�

I̧

ωIpxqdxI

� �
I̧

ņ

i�1

BBxi
ωIpxq � dxi ^ dxI .

Beispiel. Für eine Funktionfpxq P A0pUq � C8pUq bedeutet dies gerade

dfpxq � ņ

i�1

BBxi
fpxq � dxi .

Man nennt danndf P A1pUq dastotale Differential von f (im Prinzip ist es dasselbe wie die
Jacobimatrix vonf , nur etwas anders geschrieben). Die Abbildungendi � d : Ai�1pUq Ñ
AipUq nennt man manchmal auchgrad im Fall i � 1 unddiv im Fall i � n. Fürn � 3, i � 2

benutzt man auch die Bezeichnungd2 � rot.

Spezialfall. Ist fpxq � xi die diei-te Koordinatenfunktion, das heisst die Zusammensetzung
U ãÑ Rn priÝÑ R, dann gilt

df � 1 � dxi � dxi .

Also kurzdpxiq � dxi. Achtung: Dies motiviert die Schreibweisedxi.

Die Produktformel . Fürη P AipUq undω P AjpUq gilt

dpη ^ ωq � dη ^ ω � p�1qiη ^ dω .

Beweis. Wegen der Bilinearität deŝ-Produkts können wir obdA annehmenη � fpxq �dxI

undω � gpxq � dxJ für f, g P C8pUq. Dann gilt

dpη ^ ωq � dpfg � dxI ^ dxJq � dpfgq ^ dxI ^ dxJ

nach der Definition der Cartanableitung. Die übliche Produktformel für die partiellen Ableitun-
gen einer Funktion liefert

dpfgq � gdf � fdg .

Also dpη^ ωq � pgdpfq � fdpgqq ^ pdxI ^ dxJ q � dpfqdxI ^ gdxJ � p�1qifdxI ^ pdpgq ^
dxJq � dη^ω�p�1qiη^dω. Hierbei wurde benutztdxi^pdxI^dxJq � pdxi^dxIq^dxJ �
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p�1qipdxI^dxiq^dxJ � p�1qidxI^pdxi^dxJq vermöge des Assoziativgesetzes. Dies bleibt
hier alsÜbungsaufgabe14.

Integration . Seiω � fpxq � dx1 ^ � � � ^ dxn eine Formhöchsten Gradesmit kompaktem
Trägerω P An

c pUq :� C8
c pUq �ωn. Dann wird per Definition das Integral

³
U
ω erklärt durch das

n-dimensionale Standard Integral der Funktionfpxq»
U

ω :� »
U

fpxq dx1dx2 � � � dxn .

Der Pullback ϕ�. Seiϕ : U Ñ V eine unendlich oft differenzierbare Abbildung für zulässige
MengenU � Rn undV � Rm. Dann gibt es eine graderhaltende Abbildung

ϕ� : A
pV q Ñ A
pUq
eindeutig bestimmt durch die folgenden vier Eigenschaften

1. ϕ� ist R-linear

2. ϕ� ist multiplikativ ϕ�pω ^ ηq � ϕ�pωq ^ ϕ�pηq für alleω, η P A
pV q
3. ϕ� vertauscht mit der Cartan Ableitung:ϕ�pdωq � dϕ�pωq für alleω P A
pV q
4. Für Nullformen (Funktionen)ω � fpyq ausA0pV q gilt

ϕ�pfqpxq � fpϕpxqq .
Beachteϕ�p°I ωIpyqdyIq � °

I ωIpϕpxqqϕ�pdyIq undϕ�pdyIq � ϕ�pdym1
^ � � � ^ dymi

q �
ϕ�pdym1

q ^ � � � ^ ϕ�pdymi
q sowieϕ�pdykq � dϕ�pykq für allek � 1, ..,m. Also

ϕ�pdykq � °n
l�1

BϕkBxl
pxqdxl ,

BϕkBxl

pxq � pDϕpxqqkl .

Aus der Leibnitz Formel für die Determinante der MatrixDϕpxq folgt daher im Spezialfall
n � m für Formenω � fpyq � dy1 ^ � � � ^ dym P AmpV q

ϕ��fpyq � dy1 ^ � � � ^ dym

� � fpϕpxqq � det Dϕpxq � dx1 ^ � � � ^ dxn .

Aus der Substitutionsformel Satz 4.27 folgt daher sofort

14FürpdxI^dJ q^dxK � dxI^pdxJ ^dxKq benutze Induktion nachi�j�k und bei festemi�j�k Induktion
nachmaxpi, j, kq. Der Induktionsanfangi � j � k � 1 ist trivial. Seij ¡ 1, alsodxJ � dxU ^ dxV . Dann
gilt pdxI ^ dxJq ^ dxK � pdxI ^ pdxU ^ dxV qq ^ dxK � ppdxI ^ dxUq ^ dxV q ^ dxK � pdxI ^ dxUq ^pdxV ^ dxKq � dxI ^ pdxU ^ pdxV ^ dxKqq � dxI ^ pdxJ ^ dxKq. Ist k ¡ 1 unddxK � dxU ^ dxV ,
danndxI ^ pdxJ ^ dxKq � dxI ^ pdxJ ^ pdxU ^ dxV qq � dxI ^ ppdxJ ^ dxU q ^ dxV q � pdxI ^ pdxJ ^
dxU qq^ dxV � ppdxI ^ dxJq^ dxUq^ dxV � pdxI ^ dxJq^ pdxU ^ dxV q � pdxI ^ dxJq^ dxK . Analog
für i ¡ 1.
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Korollar 4.28. Für orientierungserhaltendeKoordinatenwechsel15 ϕ : U Ñ V und Formen
ω � fpyq � ωn in AcpV q gilt ³

U
ϕ�pωq � ³

V
ω .

Lemma 4.29. Zweimaliges Anwenden der Cartanableitungd2 : AipUq Ñ Ai�2pUq gibt
die Nullabildung

d2 � 0 .

Beweis. Seii � 0, dann istd2pfq � dp°n
µ�1

BBxµ
fpxq � dxµq, oder

d2pfq � ņ

ν�1

ņ

µ�1

BBxν

BBxµ
fpxq � dxν ^ dxµ .

Da dxν ^ dxµ alternierend inν undµ ist, und andererseits die zweiten partiellen Ableitungen
symmetrisch inν undµ sind wegen Satz 4.11, verschwindet dieser Ausdruck. Damit ist der Fall
i � 0 gezeigt. Im Falli ¡ 0 sei obdAω � fpxqdxI für f P C8pXq, und wir benutzen die
Produktformel: Damit istd2ω � dpdf ^ dxI � p�1q0fdpdxIqq � dpdf ^ dxIq � dpdfq ^
dxI � p�1q1df ^ dpdxIq � 0 wegendpdfq � 0 (der Spezialfalli � 0) und wegendpdxIq �
dp1 � dxIq � 0 (Definition der Cartanableitung).

Dies zeigt, dass alleexaktenFormenω � dη geschlosseneFormen sind:dω � d2η � 0. Für
Differentialformen vom Grade¡ 0 gilt auch die Umkehrung.

Satz 4.30(Poincare Lemma). SeiU � Rn offen undsternförmig16 undω P AjpUq. Dann
gilt

• dω � 0 für j ¡ 0 ùñ D η P Aj�1pUq mit ω � dη.

• dω � 0 im Fall j � 0 ùñ ω P A0pUq ist lokalkonstant.

Der eindimensionale Fall. IstU eine zulässige Teilmenge inR, dann reduziert sich der Dif-
ferentialformenkomplex auf die Grade 0 und 1

A0pUq � C8pUq d
// A1pUq � C8pUq � dx ,

und fürfpxq P C8pUq ist die Ableitungdf

df pxq � f 1pxq � dx .
Das Poincare Lemmaim eindimensionalen Fall ist fast der Hauptsatzder Differential- und Inte-
gralrechnung. Im Gradj � 1 besagt es, dass jede Funktiongpxq P C8pUq eine Stammfunktion

15zwischen offenen TeilmengenU, V im R
n im Sinne von Abschnitt 4.11. Orientierungserhaltend bedeutet hierbei

signpdet Dϕpxqq ¡ 0.
16Das bedeutet, es gibt einen Punktx0 P U , so dass für allex P U der Verbindungswegx0�ttpx�x0q | 0 ¤ t ¤ 1u

auch inU liegt.
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besitzt, da im letzten Gradj � n (hier istn � 1) automatisch für jede Differentialformdω � 0

gilt. Im Grad 0 besagt das Poincare Lemma, dass eine Stammfunktion eindeutig ist bis auf eine
lokalkonstante Funktion. Allerdings gibt es zwei Einschr¨ankungen. Erstens: Wir beschränken
uns aufC8-Funktionen anstelle von stetigen Funktionen. Zweitens: Erst der Satz von Stokes
wird die noch fehlende Verbindung zur Integrationstheorieherstellen. Die höherdimensionale
Integrationstheorie werden wir dazu noch verfeinern müssen.

4.13 Beweis des Poincare Lemmas

Lemma 4.31. U � Rn sei offen und sternförmig17. Dann ist f̈ur fpxq P C8pUq das Integral

Ipjqpfq � ³1
0
tjfptxq dt , pfür j P Nq

als Funktion vonx P U definiert, und als solche wieder eine Funktion inC8pUq.
Wir formulieren und beweisen nun unter Vorgriff auf Kapitel5 einen allgemeinen Satz unter

Benutzung der Theorie Lebesgue integrierbarer Funktionen, welcher in unserem FallY � r0, 1s
wegenCpY q � LpY q unmittelbar anwendbar ist. Die Behauptung von Lemma 4.31 folgt un-
mittelbar aus diesem

Satz 4.32. SeiY � Rn, Y � Z oderY � N. Seifpx, yq : ra, bs � Y Ñ R partiell diffe-
renzierbar nachx. Ist fpx, yq für festex in LpY q, und gilt unabḧangig vonx die Abscḧatzung|Bxfpx, yq| ¤ F pyq für einF P LpY q, dann ist

gpxq � »
Y

fpx, yqdy
differenzierbar aufra, bs und es gilt

g1pxq � »
Y

Bxfpx, yqdy .
Beweis. Für jede Folgexn Ñ ξ (xn �� ξ) gibt esθy,n P ra, bs zwischenξ undx mit

fpxn, yq � fpξ, yq � pxn � ξqBxfpθy,n, yq �: pxn � ξqfnpyq
(Mittelwertsatz). Nach Annahme ist die linke Seite inLpY q . Also fnpyq P LpY q, und nach der
Definition der Ableitunglimn fnpyq � f 1pξ, yq. Wegen|fnpyq| � |Bxfpθy,n, yq| ¤ F pyq folgt
dann

³
Y
fnpyqdy ÝÑ ³

Y
Bxfpξ, yqdy aus dem Satz von der dominierten Konvergenz 6.9 (siehe

nächstes Kapitel Lebesgue Integration). Nach Definition vonfnpyq ist der Limes der
³
Y
fnpyqdy

aberlimnpgpxnq � gpξqq{pxn � ξq � g1pξq.
Für fpxq P C8pUq sei fα :� BBxα

fpxq. Wegenfpxq � tjfptxq��1
0
� ³1

0
d
dt
ptjfptxqqdt und

d
dt
fptxq � °

α xαfαptxq folgt dann

17Wir nehmen zur Vereinfachung der Notationx0 � 0 für den Sternmittelpunkt an.
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Lemma 4.33. fpxq � j � Ipj�1qpfqpxq �°n
α�1 xαI

pjqpfαqpxq für alle j ¡ 0.

Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis des Poincare Lemmas.

Beweis. Fürβ P t1, � � � , nu undJ � t1, � � � , nu setze

dxβ _ dxJ � 0 p im Fall β T Jq dxβ _ dxJ � ε � dxJztβu p im Fall β P Jq
mit dem eindeutig bestimmten Vorzeichenε P t�1u so daßdxβ ^ ε � dxJztβu � dxJ .

Der Operator I. Wir definieren nun für allej ¡ 0 denR-linearen Operator

I : AjpUq ÝÑ Aj�1pUq ,
durchI

�°
J ωJpxq � dxJ

� � °
J I

pj�1qpωJpxqqEpdxJ q mit EpdxJ q � °n
β�1 xβ � dxβ _ dxJ .

Für j � 0 folgt das Poincare Lemma aus dem Mittelwertsatz 4.8.

Bemerkung: Im Gradj � 0 gilt pI � dqfpxq � fpxq � fp0q wie man leicht zeigt.

Im Fall j ¡ 0 setzeη � Ipωq, und dann folgt ausdω � 0 sofort die Existenz einesη P
Aj�1pUq mit ω � dη wegen der folgenden

Homotopieformel: pd � I � I � dq ω � ω .

Da diese Formel linear inω ist, kann man für ihren Beweisω � fpxq � dxJ annehmen:

1.Schritt. Es gilt Ipωq � Ipj�1qpfq �°βPJ xβ � pdxβ _ dxJq. Wegen der Produktformel für
die Cartanableitung ist daherpd � Iqpωq gleich

d
�
Ipj�1qpfq	^ �

β̧PJ xβ � pdxβ _ dxJq	 � Ipj�1qpfq � d�
β̧PJ xβ � pdxβ _ dxJq	 .

Es gilt dpIpj�1qpfqq � °
αpBα

³1
0
tj�1fptxqdtqdxα � °

αp³10 tj�1Bαfptxqdtqdxα wegen dem

Vertauschungssatz 4.32. AlsodpIpj�1qpfqq � °
αp³10 tjfαptxqdtqdxα � °

α I
pjqpfαqdxα. Aus-

serdem istdp°βPJ xβpdxβ _ dxJq � °
βPJ dxβ ^ pdxβ _ dxJq � |J | � dxJ . Deshalb istpd � Iqpωq gleich�

α̧

Ipjqpfαq � dxα

	^ �
β̧PJ xβ � pdxβ _ dxJq	 � |J | � Ipj�1qpfq � dxJ

oder gleich pd � Iqpωq � �
α̧TJ Ipjqpfαq � dxα

	^ �
β̧PJ xβ � pdxβ _ dxJq	� � ¸

α�βPJ xαI
pjqpfαq � dxJ

	 � |J | � Ipj�1qpfq � dxJ .
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2.Schritt. Andererseits istpI � dqpωq � Ip°αTJ fα � dxα ^ dxJq gleich

α̧TJ Ipjqpfαq ¸
βPtαuYJ

xβ � pdxβ _ pdxα ^ dxJqq
und damit gleichpI � dqpωq � �

α̧TJ Ipjqpfαq
β̧PJ xβ � pdxβ _ pdxα ^ dxJ qq	 � ¸

α�βTJ xαI
pjqpfαq � dxJ .

3.Schritt. Die jeweils ersten Terme in beiden Formeln unterscheiden sich nur um ein Vor-
zeichen18 und heben sich deshalb bei der Addition der beiden Formeln weg. Die Addition der
Formeln in Schritt 1 und 2 liefert fürj ¡ 0 nach Lemma 4.33 alsopdI � Idqpωq � |J | � Ipj�1qpfq � dxJ � p ņ

α�1

xαI
pjqpfαqq � dxJ � fpxq � dxJ � ω .

Bemerkung. Die Sternf̈ormigkeit vonU ist wesentlich f̈ur das Poincare Lemmas. Die gelochte
EbeneU � R2zt0u ist nicht sternförmig! Die 1-Formω � Impdz

z
q, d.h.

ω � xdy � ydx

x2 � y2

hat eine Singularität im Ursprung, aber es giltω P A1pUq. Man zeigt leichtdω � 0 sowie

ϕ�pωq � cosptq sinptq1 � sinptq cosptq1
cosptq2 � sinptq2 dt � dt

für die Abbildungϕ : RÑ U definiert durchϕptq � pcosptq, sinptqq. Hätteω eine Stammfunk-
tion η aufU , d.h. würde geltendη � ω für einη P A0pUq, dann wäre

ϕ�pωq � ϕ�pdηqptq � dϕ�pηqptq � dpηpϕptqq � ηpϕptqq1 � dt .
Wegen dem Hauptsatz würde ausηpϕptqq1dt � dt dann folgen

ηpϕptqq � t� C

für eine IntegrationskonstanteC. Dies liefert einen Widerspruch, dennηpϕptqq ist periodisch in
t mit der Periode2π. Die Funktiont�C dagegen ist für keine Wahl vonC periodisch int. Also
gilt das Poincare Lemma inU � R2zt0u nicht!

18dxα ^ pdxβ _ dxJq � �dxβ _ pdxα ^ dxJq falls β P J undα T J
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4.14 Satz von Stokes für Quader

SeiQ �±n
i�1rai, bis ein nichtdegenerierter Quader imRn. Wir betrachten orientierte Quader

ε � Q für eineOrientierung ε � �1. Der RandBQ eines QuadersQ ist in natürlicher Weise
die Vereinigung von2n nicht degenerierten orientierten Quadern imRn�1 (aber degeneriert im
Rn). Wir erläutern dies obdA im Falln � 2 des QuadersQ � �ra, bs�rc, ds (positiv orientiert).
Hier ist BpQq :� �ra, bs � rc, cs � rb, bs � rc, ds � ra, bs � rd, ds � ra, as � rc, ds .
Es gilt

Satz 4.34. (Baby Stokes) F̈ur jede Differentialformω P An�1pQq gilt³
Q
dω � ³BQ ω|BQ .

Beweis. Per Definition ist hierω|BQ � i�pωq für i : BpQq Ñ Q derPullbackvonω auf die
2n Randflächen vonQ. Man definiert dann für

ω � ņ

i�1

fipxqdxi _ pdx1 ^ ...^ dxnq
das Integral (diei-te Integration wird jeweils weggelassen)»BQ ω|BQ :� ņ

i�1

» b1

a1

...

» bn

an

fipx1, .., xi�1, bi, xi�1, ..., xnqdx1... � dxi...dxn� ņ

i�1

» b1

a1

...

» bn

an

fipx1, .., xi�1, ai, xi�1, ..., xnqdx1... � dxi...dxn .

Die Aussage des Satzes von Stokes ist additiv inω. Daher ist obdAω � fipxq � dxi _ pdx1 ^� � � ^ dxnq für ein festesi unddω � Bifipxq � dx1 ^ � � � ^ dxn. Der Aussage des Satzes von
Stokes lautet dann: Das Integral

³
Q
dω, nach Korollar 6.11 gegeben durch»

Q

dω � » b1

a1

...

» bn

an

Bifipxq � dx1 ^ ...^ dxn ,

ist gleich
³BQ ω|BQ, d.h. gleich» b1

a1

....

» bn

an

�
fipx1, .., xi�1, bi, xi�1, .., xnq�fipx1, .., xi�1, ai, xi�1, .., xnq
dx1... � dxi...dxn .

Diese Aussage ist offensichtlich eine unmittelbare Folge des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung.
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Satz 4.35. SeiU offen imRn undω P An�1pUq. Verschwindet
³BQ ω|BQ für jeden Quader

Q � U , dann giltdω � 0.

Beweis. Für ξ P U und QuaderQ um ξ in U und dω � fpxqdx1 ^ � � � ^ dxn gilt per
Definition

³
Q
dω � ³

Q
fpxqdx1 � dxn. Wegen der Stetigkeit vonf existiert für jedesε ¡ 0 ein

δ ¡ 0 mit |fpxq � fpξq|   ε für }x� ξ}   δ und daher�ε   fpξq � 1

volpQq »Q

dω   ε ,

wennQ in der Kugel umξ vom Radiusδ liegt. Aus dem Satz von Stokes und unserer Annahme
folgt 1

volpQq ³Q dω � 1
volpQq ³BQ ω|BQ � 0. Also gilt |fpξq|   ε für alle ε ¡ 0. Es folgtfpξq � 0

für alle ξ P U , alsodω � 0.

4.15 Analytische Funktionen

Beispiel 4.36. Ist X � Z, dann sind die folgenkompakten Teilmengen die endlichen Teil-
mengen vonX. Die stetigen Funktionenf P CcpXq mit kompaktem Träger aufX sind also
die Funktionen mit endlichem Träger. AufCcpXq definiert daher trivialerweise die endliche (!)
SummeIpfq � °

nPZ fpnq ein Daniell-Integral. Analog fürN anstelle vonZ. Eine Funktion
f : ZÑ R� ist inB�pZq genau dann, wennfpnq   0 nur für endlich vielen P Z gilt.

In diesem Abschnitt wenden wir Satz 4.32 im setting von Beispiel 4.36 an um zu zeigen, daß
die im folgenden betrachteten Potenzreihen gliedweise abgeleitet werden dürfen.

Gegeben sei einen Folgeal reeller (oder komplexer) Zahlen. Dann kann man die formale
Potenzreihe

°8
l�0 alx

l betrachten und sich fragen, für welche Werte vonx � x0 P R (oder
x � x0 P C) der Limes

lim
NÑ8 Ņ

l�0

al � xl �:

8̧
l�0

al � xl

existiert. Wenn dieser Limes existiert, nennt man die Potenzreihe konvergent im Punktx � x0.
Allgemeiner kann man anstatt der MonomePlpxq � alx

l auch homogene PolynomePlpxq vom
Gradl in mehreren Variablen betrachten.

SeienPlpxq für l � 0, 1, 2, .. homogene PolynomePl : Rn Ñ R vom Gradl, d.h. es gelte
Plpt � xq � tl � Plpxq für alle t P R. Wie man leicht aus der Homogenität folgert, nimmt ein
homogenes PolynomPlpxq auf einer Kugel}x} ¤ ρ das Maximum auf dem Rand}x} � ρ an.
Zur Untersuchung der Konvergenz von

°8
l�0 Plpxq definiert man denKonvergenzradius

R � sup
 
ρ | DCρ ¡ 0 mit max}y}�ρp|Plpyq|q ¤ Cρ für alle l

(
.

Der KonvergenzradiusR ist eine Zahl inR�¥0 � R¥0 Y t�8u.
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Satz 4.37. Ist der KonvergenzradiusR ¡ 0, so ist die offene KugelX � tx P Rn | }x}   Ru
nichtleer und

fpxq � 8̧
l�0

Plpxq
konvergiert absolut f̈ur x P X. Für ρ1 P r0, Rq ist die Konvergenz absolut und gleichmässig auf
der folgenkompakten TeilmengeK � tx P Rn | }x} ¤ ρ1u vonX. Die Grenzfunktionfpxq ist
daher eine stetige Funktion der Variablex aufK, und damit durch Variation vonρ1 auch eine
stetige Funktion aufX.

Beweis. Für gegebenesx P X wähleρ   R und 0 ¤ q   1, so daßx in der kompakten
KugelK vom Radius¤ qρ enthalten ist. Wir wollen|Plpxq| aufK abschätzen. ObdA sei dazu}x} � qρ. Für}y} ¤ ρ gilt |Plpyq| ¤ Cρ. Aus der Homogenität folgt daher wegen}x{q} ¤ ρ|Plpxq| � |Plpx{qqql| ¤ Cρ � ql .

Für die Partialsummenfnpxq :� °n
l�0 Plpxq gilt aufK dann fürm ¥ n}fm � fn}K � max

xPK |fmpxq � fnpxq| � max
xPK | m̧

l�n�1

Plpxq| ¤ m̧

l�n�1

Cρq
l ¤ Cρ

qn�1

1� q
,

und dies geht wegen|q|   1 gegen Null fürn Ñ 8 (mit Schranken unabhängig vonx). Die
stetigen Polynomefnpxq bilden daher einen Cauchyfolge im RaumCpKq der stetigen Funktio-
nen auf der kompakten MengeK. Dieser Raum ist vollständig nach Satz 2.24, somit konvergiert
die Folge derfnpxq gleichmässig aufK gegen eine aufK stetige Grenzfunktionfpxq. Die Ver-
einigung aller solchenK, für geeigneteρ   R und q   1, ist tx|}x}   Ru. Daraus folgt die
Behauptung.

Wir betrachten jetzt den eindimensionalen Fall mit Bezeichnungenq, ρwie im obigen Beweis.
Wähleε ¡ 0 genügend klein, so daß gilt̃q :� qp1� εq   1. Es existiert dann eine KonstantẽC,
zum BeispielC̃ � 1{ε, so daß giltl   C̃p1 � εql. Wir sind dann in einer Situation, wo wir Satz
4.32 für auf die Funktionenflpxq � alx

l anwenden können. Dieser lautet im FallY � N:

Seiflpxq : ra, bs Ñ R eine Folge aufra, bs differenzierbarer Funktionen. Ist die reelle Folge
flpxq für jedes festex P ra, bs absolut summierbar, und gilt unabhängig vonx für die Ableitun-
gen eine Abscḧatzung|f 1l pxq| ¤ Fl für eine absolut summierbare reelle FolgeFl. Dann ist

fpxq � 8̧
l�0

flpxq
wohldefiniert und differenzierbar aufra, bs mit Ableitungf 1pxq � °8

l�0 f
1
l pxq.

f 1l pxq � lalx
l�1 lässt sich für|x| ¤ ρq durch die absolut summierbare geometrische Folge

Fl � Cq̃l�1, |q̃|   1 abschätzen wegen (obdA für|x| � qρ)|f 1l pxq| � |allx
l�1| ¤ Cρq

l l|x| ¤ CρC̃p1� εqlql{ρq � C � q̃l�1 .
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Dies benutzt natürlich|alx
l| ¤ Cρρ

l. Also ist fpxq differenzierbar im Intervallr�qρ, qρs, und
die Potenzreihe kann dort gliedweise abgeleitet werden, und die abgeleitete Potenzreihe besitzt
(mindestens) denselben KonvergenzradiusR. Iteriert man diesen Schluß, und betrachtetq Ñ 1

undρÑ R, folgt

Satz 4.38. Ist der KonvergenzradiusR der Potenzreihefpxq � °8
l�0 alx

l echt gr̈osser als0,
dann ist im Bereich}x}   R die Funktionfpxq unendlich oft differenzierbar und die Potenzreihe
ist gliedweise ableitbar

f 1pxq �°8
l�0 lalx

l�1 ,

wobei der Konvergenzradius der Ableitung wiederR ist.

Im Fall R ¡ 0 folgt durchn-faches Ableiten der Potenzreihefpxq die Formelf pnqpxq �
n! � an �°

l¡n alpxlqpnq. Setzt manx � 0 wird die Summe Null. Also

Lemma 4.39. Ist der Konvergenzradius der Potenzreihefpxq � °8
n�0 anx

n echt gr̈oßer
als 0, dann gilt

an � fpnqp0q
n!

.

Insbesondere sind alle Koeffizientenan durchfpxq eindeutig bestimmt.

Im folgenden geben wir einige einfache, aber fundamentale Beispiele für Potenzreihen:

Die Funktionfptq � p1 � tqα ist aufX � p�1,8q differenzierbar und die eindeutig be-
stimmte Lösung der linearen Differentialgleichungp1 � tqf 1ptq � α � fptq zum Anfangswert
fp0q � 1. Es folgt für

�
α
n

� � 1
n!

±n
i�1pα� 1� iq dann19

Lemma 4.40. Für alle t P p�1, 1q undα P R giltp1� tqα � °8
n�0

�
α
n

� � tn .

Beweis. Die Differentialgleichung folgt ausn � �α
n

��pn� 1q � � α
n�1

� � α � �α
n

�
und

�
α
0

� � 1

und gliedweises Ableiten.

Analog zeigt man

Lemma 4.41. Für alle t P p�1, 1q gilt logp1� tq � °8
n�1p�1qn�1 tn

n
.

Satz 4.42. Für alle t P R gilt20

expptq � °8
n�0

tn

n!
.

19Für 0   ρ :� |x|   1 gilt |�α
l

�
ρl| ¤ C|1 � α�1

l0
|lρl ¤ C für alle l ¥ l0, wenn l0 so groß ist daß|1 �

α�1
l0

|ρ   1 und l0   |α � 1|. Hierbei istC eine geeignet gewählte vonl unabhängige Konstante. Also ist der
KonvergenzradiusR ¥ 1.

20Für beliebigesρ gilt | ρl

l!
| ¤ C � | ρ

l0
|l ¤ C für l ¥ l0, falls l0 so groß ist, daß| ρ

l0
|   1. Hierbei ist obdA

C �±
1¤i l0

l0
i

. Also ist der KonvergenzradiusR � �8.
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Allgemeiner ist für einen� n-Matrix X die Matrix Exponentialfunktion

fptq � expptXq � 8̧
n�0

Xn

n!
tn

erklärt als matrixwertige Funktionf : R Ñ MnnpRq, und ist dabei eindeutig bestimmt durch
die lineare Differentialgleichung

d

dt
fptq � X � fptq , fp0q � id .

Für t, t1 P R gilt die Matrix-Funktionalgleichung

expptXq � exppt1Xq � expppt� t1qXq .
Insbesondere istexpptXq eine invertierbare Matrix

expptXq P Glpn,Rq
mit Umkehrmatrixexpp�tXq. Zum Beweis der Funktionalgleichung genügt, daß beide Seiten
dieselbe Differentialgleichungd

dt
F ptq � X � F ptq � exppt1Xq erfüllen mitF p0q � exppt1Xq.

Ähnlich gilt expptXq P Glpn,Cq für komplexe MatrizenX PMn,npCq. Eine komplexe Matrix
M P Mn,npCq heißt unit är, wennM : � M � id gilt. Hierbei bezeichneM : � TM die
hermitesch transponierte Matrix. Eine MatrixX PMn,n heißtantihermitesch, wenn giltX: ��X. Die antihermiteschen Matrizen bilden eineLie Algebra wegenrX,Y s: � pXY �Y Xq: �
Y :X:�X:Y : � p�Y qp�Xq�p�Xqp�Y q � �pXY �Y Xq � �rX,Y s für antihermitesche
MatrizenX,Y .

Lemma 4.43. Für M P Mn,npCq gilt: expptXq ist unitär für alle t P R genau dann wenn
X antihermitesch ist

expptXq ist unitär�t P R ðñ X ist antihermiteschðñ X
2πi

ist hermitesch.

Beweis. Ist expptXq unitär für allet P R, gilt expptXq: � expptXq � id. Durch Ableiten
folgt aus der ProduktregelpX expptXqq: � expptXq � expptXq: �X expptXq � 0. Setzt man
t � 0, folgt X: �X � 0.

Ist umgekehrtX antihermitesch, dann giltexpptXq: � expptXq � expptX:q � expptXq �
expp�tXq � expptXq � expp0q � id. Im ersten Schritt wurde die Stetigkeit der Abbildungp.q: benutzt, im zweiten Schritt die AnnahmeX: � �X und im letzten Schritt die Matrix-
Funktionalgleichung der Exponentialfunktion.

Übungsaufgabe. Zeige für reellest die Aussage

exppitq � cosptq � i � sinptq .
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5 Ausgeẅahlte Anwendungen I

5.1 Wegintegrale

SeiU eine offene Teilmenge imRn und

ω � ņ

i�1

Fipxqdxi

eine1-Formω P A1pUq aufU . Ein Weg γ : ra, bs Ñ U ist eine stückweise stetig differenzier-
bare Funktion aufra, bs (mit Stützstellena � t0 ¤ t1 ¤ ... ¤ tr�1 ¤ tr � b); d.h.γ ist stetig
differenzierbar auf jedem der Teilintervallerti�1, tis. Wir definieren dann dasWegintegral³

γ
ω :� °r

i�1

³ti
ti�1

γ�pωq .
Beachteγ�pdxiq � dγ�pxiq � dγiptq � 9γiptqdt (Ableitung nacht), also

γ�pωqptq �
i̧

γ�pFipxqdxiq � �
i̧

Fipγptqq 9γiptq�dt � �
F pγptqq, 9γptq� � dt

(Skalarprodukt). Besitztω eine Stammfunktionφ, d.h. giltω � dφ für einφ P A0pUq, dann gilt³
γ
dφ � φpBq � φpAq

für P � γpaq (Anfangspunkt) undB � γpbq (Endpunkt des Weges). Das heißt, in diesem Fall
hängt das Wegintegral nur vom AnfangsounktA und vom EndpunktB des Weges ab. Dies ist
klar, denn dann gilt» ti

ti�1

γ�pωq � » ti

ti�1

γ�pdφq � » ti

ti�1

dpφpγptqq � » ti

ti�1

d

dt
φpγptqqdt � φpγptiqq � φpγpti�1qq .

Also ist
³
γ
dφ als teleskopierende Summe gleichφpγptrqq � φpγpt0qq.

In der klassischen Mechanik kann eine1-Formω im Rn alsKraft aufgefaßt werden (speziell
im Fall n � 3), und

³
γ
ω alsArbeit entlang des Wegesγ. Ist die Kraftω von der Formω � dφ,

nennt manφ ein Potential. Eine Kraft heißtkonservativ, wenn die Arbeit nicht vom Wegγ,
sondern nur von dem AnfangspunktP � γpaq und vom EndpunktB � γpbq des Weges abhängt.
Offensichtlich äquivalent dazu ist, daß das Wegintegral

³
γ
ω für jeden geschlossenen Wegγ in

U , d.h mitγpaq � γpbq, verschwindet.
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Satz 5.1. Seiω P A1pUq. Verschwindet f̈ur jeden geschlossenen Wegγ in U das Wegintegral³
γ
ω � 0, dann giltdω � 0.

Beweis. Für ξ P U wählen wir ein kleines QuadratQ (in der xi, xj-Ebene) umξ in U .
Nach Annahme gilt

³BQ ω|BQ � 0. Also
³
Q
dω � ³BQ ω|BQ � 0 (Satz von Stokes). Seidω �°

ν µ fνµpxqdxν ^ dxµ, dann ist
³
Q
dω � ³bi

ai

³bj

aj
fijpξ1, .., xi, ..., xj , ..., ξnqdxidxj also Null.

Lässt man das Quadrat schrumpfen, konvergiert
³
Q
dω{volpQq gegenfijpξq. Es folgtfijpξq � 0

für alle i, j aus der Stetigkeit vondω, und damitdω � 0.

Aus dem Poincare Lemma und dem letzten Satz folgt daher

Satz 5.2. SeiU sternf̈ormig. Dann ist eine Formω P A1pUq konservativ (mit Potentialφ)
genau dann, wenndω � 0 gilt. Das Potentialφ ist eindeutig durchω bestimmt bis auf eine
Konstante.

Bemerkung. Seix0 � 0 ein Sternmittelpunkt vonU . Aus der Homotopie FormeldI � Id �
id (siehe Sektion 4.13) unddω � 0 ergibt sichφpxq � Ipωqpxq � const., also

φpxq � ņ

i�1

» 1

0

xiFiptxqdt
in Übereinstimmung mit der obigen Formelφpxq � φp0q � ³

γ
ω � ³1

0
pF pγptqq, 9γptqq � dt, bei

Wahl des speziellen geraden Wegesγptq � tx .

Satz 5.3. Eine Formω P A1pUq ist konservativ genau dann, wenn einφ P A0pUq existiert
mit dφ � ω.

Beweis. Existiert ein Potentialφ, dann ist die Kraft konservativ. Die Umkehrung: ObdA
ist U wegzusammenhängend, und man kann dann jeden Punkt inU mit einem fixierten Punkt
x0 durch einen Weg verbinden. Dann setzt manφpxq :� ³

γ
ω für einen beliebigen Wegγ mit

Anfangspunktx0 und Endpunktx. Um dφ � ω in einem beliebigen Punktξ P U zu zei-
gen, kann manU durch eine offene nichtleere KreisscheibeV � Kεpξq � U ersetzen wegen
φpxq � φpξq � ³

γ
ω (für einen Wegγ in V von ξ nachx). Die Behauptung folgt dann, in der

sternförmigen MengeV , aus Satz 5.2 und der nach diesem Satz folgenden Bemerkung.

Beispiel. Sei

ω � dz

z
� px� iyq � pdx� idyq

x2 � y2
� xdx� ydy

r2
� i

xdy � ydx

x2 � y2
� d logprq � i � Impωq .

Dies ist eine komplexwertigeC8-Form aufU � R2z0. Ihr Realteilxdx�ydy
x2�y2 ist konservativ mit

Potentiallogprq in U . Ihr ImaginärteilImpωq � xdy�ydx
x2�y2 ist nicht konservativ. Nach Sektion

4.13 gilt
³
γ
Impωq � 2π für den geschlossenen Kreiswegγ : r0, 2πs Ñ U definiert durch

γptq � pcosptq, sinptqq. Dies liefert für den Kreiswegγ das Wegintegral³
γ

dz
z
� 2πi .

80



5.2 Holomorphe Funktionen

Eine Differentialform mit komplexen Koeffizientenω � α � iβ wird definiert durch zwei
reelle Differentialformenα undβ, die man den Real- bzw. Imaginärteil vonω nennt. Für kom-
plexwertige 1-Formen erklärt man das Wegintegral durch»

γ

ω :� »
γ

α � i � »
γ

β .

Sei nunU eine offene Teilmenge der komplexen EbeneC � R2. Für Funktionenf auf U
schreiben wir dann häufigfpzq � fpx, yq, falls z � x � iy P U . Seiβ P A1pUq eine reelle 1-
Form aufU . Diese lässt sich schreiben in der Gestaltβ � vpx, yqdx�upx, yqdy für Funktionen
u, v P C8pUq. Diese reelle 1-Form lässt sich interpretieren als Imaginärteil der komplexen
1-Form aufU

ω � �
upx, yqdx� vpx, yqdy	 � i � �vpx, yqdx � upx, yqdy	 .

Für die komplexwertigeC8-Funktionfpzq � upx, yq� ivpx, yq aufU und die komplexwertige
1-Formdz :� dx� idy gilt dann (duch Ausmultiplizieren)

ω � fpzq � dz � pu� ivqpdx � idyq .
Lemma 5.4. Mit den obigen Annahmen und Bezeichnungen sind die folgenden Eigenschaf-

tenäquivalent:

1. AufU gilt dω � 0.

2. AufU gelten dieCauchy-RiemannDifferentialgleichungenByv � Bxu undBxv � �Byu,
oder kurz: pBx � iByqpu� ivq � 0.

3. Die JacobimatrixDfpzq der Abbildungf : U Ñ C � R2 hat für alle z P U die Gestalt

Dfpzq � �
apzq bpzq�bpzq apzq
 .

Beweis. Dies folgt unmittelbar ausdω � �pByu�Bxvqdx^dy� ipByv�Bxuqdx^dy.

Definition 5.5. Eine komplexwertige Funktionf : U Ñ C der Gestaltfpzq � upzq � ivpzq
mit u, v P C8pUq heißtholomorph aufU , wenn die dreïaquivalenten Bedingungen des letzten
Lemmas f̈ur f erfüllt sind.

Beispiel. Die Funktionfpzq � z ist offensichtlich holomorph auf ganzC. Wegenupzq � x

undvpzq � y verifiziert man sofort die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen.

Lemma 5.6. Die aufU holomorphen Funktionen bilden einen UnterringOpUq des Rings
C8pU,Cq. Für f, g P OpUq mit gpzq �� 0 für alle z P U ist auchfpzq{gpzq holomorph aufU .
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Lemma 5.7. Sindf : U Ñ V undg : V ÑW holomorphe Funktionen undU, V,W offene
Teilmengen vonC, dann ist auchg � f : U ÑW holomorph.

Lemma 5.8. Ist f : U Ñ C holomorph, dann sind Realteilupx, yq und Imagin̈arteil vpx, yq
reelleharmonische1 Funktionen aufU , ebensologp|fpzq|q im Komplement der Nullstellen.

Das erste der drei letzten Lemmata folgt sofort aus der Produktregel mit Hilfe der Cauchy-
Riemann DifferentialgleichungenDpfgq � Dpfqg � fDpgq � 0 für D � Bx � iBy und
f, g P OpUq. Das zweite folgt aus der Kettenregel mit Hilfe von Lemma 5.4(3). Das dritte folgt
aus∆ � B2

x � B2
y � pBx � iByqpBx � iByq, d.h.pBx � iByqf � 0 ñ ∆f � 0.

5.3 Vektorfelder

SeiU eine offene TeilmengeU � Rn. Ein VektorfeldX aufU ist ein Differentialoperator

X �°n
i�1 aipxq � Bi

mit Koeffizientenaipxq P C8pUq. Hierbei faßt man dieBi als Differentialoperatoren auf. Das
heißt, man kann ein VektorfeldX auf eine Funktionf P C8pUq anwenden in der FormpXfqpxq � °n

i�1 aipxq � Bipfqpxq, und erhält wieder eine FunktionXf P C8pUq. Auf die-
se Weise definiert ein VektorfeldX eineR-lineare Abbildung

X : C8pUq Ñ C8pUq
mit derDerivationseigenschaft

Xpf � gq � Xpfq � g � f �Xpgq
die sich unmittelbar aus der Definition ergibt.

SindX � °n
i�1 aipxq � Bi undY � °n

i�1 bipxq � Bi Vektorfelder, dann ist auch derKommu-
tator rX,Y s � X � Y � Y �X
wieder ein Vektorfeld. In der Tat istrX,Y s a priori ein Differentialoperator zweiter Ordnung,
aber die zweiten Ableitungen

°
i,j aipxqbjpxq�BiBj � BjBi

�
kürzen sich wegen Satz 4.11 weg.

Die genaue Rechnung zeigtpX �Y �Y �Xqfpxq � °n
i�1 cipxq �Bipfqpxqmit den Koeffizienten

cipxq �°
j ajpxqBjpbiqpxq � bjpxqBjpaipxqq in C8pUq.

Ein VektorfeldX � °n
i�1 aipxq � Bi lässt sich visualisieren, indem man an jedem Punktξ P U

den Vektorpa1pξq, ..., anpξqq P Rn anfügt.

1siehe Abschnitt 5.5.
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Beispiel. DasEulerfeld E �°
i xiBi � xBx � yBy

x

y

Eine nicht identisch verschwindende Funktionfpxq auf Rnzt0u heissthomogenvom Grad
α, wenn für alle reellent ¡ 0 gilt

fpt � xq � tα � fpxq .
Der Gradα P R ist dann eindeutig bestimmt. Eine homogene Funktionen ist durch ihre Werte
auf der SphäreX vom Radius}x} � 1 eindeutig bestimmt. Istfpxq ein Polynom, dann istα � l

notwendiger Weise eine natürliche Zahll � 0, 1, 2, 3, � � � .
Lemma 5.9. Sei fpxq differenzierbar aufRnzt0u. Dann istfpxq homogen vom Gradα

genau dann, wenn für denEuler Operator E � °
i xiBi gilt Ef � α � f .

Beweis. Seix P Rn fixiert. Im FallEf � αf istgptq � fptxqwegenαfptxq � pEfqptxq �°
ν xνBνfptxq � t

°
ν xνpBνfqptxq � t d

dt
fptxq eine Lösung der Differentialgleichungd

dt
gptq �

α
t
�gptq mit gp1q � fpxq. Alsogptq � tα �fpxq wegen Satz 4.18. Die Umkehrung ist trivial.

Ein anderes Beispiel liefert dasDrehfeld L21 � �L12 � yBx � xBy
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x

y

Ist fpxq homogen vom Gradλ, dann sind die partiellen AbleitungenBνf homogen vom Grad
λ�1. Die DifferentialoperatorenE � °

ν�1 xνBν undLνµ � xνBµ�xµBν erhalten daher sogar
den Homogenitätsgrad. BeachteLνµ � �Lµν . Wir nehmen daher immerν �� µ an. Dann ist2rLαβ, Lβγs � Lαγ

für α �� γ und Null sonst. EbensorLαβ, Lγ,δs � 0 falls tα, βuXtγ, δu � H. Also ist
°

ν µ R �
Lνµ eineLie Algebra, d.h. abgeschlossen unter Kommutatorbildung.

Lemma 5.10. Der OperatorL2 :� °
α βpLαβq2 vertauscht mit allenLνµrL2, Lνµs � 0 .

Beweis. Sei obdALνµ � L12. Dann vertauschtL12 mit L2
αβ ausser wenn genau einer der

beiden Indizesα, β in t1, 2u liegt. Es giltrL12, L
2
1αs � pL12L1α�L1αL12qL1α�L1αpL12L1α�

L1αL12q � rL12, L1αsL1α � L1αrL12, L1αs � �L2αL1α � L1αL2α für α �� 1, 2. AnalogrL12, L
2
2αs � rL12, L2αsL2α � L2αrL12, L2αs � L1αL2α � L2αL1α. Aufsummation über alle

α ¥ 3 gibt Null.

Es giltLνµpr2q � 0 für r2 � °n
j�1 x

2
j . Umgekehrt gilt fürn ¥ 2: Jedes PolynomP px1, .., xnq

mit LνµP � 0 für alleν, µ ist ein Polynom inr2. [Benutze Induktion nachn.]

5.4 Orthogonale Gruppen

Für eine reelle symmetrische invertierbaren�n-Matrix S bilden die MatrizenX PMn,npRq
mit der Eigenschaft3

TX � �SXS�1

2LαβLβγ�LβγLαβ � pxαBβ�xβBαqpxβBγ�xγBβq�pxβBγ�xγBβqpxαBβ�xβBαq � xαBγ�xγBα � Lαγ .
3BeachteT rX,Y s � T pXY �Y Xq � TY TX�TXTY � p�SY S�1qp�SXS�1q�p�SXS�1qp�SY S�1q ��SpXY � Y XqS�1 � �SrX, Y sS�1.
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dieorthogonale Lie AlgebrasopSq. Die zugehörigeorthogonale GruppeOpS,Rq besteht aus
den reellenr � r-MatrizenM mit der Eigenschaft

TMSM � S .

BeachteM,N P OpS,Rq ñ M � N P OpS,Rq. FürM in OpS,Rq gilt detpMq2 � 1 und
die MatrizenM P OpS,Rq mit der EigenschaftdetpMq � 1 definieren eine Untergruppe
SOpS,Rq, die spezielle orthogonale Gruppezur quadratischen FormqSpxq � TxSx. Eine
Matrix M P Glpn,Rq liegt genau dann in der GruppeOpS,Rq, wenn

qSpMpxqq � qSpxq , �x P Rn, .

[Einerseits giltqSpMpxqq � T pMxqSpMxq � TxpTMSMqx � TxSx � qSpxq für M P
OpS,Rq. Wegen2T ySx � qSpx� yq� qSpxq� qSpyq folgt umgekehrt ausqSpMpvqq � qSpvq
für alle v daherT ypTMSMqx � T ySx. Wählt man fürx, y die standard Basisvektoren ergibt
sichTMSM � S]. Wie in Lemma 4.43 zeigt man für reelle MatrizenX PMn,npRq

X P sopSq ðñ expptXq P OpS,Rq , �t P R .

SeiS � diagpλ1, ..., λnq mit λi P t�1u. Wir schreiben dannxν :� λνxν und Bν :� λ�1
ν Bν .

Die quadratische Formqpxq � °n
i�1 λix

2
i schreibt sich dann kurzq � °n

i�1 xix
i.

Ist S die EinheitsmatrixS � E, schreibt mansopnq anstattsopEq, undsopnq besteht dann
aus den antisymmetrischenr � r-Matrizen. Eine Basis desR-Vektorraumssopnq bilden die
MatrizenEνµ für 1 ¤ ν   µ ¤ n, die den Eintrag�1 bei pν, µq und den Eintrag�1 bei pµ, νq
haben und sonst nur Nulleinträge. Man zeigt leichtrEαβ , Eβγs � Eαγ . Also kannsopnqmit der
Lie Algebra derDrehfelder Lνµ � xνBµ � xµBν (siehe Abschnitt 5.3) identifiziert werden

sopnq � à
ν µ

R � Lνµ ,

da dieLνµ dieselben Kommutator-Relationen erfüllen wie dieEνµ. Im allgemeinen wirdsopSq
von den OperatorenLµ

ν � xνBµ�xµBν erzeugt. Wichtige Spezialfälle sind die GruppenOpr, sq
und die Lie Algebrensopr, sq :� sopSq für S � diagp�1, ...,�1,�1, ...,�1q mit r mal�1 und
s � n� r mal�1 als Eintrag. Im Fallr � 3, s � 1 erhält man dieLorentzgruppe und ihre Lie
Algebrasop3, 1q. Die affin linearen Abbildungenf � fpM, bq der Gestalt

fpxq �M � x� b , M P Op3, 1q , b P R4

fpM1, b1q � fpM2, b2q � fpM1M2,M1pb2q � b1q
bilden eine Gruppe, diePoincaregruppe. Die Liealgebra der Poincaregruppe ist die direkte
Summe vonsop3, 1q und der Liegruppe der Translationen

Àn
i�1 R � Bi

sop3, 1q ` nà
i�1

R � Bi .
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5.5 Harmonische Funktionen

DerLaplace Operator

∆ � ņ

i�1

B2
i

bildet homogene Funktionen vom Gradα auf homogene Funktionen vom Gradα� 2 ab und es
gilt (Übungsaufgabe und obdAn � 2) r∆, Lνµs � 0 .

Für r2 � °n
i�1 x

2
i erhält der Operatorr2∆ den Gradα und es giltrr2∆, Es � 0 für E �°

i xiBi. Beispiel.

∆rα � αpα � n� 2q � rα�2 .

[Aus 2rBiprq � 2xi folgt Biprq � xi

r
. Deshalb gilt∆prαq � α

°
i Bipxir

α�2q � nαrα�2 �
αpα � 2qr2rα�4]. Analog zeigt man∆logprq � pn� 2qr�2.

Definition. SeiU � Rn offen. Eine Funktionf P C8pUq heisstharmonisch, wenn für den
Laplace Operator∆ gilt

∆f � 0 .

Konstante Funktionen und lineare Polynome sind harmonische Funktionen. Wie wir oben ge-
zeigt haben ist fürn ¥ 3 die homogene Funktion

fpxq � 1
rn�2 , κ :� n� 2

harmonisch. Diese Funktion besitzt eine Singularität4 im Ursprung in den Dimensionenn ¥ 3.
Der Falln � 2 ist exzeptionell. Man hat hier nur die singuläre harmonische Funktionfpxq �
logprq aufR2zt0u, welche aber nicht homogen vom Grad Null ist: Es giltfptxq � logptq�fpxq
mit einer Konstantelogptq.

Inversion am Kreis. Sei f0pxq :� fp x}x}2 q oder f0px1, .., xnq :� fpx1

r2 , ...,
xn

r2 q für eine

Funktionf aufRnzt0u. Istf homogen vom Gradα, so istf0 homogen vom Grad�α. (Achtung:
f� nicht verwechslen mit dem Pullback).

Sei nunU � Rnzt0u, undκ :� n� 2. Wir betrachten dieKelvin Transformation

f�pxq :� r�κfp x}x}2 q .
Dann istf�pxq P C2pUq falls f P C2pUq, und es giltf�� � f . Ist f homogen vom Gradα,
dann istf� homogen vom Grad�κ� α.

4Im Falln � 3 ist dies bis auf eine Konstante das Coulomb Potential.
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Lemma 5.11(Kelvin). Für n �� 2 undr2 � °n
i�1 x

2
i gilt

r2∆pf�pxqq � pr2∆fq�pxq .
Insbesondere istf�pxq harmonisch, wennfpxq harmonisch ist.

Beweis. Der Beweis beruht auf einer expliziten Rechnung5 und benutzt die Fußnote6

5.6 Taylor Koeffizienten

SeiU eine offene Kugel umx0 � 0 P Rn undf P CrpUq. Für l ¤ r ist dann derl-te Taylor
Koeffizient Tlpfqpxq vonf im Punktx0 � 0 definiert durch (fürt P R bei festemx)

Tlpfqpxq :� Bl
t

l!
fptxqt�0 .

Die so definierte Funktion ist ein homogenes Polynom inx vom Gradl, dessen Koeffizienten bis
auf universelle Konstanten7 die partielle Ableitungen vonf im Punktx0 sind. Dies zeigt man
leicht mit Hilfe der Kettenregel und Induktion nachl.

Beispiel 1. Ist fpxq ein homogenes Polynom vom Gradm, d.h. giltfptxq � tmfpxq, dann ist
Tlpfqpxq � 0 für l �� m undTlpfqpxq � fpxq für l � m.

Beispiel 2. Aus Beispiel 1 folgt für die Funktiongpxq � fpxq � °r
l�0 Tlpfqpxq sofort

Tlpgqpxq � 0 für l � 0, ..., r für beliebigesf P CrpUq.
5Fürf0pxq � fp x}x}2 q gilt ∆p f0

rκ q � ∆p 1
rκ qf�2

°
i
Bipr�κqBipf0q�r�κ∆pf0qmit ∆p 1

rκ q � 0. Wegen Formel

1 und 4 ist der Term2
°

i Bipr�κqBipf0q gleich� 2κ

rκ�2
i̧ j̧

xipfjq0Tij � 2κ

rκ�4
j̧

xjpfjq0 .
Wegen Formel 1 istr�κ∆pf0q gleich 1

rκ

°
i

°
j
Bippfjq0Tijq, und aus Formel 2 und 3 folgt daher die Behaup-

tung∆pf�q � r�4p∆pfqq� vermöge

1

rκ
i̧ j̧ ķ

pfkjq0TikTij � 1

rκ
j̧ i̧

pfjq0BipTijq � p∆fq0
rκ�4

� 2κ

rκ�4
j̧

xjpfjq0 .
6Formeln. BeachteBiprαq � αxir

α�2. FürTij :� Bjpxir
�2q � pδijr

2 � 2xixjqr�4 undfj :� Bjf gilt

1. Bipf0q � °
j
pfjq0Tij (Kettenregel)

2.
°

i
TijTik � δjkr

�4

3.
°

i
BipTijq � �2κxjr

�4

4.
°

i
xiTij � �xjr

�2.

wegen
°

i
pδijr

2�2xixjqpδikr
2�2xixkq � δjkr

4�2xjxkr
2�2xjxkr

2�4r2xjxk � δjkr
4 und

°
i
BipTijq �Bjp1{r2q � 2nxj{r4 � 2Epxj{r4q � p�2� 2n� 2p�3qqxj{r4 � �2κxj{r4.

7Mit Hilfe des Fallsfpxq �±
i
x

mi
i zeigt manTlpfqpxq � °

m1�...�mn�l

Bm1

1

m1!
� � � Bmn

n

mn!
fp0q �±n

i�1
x

mi
i .
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Beispiel 3. Ist fpxq � °8
l�0 Plpxq eine Potenzreihe mit homogenen PolynomenPlpxq vom

Grad l und KonvergenzradiusR ¡ 0. Dann istfptxq � °8
l�0 Plpxqtl für |t|   1, und aus

Lemma 4.39 folgtTlpfqpxq � Plpxq.
Beispiel 4. Ist fpxq eine harmonische Funktion, dann sind dieTlpfqpxq harmonische Polyno-

me, denn es gilt∆Tlpfqpxq � ∆
Bm

t

m!
fptxqt�0 � Bm

t

m!
t2p∆fqptxqt�0 � 0. (Analog zeigt man: Ist

fpzq holomorph, dann sind alleTlpfqpzq holomorph).

Die FunktionHpxq � fpxq}x}r liegt in CrpUztx0uq. Gilt Tlpfqpxq � 0 für l � 0, ..., r, dann
lässt sichHpxq zu einer stetigen Funktion aufU fortsetzen mitHp0q � 0. [Beweis: Wie beim
Beweis von Lemma 4.10 existiert fürhptq � fptxq eine Folge0   θr   � � �   θ1   t

mit hptq � t � h1pθ1q � � � � � trhprqpθrq. Es giltHptxq � hprqpθrq}x}r . Wir können annehmen}x} � const und damitHptxq � hprqpθrq{constr. WegenTlpfqpxq � 0 für l � 0, .., r existiert
für ε ¡ 0 ein δ ¡ 0, so daß gilt|hprqpθrq| � r!|Br

t

r!
fptxqt�θr

|   ε � constr
für alle }t}   δ (als Funktion vont ist Br

t

r!
fptxq nämlich eine stetige Funktion mit Nullstelle bei

t � 0). Also }y}   const � δ ñ |Hpyq| � |hprqpθrq|{constr   ε für y � tx.] Zusammen mit
Beispiel 2 folgt daraus dieTaylor Approximation zum Entwicklungspunktx0 � 0.

Lemma 5.12. Für f P CrpUq gibt es eine stetige FunktionH : U Ñ R mitHp0q � 0 und

fpxq � °r
l�0 Tlpfqpxq � }x}r �Hpxq .

5.7 Harmonische Polynome

SeiPl � PlpRnq derR-Vektorraum aller PolynomeP pxq in n Variablen, die homogen vom
Gradl sind. SeiHl � HlpRnq � PlpRnq der Unterraum derharmonischen Polynome.

Satz 5.13. dimRpHlq � �
n�l�1

l

���n�l�3
l�2

�
und f̈ur n ¥ 3 auchdimRpHlq � n�2�2l

n�2

�
n�l�3

l

�
.

Beispiel. Im Falln � 1 istHl � 0 für l ¡ 1. Im Falln � 2 gilt dimRpHlq � 2 für l ¥ 1, und
dimRpH0q � 1. Als Vektorraum wirdHl vonRepzlq undImpzlq aufgespannt (z � x1 � ix2).

Beispiel. Im Falln � 3 folgt dimRpHlq � 2l � 1 für alle l ¥ 0.

Lemma 5.14. dimRpPlq � �
n�l�1

l

�
.

Beweis. Induktion nach der Variablenzahln. Ersetze die Variablexn durch 1. Dies gibt
genau die Polynome inx1, .., xn�1 vom Grad¤ l. Also

dimRpPlpRnqq � dimRpPl�1pRnqq � dimRpPlpRn�1qq ,
wie die Rekursion

�
n�l�1

l

�� �
n�pl�1q�1pl�1q � � �pn�1q�l�1

l

�
derBinomialkoeffizienten zeigt.
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Beispiel. Im Fall n � 1 ist Pl � R � xl. Im Falln � 2 ist Pl � Rxl �Rxl�1y � � � � �Ryl

von der Dimensionl � 1, und fürn � 3 gilt dimRpPlq � pl � 1qpl � 2q{2.

Beweis von Satz 5.13. Sei∆ � ∆n�1 � B2
n. Wir entwickelnP P HlpRnq nach der letzten

Variable
P px1, .., xnq � Qlpx1, .., xn�1q �Ql�1px1, .., xn�1qxn � � � � .

Wegenp∆n�1 � B2
nqP � ∆pP q � 0 bestimmen die PolynomeQl P PlpRn�1q undQl�1 P

Pl�1pRn�1q das harmonische PolynomP eindeutig. Weiterhin könnenQl undQl�1 vom Grad
l respl�1 beliebig vorgegeben (!) werden. Daraus folgtdimRpHlpRnqq � dimRpPlpRn�1qq�
dimRpPl�1pRn�1qq � �

n�1�l�1
l

�� �
n�1�l�2

l�1

� � n�2�2l
n�2

�
n�l�3

l

�
für n ¥ 3.

Einem Polynomfpxq � fpx1, .., xnq kann man den DifferentialoperatorfpBq :� fpB1, .., Bnq
(wohldefiniert aufC8pRnqwegen der Symmetrie der Hessematrix). DieR-wertige (!)R-Bilinearform
Pl � Pl Ñ R definiert durch xf, gy � fpBqgpxq
ist wegenx±n

ν�1 x
mν
ν ,

±n
ν�1 x

kν
ν y � ±n

ν�1pmν !δmν ,kν
q symmetrisch und positiv definit. Sei

r2 � x2
1 � � � � � x2

n.

Lemma 5.15. Bez̈uglich der Paarung  ., . ¡ existiert eine orthogonale Zerlegung

Pl � r2 � Pl�2 `K Hl .

Die Teilräumer2 � Pl�2 undHl sind invariant unter den OperatorenLνµ.

Beweis. Nach Lemma 5.14 und Satz 5.13 giltdimRpPlq � dimRpr2Pl�2q � dimRpHlq.
Es genügt also fürgpxq � r2 � fpxq im Durchschittr2Pl�2 X Hl zu zeigen:gpxq � 0. Dies
folgt wegen∆gpxq � 0 ausxgpxq, gpxqy � xr2fpxq, gpxqy � ∆fpBqgpxq � fpBq∆gpxq �xfpxq,∆gpxqy � 0.

WegenLνµpr2q � xν �2xµ�xµ �2xν � 0 gilt Lνµpr2fpxqq � Lνµpr2qfpxq�r2Lνµpfpxqq �
r2Lνµpfpxqq, alsoLνµpr2Pl�2q � pr2Pl�2q. Aus ∆Lνµg � Lνµ∆g � 0 für g P Hl folgt
LνµpHlq � Hl.

Sei nunn ¥ 2, Das Bild des Monomspx1ql � xl
1 P PlpRnq unter der harmonischen Projek-

tion

PlpRq � r2 � PlpRnq `HlpRnq pr
// HlpRnq

(die orthogonale Projektion des letzten Lemmas) ist daszonal spḧarische Polynom

Pl,0pxq :� prpxl
1q .

Das Monomxl
1, und damit auchPl,0pxq, ist invariant unter orthogonalen Substitutionen, welche

den Vektorp1, 0, ..., 0q fest lassen.Pl,0pxq ist nicht trivial und wird von denLνµ mit ν �� 1, µ �� 1

annuliert, und ist folglich (siehe Abschnitt 5.3) als Polynom

Pl,0pxq � ļ

i�0

ai � xi
1r

l�i
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nur abhängig von den Variablenx1 undr2 mit Pl,0p�xq � p�1qlPl,0pxq.
Lemma 5.16(Rodrigues Formel). Für r � 1 undn ¥ 2 gilt für eine Konstante8 constpl, nq

constpl, nq � Pl,0pxq � pt2 � 1q�n�3
2 p d

dt
ql pt2 � 1ql�n�3

2 |t�x1
.

Beweis. Nach Satz 4.18 ist der Lösungsraum der Gleichungenpt2 � 1qf2ptq � pn� 1qtf 1ptq � lpl � n� 2qfptq � 0

undfp�tq � p�1qlfptq eindimensional. Die Funktionfptq � °l
i�0 ait

i erfüllt diese Bedingun-
gen9 und die rechte Seite im Lemma ebenfalls (letzteres ist eine diffizile Übungsaufgabe).

Lemma 5.17. Der OperatorL2 ist aufHlpRnq ein Vielfaches der Identität

L2 � �lpl � n� 2q � idHlpRnq .
Beweis. Der Raum der PolynomeP P PlpRnq, in denen die letzte Variablexn höchstens

linear vorkommt, bildet ein KomplementV � PlpRn�1q ` xn � Pl�1pRn�1q von W � r2 �
Pl�2pRnq inPlpRnq. [VXW ist Null unddimpV q � �

n�l�2
l

���n�l�3
l�1

� � �
n�l�1

l

���n�l�3
l�2

� �
dimRpHlq.] AlsoHl � prpV q nach Lemma 5.15. Aber jedes Monom inV lässt sich linear kom-
binieren durch Polynome, die durch sukzessives Anwenden von OperatorenLνµ auf das Monom
P pxq � px1ql entstehen (̈Ubungsaufgabe). Wendet man daher sukzessive die Operatoren Lνµ

auf die FunktionPl,0 an, erhält man ein Erzeugendensystem vonHl.

Für 1   α   β gilt Lαβx
l
1 � 0. WegenL2

1αpxl
1q � px1Bα � xαB1qp�xαlx

l�1
1 q � �lxl

1 �
x2

αlpl� 1qxl�2
1 liefert Summation überα ¥ 2 daherL2pxl

1q � �lpn� 1qxl
1� lpl� 1qxl

1� lpl�
1qr2xl�2

1 � �lpl�n�2qxl
1�lpl�1qr2xl�2

1 . DaL2 mit der harmonischen Projektion vertauscht,
folgt ausprplpl � 1qr2xl�2

1 q � 0 dannL2pPl,0q � �lpl � n � 2qPl,0 für Pl,0 � prpxl
1q. Da

Hl ausPl,0 durch sukzessives Anwenden derLνµ erzeugt wird, die OperatorenLνµ aber mitL2

vertauschen, folgt die Behauptung.

5.8 Drehimpuls Operatoren

Im dreidimensionalen Falln � 3 benutzen wir folgende Abkürzungen:L1 :� L32 � zBy �
yBz, L2 :� L13 � xBz � zBx undL3 :� L21 � yBx � xBy. Dann giltrL1, L2s � L3 , rL3, L1s � L2 , rL2, L3s � L1 .

Die OperatorenL1, L2, L3 vertauschen mit dem DifferentialoperatorL2 � L2
1 � L2

2 � L2
3 und

es giltL2 � �lpl � 1q aufHl wegen Lemma 5.17.

8Es gilt constpl, nq � l!
�
2l�n�3

l

�
.

9Wir schreibent oder x anstattx1. Dann ist∆pxirl�iq � rl�iB2
xpxiq � 2BxpxiqBxprl�iq � xi∆prl�iq. Die

Summe vonxi∆prl�iq � pl � iqpn � 2 � l � iqxirl�i�2 und 2BxpxiqBxprl�iq � 2ipl � iqxirl�i�2 ist�pi2�pn�2qi� lpl�n�2qq �xirl�i�2. Also annuliertB2
t �ptBtq2�pn�2q � tBt � lpl�n�2q das Polynom

fptq.
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Aus L1x
l � 0 und Lemma 5.15 folgtL1Pl,0 � 0. Die zonale EigenfunktionPl,0 von L1

liefert neue EigenfunktionenPl,k vonL1. Setze dazuL� � L2 	 i � L3 für i � ?�1 P C. Sei
Pl,k :� pL�qkPl,0 für k ¡ 0 bzw.Pl,�k � Pl,k das konjugiert komplexe. Für Eigenvektoren
L1v � mi�v gilt wegenrL1, L�s � �iL� dannL1pL�vq � L�pL1vq�iL�v � pm�1qi�L�v.
Also hatL�v denL1-Eigenwertpm� 1q � i, wennL�v nicht verschwindet. Dies zeigt

L1Pl,k � ki � Pl,k pk P Zq .
Wir untersuchen nun, wannL�pP q für P P Hl verschwindet. WegenL2 � pL1q2 � pL2q2 �pL3q2 � �piL1q2 � piL1q � L�L� folgt ausL�pP q � 0 für einen EigenvektorP vonL1 zum
Eigenwertki daherL2pP q � �kpk � 1q � P . Andererseits istL2 gleich�lpl � 1q � id aufHl.
AusPl,k �� 0 undPl,k�1 � L�Pl,k � 0 für k ¥ 0 folgt daherlpl � 1q � kpk � 1q, und damit
k � l. Also sind die FunktionenPl,k für k � �l, ..., 0, ..., l von Null verschieden.

Korollar 5.18. Im Fall n � 3 definieren die2l � 1 KugelflächenfunktionenPl,k für k ��l, ..,�1, 0, 1, .., l wegendimpHlpR3q � 2l � 1 eineC-Basis des VektorraumsHl der C-
wertigen harmonischen Polynome bestehend aus Eigenvektoren vonL1 undL2.

In der physikalischen Literatur werdenL1, L2, L3 (abgesehen von einem Normierungsfak-
tor) alsDrehimpuls Operatoren bezeichnet. In der Quantenmechanik nennt man die Zahll �
0, 1, 2, ... denSpin. In der Elektrodynamik spielen die FunktionenPl,kpx, y, zq eine Rolle bei
Radialentwicklungen von Monopolen (l � 0), Dipolen (l � 1), Quadrupolen (l � 2), ... etc. Die
EinschränkungPl,kpx, y, zq auf die Einheitssphäre imR3 nennt manKugelflächenfunktionen
Yl,kpx, y, zq vom Gradl. Man betrachtet diese oft in der Form der homogenen Funktionen
Y px, y, zq � P px, y, zq{rl vom Grad Null (fürP P Hl). Sie treten zum Beispiel bei derRadial-
entwicklung von elektrostatischen Potentialenauf Kugelschalen auf:

Upx, y, zq � 8̧
l�0

ļ

k��l

palkr
l � blkr

�l�1q � Yl,kpx, y, zq .
Hierbei sindalk, blk geeignete reelle Konstanten mit gleichmässiger Konvergenz auf kompakten
Teilmengen (siehe Abschnitt 9.5). Die PolynomerlYl,k � Pl,k und ihreKelvin Transformier-
ten r�l�1Yl,k � pPl,kq� sind harmonisch. Die Funktionenr�l�1Yl,k � pPl,kq� erhält man auch
durch partielles Ableiten der homogenen harmonischen Funktion 1

r
. Sie haben eine Singularität

im Nullpunkt und klingen im Unendlichen ab, im Gegensatz zu den PolynomenPl,k. Wir be-
merken zum Abschluß, daß dies (ebenso wie das letzte Korollar) auf beliebige Dimensionenn
verallgemeinert werden kann.

5.9 Maxwell Gleichungen

Im Rn definiert man den Euklidischen�-Operator bis auf ein Vorzeichen durch�dxI ��dxJ , wobeiJ � Ic die Komplementärmenge vonI in t1, ..., nu ist. Das verbleibende Vor-
zeichen wird bestimmt durch die Regel

dxJ ^ �dxI � δIJ � dx1 ^ ...^ dxn , pδIJKronecker Deltaq .
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Ist qLpxq � °n
i�1 λi � x2

i eine quadratische Form10 mit λi �� 0 für alle i, dann definiert man
allgemeiner�LdxI � �dxIc mittelsdxI ^�LdxI �a±n

i�1 |λi|p±iPI λiq�1 �dx1^ ...^dxn.

Betrachte den RaumR4 mit den Koordinatenv � px, y, z, tq � px1, x2, x3, x4q. Notation:
dx13 � �dx31 � �dx3^dx1 oderdx134 � �dx314, etc. Es giltdx12^dx34 � dx31^dx24 �
dx23 ^ dx14 � dx1234 sowiedx1 ^ dx234 � dx2 ^ dx314 � dx3 ^ dx124 � dx1234, aber
beachtedx4 ^ dx123 � �dx1234. Ist die Lichtgeschwindigkeitc � 1, dann ist dieLorentz
Metrik gegeben durchqLpxq � TxSx für die MatrixS � diagp�1,�1,�1, 1q

qLpx, y, z, tq � �x2 � y2 � z2 � t2 .

Die Strom- und Ladungsdichte ist eine3-Form (mit j4 � �ρ)

J � j1 � dx234 � j2 � dx314 � j3 � dx124 � ρ � dx123 .

Die Einsformj � �LJ � �j1dx1�j2dx2�j3dx3�ρdx4 ist derStrom (der Einfachheit halber
wird angenommen11, die Permeabilitätskonstanteµ sei 1). Die Erhaltung der Ladung zeigt nach
Satz 4.35 dieerste MaxwellgleichungdJ � pB1j1 � B2j2 � B3j3 � B4ρq � dx1234 � 0 oder

dJ � 0 .

Seien idealisiert dieji P C8pR4q glatt und damitJ P A3pR4q, dann folgt aus Satz 4.30 (Poin-
care Lemma) die Existenz einer 2-Formω P A2pR4q mit

dω � J .

Schreibt manω � �E1 � dx23 � E2 � dx31 � E3 � dx12 � B1 � dx14 � B2 � dx24 � B3 � dx34,
dann definiertω � �LF oderF � � �L ω die sogenannteFaraday 2-Form F

F � B1 � dx23 �B2 � dx31 �B3 � dx12 �E1 � dx14 �E2 � dx24 �E3 � dx34 .

Man nenntpE1, E2, E3q und pB1, B2, B3q daselektrische respektivemagnetische Feld. Die
zweite Maxwell GleichunglautetdF � 0. Wegen des Poincare Lemmas gilt deshalb

F � dA

für eine1-FormA � °
iAidxi, das sogenannteVektorpotential . Die FormA ist durchF � dA

eindeutig bestimmt bis auf eine exakte Formdϕ für einϕ P C8pR4q (Eichfreiheit , Satz 4.30).

Der �L-Operator ist invariant unter der orthogonalen SymmetriegruppeSOpqLq, und nimmt
bei orthogonalen Spiegelungen ein Vorzeichen auf. Der Operator δ � �L � d � �L ist dagegen
invariant unter der vollenLorentzgruppe OpqLq. Die Maxwell Gleichungen in der Form

dF � 0 , δF � j

sind daher invariant unter der vollen Lorentzgruppe. Die MaxwellgleichungenDF � j für
D � d� δ reduzieren sich letztlich auf die Bestimmung vonA durch die Formel

δd A � j ,

also bei gegebenemJ auf die vier Gleichungenp�B2
1 � B2

2 � B2
3 � B2

4qAi � λiji für i � 1, .., 4

[unter Benutzung derLorenz-Eichung δA � 0 der FormA]. Physiker Notation:U :� �A4.
10Diese definiert eine verallgemeinerte Metrik mitgij � δij � λi.
11Im Vakuum istµ eine Konstante und kann in der Maxwellgleichung ignoriert werden.
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6 Lebesgue Integration

SeiX eine Menge. Für einen FunktionenverbandBpXq aufX und ein Daniel-IntergraII auf
BpXq haben wir gezeigt, daß sichI eindeutig zu Daniell-IntegralenI� der Halbverbände der
monotonen HüllenB�pXq � BpXq fortsetzen lässt. Wir benutzen für die Fortsetzung daher
dieselbe BezeichnungI. Die Funktionenf P B�pXq mit der EigenschaftI�pfq �� �8 bil-
den einen HalbverbandB�

finpXq in B�pXq. Analog bilden die Funktionenf P B�pXq mit

I�pfq �� �8 einen HalbverbandB�
finpXq in B�pXq. Eine beliebige Funktion

f : X Ñ RY t�8u Y t�8u
nennt manintegrierbar bezüglichpBpXq, Iq, wenn es für alle reellen Zahlenε ¡ 0 geeignete
Funktionenh P B�pXq und g P B�pXq gibt mit h ¤ f ¤ g und I�pgq � I�phq   ε. Für
integrierbare Funktionen definieren wir das (Lebesgue) IntegralIpfq P R.

Wir zeigen, daß die Teilmenge der Punktex P X, wo eine integrierbare Funktion die Werte�8
annimmt, eine Nullmenge ist, und dass man integrierbare Funktionen auf Nullmengen beliebig
abändern kann ohne das Lebesgue Integral zu verändern.

Die integrierbarenR-wertigen Funktionen bilden einen VerbandLpXq und das Lebesgue Inte-
gral definiert ein Daniell Integral aufLpXq. Es ist das eindeutig bestimmte Daniel Integral auf
LpXq, das aufBpXq � LpXq mit dem gegebenen IntegralI : BpXq Ñ R übereinstimmt. Eine
Funktionf P B�pXq liegt im VerbandLpXq genau dann, wenn giltf P B�

finpXq, und das

Lebesgue Integral stimmt aufB�
finpXq mit I� überein.pLpXq, Iq�
ooooooooooo � OOOOOOOOOOOpB�

finpXq, I�q �
OOOOOOOOOOO

pB�
finpXq, I�q�

ooooooooooopBpXq, Iq
Aus dem Satz von Beppo Levi folgt, daß die monotonen HüllenL�finpXq von pLpXq, Iq mit
LpXq übereinstimmen.
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6.1 Das Lebesgue Integral

SeiX eine Menge undB � BpXq ein Verband von Funktionen aufX. Sei weiterhinI :

BpXq Ñ R ein Daniell-Integral. Wir fixieren im folgendenpB, Iq. SeienB� � B�pXq und
B� � B�pXq die beiden monotonen Hüllen vonBpXq.

Definition 6.1 (Integrierbarkeit). Eine Funktion

f : X Ñ RY t8u Y t�8u
heisstLebesgue-integrierbar bez̈uglich pB, Iq oder auch nur kurzintegrierbar , wenn gilt:
Für alle reellen Zahlenε ¡ 0 existieren1 Funktionenh P B� undg P B� mit der Eigenschaft
h ¤ f ¤ g so dass gilt2

I�pgq � I�phq   ε .

Für eine beliebige Funktionf : X Ñ RY t8u Y t�8u definiert man ganz allgemein

I7pfq � inftI�pgq | g P B� mit f ¤ gu
(ist diese Menge leer, definieren wir das Infimum formal als8), beziehungsweise

I5pfq � suptI�phq | h P B� mit h ¤ fu
(ist diese Menge leer, definieren wir das Supremum formal als�8). Es gilt

I5pfq ¤ I7pfq ,
dennI5pfq :� suphPB�,h¤f I

�phq¤I�pgq wegenI�phq¤I�pgq für h¤f ¤g (Lemma 3.10).
Im Limes folgt ausI5pfq ¤ I�pgq dannI5pfq ¤ infgPB�,f¤g I

�pgq � I7pfq.
Lemma 6.2 (Lebesgue Integral). Ist f : X Ñ R Y t8u Y t�8u bez̈uglich pB, Iq

Lebesgue-integrierbar, dann giltI5pfq � I7pfq und der so definierte Wert ist eine reelle Zahl,
d.h. von�8 verschieden.

Definition 6.3. Die in Lemma 6.2 definierte reelle Zahl wird das Lebesgue Integral Ipfq der
integrierbaren Funktionf (bez̈uglich pB, Iq) genannt:

Ipfq :� I5pfq � I7pfq .
1Man sieht dann auch sofort, dass es reicht wenn für alleε ¡ 0 Lebesgue integrierbare Funktionenh und g

existieren mith ¤ f ¤ g und Ipgq � Iphq   ε. Denn fürg� P B� mit g ¤ g�, Ipgq ¤ I�pg�q sowie
I�pg�q � Ipgq   ε{2 und analogh� ¤ h, h� P B� mit I�ph�q ¤ Iphq und Iphq � I�ph�q   ε{2 gilt
h� ¤ f ¤ g� sowieI�pg�q � I�ph�q   ε� Ipgq � Iphq   2ε.

2Nach Lemma 3.10 gilt ausserdem0 ¤ I�pgq � I�phq.
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Beweis. Aus I�pgq � I�phq   ε folgt I�pgq   8 sowie I�phq ¡ �8, denn a priori
I�pgq P R Y8 und I�phq P R Y �8. Also ist tI�phq|B� Q h ¤ f ¤ gu nach oben durch
I�pgq   8 beschränkt (Lemma 3.10). Das SupremumI5pfq liegt daher inR. Ditto für I7pfq.
Wegen0 ¤ I7pfq � I5pfq ¤ I�pgq � I�phq   ε für alle ε ¡ 0 folgt I5pfq � I7pfq.

Lemma 6.4. Funktionenf ausB� resp.B� sind Lebesgue integrierbar bezüglich pB, Iq
genau dann, wenn giltI�pfq �� 8 resp.I�pfq �� �8. In diesem Fall istIpfq � I5pfq � I7pfq
gleichI�pfq resp.I�pfq.

Insbesondere sind die Funktionen ausB � B� Lebesgue integrierbar, und das Lebesgue
Integral stimmt aufB mit dem ursprünglich gegebenen IntegralI : B Ñ R überein.

Beweis. Seif P B�. Ausg P B� und f ¤ g folgt I�pfq ¤ I�pgq wegen der Monotonie
von I�. Das InfimumI7pfq der WerteI�pgq, für g P B� mit f ¤ g, wird daher wegenf P B�
bei g � f angenommen. Also

I7pfq � I�pfq   �8 .

Es verbleibtI�pfq ¤ I5pfq für unserf P B� zu zeigen. Wähle dazu Funktionenfn P B mit
fn Õ f . Nach Definition vonI�pfq gilt I�pfnq � Ipfnq Õ I�pfq. Es folgt

I�pfq � sup
n
Ipfnq � sup

n
I�pfnq ¤ sup

hPB�,h¤f

I�phq � I5pfq .
WegenI5pfq ¤ I7pfq folgt darausI5pfq � I7pfq � I�pfq   8.

6.2 Der VerbandLpXq
Satz 6.5. DieR-wertigen (!) bez̈uglich pB, Iq Lebesgue integrierbaren Funktionen

f : X Ñ R

bilden einenVerband LpXq � tf : X Ñ R | f ist Lebesgue-integrierbaru, welcherB umfasst.

Dies folgt aus

Satz 6.6(Permanenzeigenschaften). Die Menge aller Lebesgue-integrierbaren Funktionen
ist unter reeller Skalarmultiplikation, Addition3 und den Bildungenmin,max abgeschlossen.

Beweis. Schritt 1. Für Funktionenf1, f2 gilt I7pf1 � f2q ¤ I7pf1q � I7pf2q undI7pλfq ¤
λI7pfq für λ ¡ 0. Entsprechendes gilt fürI5 mit den umgekehrten Ungleichungen [wegen
I7p�fq � �I5pfq und I5p�fq � �I7pfq]. Daraus folgtI5pf1q � I5pf2q ¤ I5pf1 � f2q ¤
I7pf1�f2q ¤ I7pf1q�I7pf2q. Sindf1, f2 Lebesgue integrierbar, folgt ausI5pfiq � I7pfiq dann

Ipf1 � f2q � Ipf1q � Ipf2q
3Hierbei müssen wir annehmen, dass beide Funktionen Werte inR

� oderR� haben.
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und dittoIpλ � fq � λ � Ipfq für Lebesgue integrierbare Funktionenf undλ ¥ 0.

Schritt 2. Beachte, aush ¤ f ¤ g mit h P B�, g P B� undI�pgq � I�phq   ε, folgt sofort�g ¤ �f ¤ �h mit �g P B�,�h P B� und I�p�hq � I�p�gq � I�pgq � I�phq   ε.
Man zeigt dann analogI7p�fq � �I5pfq undI5p�fq � �I7pfq, alsoIp�fq � �Ipfq. Dies
zeigt die Verbandseigenschaftf P LpXq ñ �f P LpXq undIp�fq � �Ipfq. Zusammen mit
Schritt 1 folgt daher für alle Lebesgue integrierbaren Funktionenf und alleλ P R

Ipλ � fq � λ � Ipfq .
Schritt 3. Wegenminpf, f̃q � �maxp�f,�f̃q genügt, dass für integrierbaresf und f̃ die

Funktionmaxpf, f̃q integrierbar ist. Wähle dazuh ¤ f ¤ g resp.h̃ ¤ f̃ ¤ g̃ mit I�pgq �
I�phq � I�pg � hq   ε resp.I�pg̃q � I�ph̃q � I�pg̃ � h̃q   ε. Dann gilt automatisch
I�pg̃q   8 und I�pgq   8 sowieB� Q maxph, h̃q ¤ maxpf, f̃q ¤ maxpg, g̃q P B�.
Weiterhin gilt

I�pmaxpg, g̃qq�I�pmaxph, h̃qq � I�pmaxpg, g̃q�maxph, h̃qq ¤ I�pg�hq�I�pg̃�h̃q   2ε

unter Benutzung vong � h P B� und g̃ � h̃ P B� und4

maxpg, g̃q �maxph, h̃q ¤ pg � hq � pg̃ � h̃q .
Also istmaxpf, f̃q integrierbar.

Lemma 6.7. Auf dem VerbandLpXq � LpX,B, Iq definiert das Lebesgue IntegralI ein
Daniell-Integral.

Beweis. Wir haben bereits gezeigt, dassI eineR-lineare Abbildung ist. Für die Monotonie
genügt esIpfq ¥ 0 zu zeigen für integrierbare Funktionenf ¥ 0. BeachteIpfq � I7pfq �
inf I�pgq für g ¥ f ¥ 0 mit g P B�. Wegen der Monotonie vonI� gilt I�pgq ¥ I�p0q � 0

für g ¥ 0 in B�. Daraus folgtIpfq � lim inftI�pgqu ¥ 0, also die Monotonie des Lebesgue
IntegralsI. Die Halbstetigkeit: Fürfn Õ f undfn, f P LpXq existiertg P B� mit fn ¤ f ¤ g

und Ipgq   8. Also gilt Ipfnq ¤ Ipgq und damitsup Ipfnq ¤ Ipgq   8. Aus dem nächsten
Satz 6.8 folgt daher die HalbstetigkeitIpfq � sup Ipfnq.

6.3 Vertauschungss̈atze

Satz 6.8(Beppo Levi). Für eine monotoneFolge fn Õ f von integrierbarenFunktionen
fn definiertIpfnq eine monoton wachsende Folge reeller Zahlen. Gilt

κ :� supn Ipfnq   8 ,

dann ist die punktweise Grenzfunktionf integrierbarund es gilt

Ipfq � Ipsupn fnq � supn Ipfnq � κ .

4Ist obdAgpxq ¥ g̃pxq, dann istmaxpg, g̃q �maxph, h̃q ¤ g � h ¤ pg � hq � pg̃ � h̃q im Punktx.
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Bemerkung: Eine analoge Aussage gilt für monoton fallende Folgen integrierbarer Funktio-
nenfn im Fall infn Ipfnq ¡ �8.

Beweis. Fixiereε ¡ 0. Fürn P N wählehn P B� sowiegn P B� mit hn ¤ fn ¤ gn und

I�pgnq � I�phnq � I�pgn � hnq   ε

2n
.

Beachte, daß dann giltI�pgnq   8.

Untere Abscḧatzung. Aushn P B� undhn ¤ f folgt supn Iphnq ¤ I5pfq. WegenIpfn�hnq ¤
Ipgn � hnq   ε

2n gilt Ipfnq � ε
2n ¤ Iphnq, im LimesnÑ8 also

κ ¤ I5pfq , κ :� sup
n
Ipfnq .

Obere Abscḧatzung. Beachtẽgn :� maxn
i�1 gi P B� sowiefn ¤ g̃n. Die Folgeg̃n konvergiert

monoton gegen eine Grenzfunktiong̃n Õ g̃, welche nach Lemma 3.5 inpB�q� � B� liegt. Die
Abschätzung̃gn�fn ¤ maxn

i�1pgi�hiq ¤°n
i�1pgi�hiq liefert I�pg̃nq   Ipfnq�°n

i�1
ε
2i  

Ipfnq � ε. Im LimesnÑ8 gibt diesI�pg̃q ¤ κ� ε. Wegenf ¤ g̃ P B� gilt I7pfq ¤ I�pg̃q.
Daraus folgt

κ ¤ I5pfq ¤ I7pfq ¤ I�pg̃q ¤ κ� ε .

Da dies für alleε ¡ 0 richtig ist, ergibt sich wie behauptetI7pfq � I5pfq � κ   8 und damit
die Existenz einesh P B� mit h ¤ f ¤ g̃ undI�pg̃q � I�phq   ε.

Satz 6.9(Satz von Lebesgue). Seifn Ñ f eine punktweisekonvergente Folge integrierbarer
Funktionenfn aufX, so dass eine vonn unabḧangige integrierbareFunktionF existiert mit|fn| ¤ F für alle n P N. Dann istf integrierbarund es gilt

Iplimn fnq � limn Ipfnq .
Man nennt diesen Satz auch denSatz von der dominierten Konvergenz, da die Funktionen

fn von der fixierten integrierbaren FunktionF dominiert werden.

Beweis. Schritt 1. Es gilt

ϕnpxq :� inf
i¥n

�
fipxq	 Õ fpxq .

Für festesn gilt für die Funktionenϕpxq � ϕnpxq
ψmpxq :� inf

m¥i¥n

�
fipxq	 × ϕpxq .

Beachteψm P LpXq. Wegen�F ¤ ψm gilt �8   IpF q ¤ limm Ipψmq, und somit ist die
Grenzfunktionϕn integrierbar nach Beppo Levi. Wegenϕn ¤ F gilt limn Ipϕnq ¤ IpF q   8,
und somit istf (erneut nach Beppo Levi) integrierbar mitIpϕnq Ñ Ipfq.

Schritt 2. Analog definiert mañϕnpxq � supi¥n

�
fipxq� × fpxq und zeigt die Konvergenz

Ipϕ̃npxqq Ñ Ipfq. Wegen
ϕn ¤ fn ¤ ϕ̃n

folgt dann wie behauptet die KonvergenzIpfnq Ñ Ipfq.
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6.4 Anwendungen

SeiY � Rn oderY � Z oder ein ProduktRn �Zm etc.

Satz 6.10. SeiZ ein metrischer Raum undf : Y � Z Ñ R stetig in der Variablez P Z für
jedes festey P Y . Gilt |fpy, zq| ¤ F pyq für ein F P LpY q und allez P Z, und istfpy, zq in
LpY q für festesz P Z, dann istgpzq :� ³

Y
fpy, zqdy definiert und stetig in der Variablez.

Beweis. Für jede Folgezn Ñ z ist fnpyq :� fpy, znq P LpY q. Wegen|fnpyq| ¤ F pyq folgt
aus dem Satz 6.9 von der dominierten Konvergenz

lim
nÑ8 »

Y

fnpyqdy � »
Y

lim
nÑ8 fnpyqdy .

Also limn

³
Y
fpzn, yqdy � ³

Y
fpz, yqdy.

Korollar 6.11 (Fubini). Für das ProduktX � Y � Z zweier nicht entarteter beschränkter
QuaderY,Z wie in Beispiel 2.25 definiert daherIpfq :� ³

Z
fpy, zqdz eine lineare Abbildung

I : B � CpXq Ñ B̃ � CpY q .
Es gilt

³
X
fdydz � ³

Y
Ipfqdy (da dies richtig ist f̈ur Treppenfunktionenf und daI,

³
Y

und
³
X

R-linear, monoton und halbstetig sind).

Eine reelle Folgef : NÑ R definiert eine sogenannteabsolut konvergente Reihe
°

nPN fpnq,
wennf in LpNq liegt. In der Tat: DaLpNq ein Verband ist, ist mitf auch die Folge|fpnq| der
Absolutbeträge inLpNq, und aus Satz 6.9 folgt

lim
NÑ8 Ņ

n�1

|fpnq|   8 .

Die Umkehrung gilt auch: AuslimNÑ8°N
n�1 |fpnq|   8 folgt |fpnq| P LpNq nach dem Satz

von Beppo Levi oder Lemma 6.4, sowie dann die absolute Konvergenz im Sinne vonf P LpNq
wegen des Satzes 6.9 von der dominierten Konvergenz (mit derMajoranteF � |f |). Mehr noch:

Satz 6.12(Umordnungssatz). Ist eine Folgef : NÑ R inLpNq (d.h. die Reihe
°8

n�1 fpnq
ist absolut konvergent), dann gilt für jede Bijektionσ : NÑ N

Ipfq � lim
nÑ8 ņ

i�0

fpσpiqq .
Beweis. SeiF pxq � |fpxq|. Da fnpxq :� fpxqχr0,1,..,nspσ�1pxqq punktweise gegenfpxq

konvergiert, konvergiertIpfnq � °n
i�0 fpσpiqq gegenIpfq nach Satz 6.9.
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6.5 Nullmengen

Eine TeilmengeY � X heisstendlich messbar(bezüglichpBpXq, Iq), wenn ihre charakte-
ristische FunktionχY pxq integrierbar ist. Man nennt die reelle ZahlvolpY q � IpχY q ¥ 0 das
Volumen von Y . SindY1, Y2 endlich messbar, dann nach Satz 6.5 auchY1 X Y2 undY1 Y Y2

und
volpY1q � volpY2q � volpY1 Y Y2q � volpY1 X Y2q .

Dies folgt ausχY1
� χY2

� χY1YY2
� χY1XY2

und maxpχY1
, χY2

q � χY1YY2
sowie analog

minpχY1
, χY2

q � χY1XY2
. Insbesondere giltvolpY1 Y Y2q ¤ volpY1q � volpY2q.

EineNullmenge ist eine endlich messbare Menge vom Volumen Null.

Für eine NullmengeY gilt Ipn � χY q � 0 für alle natürlichen Zahlenn. Im LimesnÑ8 folgt
daher wegen Beppo Levi: Die Funktion, die�8 auf Y ist, und Null sonst, ist integrierbar mit
Integral Null. Ditto für�8 anstelle von�8. Aus der Monotonie des Integrals folgt daher dann
sogar

Jede Funktion mit Werten inRY t8u Y t�8u und Tr̈ager in einer Nullmenge ist integrierbar
mit Integral Null. Teilmengen von Nullmengen sind Nullmengen.

Lemma 6.13(ε-Kriterium für Nullmengen). Y � X ist eine Nullmenge, wenn für jedes
ε ¡ 0 eine abz̈ahlbare Überdeckung vonY durch endlich messbare MengenUi existiert mit°8

i�1 volpUiq   ε.

Beweis. Mit Beppo Levi zeigt man:U :� �8
i�1 Ui ist endlich messbar mitvolpUq   ε. Für

ε � 1{n seiUpnq diese Vereinigung. Dann bilden die DurchschnitteZn :� �n
i�1 Upnq eine

absteigende Kette endlich messbarer Mengen mitvolpZnq   1
n

. Daher istZ � �8
i�1 Zn eine

Nullmenge (mit Hilfe von Beppo Levi). AusY � Z folgt die Behauptung.

Als Spezialfall erhält man:

Eine abz̈ahlbare VereinigungY von NullmengenYi ist eine Nullmenge.

Wir nennen einen metrischen RaumX abz̈ahlbar im Unendlichen, wennX eine abzählbare
Vereinigung

X � 8¤
i�1

Ki

von folgenkompakten endlich messbaren MengenKi ist. Die für uns interessanten metrischen
RäumeRn �Zm etc. mit dem Standardintegral sind abzählbar im Unendlichen.

Lemma 6.14. SeiX abz̈ahlbar im Unendlichen. Dann sind für integrierbares

f : X Ñ RY t8u Y t�8u
die beiden Mengen der Unendlichkeitsstellenf�1p�8q Nullmengen inX.
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Beweis. Indem manf durch�f ersetzt genügt es die MengeΣ � f�1p�8q zu betrachten.
Ausserdem kann man obdA annehmenf ¥ 0, indem manf durchmaxp0, fqq ersetzt. Es genügt
zu zeigen, daßΣXKi eine Nullmenge ist für allei. Dies erlaubt esX � Ki und damit also obdA
χX P LpXq anzunehmen. Es giltχΣn × χΣ für die MengenΣc aller Punktex, für diefpxq ¡ c

gilt. Es genügt daherχΣn P LpXq undIpχΣnq ¤ Ipfq{n zu zeigen, da dann aus dem Satz von
Beppo Levi unsere Behauptung folgt. Für beliebigesc ¡ 0 gilt h :� minpcχX , fq P LpXq, und
damit auchf � h P LpXq (mit genauem TrägerYc). Dann ist auchfn :� minpχX , n � pf � hqq
integrierbar (mit Träger inYc), und es giltfn Õ χΣc . Wie behauptet ist daher nach Beppo Levi
Yc endlich messbar wegen0 ¤ fn ¤ χΣc ¤ f

c
undvolpΣcq ¤ Ipfq{c.

6.6 Messbare Funktionen

SeiLpXq � LpX,B, Iq der Verband der reellwertigen Lebesgue integrierbaren Funktionen.
Wir gehen in diesem Abschnitt über zu denC-wertigen RäumenLpX,Cq undCcpX,Cq. Damit
sei gemeint, dass sowohl Real- als auch Imaginärteil im entsprechenden Raum liegen. Setze
Ipu � ivq � Ipuq � iIpvq für komplexesf � u � iv ausLpX,Cq. Wir nehmen im folgenden
anCcpX,Cq � LpX,Cq. Dann gilt

Definition 6.15. f : X Ñ C heisstmessbar, wenn es eine Folgefn P CcpX,Cq gibt,
welche punktweise fastüberall (d.h. ausserhalb einer Nullmenge) gegenf konvergiert

fn Ñ f (fü) .

Satz 6.16. Es gilt

1. Die messbaren reellwertigen Funktionen bilden einen VerbandMpXq.
2. MpX,Cq ist eineC-Algebra.

3. f PMpX,Cq ùñ f und |f | PMpX,Cq.
4. Ausfn Ñ f fastüberall undfn PMpX,Cq folgt f PMpX,Cq.
5. MpXq ist abgeschlossen unter abzählbarer (Supremums-)Infimumsbildung.

6. Ist |f | ¤ g fastüberall undf PMpX,Cq sowieg P LpXq, dann giltf P LpX,Cq.
Beweis. 1., 2. und 3. folgt sofort aus den Permanenzsätzen der Konvergenz und der ent-

sprechenden Eigenschaft vonCcpXq. 4. folgt ähnlich mittels des Diagonalfolgentricks. 5. folgt
unmittelbar aus 4. und der Abgeschlossenheit 1. unter endlichen Suprema (Infima).

Zur letzten Aussage. ObdA istf reellwertig. Fürf � f� � f� genügt esf� zu betrachten.
Das heisst obdAf ¥ 0. Wählefn Ñ f (fü) mit fn P CcpXq. Ersetzt manfn durchmaxp0, fnq,
gilt obdA 0 ¤ fn. Dann giltminpfn, gq Ñ minpf, gq � f (fü). Wegen|minpfn, gq| ¤ g ist g
eine Majorante. Aus dem Satz von der dominierten Konvergenzfolgt daherf P LpXq, denng
und allefn und damit auch alleminpfn, gq sind inLpXq (Verbandseigenschaft).
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7 Hilbertr äume

7.1 Vorbemerkung

In derQuantentheoriebetrachtet man (in der Regel unendlich dimensionale)C-Vektorräume
V , welche mit einer positiv definiten Hermiteschen Bilinearform versehen und vollständig sind:
Das heisst, daß aufV eineR-bilineare Form existiertx ., .y : V � V Ñ C

mit xλv, µwy � λµxv,wy für λ, µ P C undv,w P V sowiexv,wy � xw, vy ,
so daß weiterhinxv, vy reell ist und¡ 0 für alle v �� 0. Es wird außerdem angenommen, daß
V vollständig ist bezüglich der Metrikdpv,wq � }v � w} aufV definiert durch}v}2 � xv, vy.
Einen solchen VektorraumV nennt man einenHilbertraum .

Physikalisch betrachtet definiertV einen sogenanntenZustandsraum: Zustände sind dabei
die komplexen GeradenC � v (komplex lineare Unterräume der Dimension 1 inV ) mit v �� 0.
Da sich der Beweis der Schwarz Ungleichung überträgt, erfüllt die reelle Zahl

W pv,wq � |xv,wy|2}v}2}w}2
die Ungleichung

0 ¤W pv,wq ¤ 1 .

Diese Zahl hängt nur von den ZuständenCv undCw ab. Physikalisch wirdW pv,wq gedeutet als
Wahrscheinlichkeit dafür, daß der ZustandCv den ZustandCw enthält (oder in ihn übergeht).
Eine Bijektion der Menge aller Zuständen, welche alleÜbergangswahrscheinlichkeiten erhält,
nennt man einen Automorphismus des Zustandsraumes. Jedeunit äre lineare AbbildungL :

V Ñ V liefert einen solchen Automorphismus, wobei einenC-lineare AbbildungL unitär
genannt wird wennxLpvq, Lpwqy � xv,wy für alle Vektorenv,w ausV gilt.

Von besonderer Bedeutung sindanti-hermitescheC-lineare AbbildungenX : V Ñ V , also
Abbildungen1 mit der EigenschaftxXpvq, wy � �xv,Xpwqy. Sie definieren eineLie Algebra:

1Ist V endlich dimensional, so dassUt � expptXq definiert ist, ist dannUt unitär; siehe Lemma 4.43.
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SindX undY anti-hermitesch, dann ist auchrX,Y s :� XY � Y X anti-hermitesch. Ein anti-
hermitescher OperatorX kann physikalisch wie folgt mitMessungenin Verbindung gebracht
werden. IstX hermitesch, dann istX

2πi
dann einhermiteschenOperator

X anti-hermitesch ðñ X

2πi
hermitesch,

und hermitesche Operatoren haben reelle Eigenwerte. Die Eigenwerte deshermiteschenOpe-
rators X

2πi
habenphysikalische Bedeutung, in konkreten Fällen etwa als Impuls, Ort, Energie

etc. (abhängig vom OperatorX). ZuständeCv, die Eigenräume des OperatorsX zum Eigen-
wertλ definieren, haben den wohldefinierten Messwertλ (Impuls, Ort, Energie resp.). Beliebige
ZuständeCv haben keinen wohldefinierten Messwert. Nur der statistische Erwartungswert der
Messung ist dann definiert als die automatisch (!) reelle Zahl

EpX, vq � x X
2πi

v,vy}v}2 .

Die StandardabweichungσpX, vq vom ErwartungswertEpX, vq der Messung ist gegeben
durch

σpX, vq � } X̃
2πi
v}}v} � } X

2πi
v �EpX, vqv}}v}

für den normalisierten Operator

X̃ :� X � 2πiEpX, vq � idV .

BeachterX̃, Ỹ s � rX,Y s. Ein System von antihermiteschen OperatorenXν (Messungen) für
ν � 1, .., n heisst kohärent, wenn alle OperatorenXν und damit auch alle normalisierten Ope-
ratorenX̃ν miteinander kommutieren.

Die Heisenbergsche Unscḧarferelation. SeienX und Y zwei ’Messungen’ zu Operatoren
X und Y , die nicht miteinander kommutieren sondern die HeisenbergKommutatorrelation2

erfüllen rX,Y s � 2πih � idV

für eine Konstanteh (dasWirkungsquantum ). Sei~ � h
2π

(bei richtiger Normierung isth � 1).
Dann gilt für jeden ZustandCv (obdA mit }v} � 1) die Unschärferelation

σpX, vq � σpY, vq ¥ 1
2
~ .

Beweis. DurchÜbergang zu den normalisierten Operatoren kann man obdA annehmenX � X̃

und Y � Ỹ . Es folgt 2πh � |x2πihv, vy| � |xpXY � Y Xqv, vy| � | � xY pvq,Xpvqy �xXpvq, Y pvqy| ¤ }Y pvq}}Xpvq}�}Xpvq}}Y pvq} � 2}Xpvq}}Y pvq} � 2p2πq2σpX, vqσpY, vq.
2Für das relevante Beispiel siehe Heisenberg, Physikalische Prinzipien der Quantentheorie, Seite 14

Xpfq � h � d
dx
fpxq

Y pfq � 2πix � fpxq ,
wobei X

2πi
und Y

2πi
zu Impuls resp. Ort korrespondieren. Siehe dazu auch die Fußnote auf Seite 113 mith � 1.
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7.2 L2-Räume

Für komplexwertige Funktionenf, g : X Ñ C gelten die trivialen Abschätzungen

1. |f � g| ¤ maxp|f |, |g|q2 � maxp|f |2, |g|2q
2. |f � g|2 ¤ p|f | � |g|q2 ¤ 4 �maxp|f |, |g|q2 � 4 �maxp|f |2, |g|2q.
Wir nehmen an,X sei ein metrischer Raum undCcpX,Cq � LpX,Cq für ein Daniell-Integral

I aufBpXq, und definierenL2pX, Iq � L2 als Teilraum dermessbaren FunktionenMpX,Cq
L2pX, Iq � !

f PMpX,Cq ��� |f |2 P LpXq) .

Lemma 7.1. L2 ist einC-Vektorraum.

Beweis. MpX,Cq ist einC-Vektorraum. Daher folgt die Behauptung aus der zweiten obigen
Abschätzung mit Hilfe der Eigenschaften 6.16.6 und 6.16.2.

Analog zeigt dieses Argument mit Hilfe der ersten trivialenAbschätzung die Aussage :fg P
LpXq für f, g P L2. Somit definiert   f, g ¡ � Ipf � gq
für f, g P L2 eine positiv semidefinitehermitesche Bilinearform  ., . ¡: L2 � L2 Ñ C .

Wie in Satz 1.7 folgt daraus das nächste Lemma für}f} :� �a  f, f ¡
Lemma 7.2. }f} � 0 ðñ Träger vonf ist eine Nullmenge.

Beweis. ð klar.ñ: Fürn P N gilt voltx P X | |f |2 ¥ 1{nu � 0 wegen der Abschätzung
1
n
� volp..q ¤ }f}2 und}f} � 0. Nach Beppo Levi folgt im Limesvoltx P X||f | ¡ 0u � 0.

Die Nullfunktionen (Funktionen inL2, die ausserhalb einer Nullmenge verschwinden) bilden
einenC-linearen Untervektorraum vonL2. Der Quotientenraum seiL2 � L2{tNullfunktionenu.
Die Werte}f} � }f}L2 und  f, g ¡ hängen offensichtlich nur von derÄquivalenzklasse von
f undg in L2 ab. Aus dem letzten Lemma und dem nächsten Paragraphen folgt daher

Korollar 7.3. IstX abz̈ahlbar im Unendlichen, dann istpL2pX, Iq, }.}L2 q ein Hilbertraum.

Lemma 7.4. Es gilt die Schwarzungleichung und die Dreiecksungleichung. Gleichheit wird
nur für proportionale Vektoren angenommen.
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7.3 Vollständigkeit von L2pXq
Satz 7.5(Satz von Fischer-Riesz). Ist X abz̈ahlbar im Unendlichen und istχK messbar3

für folgenkompakte MengenK in X, dann istpL2pX, Iq, }.}L2 q vollständig und damit also ein
Hilbertraum.

Beweis. Seifn eine Cauchyfolge inL2pX, Iq. Also }fn � fm}L2   ε für n,m ¡ Cpεq.
Schritt 1. DurchÜbergang zu einer Teilfolge – etwãfi � fni

mit ni ¡ Cp 1
2i q – gilt obdA}fn � fm}L2 ¤ 1

2minpn,mq .
Konvergiert diese Teilfolge

lim
mÑ8 }f � fm}L2 � 0

gegen einf P L2pX, Iq, dann konvergiert auch für die ursprüngliche Folge inL2pXq gegenf .

Schritt 2. Nach Annahme giltX � �8
i�1Ki für KompaktaKi mit χKi

P LpXq, dennX
ist abzählbar im Unendlichen. Wir zeigenfn Ñ f punktweise (fü) für die in Schritt gewählte
Teilfolge. Dazu genügtfn|K Ñ f |K punktweise (fü) für jedesK � Ki. Die charakteristische
FunktionχK ist nach Annahme inMpXq und inLpXq, definiert also wegenχK � |χK|2 eine
Funktion inL2pXq. Andererseits ist|fn � fn�1| messbar mit|fn � fn�1|2 P LpXq, d.h. es gilt|fn � fn�1| P L2pXq. Wie auf Seite 103 ist daher

FN pxq :� N�1̧

ν�0

χKpxq � |fνpxq � fν�1pxq| P LpXq .
Es giltFN pxq Õ F pxq P R� für x P X und limN IpFN q � °8

ν�0xχK , |fν � fν�1|y. Aus der
Schwarz Ungleichung folgt

lim
N
IpFN q ¤ }χK}L2 � 8̧

ν�0

}fν � fν�1}L2 ¤ }χK}L2 � 8̧
ν�0

2�ν   8 .

Nach B. Levi ist daher die FunktionF : X Ñ R� integrierbar und die Singularitätenmenge
M � MK :� tx P K | F pxq � �8u ist eine Nullmenge nach Lemma 6.14. Für allex P
KzM existiert der LimesFN pxq in R für N Ñ 8, und aus dem Cauchykriterium und der
Dreiecksungleichung folgt|fnpxq � fmpxq| ¤ m�1̧

ν�n

|fνpxq � fν�1pxq| � |Fmpxq � Fnpxq|   ε

für allem ¥ n ¡ Npx, εq. Für x P KzM ist daherfnpxq eine komplexe Cauchyfolge, also
konvergent. AufKzM konvergiert somitfnpxq punktweise gegen eine Grenzfunktionf . Durch

3In den uns interessierenden Beispielen folgt dies wie in derFußnote zu Beispiel 2.25
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Variation vonK gilt damit fn Ñ f (fü) auf ganzX. Ausfn P MpX,Cq und Satz 6.16.4 folgt
f PMpX,Cq. Ausfn Ñ f (fü) folgt schliesslich|fn|2 Ñ |f |2 (fü).

Schritt 3. Also hn :� infp|fn|2, |fn�1|2, � � � q Õ |f |2 (fü) und hn ist wegen Satz 6.16.5
messbar. Aus Satz 6.16.6 und|hn| ¤ |fn|2 sowie|fn|2 P LpXq folgt dannhn P LpXq. Wegen
hn Õ |f |2 (fü) ist daher|f |2 integrierbar (Beppo Levi), fallssup Iphnq   8. Aber nun ist
Iphnq ¤ Ip|fn|2q � }fn}2L2 beschränkt (fn ist eine Cauchyfolge !). Aus Beppo Levi folgt dann
(evtl. nach Abändern vonf auf einer Nullmenge)

f P L2pX, Iq
sowieIp|f |2q � limn Iphnq. AusIphnq ¤ }fn}2L2 folgt daher die Ungleichung (* ),

Ip|f |2q ¤ sup
n

}fn}2L2 .

Schritt 4. Durch Übergang vonfn Ñ f zur Folgepfn � fmq Ñ pf � fmq (für n ¥ m

und festesm) zeigt man wie in Schritt 3) vollkommen analog zur letzten Ungleichung (* ) dann
Ip|f � fm|2q ¤ supn¥m }fn � fm}2L2 ¤ 2�2m. Das heisst}f � fm}L2 ¤ 2�m ,

also konvergiert die Folgefn in L2pXq gegenf P L2pXq.
7.4 CcpX,Cq liegt dicht

X sei ein lokal kompakter metrischer Raum und abzählbar im Unendlichen mitX � �
iKi.

SeiCcpXq � LpXq � LpX,B, Iq, und für jede Funktionh P BpXq und jedesε ¡ 0 existiere
g P CcpXq mit Ip|h � g|q   ε. In den uns interessierenden Fällen ist dies immer richtig. Dann
folgt

CcpX,Cq liegt dicht inpL2pX, Iq, }.}L2q.
Beweis. Für jedesf P L2pX,Cq und jedesε ¡ 0 müssen wir eing P CcpX,Cq finden

mit Ip|g � f |2q   ε. ObdA ist f reell. WegenχKi
� f Ñ f (in derL2-Norm) hatf obdA

kompakten Träger. Beachtelimnpinfpn, fqq Ñ f in L2pX, Iq. Somit ist obdAf durch eine
KonstanteC nach oben beschränkt. Analog dann auch nach unten. Also lässt sichf durch solche
Abschneidungeñf in derL2-Norm beliebig gut approximieren. Wir konstruieren uns jetzt ein
g P CcpXq so dass giltIp|f̃ � g|q ¤ Ip|f̃ � h�|q � Ip|h� � h|q � Ip|h � g|q ¤ ε{2C; das
erste IntegralIp|f̃ � h�|q kann durch eine Funktionh� P B�

finpXq beliebig klein gemacht
werden, das zweite dann durch eine geeignete Funktionh P BpXq, und das dritte durch Wahl
einer Funktiong P CcpXq. Beachte|f̃ � g| ist messbar, beschränkt mit kompaktem Träger, also
integrierbar nach 6.16.6.
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Es gilt |f̃ | ¤ C � n. Analog kann mang P CcpXq nach oben und unten durchC resp�C
abschneiden, und erhält dadurch wieder eine stetige Funktion g̃ P CcpXq. Es folgt}f̃ � g̃}2 ¤ 2C � Ip|f̃ � g̃|q ¤ 2C � Ip|f̃ � g|q   ε .

7.5 Der FolgenraumL2pZq
Wir betrachten nun den diskreten metrischen RaumX � Z (versehen mit der Einschränkung
der Metrik vonR). Eine Teilmenge vonZ ist genau dann kompakt, wenn sie endlich ist. Somit
gilt

CcpX,Cq �  
a : ZÑ C | apnq � 0 für fast allen

(
.

Das Integral
Ipaq �

ņPZ apnq
aufCcpZq ist ein Daniell-Integral. Der RaumMpX,Cq ist der Raum aller Folgena : Z Ñ C,
der RaumLpX,Cq ist der Unterraum aller absolut konvergenten Folgen und

L2pX, Iq �  
a : ZÑ C

��
ņPZ |apnq|2   8(

sowie xa, by �
ņPZ apnq � bpnq .

Fürν P Z definieren wir die Funktionenfν P CcpZq durch

fνpnq � δνn pKronecker-Deltaq .
Diese haben die Eigenschaften

• xfν , fµy � δνµ (Orthogonalit ät).

• Für allef P L2pZq und für alleε ¡ 0 existiert eine endlicheC-Linearkombinationg P
CcpX,Cq derfν mit }f � g}L2   ε (Dichtigkeit ).

7.6 Orthonormalbasen

Zur Erinnerung: EinHilbertraum pH, x., .yq ist vollständigals metrischer Raum, wobei die
Metrik dpv,wq � }v�w} durch das positiv definitehermitesche Skalarproduktx., .y : H�H Ñ
C gegeben ist }v}2 � xv, vy .
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Definition 7.6. Eine (abz̈ahlbare)Hilbertraum-Basis 4 vn (n P Z) eines HilbertraumesH
ist eine Folge von Vektorenvn P H mit der Eigenschaft

• Orthonormalit ät: xvν , vµy � δνµ (Kronecker Delta)

• Dichtigkeit : Für alle f P H und f̈ur alle ε ¡ 0 existiert eine endlicheC-lineare Kombi-
nationg der vν so dass gilt}f � g}   ε.

Die erste Eigenschaft impliziert die lineare Unabhängigkeit der Vektorenvν : Verschwindet
g �°

n apnqvn (endliche Summe), dann folgtapmq � xg, vmy � 0 für allem.

Satz 7.7. Ist vν eine abz̈ahlbare Hilbertraum-Basis eines HilbertraumespH, x., .yq, dann
induziertL2pZq Q a ÞÑ °

n apnq � vn einen isometrischen Isomorphismus von Hilberträumen

i : L2pZq � H , xa, byL2pZq � xipaq, ipbqy .

Die Umkehrabbildung ordnet einem Vektorv P H die Folgeapnq � xvn, vy in L2pZq zu.

Beweis. Wegen der linearen Unabhängigkeit dervn ist die Abbildungi auf dem Teilraum
CcpZq � L2pZq wohldefiniert (fast alleapnq sind Null) und es gilt wegen der Orthonormalität}ipaq}2 � x

ņ

apnq � vn,
m̧

apmq � vmy �
ņ

|apnq|2 � }a}L2pZq .
CcpZq liegt dicht inL2pZq. Wegen der Isometrieeigenschaft lässt sich daher die Abbildung i
durch Limesbildung auf ganzL2pZq wohldefiniert fortsetzen: Füra P L2pZq wählean Ñ a

im L2-Sinn mitan P CcpZq. Dann istipanq eine Cauchyfolge inH wegen}ipanq � ipamq} �}ipan � amq} � }an � am}. Ihr Grenzwert seiipaq.
Man sieht aus der Definition sofort, dassi linear ist [ipa�bq :� limn ipan�bnq � limn ipanq�

lim ipbnq � ipaq � ipbq für L2-konvergente Folgenan Ñ a und bn Ñ b.] Es gilt }ipaq} �
limn }ipanq} � limn }an} � }a}. Somit ist i injektiv: ipaq � 0 ùñ }a} � }ipaq} �
0 ùñ a � 0. Ausserdem folgt, daß das BildB :� ipL2pZqq abgeschlossen inH ist. [Sei
B Q vn Ñ v eine konvergente Folge und seivn � ipwnq. Dann definiertwn wegen}vn�vm} �}ipwnq � ipwmq} � }ipwn � wmq} � }wn � wm} eine Cauchy Folge, welche wegen der
Vollständigkeit konvergiert:wn Ñ w. Es folgt dann sofort mittels des Diagonalfolgentricks
ipwq � v.]

Aus der Dichtigkeits-Annahme folgt, dass das BildB einen dichten Teilraum enthält. Das
heisst, fürf P H existiert eing P B mit }f � g}   ε. Somit gibt es eine Folge vongn P B
welche gegenf konvergiert. DaB abgeschlossen ist, folgtf P B. Daher isti surjektiv.

Korollar 7.8. Ist tvnunPZ eine (abz̈ahlbare) Hilbertraum-Basis eines HilbertraumesV ,
dann gilt f̈ur jedesv P V im Sinne der Hilbertraum-Konvergenz

v � °
nPZ xvn, vy � vn .

Bemerkung. Physiker schreiben dies gerne symbolisch in der Form|vy � °
nPI |vny � xvn|vy.

4Es handelt sich dabei nicht um eine Basis im Sinne der Linearen Algebra.
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7.7 Fourier Reihen

Mittels der Parametrisierungt ÞÑ expp2πitq entsprechen Funktioneng auf dem Einheitskreis
X � S1 periodischen Funktionenfptq � gpexpp2πitqq auf R mit der Periode 1 und umge-
kehrt. Der RaumCcpX,Cq � CpX,Cq kann dabei mit dem Raum derperiodischenstetigen
Funktionenf : RÑ C mit Periodefpt� 1q � fptq identifiziert werden. Das Integral

Ipfq � » 1

0

fptqdt
definiert ein Daniell-Integral aufCcpXq. Sei I das zugehörige Lebesgue Integral. In diesem
Sinne gilt

L2pS1, Iq � L2pr0, 1s,Cq � L2
periodischpR,Cq .

Satz 7.9. Die Funktionenχnptq � expp2πintq definieren eine Hilbertraum-Basis vonL2pS1, Iq.
Das heisst: Jede Funktionf P L2pS1q schreibt sich alsL2-Limes

fptq � °
nPZ apnq expp2πintq

mit denFourierkoeffizienten

apnq � ³1
0
fptq expp�2πintq dt

und es gilt diePlancherel Formel°
nPZ |apnq|2 � ³1

0
|fptq|2dt � }f}2

L2   8 .

Die Fourierreihe
°

nPZ apnq expp2πintq konvergiert punktweise gegenfptq für alle Funktionen
f P C2pr0, 1s,Cq mit der Eigenschaftfp0q � fp1q undf 1p0q � f 1p1q.

Beweis. Nach 7.6 genügt es zu zeigen, dass dieχnptq � expp2πintq eine Hilbertraumbasis
vonL2pS1, Iq bilden. Der Rest (insbesondere die Plancherel Formel) folgt dann aus der Existenz
des isometrischen Isomorphismusi : L2pZq � L2pS1, Iq nach Satz 7.7.

Orthonormaliẗat. xχn, χmy � » 1

0

expp2πiktq dt
für k � m� n. Fürk � 0 ist das Integral 1, und fürk �� 0 gleichp2πikq�1 expp2πiktq|10 � 0.

Dichtigkeit. Der von den endlichen Linearkombinationengptq der Funktionenχnptq aufge-
spannteC-Untervektorraum definiert eineC-AlgebraA in CpX,Cq. Offensichtlich trennt die
Funktionχ1ptq � expp2πitq die Punkte vonS1 im Sinne von Abschnitt 7.8. Also gibt es für
jede Funktionf P CpX,Cq und jedesε ¡ 0 ein g P A mit}f � g}2L2 ¤ volpS1q � sup

tPS1

|fptq � gptq|2   ε
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wegen des Satzes von Stone-Weierstraß (nächster Paragraph). Andererseits liegtCpX,Cq dicht
in L2pX,Cq nach Abschnitt 7.4, und damit auch bereitsA.

Punktweise Konvergenz. Beachte| expp2πintq| � 1 für t P r0, 1s. Ausf P C2pr0, 1s,Cq und
fp0q � fp1q sowief 1p0q � f 1p1q folgt durch zweimalige partielle Integration

apnq � » 1

0

fptq expp�2πintq dt � 1�4π2n2

» 1

0

f2ptq expp�2πintq dt.
Es folgt |apnq| ¤ C

n2 für eine KonstanteC, da die stetige Funktionf2ptq auf dem Kompaktumr0, 1s beschränkt ist. Wegen
°8

n�1
1
n2 ¤ 1�³8

1
dt
t2
  �8 konvergiertgpxq :� °

nPZ an expp2πintq
absolut und gleichmässig aufr0, 1s, definiert also nach Satz 2.24 eine stetige Funktion aufr0, 1s.
Aus Schritt 1 (̈Ubergang zu einer Teilreihe) und Schritt 2 im Beweis des Satzes von Fischer-
Riesz folgt, daß die Fourier Reihe punktweise (fü.) gegenfpxq konvergiert. Daher sindfpxq
und gpxq fast überall gleich. Da beide Funktionen stetig sind, folgt aus dem nächsten Lemma
fpxq � gpxq.

Lemma 7.10. Ist h stetig aufr0, 1s und gilt }h}2
L2 � ³1

0
|hptq|2dt � 0, dann isth � 0.

Beweis. Wärehpt0q �� 0, gäbe es wegen Stetigkeit einδ ¡ 0 mit |hptq| ¡ 1
2
|hpt0q| für|t� t0|   δ. Dies gäbe den WiderspruchIp|h|2q ¥ 1

4
|hpt0q|2 � Ipχr�δ�t0,t0�δs ¡ 0.

Beispiel. Für fpxq � x � 1
2

und aν � ³1
0
pt � 1

2
q expp�2πiνtqdt gilt a0 � 0 und mittels

partieller Integration zeigt manaν � pt� 1
2
q expp�2πiνtq�2πiν

|10 � �1
2πiν

. Es folgt fürN Ñ8
Ņ

ν�1

sinp2πνxq
πν

ÝÑ fpxq � x� 1

2

im L2-Sinnwegenf P L2pr0, 1s,Cq. Beachtefp0q �� fp1q. Tatsächlich konvergiert die Reihe
nicht punktweise. Im Punktx � 0 ist die Fourierreihe Null, aber es giltfp0q � �1{2.

7.8 Stone-Weierstraß

SeiX ein folgenkompakter metrischer Raum undCpX,Cq der Raum der stetigenC-wertigen
Funktionen mit der Supremumsnorm}.} � }.}8 (siehe Satz 2.24). BetrachteA � CpXq (oder� CpX,Cq) mit

• A ist eineR- (oderC)-Unteralgebra vonCpXq (oderCpX,Cq), insbesondere1 P A,

• f P A ùñ f P A (entfällt im reellen Fall),

• Fürx �� y in X existiertf P A mit fpxq �� fpyq (Punktetrennung).

Wir betrachten nun obdA den reellen Fall. Der AbschlußA vonA in CpXq sei die Menge aller
Limiten von konvergenten Folgenfn in X bezüglich der Norm}.}8 mit fn P A; trivialerweise
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gilt A � A. Mittels des Diagonalfolgentricks zeigt man, daßA eine abgeschlossene Teilmenge
vonCpXq ist; dies erklärt den Namen Abschluß.

Die oben geforderten Eigenschaften vonA vererben sich auf den AbschlussA vonA. Dies
folgt aus den uns bekannten Sätzen über (punktweise) Limesbildung. Nach Definition gilt aus-
serdem

g P A ðñ �ε ¡ 0 Df P A mit }g � f}8   ε .

Satz 7.11(Stone-Weierstraß). Erfüllt A obige Eigenschaften und istX kompakt, dann gilt
A � CpXq undA liegt dicht inCpXq.

Zum Beweis dieses Satzes benutzen wir den folgenden nichttrivialen Satz (ohne Beweis)

Satz 7.12. Ein folgenkompakter metrischer RaumX ist überdeckungskompakt, d.h. für jede
ÜberdeckungX � �

iPI Ui durch offene TeilmengeUi vonX existiert einen endliche Teilmenge
J der IndexmengeI derart, daß giltX � �

iPJ Ui.

Beweis. (von Satz 7.11)Schritt 1.A ist ein Verband. Dazu genügtf P A ùñ |f | P A. Dazu
genügt es aus0 ¤ h � f � f P A eine positive Wurzel�?h P A ziehen zu können. Gilt0  
c1 ¤ h ¤ c2   1, dann schreibt sichh � 1� g mit }g}8   1 und die Taylorentwicklung

?
h �

1� 1
2
g� � � � konvergiert inCpXq nach Lemma 4.40. Ersetzt man ein beliebiges nichtnegatives

h P A durchc � ph � dq mit kleinem positiven Konstantenc, d, kann man daher auscph � dq
die Wurzel inA ziehen. Da man ausc die Wurzel ziehen kann, existiert

?
h� d P A. Im Limes

dÑ 0 folgt
?
h P A. Wir haben dabei mehrfach benutzt, dassA in CpXq unter gleichmässiger

Limesbildung abgeschlossen ist!

Schritt 2. Gegeben seig P CpXq undε ¡ 0. DaA Punkte trennt und die konstanten Funk-
tionen enthält, findet man für je zwei Punktex, y P X eine Hilfsfunktionf � fx,y P A mit
fpxq � gpxq und fpyq � gpyq. Bei festemx gibt es dann zu jedemy eine offene Umge-
bungV pyq von y mit supy1PV pyq|fpy1q � gpy1q|   ε, da g und Fx stetig sind. Endlich viele
V py1q, .., V pymq derV pyq überdeckenX nach Satz 7.12. Also gilt

Fxpxq � gpxq , Fxpyq   gpyq � ε p�y P Xq
für Fx :� infpfx,y1

, � � � , fx,ymq in A (Verbandseigenschaft). Für jedesx gibt es eine offene
UmgebungUpxqmit supx1PUpxq|gpx1q�Fxpx1q|   ε. Endlich vieleUpx1q, .., Upxnq überdecken
X. Es folgt

fpxq ¡ gpxq � ε , fpyq   gpyq � ε p�x, y P Xq
für f � suppFx1

, � � � , Fxnq P A. Das heisst}g � f}8   ε , f P A .

Für ε � 1
n

folgt, für jedesg P CpXq existiert eine Folge von Funktionfn P A, welche gegenf
gleichmässig konvergiert. DaA abgeschlossen ist, folgtg P A. Daher giltCpXq � A.
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7.9 Reelle Fourier Transformation

Eine Schwartz-Funktion f : R Ñ C ist eine unendlich oft differenzbare Funktion aufR,
so daß für jede Ableitungf pnqpxq von fpxq und jedes PolynomP pxq für eine vonn undP pxq
abhängige KonstanteC � Cpn, P pxqq gilt|P pxq � f pnqpxq| ¤ C .

SeiS der Raum der Schwartz-Funktionen.

Beispiel 7.13. Die Gauß-Funktionenfpxq � expp�ax2� bx� cq für b, c P C und reellem
a ¡ 0 liegen inS.

Der Raum der Schwartz-FunktionenS ist einC-Untervektorraum vonL2pRq. Für Schwartz-
Funktionenf P S ist dieFourier Transformation Ff für y P R erklärt durchpFfqpyq � ³

R
fpxq � expp2πixyq dx .

Dafpxq�expp2πixyq stetig inx und damit messbar ist, existiert das Integral nach Satz 6.16.6 auf
Grund der Existenz einer aufR integrierbaren Majorante, denn|fpxq � expp2πixyq| � |fpxq| ¤
gpxq :� minpc0, c1

x2 q mit g P LpRq. [Setzec0 � Cp0, 1q undc1 � Cp0, x2q.] Insbesondere ist
daherpFfqpyq eine durchconst :� ³

R
gpxqdx   �8 beschr̈ankteFunktion der Variabley.

Lemma 7.14. 1. F ist eineC-lineare AbbildungF : S Ñ S.

2. F bildet dabeixn � fpxq auf p By

2πi
qnpFfqpyq ab für f P S.

3. F bildet p Bx

2πi
qnfpxq auf p�yqn � pFfqpyq ab für f P S.

4. Es giltFf � f für fpxq � expp�πx2q.
Beweis. BeachteFpxnfpxqqpyq � ³

R
xnfpxqexpp2πixyqdx � ³

R
p By

2πi
qnfpxqexpp2πixyqdx.

Aussage 2 folgt nun aus Satz 4.32 [verifiziere die Voraussetzungen!]. Partielle Integration lie-
fert Aussage 3. Es folgt|P p�yqp By

2πi
qnFfpyq| � |FpP p Bx

2πi
qxnfpxqqpyq| ¤ const. Dies zeigt

Fpfq P S für f P S und damit Aussage 1.
Aussage 4 ist am schwierigsten: Mit Hilfe des Hauptsatzes und Satz 4.32 zeigt man zuerst,

daßcpyq � exppπy2q � Ffpyq � ³
R

expp�πpx� iyq2qdx konstant ist, denn

d

dy
cpyq � d

dy

»
R

e�πpx�iyq2dx � »
R

d

dy
e�πpx�iyq2dx � 2πi

»
R

px� iyqe�πpx�iyq2dx� �i »
R

d

dx
e�πpx�iyq2dx � lim

nÑ8�ie�πpx�iyq2 |�n�n � 0 .

Aus der Substitutionsregel und dem Satz von Fubini folgt dann für c � cp0q
c2 � »

R2

e�πpx2
1�x2

2qdx1dx2 � lim
NÑ8 lim

εÑ0

»rε,Ns » 2π

0

e�πr2

rdrdθ � �e�x

2π
|80 � 2π � 1 .
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Wegenc ¥ 0 gilt daherc � 1. Also pFfqpyq � expp�πy2q sowie³
R
e�πx2

dx � 1 .

Die Gauß-Funktionen expp�ax2 � bx � cq für b, c P C und reellemExponentena ¡ π

spannen einenC-UntervektorraumG vonS auf.

Lemma 7.15. G (und damitS) liegt dicht inL2pRq.
Beweis. C2

c pR,Cq � L2pRq liegt dicht inL2pRq wegen Abschnitt 7.4, Satz 7.11 sowie
Lemma 8.1. Es genügt daher, daß jede Funktionf̃pxq P C2

c pR,Cq durch Funktioneñgm P G
in L2pRq approximiert werden kann. Für jedes̃fpxq P C2

c pR,Cq existiert eint0 � t0pf̃q ¥ 1

und einx0 mit |x0|   1
2
, so daßfpxq � f̃pt0xq Träger inr�x0, x0s � r�1

2
, 1

2
s hat. Approxi-

mationen vonf̃pxq durch Gaußfunktioneñgmpxq in G (d.h. mit Exponenten¡ π) entsprechen
Approximationen vonfpxq durch Gaußfunktionengmpxq � g̃mpt0xq mit Exponenten¡ t20 � π.
Für die Hilfsfunktion

hpxq � etx
2 � fpxq , t ¥ t20 � π

gilt suppphq � r�x0, x0s undhpxq P C2
c pR,Cq. Wegenhpνqp�1{2q � hpνqp1{2q � 0 für ν ¤ 1

folgt aus Satz 7.9 die gleichmässige Konvergenz
°

nPZ apnqe2πinx ÝÑ hpxq der Fourierreihe
auf r�1

2
, 1

2
s. Wegenexpp�tx2q ¤ 1 konvergieren daher die Gaußfunktionengmpxq

gmpxq � ¸|n|¤m

apnqe�tx2�2πinx ÝÑ fpxq � e�tx2 � hpxq
gleichmässig aufr�1

2
, 1

2
s gegenfpxq. Es folgt für gegebenesε ¡ 0 undm ¥ m0pε, t0, tq

t0

»|x|¤ 1
2

|fpxq � gmpxq|2dx   ε2{2 .
Für 1

2
¤ |x| ist fpxq � 0 und

³
1
2
¤|x| |f � gm|2dx � ³

1
2
¤|x| |gmpxq|2dx lässt sich dann durch³

1
2
¤|x|°|n|¤m |apnq|2e�2tx2

dx ¤ }h}2 ³ 1
2
¤|x| e�2tx2

dx ¤ const�e2tx2
0 �e�t{2 abschätzen mittels

der Plancherel Formel
°

nPZ |apnq|2 � }h}2
L2pr� 1

2
, 1
2
sq ¤ Ce2tx2

0 und
³

1
2
¤|x| e�2tx2

dx ¤ 2
t
e�t{2.

Also

t0

»
1
2
¤|x| |fpxq � gmpxq|2dx ¤ t

»
1
2
¤|x| |fpxq � gmpxq|2dx ¤ const � e2tpx2

0� 1
4
q   ε2{2 ,

wenn mant ¥ t0pεq genügend groß wählt in Abhängigkeit vonε, obdA mitt ¥ t20�π. Zusammen
mit der Abschätzung im Bereich|x| ¤ 1

2
folgt daher bei genügend grosser Wahl vont � tpεq

undm � mpε, tq für die Gaußfunktionengmpxq
t
1{2
0 }f � gm}L2pRq   ε für m ¥ m0pε, tq .

Die reskalierten Funktioneñgm, definiert durchgmpxq � g̃mpt0xq, liegen nach Konstruktion in

G und approximiereñfpxq in derL2-Metrik wie folgt }f̃ � g̃m} � t
1{2
0 }f � gm}   ε.
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Lemma 7.16. Der von denC-linear unabḧangigen Funktionenxn�expp�πx2q für natürliches
n P N aufgespannteC-VektorraumH liegt dicht inL2pRq.

Beweis. Seif P L2pRq. Punktweise Konvergenzfnpxq Ñ fpxq bzw. fpxq � fnpxq Ñ 0

aufR für fn P L2pRq sowie|f � fn|2 ¤ F für einF P LpRq liefert nach Satz 6.9

lim
nÑ8 }f � fn}2L2 � lim

nÑ8 »
R

|fpxq � fnpxq|2dx Ñ 0 .

Schritt 1.fnpxq :� expp�αx2qP pxq°m�n
m�0

p�1qm
m!

pρx2 � bx � cqm � Qnpxq � expp�αx2q
konvergiert punktweise aufR gegenfpxq :� P pxq expp�ax2 � bx� cq für a � α� ρ wegen
Satz 4.42. Es gilt|f � fn|2 ¤ |P pxq|2 expp�2αx2q expp2pρx2 � |b||x| � |c|qq � F pxq :�|P pxq2| expp�λx2�2|b||x|�2|c|qmit λ � 2pa�2ρq. Gilt 0 ¤ ρ ¤ π

2
unda ¡ π, dann istλ ¡ 0

und damitF pxq P LpRq für jedes PolynomP pxq. Die Funktionenfnpxq � Qnpxq � expp�αx2q
approximieren dann die Funktionfpxq � P pxq � expp�ax2� bx� cq im L2-Sinn nach Satz 6.9}f � fn}2L2   ε2 für n ¥ n0pεq .
Schritt 2. Nach Lemma 7.15 liegt der Aufspann der FunktionenP pxq � e�ax2�bx�c mit b, c P C

und reellem Exponenta ¡ π und PolynomenP pxq dicht in L2pRq. Wendet man Schritt 1
sukzessive auf die approximierenden FunktionenP pxq �e�ax2�bx�c an, um den Exponenta ¡ π

um ρ aufα � a� ρ zu verkleinern (wähle0 ¤ ρ ¤ minpπ
2
, a� πq) , folgt nach endlich vielen

Schritten, daß alle Exponenten gleichα � π gewählt werden können. Mit anderen Worten: Für
alle ε ¡ 0 existieren komplexe PolynomePnpxq mit}P pxq � e�ax2�bx�c � Pnpxq � e�πx2}L2   ε für n ¥ n0pεq .
Das heisst die FunktionenP pxq � expp�πx2q für PolynomeP pxq liegen dicht inL2pXq.

Schritt 3. Die Funktionenxne�πx2
sindC-linear unabhängig, da MonomeC-linear unabhängig

sind (Lemma 4.39), und bilden eine Basis vontP pxq � expp�πx2qu.
Fourier Transformation erhält die TeilräumeVN � ÀN

n�0 Cx
n � e�πx2

wegen Lemma 7.14.
Mittels Induktion nachn zeigt man daher nachGram-Schmidt: Es gibt PolynomeHnpxq vom
Gradn mit der Eigenschaft: 1) Die Funktionenfnpxq � Hnpxqe�πx2

bilden eine ON-Basis des
Hilbertraums. 2) Diefnpxq für n � 0, .., N definieren eine Basis von

VN � Nà
n�0

C � xne�πx2

.

Die dadurch eindeutig bestimmten PolynomeHnpxqmit positivem reellem höchsten Koeffizient
sind die sogenanntenHermite Polynome. Tatsächlich gilt5 bis auf geeignete Normierungskon-
stantencpnq P R

Hnpxq :� cpnq � e2πx2Bn
x pe�2πx2q ,

5Hnpxqe�πx2 � cpnq � An�pe�πx2q für den DifferentialoperatorA� � X � iY � Bx � 2πx � eπx2Bxe
�πx2

mit den AbkürzungenX � Bx undY � 2πix. BeachteA� � X � iY annuliertfpxq � e�πx2

. Die Gleichung

A�pfpxqq � Bxfpxq � 2πxfpxq � 0 bestimmtfpxq � c � e�πx2

bis auf eine Normierungskonstantec.
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denn
³
R
P pxq expp�πx2qHnpxq expp�πx2qdx � 0 und

³
R
P pxqcpnqpBn

x expp�2πx2qqdx � 0

für alle PolynomeP pxq vom Grad¤ n� 1 (für letzteres benutze partielle Integration!) zeigt für
beide Seite dieselbe Orthogonalität zuVn�1.

Aus obiger Formel fürHnpxq folgt sofortHnp�xq � p�1qnHnpxq.
Satz 7.17. Die Funktionenfnpxq � Hnpxq expp�πx2q P S sind Eigenfunktionen der Fou-

rier TransformationF : S Ñ S zu den Eigenwertenin, und definieren eine ON-Basis des
HilbertraumesL2pRq. Die Fourier Transformation l̈asst sich daher eindeutig fortsetzen zu einer
unit ären C-linearen Transformation des HilbertraumesL2pRq

F : L2pRq � L2pRq , pFf,Fgq � pf, gq .
Beweis. pFfnqpyq � cpnq ³

R
eπx2�2πixyBn

xe
�2πx2

dx � cpnqeπy2 ³
R
eπpx�iyq2Bn

xe
�2πx2

dx

ist wegen partieller Integration dasselbe wiecpnqeπy2p�1qni�npByqn ³R e�2πx2
eπpx�iyq2dx, und

wie incpnqeπy2Bn
y e

�πy2pFf0qpyq � infnpyq. Daher istF : H Ñ H eineC-lineare Isometrie.
Diese kann man auf ganzL2pRq fortsetzen: Fürv P L2pRq existiert eine Folgevn ausH, welche
gegenv konvergiert. Davn eine Cauchyfolge inH � S ist, istFpvnq eine Cauchyfolge inH,
dennF ist aufH � S definiert und eine Isometrie! SetzeFpvq :� limn Fpvnq. Man zeigt nun
leicht, dassF : L2pRq Ñ L2pRq wohldefiniert,C-linear und eine Isometrie ist.

Korollar 7.18 (Fourier Inversion). Für alle f in L2pRq giltpFFfqpxq � fp�xq .
Wir bemerken:pFFfqpxq � fp�xq gilt für die Basisfunktionenfpxq � Hnpxqe�πx2

vonH
und damit für beliebigesf P L2pRq, im Sinne von fast überall aufX � R. Ist aber zum Beispiel
f und damit auchpFFfqpxq in S, dann stimmenfp�xq undpFFfqpxq als stetige Funktionen
in allen Punktenx P R überein. Es folgt

Korollar 7.19 (Fourier Inversion). Für alle f P S gilt

fpxq � ³
R
gpyqe�2πiyxdy gpyq � pFfqpyq � ³

R
fpxqe2πiyxdx .
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Heisenberggruppe

Nach Satz 7.17 ist die Fourier Transformation unitär, definiert also einen Automorphismus
des ZustandsraumesL2pRq. Das Lemma 7.14 2) und 3) lassen sich so deuten, daß die Fourier
Transformation die physikalischen Operatoren von ImpulsX̃ � 1

2πi
d
dx

und Ort Ỹ � x ver-
tauscht; also als Transformation von der (kohärenten)Ortsraumdarstellung in die (kohärente)
Impulsraumdarstellung. Das Wirkungsquantumh wurde hierzu der Einfachheit halber zu 1
normiert. Man hat die unitären Transformationen6

Utpfq : fpxq ÞÑ fpx� tq , Vspfq : fpxq ÞÑ e2πixs � fpxq
Wrpfq : fpxq ÞÑ e2πir � fpxq

des HilbertraumesL2pRq in sich, welche man (für uns nur symbolisch) auch in der Form
Ut � expp2πitX̃q undVs � expp2πisỸ q schreibt. Der Grund ist der folgende: Es gelten die
FunktionalgleichungenUt � Ut1 � Ut�t1 undVs � Vs1 � Vs�s1 und

d

dt
Utpfq|t�0pxq � d

dt
fpx� tq|t�0 � Bxfpxq � pXfqpxq

d

ds
Vspfq|s�0pxq � 2πix � fpxq � pY fqpxq ,

d

dr
Wrpfq|r�0pxq � 2πi � fpxq � 2πi � pidL2pRqfqpxq .

Die OperatorenUt, Vs undWr (für r, s, t P R) erzeugen eine Gruppe unitärer Operatoren, die
sogenannteHeisenberggruppe. Es gilt

Ut � Vs �Wst � Vs � Ut � e2πist � Vs � Ut .

Bis auf einenPhasenfaktorWst � expp2πistq vertauschen alsoUt undVs. Die OperatorenWs

induzieren die identische Abbildung auf dem Zustandsraum aller GeradenC � v im Hilbertraum.
In der Tat bildetWs die GeradeC � v aufC � expp2πirq � v � C � v ab.

Die Heisenberggruppe kann auch als die Matrixgruppe aller Matrizen der Gestalt"��1 t r

0 1 s

0 0 1

�
*
beschrieben werden, mit

ut � ��1 t 0

0 1 0

0 0 1

�
 vs � ��1 0 0

0 1 s

0 0 1

�
 wr � ��1 0 r

0 1 0

0 0 1

�
 .

Diese Maztrixgruppe operiert aufL2pRq durch die Zuordnungut ÞÑ Ut, vv ÞÑ Vs, wr ÞÑ Wr,
denn man prüft leicht nach

ut � vs � wst � vs � ut .

6Man würde gerne schreibenUt : fpxq ÞÑ eBxtfpxq, dennfpx� tq � eBxtfpxq gilt für analytische Funktionenf
aufR; siehe Lemma 4.39. Für beliebige Funktionenf P L2pXq ist der AusdruckeBxtfpxq aber sinnlos!
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8 Integration auf Mannigfaltigkeiten

8.1 Partitionen der Eins

Sei fpxq eine reellwertige Funktion auf dem Intervallr0,8q, welcher-mal stetig partiell
differenzierbar ist mit

f pνqp0q � 0 , � ν � 0, 1, .., r � 1 .

Wir nehmen anfpxq ¥ 0 mit fpxq ¡ 0 für x ¡ 0.

Beispiel. fpxq � xr für r   8 undfpxq � expp� 1
x
q für r � 8. Sei daher obdAr � 8.

Man kann fürx   0 die Funktionfpxq durch Null auf ganzR zu einer Funktion inCr�1pRq
fortsetzen; wir nennen diese Null-Fortsetzung wiederfpxq.

Fürx0 ¡ 0 ist danngpxq � fpxqfpx0 � xq eine Funktion inCr�1pRq, undgpxq ¡ 0 genau
dann wennx P p0, x0q gilt, undgpxq ist Null sonst.

Nach dem Hauptsatz isthpxq � ³x
0
gptqdt eine Funktion inCrpRq. Es gilt hpxq � 0 für

x ¤ 0, und0   hpxq   const für 0   x   x0 sowiehpxq � const für x ¥ x0. Hierbei ist
const � ³x0

0
gptqdt, und obdAconst � 1 bei geeigneter Wahl vonf .

Die Funktionψpxq � hpx � aqhpa � xq erfüllt für a ¡ x0 (zum Beispielx0 � a{2) wieder
ψpxq P CrpRq. Es giltψpxq � 0 genau dann, wennx T p�a, aq, undψpxq � 1 genau dann,
wennx P r�a�x0, a�x0s, und es gilt0   ψpxq   1 sonst. Aus der Existenz dieser Funktionen
folgt bei geeigneter Wahl vona undx0 sofort

Lemma 8.1. Die Funktionen inC8
c pRnq trennen Punkte inRn.

Beweis. In der Tat hat dieC8
c -Funktion

ϕpxq � ϕξ,apxq � ψ
�
dRnpx, ξq�

Träger in einer KugelKapξq vom Radiusa um den Punktξ P Rn, und ‘trennt’ daherξ von
jedem Punktx P Rn, der weiter alsa von ξ entfernt ist.

Sei nunM eine beliebige kompakte Teilmenge vonRn und seiM � �
ξPI M XKrpξq eine

endlicheÜberdeckung vonM durch offene Kugeln um endlich viele Punkteξ PM . Die Radien
r � a{2 ¡ 0 mögen hierbei von den Punktenξ abhängen:r � rpξq. SeiN die offene Menge

N � ¤
ξPIK2rpξq .
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Es giltM � N . Für eine gegebene offene Menge imRn, welcheM enthält, kann obdA durch
geeignete Wahl der Radienr � rpξq angenommen werden, daßN in dieser offenen Menge liegt.
Fürx P N ist dann

ϕξpxq � ϕξ,apξqpxq°
ξPI ϕξ,apξqpxq

eine wohldefinierteC8-Funktion und es gilt°
ξPI ϕξpxq � 1 , � x P Ñ

auf der offenen TeilmengẽN � �
ξPI Krpξq von N , welcheM enthält. Man nennt die so

konstruierte Funktionenscharϕξ (für ξ P I) dann einePartition der Eins auf Ñ (oderM ),
welche der gegebenen̈Uberdeckung vonM zugeordnet ist.

8.2 Untermannigfaltigkeiten mit Rand

Seif : Rn Ñ R eineC8-Funktion mit den Eigenschaften

• fpξq � 0 ùñ dfpξq �� 0

• M � tx P Rn | fpxq ¤ 0u sei kompakt.

Man nennt dannBM � tx P Rn | fpxq � 0u denRand von M , undM einekompakte
Untermannigfaltigkeit vonRn mit RandBM .

Beispiel. Für fpxq � �1 �°n
i�1 x

2
i ist M die abgeschlossene EinheitskugelE im Rn undBM ist die EinheitssphäreS der Dimensionn� 1 im Rn.

Lokale Beschreibung des Randes. Für jeden Randpunktξ P BM gilt Bνfpξq �� 0 für ein
ν � 1, .., n nach Annahme. Durch Umbenennen sei obdAν � 1 (für gegebenesξ) und damitB1fpξq �� 0. Aus Stetigkeitsgründen ist dann die Determinante der Jacobi Matrix�B1fpxq 0� E



der folgenden Abbildung [Beachte: Die Jacobimatrix ist eine Dreiecksmatrix und hat daher die
DeterminanteB1fpxq] von Null verschieden für allex P K2rpξq nahe beiξpx1, � � � , xnq ÞÑ pfpxq, x2, � � � , xnq
bei geeigneter Wahl vonr � rpξq ¡ 0. Für spätere Zwecke bezeichne

εξ � sign
�B1fpξq�

dasVorzeichen dieser Determinante im Punktξ. Aus dem Satz von der Umkehrfunktion 4.24
folgt dann die Existenz einer lokalenC8-Umkehrfunktionψ der obigen Funktion. Diese lokale
Umkehrfunktion hat dann notwendiger Weise die Gestalt

ψpyq � ψpy1, � � � , ynq � pgpyq, y2, � � � , ynq .
118



undψ stiftet eine bijektive Abbildung zwischen den offenen Mengen

U :� ψ�1
�
K2rpξq� � K2rpξq ;

(r hängt vonψ etc. ab). Somit definiertψ Bijektionen

U X �
R¤0 �Rn�1

� � K2rpξq XM ,

V :� U X �t0u �Rn�1
� � K2rpξq X BM .

Die Gleichungy1 � 0 beschreibt daher inU � ψ�1
�
K2rpξq� den RandBM vonM . Wegen

x2 � y2, � � � , xn � yn (für die Abbildungψ und ihr Inverses) ist daher

λ : Rn�1 � V Q �y2, � � � , yn

� ÞÑ �
gp0, y2, � � � , ynq, y2, � � � , yn

�
einelokaleC8-Parametrisierung des RandesBM vonM in der Nähe des Punktesξ P BM .

Für Punkteξ PMzBM findet man einr � rpξq ¡ 0 derart, daß giltK2rpξq �MzBM . In der
Tat istMzBM einen offene Teilmenge desRn, denn das Komplementtx P Rn | fpxq ¥ 0u ist
eine abgeschlossene Teilmenge desRn. DaM kompakt ist, überdecken bereits endliche viele
der KugelnKrpξq, ξ PM die MengeM (Satz 7.12). SeiI die endliche Menge der zugehörigen
Mittelpunkteξ PM .

8.3 Randintegrale

Annahmen. Sei f : Rn Ñ R eineC8-Funktion mit den Eigenschaftenfpξq � 0 ùñ
dfpξq �� 0 sowieBM � tx P Rn | fpxq � 0u sei kompakt. SeiU offen undBM � U .

Wir definieren nun für eine Differentialformη P An�1pUq das Randintegral
³BM η.

Warnung. Dieses ist kein Integral imRn, denn dort istBM einen Menge vom Maß Null! Wir
machen hierfür folgende

Für endliche vieleξ P I auf dem RandBM überdecken die KugelnKrpξq, r � rpξq die Rand-
mengeBM . ObdA giltKrpξq � U . Für jedesξ P I haben wir einelokale Parametrisierungλξ

durch eine offene TeilmengeV � Vξ desRn�1 gefunden

λξ : Rn�1 � Vξ ÝÑ BM XK2rpξq � K2rpξq � Rn .

Die Abbildungλ � λξ ist vom TypC8. Seitϕξ | ξ P Iu einezugeordnete Partition der Eins
auf der in Abschnitt 8.1 definierten offenen TeilmengeÑ � �

ξPI Krpξq � U vonRn.

Definition 8.2. Seiη P An�1pÑq und damitϕξpxq � η P An�1
c pVξq. Dann setzen wir³BM η :� °

ξPI εξ � ³Vξ
λ�ξ �ϕξpxq � η� εξ P t�1u .
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Obwohl dies auf den ersten Blick hochgradig von der Wahl der Stützpunkteξ P I, der Wahl
der lokalen ParametrisierungenpVξ, λξq von BM und der Wahl einer Partition der Einsϕξ ab-
zuhängen scheint, gilt erstaunlicherweise

Lemma 8.3. Das in Definition 8.2 definierte Randintegral ist unabhängig von allen hierbei
getroffenen Wahlenλξ, ϕξ , Vξ, I.

Beweis. Zur Unabhängigkeit von der Wahl der Partition der Eins, derStützpunkteξ P I und
der Radienr � rpξq: Für eine andere Wahl bekommt man eine neue Partition der Einsϕ1ξ1 (für
endlich viele neue Stützpunkteξ1 P I 1). Man betrachtet zum Vergleich die neue Partition der
Einsϕξpxq �ϕξ1pxq für pξ, ξ1q P J � I�I 1 mit Trägern inK2rpξqXK2r1pξ1q (Übungsaufgabe!).
Zur Unabhängigkeit von der Parametrisierung: Hierzu beachte, daß nach unserer Konstruktion
für zwei verschiedene Parametrisierungen die Zusammensetzungh � λ�1 � λ1

V
λ

// BM XK2rpξq V 1λ1
oo

sowie die Umkehrungh�1 beideC8-Abbildungen sind; insbesondere daherdetpDphqpxqq �� 0.
Die Behauptung folgt dann aus der Substitutionsregel 4.27,denn denÜbergang vom Integral
überV »

V

εξ � λ�ξ pηq
zum Integral überV 1 »

V 1 εξ1 � λ1�ξ1 pηq
erhält man durch eine Substitution mittels der Abbildungh, wenn man

h��λ�ξ pηq� � λ1�ξ pηq
berücksichtigt sowiesignpdetpDhpxqqq � εξ1 � εξ . Letztere Aussage über Vorzeichen folgt aus
einer derÜbungsaufgaben auf den̈Ubungsblättern und wird benötigt aus folgendem Grund: In
der Substitutionsregel für mehrdimensionale Integrale tritt der Absolutbetrag der Determinante
der JacobimatrixDphpxqq auf, beim Pullback dagegen nur die Determinate der Jacobimatrix
Dphpxqq selbst. Siehe dazu Seite 69.

8.4 Der Satz von Stokes

Satz 8.4. SeiM eine kompakte Untermannigfaltigkeit desRn mit RandBM undη P An�1pÑq
eine Differentialform auf einer offenen MengẽN � Rn, welcheM entḧalt. Dann gilt³

M
dη � ³BM η .
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Beweis. Sei tϕξpxq | ξ P Iu eine Partition der Eins zu einer̈Uberdeckung vonM durch
offene KugelnK2rpξq. Dann gilt für das Integral

³
M
dη :� ³

Rn χM pxq � dη wegen derR-
Linearität sowohl des Lebesgue Integrals aufRn als auch der Cartan Ableitungd»

M

dη � »
M

d
�
ξ̧PI ϕξpxq � η� �

ξ̧PI »
M

d
�
ϕξpxq � η� .

Es genügt daher
³
M
dpϕξpxq �ηq � εξ � ³Vξ

λ�ξ �ϕξpxq �η� für jeden Summanden zu zeigen; Sum-

mation über dieξ P I liefert dann den Satz von Stokes. Jetzt istρ � ϕξpxq � η P An�1
c pK2rpξqq

eine Differentialform mit kompaktem Träger in einer lokalen KartenmengeK2rpξq vonM . Zu
zeigen bleibt dafür (*) »

M

dρ � εξ � »
Vξ

λ�ξ pρq .
Die Substitutionsregel für die Substitutionψ � ψξ (siehe Abschnitt 8.2) sowie Trägergründe
implizieren für die linke Seite von (*) und die offene MengeUξ :� ψ�1pK2rpξqq � Rn»

M

dρ :� »
K2rpξq χM pxq � dρ � εξ � »

Uξ

ψ�pχM pxq � dρq � εξ � »
Uξ

χy1¤0 � dpψ�pρqq ,
denn es giltψ�pχM pxqq � χy1¤0pyq. Setzeω :� ψ�pρq P An�1

c pUξq.
Zur Berechnung der rechten Seite (*) beachtei�pωq � i�pψ�pρqq � λ�ξ pρq für die Inklusion

i : Vξ ãÑ Uξ und den Pullback vonω aufVξ � Uξ X ty1 � 0u wegenλξ � ψ � i. Es verbleibt
daher fürω � ψ�pρq P An�1

c pUξq und die Inklusioni : Vξ ãÑ Uξ zu zeigen (**)»
Uξ

χy1¤0 � dω � »
Vξ

i�pωq für Vξ � Uξ X ty1 � 0u ,
Legt manUξXpR¤0�Rn�1q in einen genügend grossen QuaderQ � Rn, dessen eine Wand

durch die Hyperebeney1 � 0 gegeben ist, und setzt die Formω durch Null auf den QuaderQ
fort [möglich, daω kompaktem Träger inUξ X pR¤0 � Rn�1q besitzt], dann folgt diese letzte
verbliebene Aussage (**) unmittelbar aus dem Satz von Stokes für Quader (Satz 4.34).

8.5 Drehinvarianz

DerStern-Operator � : AipRnq Ñ An�ipRnq ist definiert durch�p
I̧

fIpxqdxIq �
I̧

fIpxq �dxI

vermöge�dxI � ε � dxIc , wobei Ic die Komplementärmenge vonI in t1, .., nu ist undε ein
durchdxI ^�dxI � ωn � dx1^� � �^dxn bestimmtes Vorzeichen. FürR-lineare Abbildungen
M : Rn Ñ Rn gilt für den PullbackM�pdxiq � °

ν Miνdxν , und daher für allei, j

dxi ^ �pM�pdxjqq � dxi ^ �p
ν̧

Mjνdxνq � dxi ^
ν̧

Mjν �dxν �
ν̧

Mjνδiνωn �Mjiωn .
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Diese erste Satz Gleichungen bestimmt�pM�pdxjqq P An�1pRnq eindeutig. Analog giltpTMq�pdxiq ^ �dxj � p
ν̧

Mνidxνq ^ �dxj �
ν̧

Mνiδνjωn �Mjiωn .

Sei nunTM �M � id mit detpMq � 1, d.h.M sei aus der orthogonalen GruppeSOpm,Rq.
Dann giltM�pωnq � detpMqωn � ωn sowieM�pTMq�pdxiq � dxi. Dann folgt aus dem
zweiten Satz Gleichungen

dxi ^M�p�dxjq �M�pTMq�pdxiq ^M�p�dxjq�M��pTMq�pdxiq ^ �dxj

� �M�pMjiωnq �Mjiωn .

Ein Vergleich mit dem ersten Satz Gleichungen zeigt daherM�p�dxjq � �pM�pdxjqq für alle
j. Also

Lemma 8.5. Für Einsformenη P A1pRnq und SubstitutionenM ausSOpn,Rq gilt

M�p�ηq � �pM�pηqq .
Berücksichtigt manM�pr2q � r2 ðñ TMM � id, folgt

Korollar 8.6. Die Formenρ0 � 1
2
r2 sowieρ1 � dρ0 undσn�1 � �ρ1 sind drehinvariant,

d.h. invariant unter Pullbacks mit AbbildungenM P SOpn,Rq, d.h. es giltM�pσiq � σi.

8.6 Standardintegral auf der Kugeloberfläche

In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall der Kugeloberfl¨acheBM � Sn�1 im Rn. In
den letzten Abschnitten haben wir erklärt, wie für eine beliebige pn � 1q-Formη P An�1pRnq
das Randintegral

³
Sn�1 η definiert ist, wobeiSn�1 als Rand der abgeschlossenen Einheitskugel

En � Rn aufgefasst wird.

Im Fall der Kugeloberfläche würden wir aber gerne etwas wiedie Gesamtfläche definieren.
Wie soll man das machen? Hierauf gibt es eine sehr befriedigende Antwort: Betrachte die dre-
hinvariante Differentialformσn�1 P An�1pRnq

σn�1 � °n
i�1 xi �dxi � �dp1

2
r2q .

Hierbei ensteht�dxi ausωn � dx1^ ...^dxn bis auf ein Vorzeichenp�1qi�1 durch Weglassen
des Termsdxi �dxi � dxi _ ωn � p�1qi�1dx1 ^ ...^ � dxi ^ ...^ dxn .

Es gilt daherdxi ^ �dxi � ωn. Zum Beispiel giltσ1 � xdy � ydx im Fall n � 2 und es gilt
σ2 � xdy ^ dz � ydx^ dz � zdx^ dy im Fall n � 3. Optisch schöner

σ2 � xdy ^ dz � ydz ^ dx� zdx^ dy .
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Es gilt offensichtlich

dσn�1 � n � ωn .

Mit Hilfe der Kugeloberflächenformσn�1 definieren wir für beliebige stetige Funktionen
fpxq auf der SphäreS � Sn�1 ein Integral

I : CpSn�1q Ñ R ,

das sogenannteStandard Integral. Wir erklären dies zuerst fürfpxq P A auf dem Unterraum
A � CpSn�1q,

Ipfq :� »
Sn�1

fpxq � σn�1 , fpxq � σn�1 P An�1pRnq ,
welcher durch Einschränkungen von Funktionen inf P C8pRnq erklärt ist (es würde sogar
genügen den Raum der Einschränkungen aller Polynome imRn aufSn�1 zu betrachten). Dieser
UnterraumA ist eine Algebra und liegt nach Lemma 8.1 und dem Satz von Stone-Weierstraß
dicht in CpSn�1q bezüglich der Supremums-Norm. Auf Grund von Lemma 8.8 und Korollar
8.9 (weiter unten) kann manI wie in Abschnitt 3.5 eindeutig zu einem Daniell-Integral auf
CpSn�1q fortsetzen.

Lemma 8.7. Das StandardintegralIpfq ist ein Integral auf dem VerbandA und ist invariant
unter Drehungen1 aus der GruppeSOpn,Rq, d.h.

Ipfq � Ipf �Mq , M P SOpn,Rq .
Beweis. Die Abbildung I : A Ñ R ist per DefinitionR-linear; die Drehinvarianz folgt

aus der Drehinvarianz der Oberflächenformσn�1. Es verbleibt daher nur noch fürfpxq ¥ 0 zu
zeigenIpfq ¥ 0.

Mittels einer Partition der Eins kann man sich auf den Fall beschränken, daß der Träger von
fpxq in einer Karte enthalten ist. Durch eine Drehung kann man dann annehmen, der Träger
von fpxq sei enthalten in der rechten ‘Hemisphäre’Sn�1� :� tx P Sn�1 | x1 ¡ 0u. Eine
Kartenabbildung

λ :
 
x � px2, ..., xnq � Rn�1 | ρ2 :� ņ

i�2

x2
i   1

( ÝÑ Sn�1�
für die rechte HemisphäreSn�1� ist für ρ2 :� }x}2

Rn�1 � °n
i�2 x

2
i gegeben durch die lokale

Parametrisierung

λpx2, � � � , xnq � p�a1� ρ2, x2, � � � , xnq .
Die BehauptungIpfq ¥ 0 für f ¥ 0 folgt daher aus dem nächsten Lemma.

1EineR-lineare AbbildungM : Rn Ñ R
n ist in der GruppeSOpRnq und erhält damit die SphäreSn�1, wenn

gilt M � TM�1 sowiedetpMq � 1. Siehe auch Abschnitt 9.7.
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Lemma 8.8. Für Funktionenf mit kompaktem Tr̈ager in der rechten HemisphäreSn�1� gilt³
Sn�1� fpxq � σn�1 � ³}x} 1

fpλpx2,...,xnqq�?1�ρ2
dx2 � � � dxn .

Beweis. Bis aufdx2 ^ � � � ^ dxn ist der Pullbackλ�pσn�1q gleicha
1� ρ2 � ņ

i�2

xi
BBxi

a
1� ρ2 � p1� ρ2q�1{2 � �1� ρ2 � ņ

i�2

x2
i

� � p1� ρ2q�1{2 .
Korollar 8.9. Das Standard IntegralI aufCpSn�1q ist ein Daniell Integral.

Beweis. Für monotone Folgenfn Õ f stetiger Funktionenfn P CpSn�1q mit stetiger
Grenzfunktionf P CpSn�1q ist zu zeigenIpfnq Õ Ipfq. Durch eine Partition der Eins kann
man obdA annehmen, daß allef, fn kompakten Träger in der rechten HemisphäreSn�1� besit-
zen. In diesem Fall folgt die Aussage sofort aus dem letzten Lemma und dem Satz von Beppo
Levi angewendet auf das reelle Integral

³}x} 1

fpλpx2,...,xnqq�?1�ρ2
dx2 � � � dxn.

Lemma 8.10.
³}x} r

fpxqωn � ³r
0

�³
S
fptξqσn�1pξq�tn�1dt .

Beweis. ObdA hatf Träger in der rechten Hemisphäre. Die Abbildungψ : t}ξ}   1u �p0, rq Ñ Brp0q sei definiert durchψpξ2, ..., ξn; tq � pta1� ρ2, tξ2, � � � , tξnq. Sie hat dann die
EigenschaftdetpDψqpξq � tn�1?

1�ρ2
(Laplace Entwicklungssatz). Die Aussage folgt daher aus

der Substitutionsformel Satz 4.27, sowie dem Satz von Fubini und Lemma 8.8.

8.7 Greensche Formel

Der Satz von Stokes für die abgeschlossenen Kugeln vom RadiusR resp.r zeigt dann durch
Subtraktion für dieKugelschaleX � tx P Rn | r ¤ }x} ¤ Ru das folgende Resultat: Für
η P An�1pUq undU offen inRn mit X � U gilt»

X

dη � »
Sn�1pRq η � »

Sn�1prq η .
Hierbei bezeichneSn�1pRq resp.Sn�1prq die Sphären vom RadiusR resp.r. Wir schreiben die
rechte Seite dieser Formel symbolisch wieder als

³BX , wobei der RandBX jetzt aus den beiden
Sphären (mit unterschiedlicher Orientierung) besteht»

X

dη � »BX η .

Greensche Formel. Der Laplace Operator∆ � °n
i�1 B2

i operiert auf Funktionenf, g P
C8pUq. Für das Skalarproduktxf, gyL2pXq � ³

X
fpxqgpxqdx im HilbertraumL2pXq gilt�

f,∆pgqD
L2pXq � �

∆pfq, gD
L2pXq � ³

X

�
f∆pgq � g∆pfq�ωn

(beachtef � f undg � g) und man hat
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Lemma 8.11. (Greensche Formel). Für KugelschalenX gilt³
X

�
f∆pgq � g∆pfq�ωn � ³BX f

°n
i�1 Bipgq�dxi � ³BX g

°n
i�1 Bipfq�dxi .

Beweis. Benutzedp°i fBipgq�dxiq � °
i df ^ Bipgq�dxi � °

i f � dpBipgqq�dxiq wegen
dp�dxiq � 0, und damitdp°i fBipgq�dxiq � °n

i�1pBifqpBigqωn�f∆pgqωn wegendf^�dxi �°
jpBjfqdxj ^ �dxi � pBifqωn. Vertauscht manf undg und bildet die Differenz, folgt daraus

sofort das Lemma mit Hilfe des Satzes von Stokes.
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9 Harmonische Analysis

9.1 Der Hilbertraum L2pSq
Das Standard IntegralIpfq � ISpfq auf derEinheitssphäre S � Sn�1 � Rn ist nach Ko-

rollar 8.9 ein Daniell Integral. Wir nehmen dabei ann ¥ 2. Daher kann man einen Hilbertraum
L2pSq definieren mit dem Skalarproduktxf, gy � ISpf � gq, d.h.xf, gy � »

S

fpxqgpxqσn�1

gebildet zur Differentialformσn�1 � °n
i�1 xi �dxi (siehe Abschnitt 8.6).

Der C-Vektorraum aller Polynome aufRn ist eine Algebra. Diese Algebra ist punktetren-
nend aufRnzt0u (bereits die linearen Funktionen trennen Punkte). Nach demSatz von Stone-
Weierstraß ist daher der RaumA der Einschränkungen aller Polynome aufS ein dichter Unter-
raum des RaumesCpSq der stetigen Funktionen aufS, daS kompakt ist. Wir wissen außerdem,
daßA von den Einschränkungen der harmonischen Polynome aufRn aufgespannt wird (Lemma
5.15). Also gilt

Lemma 9.1. Der Vektorraum aller harmonischen Polynome liegt dicht inL2pSq.
Wir werden in einem nächsten Abschnitt zeigen (Lemma 9.6.4), daß homogene harmonische

Polynome verschiedenen Grades orthogonal zueinander sindbezüglich des Skalarproduktes von
L2pSq. Wir beschränken uns daher für den Moment auf homogeneharmonischePolynome in
HlpRnq vom festen Gradl. Das SkalarproduktxP,Qy von L2pSq liefert eine positiv definite
symmetrischeR-Bilinearform aufHlpRnq. SeitPl,kpxq P HlpRnq | 1 ¤ k ¤ dimHlpRnqu
eine reelle ON-BasisPl,kpxq dieser Bilinearform aufHlpRnq. Verschwindet ein Polynom in
HlpRnq auf der SphäreS, dann ist es wegen der Homogenität das Nullpolynom. Die Ein-
schränkungHlpRnq Ñ CpSq ist also eine injektive Abbildung. Wir setzen fürx, ξ P Rn

Zlpx, ξq � °dimpHlpRnqq
k�1 Pl,kpxqPl,kpξq .

Für festesξ ist die FunktionZlpx, ξq ein harmonisches Polynom der Variablex vom Gradl, und
umgekehrt. Per Definition gilt

Zlpx, ξq � Zlpξ, xq , Zlpλx, λξq � λ2lZlpx, ξq .
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Zlpx, ξq ist eindeutig bestimmtdurch die folgendeReproduktionsformelxZlpx, ξq, P pxqy � P pξq .
[Dies folgt unmittelbar ausx°k akPl,kpxq, Pl,jpxqy � aj.] Aus der Drehinvarianz des Standard
Integrals aufS folgt xZlpMx,Mξq, P pxqy � xZlpx,Mξq, P pM�1xqy für M P SOpn,Rq.
Aber xZlpx,Mξq, P pM�1xqy � P pM�1Mξq � P pξq. Also xZlpMx,Mξq, P pxqy � P pξq.
Aus der Eindeutigkeitsaussage folgt daher

ZlpMx,Mξq � Zlpx, ξq , M P SOpn,Rq .
Insbesondere istZlpx, ξq als Funktion vonx P S (bei festemξ P S) damit invariant unter dem
StabilisatorSOpn � 1,Rq des Punktesξ. Im Spezialfallξ � p1, 0, .., 0q hängt daherZlpx, ξq,
x P Rn nur vonx1 � x�ξ undr � }x} ab, ist daher proportional zu demzonalen harmonischen
PolynomPl,0pxq vom Gradl (siehe Abschnitt 5.7), d.h. man erhält dieAdditionsformel

Zlpx, ξq � constplq � Pl,0pxq , ξ � p1, 0, ..., 0q .
Lemma 9.2. Es gilt |Zlpx, ξq| ¤ Zlpx, xq � dimpHlpRnqq

volpSq für alle x, ξ P S.

Beweis. WegenZlpx, xq � °
k Pl,kpxq2 und derSOpn,Rq-Invarianz istZlpx, xq � c eine

konstante Funktion aufS. AlsovolpSqc � ³
S
Zlpx, xqσn�1 � °

kxPl,k, Pl,ky � dimRpHlpRnqq.
Es gilt |Zlpx, ξq| � |°k Pl,kpxqPl,kpξq| ¤ |Zlpx, xq|1{2|Zlpξ, ξq|1{2 � Zlpx, xq. Dies benutzt
die Schwarz Ungleichung und die Konstanz vonZlpx, xq ¥ 0 aufS.

9.2 Poisson Kern

SeiU offen inRn undf : U Ñ R eine harmonische Funktion. Insbesondere giltf P C8pUq.
Ist x0 � 0 in U , dann sind die Taylor Koeffizienten

clpxq � 1

l!
p d
dt
qlfptxqt�0

harmonische Polynome inHlpRnq (siehe Abschnitt 5.6).

Wir wenden dies an auf denPoisson Kernim Bereich}x}   }ξ}, d.h. die Funktion

P px, ξq � 1
volpSq }ξ}2�}x}2}ξ�x}n , x �� ξ .

Beachte}x}2�}ξ}2 � }x�ξ}2�2px�ξ, ξq. Also�volpSqP px, ξq � }x�ξ}�κ� 2px�ξ,ξq}x�ξ}κ�2 �
P �

0 px�ξq�P �
1 px�ξq, d.h eine Summe von Kelvin Transformierten der harmonischen Polynome

P0pxq � 1 undP1pxq � 2px, ξq mit κ � n � 2. D.h P px, ξq ist eine harmonische Funktion
in x � ξ und ist damit auch harmonisch inx, und wegenP px, ξq � �P pξ, xq damit auch
harmonisch inξ.
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Offensichtlich giltP pMx,Mξq � P px, ξq für alleM P SOpn,Rq. Die Taylor Koeffizien-
tencl,ξpxq � TlpP px, ξqqpxq sind daher harmonische Polynome mit der selben Drehsymmetrie.
Somit sindcl,ξpxq und Zlpx, ξq zonale harmonische Polynomevom Gradl und daher pro-
portional zuPl,0pxq (siehe Abschnitt 5.7). [Wegen der Drehsymmetrie ist obdAξ � ξ0 �p1, . . . , 0q. Dann hängtvolpSqP px, ξ0q � 1�r2p1�2x1�r2qn{2 als Funktion nur von der ersten Koordi-

natex1 � px, ξ0q{2 und dem Radiusr � }x} ab. Dasselbe gilt dann auch für Tayor Koeffizienten
clpxq � clpx, ξ0q].

Satz 9.3. Es gilt clpx, ξq � Zlpx, ξq für alle l P N, und f̈ur alle x mit }x}   }ξ} gilt

P px, ξq � °8
l�0 Zlpx, ξ}ξ}2 q}ξ}�κ .

Die Reihe konvergiert auf jedem Kompaktum der Kugeltx P Rn | }x}   }ξ}u absolut und
gleichm̈assig.

Bemerkung. Fürx, ξ P S sind alle KoeffizientenZlpx, ξq symmetrisch inx und ξ und den-
noch ist die SummeP px, ξq antisymmetrisch inx undξ. Zur Illustration dazu im eindimensio-
nalen Fall: 1

ξ�x
� °8

l�0 zlpx, ξ
ξ2 qξ�1 für zlpx, ξq � xlξl im Bereich|x|   |ξ| (geometrische

Reihe).

Beweis. Durch Reskalierungpx, ξq ÞÑ ptx, tξq ist wegenP ptx, tξq � t�κP px, ξq und der
analogen Reskalierungseigenschaft der rechten Seite obdAξ P S und }x}   1. Auf Grund
der Drehinvarianz beider Seiten ist dann obdAξ � ξ0 � p1, 0, � � � , 0q. Wir zeigen nun, daß°8

l�0 Zlpx, ξ0q auf der rechten Seite für}x}   1 absolut konvergiert, und in diesem Bereich da-
mit eine drehinvariante harmonische Funktionfpxq darstellt. Dazu benützen wir die Abschätzung|Zlpx, ξ0q| ¤ tlZlpξ0, ξ0q, welche aus Lemma 9.2 folgt, und können für die absolute Konver-
genz obdA annehmenx � tξ0. Aus volpSqZlptξ0, ξ0q � dimpHlpRnqq � tl (Lemma 9.2) und
κ � dimpHlq � p2l � κq�n�l�3

l

�
obdA fürκ � n� 2 ¥ 1 (Satz 5.13), sowie

ļ

p1� 2l

κ
q�n� l � 3

l



tl � 1p1� tqκ � 2t

κ

d

dt

1p1� tqκ � 1� t2p1� tqn � }ξ0}2 � }tξ0}2}ξ0 � tξ0}n ,

folgt fptξ0q � P ptξ0, ξ0q. Wir haben dabei benutzt1
l!
p d

dt
qlp1 � tq�κ|t�0 � �

κ�l�1
l

�
für κ ¡ 0.

Im Fall n � 2 reduziert sich alles auf�1 � 2{p1 � tq � p1 � t2q{p1 � tq2. Diese zeigt die
absolute und gleichmässige Konvergenz.

Wegen der Proportionalität der zonalen harmonische Polynomeclpx, ξq � constplq �Zlpx, ξq
genügt wegenZlpξ0, ξ0q ¡ 0 für constplq � 1 die gezeigte Gleichheit in den Punktenx � t � ξ0.
Dies zeigt, daß alle Taylor Koeffizienten der harmonischenC8-Funktionfpxq � P px, ξ0q im
Mittelpunkt x0 � 0 der KugelU � tx | }x}   1u verschwinden. Aus Lemma 9.8 im nächsten
Abschnitt folgt daherfpxq � P px, ξ0q aufU .

Eine geringfügige Modifikation des Beweises zeigt analog
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Satz 9.4. Für n ¥ 3 undκ � n� 2 seiUpx, ξq dasCoulomb oderNewton Potential

Upx, ξq � 1
κ�volpSq 1}x�ξ}κ .

Für alle x mit }x}   }ξ} gilt dann

Upx, ξq � °8
l�0

1
2l�κ

� Zlpx, ξ}ξ}2 q}ξ}�κ .

Die Reihe konvergiert auf jedem Kompaktum der Kugeltx | }x}   }ξ}u absolut und gleichm̈assig.

9.3 Orthogonalität

In diesem Abschnitt sein ¥ 2. Für reelle Zahlen0   ρ   R undr P rρ,Rs seiX � Xrr,Rs
die abgeschlosseneKugelschale im Rn mit den Radienr undR um x0 � 0. SeiV � Rn

eine offene Teilmenge, welcheX für alle r P rρ,Rs enthält. Für harmonische Funktionen
fpxq, gpxq P C8pV q liefert die Greensche Formel (Lemma 8.11) folgendeVertauschungs-
formel: Die linke Seite der Greenschen Formel verschwindet wegen∆pfq � ∆pgq � 0 und
man erhält ³BX f

°n
i�1 Bipgq�dxi � ³BX g

°n
i�1 Bipfq�dxi .

Damit beweisen wir das nächste Lemma. Beachte,BX ist die Vereinigung der beiden Sphären
SpRq, Sprq vom RadiusR undr mit unterschiedlicher OrientierungBX � SpRq � Sprq .
Die Vertauschungsformel zeigt daher, daß

³
Sprq f °i Bipgq�dxi�³Sprq g°i Bipfq�dxi unabhängig

vom Radiusr P rρ,Rs ist.

Definition. Für harmonischesfpxq P C8pV q undP pxq P HlpRnq undr P rρ,Rs setzen wirxf, P yr :� r�n�2l

»
Sprq fpxqP pxqσn�1pxq .

Lemma 9.5. IstP pxq ein harmonisches Polynom aufRn undfpxq eine harmonische Funk-
tion auf einer offenen MengeV � Rn, welche

�
rPrρ,Rs Sprq entḧalt, dann existieren Konstanten

α � αpP, fq undβ � βpP, fq, welche nicht vonr P rρ,Rs abḧangen, so daß für κ � n�2 giltpκ� 2lq � xf, P yr � α � β � r�κ�2l bzw. f̈ur pn, lq � p2, 0q xf, P yr � α� β � logprq .
Beweis. Die Kelvin Transformierte gpxq � P �pxq � P pxq}x}�κ�2l des harmonischen

PolynomsP pxq hat eineSingulariẗat im Punktx0 � 0 [im Fall pn, lq � p2, 0q setzegpxq �
logp}x}q], ist aber harmonisch auf der offenen MengeV ztx0u, welcheX � Xpr,Rq enthält.
Wir wenden nun fürg � P � undf die oben angegebeneVertauschungsformelan. WegenBigpxq � �pκ� 2lqP pxqxi}x}n�2l

� BiP pxq}x}κ�2l
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gilt

fpxq
i̧

Bipgq �dxi � �pκ� 2lqfpxqP pxqσn�1pxq}x}n�2l
� fpxq°i BipP q �dxi}x}κ�2l

.

Die Nenner sind Potenzen vonr und damit konstant auf der RandsphäreSprq. Nach der Vertau-
schungsformel ist daher

³
Sprq f °i Bipgq�dxi�³

Sprq g°i Bipfq�dxi unabhängig vonr P rρ,Rs,
also auch�α :� �pκ� 2lqxf, P yr � 1

rκ�2l

»
Sprq fpxq i̧

BipP q �dxi � 1

rκ�2l

»
Sprq P pxq i̧

Bipfq �dxi.

Analog zeigt die Vertauschungsformel angewendet fürg � P undf die r-Unabhängigkeit von

β :� »
Sprq fpxq i̧

BipP q �dxi � »
Sprq P pxq i̧

Bipfq �dxi .

Dies zeigt die behaupotet Identität.

Fürpn, lq � p2, 0q überlassen wir es dem Leserxf, 1yr � 1
r2

³
Sprq fpxqσ1pxq � α�β � logprq

zu zeigen mit einem analogen Argument.

Lemma 9.6. SeiU eine offene Kugel vom Radius¡ R umx0 � 0. Wir nehmen an1   R.
Dann gilt für harmonischesfpxq P C8pUq und harmonischesP pxq P HlpRnq

1. xf, P y1 � xf, P y (nach Definition f̈ur das Skalarproduktxf, P y � xf, P yL2pSq).
2. xf, P yr hängt nicht ab von der Wahl vonr.

3. Verschwinden die Taylor KoeffizientenTνpfqpxq für ν ¤ l, dann giltlimrÑ0xf, P yr � 0.

4. Orthogonaliẗat: xHmpRnq,HlpRnqy � 0 für m �� l.

5. Es giltxf, P y � limrÑ0xf, P yr � xTlpfq, P y.
Beweis. Behauptung 2 folgt aus Lemma 9.5, dafpxq nach Annahme stetig im Punktx0 � 0

ist und deshalb fürr Ñ 0 das Integralxf, P yr beschränkt bleibt. Daraus folgtβ � 0 undpκ� 2lq � xf, P yr � α in Lemma 9.5. Beachteκ� 2l ¡ 0 ausser im Fallpn, lq � p2, 0q; dieser
geht aber analog. Für Behauptung 3 betrachten wir die Taylor KoeffizientenTνpfq von fpxq im
Punktx0 � 0 (siehe Abschnitt 5.6). AusTνpfq � 0 für alleν ¤ l und Lemma 5.12 folgtfpxq �}x}l �Hpxq für eine stetige FunktionH aufU mit Hp0q � 0. WegenfprxqP prxqσn�1prxq �
r2l�n � HprxqP pxqσn�1pxq für x P S � Sp1q folgt Behauptung 3 auslimrÑ0Hprxq � 0.
Behauptung 4 folgt aus den Behauptungen 1,2,3, denn wegenxf, gy � xg, fy ist obdAm ¡
l. Für die harmonische Funktionhpxq � fpxq � °l

ν�0 Tνpfqpxq folgt limrÑ0xh, P yr � 0

aus Behauptung 3 und Abschnitt 5.6. Wegen Behauptung 1 und 2 ist daherxh, P y � 0 und
damit xf, P y � °l

m�0xTmpfq, P y, wegen Behauptung 4 alsoxf, P y � xTlpfq, P y. Dies zeigt
Behauptung 5.

Lemma 9.6.4 und Lemma 9.1 zusammen ergeben
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Satz 9.7. Die FunktionenPl,kpxq bilden eine Hilbertraum-Basis vonL2pSq.
Aus Lemma 9.6.3 folgt

Lemma 9.8. Verschwinden alle Taylor Koeffizienten einer harmonischenFunktionf P C8pUq
im Mittelpunktx0 einer offenen KugelU , dann verschwindetf aufU .

9.4 Harmonische Funktionen sind analytisch

SeiU � Rn eine offene Menge und

f : U Ñ R

eine harmonische Funktion aufU . Sei die abgeschlossene Kugel vom RadiusR um x0 in U

enthalten tx | }x� x0} ¤ Ru � U .

Für die SphäreSpR,x0q mit Mittelpunktx und RadiusR gilt dann die

Satz 9.9(Poisson Formel). Unter obigen Voraussetzungen gilt für alle x in der KugelB
definiert durch}x}   R

fpx� x0q � 1
R2volpSq ³SpR,0q fpξ � x0q }ξ}2�}x}2}ξ�x}n σn�1pξq .

Im Spezialfallx � 0 liefert dies folgendeMittelpunktsformel

Satz 9.10. Sein ¥ 2 undU offen imRn undf P C8pUq eine harmonische Funktion. Für
jede abgeschlossene Kugel vom Radiusr in U mit Mittelpunktx0 gilt

fpx0q � 1
volpSpRqq � ³SpRq fpξ � x0qσn�1pξq .

Beweis. Zum Beweis der Poisson Formel ist obdAx0 � 0 undR � 1. Das Integral auf der
rechten Seite der Poisson Formel definiert eine Funktiongpxq aufB. Wegen Lemma 9.8 genügt
es, daß alle (höheren) Ableitungen vonf undg in x0 übereinstimmen. Zum Beweis entwickeln
wir g aufB mittels Satz 9.4 in eine konvergente Potenzreihe1. Vertauschen von Summation und
Integration (Lemma 3.8) liefert

gpxq � »
S

fpξqP px, ξqσn�1pξq �
ļ�0

»
S

fpξqZlpx, ξqσn�1pξq .
Die Summanden

³
S
fpξqZlpx, ξqσn�1pξq � xZlpξ, xq, fpξqy sind homogen vom Gradl in x,

somit gleich den Taylor KoeffizientenTlpgqpxq. Also istxZlpξ, xq, fpξqy � xZlpξ, xq, Tlpfqpξqy
nach Lemma 9.6.5, und wegen der Reproduktionsformel in Abschnitt 9.1 dann gleichTlpfqpxq.
Also gilt Tlpfqpxq � Tlpgqpxq für alle l.

1Die Konvergenz ist gleichmässig für festesξ P S und allex aus der kompakten Kugel vom RadiusR. Wegen der
SOpn,Rq-Invarianz vonP px, ξq ist sie daher auch gleichmässig für alle solchenx und alleξ P S.
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Die selbe Argumentation zeigt unter gleichen Voraussetzungen

Satz 9.11. Die harmonische Funktionfpxq lässt sich umx0 (hier obdAx0 � 0) in eine
konvergente Potenzreihe vom Konvergenzradius¥ R entwickeln

fpxq � °8
l�0 Plpxq .

Die FunktionenPlpxq P HlpRnq sind harmonische Polynome aufRn homogen vom Gradl, und
sind wie folgt durchf bestimmt

Plpxq � 1
R2

³
S
fpξqZlpx, ξqσn�1pξq .

Bemerkung. Der Konvergenzradius der Potenzreihenentwicklung ist daher mindestens (!) so
groß wie der Radius jeder Vollkugel umx0, die vollkommen im DefinitionsbereichU von f
enthalten ist.

Aus der Mittelpunktsformel kann man ohne Mühe das sogenannte Maximumsprinzip fol-
gern: Nimmt eine harmonische Funktionf : U Ñ R auf einer offenen MengeU � Rn ihr
Maximum (Minimum) in einem Punktx0 P U an, dann istf konstant auf jeder offenen Kugel in
U mit Mittelpunktx0.

9.5 Entwicklung auf Kugelschalen

SeiX � Xrρ,Rs eine abgeschlossene Kugelschale undV � Rn eine offene Menge, dieX
enthält. ObdA sei0   ρ   R und

f : V Ñ R harmonisch.

Satz 9.12. Eine aufV harmonische Funktionfpxq lässt sich auf KugelschalenXrρ,Rs � V

in eine absolutund gleichm̈assigkonvergente Reihe entwickeln der Gestalt (siehe Abschnitt5.8)

fpyq � °8
l�0

°dimpHlpRnqq
k�1

�
alk � Pl,kpyq � blk � P �

l,kpyq� .

Im Fall pn, lq � p2, 0q ist hierbeiP �
0,1pxq formal durchlogprq zu ersetzen.

Beweis. Sei n ¡ 2; der Falln � 2 geht analog. Wir entwickelnf in eine Potenzreihe
auf Xrρ,Rs. Die Einschränkung vonf auf jede SphäreSprq für r P rρ,Rs definiert eine
stetige Funktion aufSprq, und ist somit inL2pSprqq enthalten. Für harmonische Polynome
P P HlpRnq gilt daher durch Transformation auf die EinheitsspäreS, mittelsy � rξ und der
Notationfrpξq � fprξq,»

S

frpξqP pξqσn�1pξq � r�n�l

»
Sprq fpyqP pyqσn�1pyq � arl � br�l�κ
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für gewisse Konstantena, b, welche nur vonf, P abhängen aber nicht vonr. Letzteres folgt aus
Lemma 9.5, wobei wir der Einfachheit halberpn, lq �� p2, 0q angenommen haben! Anwenden
von r d

dr
liefert2 auf Grund des Vertauschungssatzes 4.32»

S

pEfqrpξqP pξqσn�1pξq � l � arl � pl � κq � br�l�κ ,

und damit2l�κ
l�κ

� arl � xfr � 1
l�κ

pEfqr, P y, beziehungsweise wegenpr d
dr
qmfr � pEmfqrp2l � κqlm

l � κ
� arl � xpEmfqr � 1

l � κ
pEm�1fqr, P y .

Das Skalarprodukt rechts kann durchc1 �maxξPS |P pξq| abgeschätzt werden. Die Konstantec1
hängt dabei nur vonf undm ab und nicht vonl. FürP � Pl,k, a � alk und l ¡ 0 liefert dies|alkr

l| ¤ C1 � l�m maxξPS |Pl,kpξq| für eine KonstanteC1, welche nur vonf undm abhängt.

Dies schätzt
°dimpHlpRnqq

k�1 |alk �Pl,kprξq| durchC1l
�m �°dimpHlpRnqq

k�1 maxξPSpPl,kpξq2q ab. Aus

Lemma 9.2 folgt0 ¤ Pl,kpξq2 ¤ Zlpξ, ξq ¤ dimpHlpRnqq
volpSq . WegendimpHlpRnqq

volpSq ¤ C2 � ln (Satz
5.13) gilt also

dimpHlpRnqq
ķ�1

|alk � Pl,kprξq| ¤ volpSqC1C
2
2 � l2n�m ¤ const. � l�2 ,

da wir obdAm � 2n � 2 wählen können.̈Ahnlich kann man
°

k blkP
�
l,kprξq abschätzen. Gilt

x P S undr P rρ,Rs, folgt aus
°8

l�1 l
�2   8 daher füry � r � x P Xrρ,Rs die absolute und

gleichmässige Konvergenz der Reihe auf der rechten Seite der noch zu zeigenden Identität

frpxq � 8̧
l�0

dimpHlpRnqq
ķ�1

palkr
l � blkr

�l�κq � Pl,kpxq .
Damit ist die rechte Seite der Formel in Satz 9.12 wohldefiniert und harmonisch auf ihrem
DefinitionsbereichXrρ,Rs. Weiterhin haben die linke und die rechte Seite der Formel inSatz
9.12 die selben Skalarprodukte mit allen Funktionen der Hilbertraum-BasisPl,kpxq (Satz 9.7)
von L2pSq. Deshalb sind beide Seiten f.ü. gleich als Funktion aufS (Korollar 7.8) bei festem
r. Damit sind beide Seiten gleich auf ganzS aus Stetigkeitsgründen (Satz 2.24 und Lemma
7.10). AusPk,lpyq � rlPk,lpxq resp.P �

k,lpyq � r�l�κPk,lpxq resp.fpyq � frpxq folgt daher die
Behauptung (im Fallpn ¡ 2q.

Satz 9.13(Hebbarkeitssatz). SeiB � tx P Rn | }x � x0}   Ru undf : Bztx0u Ñ R

eine harmonische Funktion. Istf beschr̈ankt auftx �� x0 P Rn | }x � x0} ¤ ru für ein r mit
0   r   R, dann l̈asst sichf zu einer harmonischen Funktion auf ganzB fortsetzen.

Aus Lemma 9.5 folgt wie im Beweis von Lemma 9.6.2 aus der Beschränktheit vonf das
Verschwinden der Koeffizientenb � bkl. Damit folgt das Resultat leicht aus Satz 9.12.

2Für das EulerfeldE � °n

i�1
xiBi gilt r2∆pEfq � Epr2∆pfqq � 0. Deshalb ist auchEf harmonisch aufV ,

sowie dann alleEmf fürm P N. Aus der Kettenregel folgtpEfqprξq � r d
dr
fprξq für reellesr ¡ 0 undξ P R

n.
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9.6 Die Potential Gleichung∆ϕ � ρ

Für eine gegebeneC8-Funktionρ : Rn Ñ R (hier der Einfachgheit halbern ¥ 3) suchen
wir Lösungenϕ : Rn Ñ R derPotential Gleichungoder auchPoisson Gleichung

∆ϕpxq � ρpxq .
Hat man eine Lösungϕpxq gefunden, dann ist jede andere Lösung von der Gestaltϕpxq � fpxq
für eine harmonische Funktionf : Rn Ñ R. Unter geeigneten Bedingungen an das Abklingen
der Lösungen im Unendlichen (etwa¤ constr�ε für ein ε ¡ 0) ist die Lösung der Poisson
Gleichung eindeutig, d.h.fpxq � 0. Dazu benutzt man

Satz 9.14. Beschr̈ankte harmonische Funktionenf : Rn Ñ R sind konstant.

Beweis. (Im Prinzip ist das Satz 9.13). Wegen Satz 4.8 genügt zu zeigendfpx0q � 0 für alle
x0 P Rn. Zum Beweis vondfpx0q � 0 sei obdAx0 � 0. Satz 9.9 und Satz 4.32 zeigen dann für
den PoissonkernP px, ξqBBxi

fp0q � 1

R2

»
SpRq fpξqp BBxi

qP px, ξqx�0qσn�1pξq .
Aus |volpSqBiP px, ξqx�0| � n|ξi|}ξ}�n ¤ nR1�n folgt |volpSqBifp0q| ¤ R�2 � maxp|f |q �
nR1�nvolpSpRqq � nvolpSq

R
. Also folgt Bifp0q � 0 im LimesRÑ8.

Satz 9.15(Existenz). Für ρpxq P C8
c pRnq undκ � n� 2 ¡ 0 ist

ϕpyq � lim
RÑ8,rÑ0

»
Xpr,Rq ρpx� yq}x}κ dx1 � � � dxn

in C8pRnq eine wohldefinierte L̈osung der Potential Gleichung∆
� ϕpxq

κvolpSq� � ρpxq.
Bemerkung. Intuitiver vom physikalischen Standpunkt ist die Formel

ϕpyq � ³
Rn

ρpxq}x�y}κωn .

Wir überlassen es dem Leser diese einfachere Formel mit Hilfe des Satzes von der dominierten
Konvergenz abzuleiten (unter Benutzung derÜberlegungen im nachfolgenden Beweises). Mit
der so erhaltenen Formel lässt sich die gefundene Lösung der Poisson Gleichung ϕpxq

κvolpSq �³
Rn

ρpxq
U
px, yqωn deuten als Verschmierung desCoulomb oderNewton PotentialsUpx, yq im

Punkty

Upx, yq � 1
κ�volpSq}x�y}κ , κ � n� 2 ¡ 0 .
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Beweis. Der LimesR Ñ 8 des Integrals existiert, daρpxq kompakten Träger hat. Der
Limesr Ñ 0 existiert, wie man sofort durcḧUbergang zu Polarkoordinaten sieht

ϕpyq � » 8
0

�»
ξPS ρprξ � yqσn�1pξq�rdr .

Für y P K, K kompakt, kann man das Integral obdA über einen kompakten Bereichr P r0, r0s
erstrecken. Dann zeigt Satz 4.32, daß Differentiation nachy mit der Integration vertauscht. Also
ist ϕpyq unendlich oft partiell differenzierbar und es gilt

∆yϕpyq � » 8
0

»
ξPS ∆yρprξ � yqrdrσn�1pξq � lim

RÑ8,rÑ0

»
Xpr,Rq ∆yρpx� yq}x}κ dx1 � � � dxn .

Wegen∆yρpx� yq � ∆xρpx� yq kann man die Greensche Formel anwenden. ObdA seiR so
groß, daßgpxq � ρpx � yq für x P SpRq verschwindet. Dann liefert die Greensche Formel für
fpxq � 1}x}κ wegen∆xpfq � 0

lim
RÑ8,rÑ0

»
Xpr,Rq ∆xρpx� yq}x}κ dx1 � � � dxn� lim

rÑ0

»
Sprq °i Biρpx� yq �dxi

rκ
� lim

rÑ0

»
Sprq ρpx� yq

i̧

Bi
1}x}κ �dxi .

Der erste Limes über dasSprq-Integral verschwindet, davolpSprqq{rκ für r Ñ 0 gegen Null
geht. Aus

°
i Bi

1}x}κ �dxi � �κ}x}1�n
°

i
xi}x} �dxi � �κ}x}�nσn�1pxq folgt daher

∆yϕpyq � κ lim
rÑ0

»
Sprq ρpx� yq}x}�nσn�1pxq � κ � volpSqρpyq .

Bemerkung. In derElektrostatik reduziert sich die 1-FormA (siehe Abschnitt 5.9) auf

A � �Upx, y, zqdt
und der Vierer-Stromj reduziert sich auf

j � ρpx, y, zqdt .
Die Maxwellgleichungen vereinfachen sich zu der Gleichung∆Upx, y, zq � ρpx, y, zq für die
statische Ladungsverteilungρ � ρpx, y, zq. Das LösungspotentialU liefert Satz 9.15. Durch das
physikalische Postulat, daß im Unendlichen die LösungUpx, y, zq abklingt oder zumindestens
beschränkt ist, wird die LösungU (bis auf eine Konstante) eindeutig.

Bemerkung. SeiX eine KugelschaleX um einen Punktx0 und sei obdAx0 � 0. Ist die
Ladungsdichteρpx, y, zq Null auf X (eine physikalisch typische Situation), dann istUpx, y, zq
aufX eine harmonische Funktion und kann dort nach Satz 9.12 in eine Potenzreihe entwickelt
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werden. Nimmt man sogar anX � tx P Rn | }x} ¥ ru, d.h. ist alsoR � �8, und ist x
Upx, y, zq ausserdem beschränkt aufX, dann folgt aus Satz 9.13 die harmonische Fortsetzbar-
keit der Kelvin TransformiertenU�px, y, zq von tx P Rn | 0   }x}   1

r
u auf die offene Kugeltx P Rn | }x}   1

r
u. Damit lässt sichUpx, y, zq im Bereich}x} ¥ r � ε (für jedesε ¡ 0) in

eine absolut und gleichmässig konvergente Reihe der Gestalt

Upx, y, zq � 8̧
l�0

k��l¸
k��l

bkl � P �
k,lpx, y, zq

entwickeln für gewisse Koeffizientenbkl . Aus der Kenntnis vonU aufX, d.h. aus dieser Ent-
wicklung, kann man die Ladungsdichteρ ausserhalb vonX aber nicht rekonstruieren! Im Ge-
genteil: Für den Beobachter inX erscheint es auf Grund dieser Formel eher so, als sei alle
Ladung in infinitesimaler Nähe3 des Ursprungsx0 � 0 konzentriert!

3Physiker nennen dies dieMultipolentwicklung des Potentials inx0. Die TermeP�
k,lpx, y, zq können als Potentiale

von2l infinitesimal in der Nähe vonx0 konzentrierten Ladungen gedeutet werden. Im Beispiell � 1 betrachten
wir zwei Elementarladungen entgegen gesetzten Vorzeichens im Punkt1

2
ξ und� 1

2
ξ (Dipol). Im Limest Ñ 0

für ξ � t � ξ0 gilt
1}ξ}� 1}x� 1

2
ξ} � 1}x� 1

2
ξ}� ÝÑ pξ0{}ξ0}, xq}x}3 � P

�pxq
für das lineare harmonische PolynomP pxq � pξ0{}ξ0}, xq.
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10 Ausgeẅahlte Anwendungen II

10.1 Kugelvolumina

SeiEn � Rn die Einheitskugel, d.h.x P En � }x} ¤ 1. Aus der Substitutionsregel für
Integrale folgt (benutze Lemma 8.10)

volptx P Rn | }x} ¤ Ruq � cpnq � Rn

wobeicpnq das Volumen der Einheitskugelcpnq � volpEnq ist.

Um die Konstantecpnq zu berechnen betrachten wir für reellesr ¡ 0 zuerst das Integral

Ir � » 1

0

p1� x2qrdx .
Man sieht leichtIr � 2r

2r�1
Ir�1. Fürr P 1

2
Z kann man daherIr induktiv berechnen ausI0 � 1

(trivial) und I1{2 � π
4
. [BeachteIr � 0 � ³1

0
xp1 � x2qr�12rxdx � 2rIr � 2rIr�1 (partielle

Integration). Weiterhin giltI1{2 � ³1
0
p1�x2q1{2dx � ³π{2

0
cos2ptqdt � 0�³π{2

0
sin2ptqdtmittels

der Substitutionx � sinptq und partieller Integration. Vermögesin2ptq � 1�cos2ptq ergibt dies

2I1{2 � ³π{2
0

dt � π{2.]

Lemma 10.1. Es gilt cp0q � cp1q � 2 sowiecpnq � 2cpn � 1q � In�1
2

.

Dies liefert rekursivcp0q � 2, cp1q � 2, cp2q � π, cp3q � 4π{3, cp4q � π2{2, cp5q � 8π2{15
usw.

Beweis. Lemma 10.1 folgt aus Korollar 6.11 (Satz von Fubini). Wir haben dieses Resultat
zwar nur für stetige Funktionen bewiesen, aber es übertr¨agt sich sofort auf monoton fallende
Limiten stetiger Funktionen und gilt deshalb auch für Funktionen der GestaltχEnpxq � fpxq
für beliebige stetige Funktionenfpxq auf r0, 1sn. Eine solche Funktionfpxq nennt manzonal,
wenn sie nur von der ersten Variablex1 abhängt. Für zonale Funktionen gilt dann nach Fubini»r0,1sn χEnpxqfpxqdx � » 1�1

�»r0,1sn�1

χtξ|}ξ}2¤1�x2
1upξqdξ�fpx1qdx1
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und wegen der obigen Formel für das Kugelvolumen somit»
En

fpxqdx � cpn � 1q � » 1�1

fpx1, �, .., �q � p1� x2
1qpn�1q{2dx1 .

Im Fall fpxq � 1 folgt daraus unmittelbar der Beweis des letzten Lemmas.

10.2 Kugeloberfl̈ache

In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall der Kugeloberfl¨acheBEn � Sn�1 der Einheits-
kugelEn im Rn. Wir haben diepn � 1q-Formσn�1 in An�1pRnq und ihren Pullback auf die
Sphäre benutzt um das Standardintegral aufS � Sn�1 zu definieren. Die Kugeloberfläche (das
Wort Oberfläche ist natürlich ein Sprachmissbrauch in Dimensionenn �� 3) ist damit definiert
durch

volpSq :� »
S

σn�1 .

Zur Erinnerung: Die drehinvariante Differentialformσn�1 P An�1pRnq ist gegeben durch

σn�1 � °n
i�1 xi �dxi � �dp1

2
r2q ,

etwaσ2 � xdy ^ dz � ydz ^ dx� zdx^ dy im Fall n � 3. Fürωn � dx1 ^ � � � ^ dxn gilt

dσn�1 � n � ωn .

Diese Bedingung und die Drehinvarianz unter DrehungenM in der orthogonalen GruppeSOpn,Rq
(in allen Teilebenen in deni, j-Koordinatenrichtungen für1 ¤ i   j ¤ n) bestimmen1 die Form
σ � σn�1 in An�1pRnq eindeutig.

Aus dem Satz von Stokes folgt
³
Sn�1 σn�1 � ³

En dσn�1, also

Lemma 10.2. Für das Volumencpnq � volpEnq der Einheitskugel gilt³
Sn�1 σn�1 � n � cpnq .

Wir nennen diepn � 1q-Differentialform σn�1 die Kugelflächen Form im Rn. Zusammen
mit der Berechnung voncpnq im Abschnitt 10.1 ergibt sich daher fürvolpSq � ³

Sn�1 σn�1 der
Wert

volpSq � 2, 2π, 4π, 2π2, � � �
1Ist σ � °

fipxq � dxi invariant unter allen DrehungenM � Mpαq in Richtung derx1, x2-Ebene mit Winkeln
α, d.h. giltM�pσq � σ, dann folgtf1pxq � cospαqf1pcospαqx1 � sinpαqx2,�sinpαqx1 � cospαqx2, ..q �
sinpαqf2pcospαqx1 � sinpαqx2,�sinpαqx1 � cospαqx2, ..qq für alle α. Wenn man diese Relation nachα
ableitet undα � 0 setzt, folgt darausx1f2pxq � x2f1pxq. Macht man dies analog für andere Koordinaten-
Ebenen, so folgtfipxq � xi � fpxq für eine Funktionfpxq, welche auf Sphären konstant ist und daher nur vom
Radiusr abhängt. Alsoσ � fprq�σn�1. Fordert man nochdσ � n�ωn, so folgt ausdσ � df^σn�1�nfωn die
inhomogene lineare Differentialgleichung

°n

i�1
xiBifpxq � nfpxq � n, oder wegenBifprq � xi

r
d
dr
fprq dann

r d
dr
fprq�nf � n. Alsof � 1�g für eine Lösunggprq � c�r�n der homogenen Gleichungr d

dr
gprq�ngprq �

0. Nur für c � 0 ist diese Lösung differenzierbar im Punkt Null.
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in den Fällenn � 1, 2, 3, 4, � � � .
In der Fußnote wird unter anderem gezeigt, daß die der Kugelflächenformσn�1 zugeordnete

Potentialform ρ P An�1pRnzt0uq
ρ � σn�1

rn
,

welche einen Singularität im Nullpunkt besitzt, eine geschlossene rotationssymmetrische Diffe-
rentialform aufU � Rnzt0u ist:

dρ � 0 .

Bei Integration über die SphäreSn�1 liefert die Potentialformρ dasselbe Integralncpnq �� 0

wie die Oberflächenformσn�1, dar � 1 ist auf der Einheitssphäre. Wir zeigen nun, daß deshalb
im GebietU � Rnzt0u das Poincare Lemma nicht gilt (siehe auch die Bemerkung auf Seite 73
im Fall n � 2)

Lemma 10.3. ρ T dpAn�2pUqq.
Beweis. Angenommenρ � dη, dann folgtncpnq � ³

Sn�1 ρ � ³
Sn�1 dη für ein η P

An�2pUq. Eine stärkere Version (!) des Satzes von Stokes (hier ohneBeweis) würde dann
folgenden Widerspruch liefern0 �� ncpnq � ³

Sn�1 dη � ³BSn�1 η � 0, letzteres wegenBSn�1 � H.

10.3 Der Residuensatz

Seiε ¡ 0 und
f : U � tz P C | 0   }z � z0}   εu ÝÑ C

eine aufU holomorphe Funktion.

Satz 10.4(Laurent Entwicklung). fpzq ist dann auf jedem kompakten Kreisring inU in
eine absolut und gleichm̈assig konvergente Potenzreihe entwickelbar

fpzq � °8
l�0 al � pz � z0ql � °8

l�1 bl � pz � z0q�l .

Man nennt den Koeffizientb1 dasResiduumResz0
pfq der Funktionf bei z0.

Beweis. ObdAz0 � 0. Nach Lemma 5.8 sind Real- und Imaginärteil vonfpzq harmonisch.
Die harmonischen Polynome inHlpR2q sindRepzlq undImpzlq und somit folgt aus Satz 9.12
die Existenz einer Entwicklungfpzq � a0 � b0 � logp|z|q �°8

l�1palz
l � ãlz

lq �°8
l�1pblz�l �

b̃lz
�lq. Nach Annahme giltBzf � 0 für Bz :� Bx � iBy (siehe Abschnitt 5.2). Gliedweises

Ableiten mitBz gibt b0
z
�°8

l�0 lãlz
l�1 �°8

l�1 lb̃lz
�l�1 � 0. Es folgtb0 � b̃l � ãl � 0 für alle

l �� 0.

Bemerkung. Der letzte Satz liefert fürγ : r0, 2πs Ñ C mit γptq � z0 � r � exppitq und
0   r   ε die Formel ³

γ
fpzqdz � 2πi � Resz0

pfq .
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Satz 6.9 zeigt nämlich
³
γ
fpzqdz � °8

l�0 al � ³γpz�z0qldz � °8
l�1 bl � ³γpz�z0q�ldz. Beachte»

γ

pz � z0q�1dz � 2πi sowie
»

γ

pz � z0qndz � 0 , pn �� �1q
wegenpz � z0qndz � d

pz�z0qn�1

n�1
für n �� �1 (für beides siehe Abschnitt 5.2).

Lemma 10.5. Ist f : U Ñ C eine holomorphe Funktion und istU eine sternf̈ormige offene
Teilmenge vonC, dann gilt

³
γ
fpzqdz � 0 für jeden geschlossenen Wegγ in U .

Beweis. Nach Lemma 5.4.1 ist die Differentialformω � fpzqdz für holomorphesfpzq
geschlossen:dω � 0. Ist der DefinitionsbereichU von f offen und sternförmig, folgt aus dem
Poincare Lemma die Existenz eines Potentialsφ mit ω � dφ. Ist γ : ra, bs Ñ U ein Weg inU ,
gilt also

³
γ
ω � φpγpbqq � φpγpaqq. Ist der Wegγ in U geschlossen, folgt

³
γ
fpzqdz � 0.

Sei nunQ � ra1, a2s � rb1, b2s ein beschränkter Quader imR2. Wir entfernen ausQ offene
Kreise vom Radiusε ¡ 0 um die Eckpunkte und erhalten eine abgeschlossene MengeX. Nach
Konstruktion giltX � Q. SeiU eine offene Teilmenge vonR2 mit X � U und seif : U Ñ C

eine holomorphe Funktion. Wurdeε ¡ 0 klein genug gewählt, enthältU eine sternförmige offe-
ne TeilmengeV � U welche ganzX enthält. Wegen Lemma 10.5 folgt daraus

³BX fpzqdz � 0.
Dies zeigt

Satz 10.6(Residuensatz). SeiQ � R2 ein Quader undU � R2 eine offene Menge, wel-
cheQ entḧalt. Seienz1, .., zl endlich viele Punkte inQzBQ und seif : Uztz1, .., zlu Ñ C

holomorph. Dann gilt
1

2πi

³BQ fpzqdz � °l
ν�1Reszν pfq .

Beweis. Wir zerlegen den QuaderQ in endlich viele Teilquader so, daß alle Punktezν
für ν � 1, .., l zu Eckpunkten werden. Wir wählen dannε ¡ 0 klein genug so daß das In-
nere aller Teilquader nach Herausnahme kleiner Kreisscheiben vom Radiusε um die Eck-
punkte sternförmig wird. Seienγν : r0, 2πs Ñ U kleine Kreisringe inU definiert durch
γνptq � zν � ε � exppitq. Dann gilt 1

2πi

³BQ fpzqdz � °l
ν�1

1
2πi

³
γν
fpzqdz, denn die Differenz

beider Seiten schreibt sich als eine endliche Summe von Integralen
³
γ
fpzqdz über Wege, die in

einem sternförmigen offenen Teil vonU enthalten sind und daher nach Lemma 10.5 verschwin-
den. Istε klein genug, dann liegtγν in U undf ist holomorph auftz | 0   }z� zν}   2εu. Dar-
aus folgt 1

2πi

³
γν
fpzqdz � Reszν pfq, wie oben gezeigt wurde. Dies zeigt die Behauptung.

10.4 Wärmeleitungskerne

Die Funktionftpxq � t�n{2e�π
}x}2

t ist definiert aufR¡0 � Rn und stellt dort eineC8-
Funktion dar. Man zeigt leicht, daß sie dort eine Lösung derWärmeleitungsgleichung

4πBtftpxq � ∆ftpxq
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ist. Wir studieren im Folgenden das Verhalten der Funktion im rechtsseitigen LimestÑ 0� (im
Spezialfalln � 1). Im physikalischen Kontext bedeutet dies in der Regel: Entweder die Zeitt
geht gegen Null oder die Temperatur oder EnergieT � 1

t
geht gegen unendlich. Man nennt die

Funktionftpx� yq denWärmeleitungskern.

Lemma 10.7. Für t ¡ 0 undftpxq � t�1{2e�π x2

t gilt»
R

ftpxqdx � 1 .

Beweis. Man reduziert dies mittels Variablensubstitution auf denSpezialfall t � 1, der in
Lemma 7.14 bewiesen wurde.

Für0   t ¤ δ kann das Integral
³|x|¥δ

ftpxqdx durch
³|x|¥1

δ
t1{2 expp�π δ2

t
x2qdx, oder damit³8

1
δ

t1{2 expp�π δ2

t
yqdy � t1{2

πδ
� expp�π δ2

t
q ¤ cpδqt1{2 für cpδq � expp�πδq

πδ
abgeschätzt werden.

Lemma 10.8. Für eine beschr̈ankte stetige Funktiongpxq aufR gilt2

gp0q � limtÑ0� ³
R
gpxqftpxqdx .

Beweis. Indem mangpxq durch gpxq � gp0q ersetzt kann obdAgp0q � 0 angenommen
werden [benutze

³
R
ftpxqdx � 1]. Nach Annahme gilt|gpxq| ¤ C für eine KonstanteC. Wegen

der Stetigkeit vong gibt es fürε ¡ 0 ein δ ¡ 0 mit |gpxq � gp0q|   ε für |x|   δ. Es gilt| ³|x|¤δ
gpxqftpxqdx| ¤ ε

³|x|¤δ
ftpxqdx wegenftpxq ¥ 0. Weiterhin ist| ³8|x|¥δ

gpxqftpxqdx| ¤
C
³8|x|¥δ

ftpxqdx. Für t ¤ δ ist dies wie oben gezeigt¤ Ccpδq � t1{2 und geht gegen Null im
LimestÑ 0. Es folgt�ε � lim

tÑ0� »R ftpxqdx ¤ lim
tÑ0� »R gpxqftpxqdx ¤ �ε � lim

tÑ0� »R ftpxqdx .
Aus

³
R
ftpxqdx � 1 (Lemma 10.7) folgt dann sofort die Behauptung.

2Insbesondere gilt hier im Fallgp0q �� 0 also gp0q � limtÑ0� ³R gpxqftpxqdx �� ³
R

limtÑ0� gpxqftpxqdx � 0.
Dies demonstriert, wie essentiell die Bedingungen in Satz 6.10 sind.

143


