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In Aufgabe 1 und 2 ist immer die euklidische Standardnorm auf Rn gemeint.

1. Sei K ⊆ Rn eine kompakte Teilmenge mit Volumen V := voln(K) > 0. Der
Schwerpunkt S(K) = (s1, s2, s3) ∈ R3 ist definiert durch sj := 1

V

∫

K
xjd

3x.
Berechnen Sie den Schwerpunkt S für die folgenden Mengen:

(a) ∆(3) = {x ∈ R3|x1, x2, x3 ≥ 0 und x1 + x2 + x3 ≤ 1},

(b) H = {x ∈ R3|x2
1 + x2

2 + x2
3 ≤ R und x3 ≥ 0} für eine festes R ∈ R>0.

Tipp: Verwenden Sie den Satz von Fubini. (2P+2P)

2. Sei K ⊆ R3 kompakt und ρ : K → R≥0 eine stetige Dichtefunktion.1 Man
nennt M :=

∫

K
ρ(x)d3x die Gesamtmasse von K bezüglich ρ. Für eine Gerade2

L ⊆ R3 sei d(x, L) = infy∈L ‖x− y‖ der Abstand eines Punktes x ∈ R3 zu L.

Die Zahl Θ(L) :=
∫

K
ρ(x)d(x, L)2d3x nennt man das Trägheitsmoment von K

bezüglich der Rotationsachse L.

(a) Sei K := {x ∈ R3|‖x‖ ≤ R} die Kugel mit Radius R > 0, sei ρ konstant
und sei L := R×{0}×{0} die “x-Achse”. Zeigen Sie, dass Θ(L) = 2

5
R2M .

(b) Sei ρ konstant, dann gilt M = ρV mit V = vol3(K). Sei S = (s1, s2, s3)
der Schwerpunkt von K, sei L ⊆ R3 eine Gerade durch S und sei L′ eine
zu L parallele Gerade, die zu L den Abstand δ = d(s, L′) hat. Zeigen Sie
den Satz von Steiner : (2P+3P)

Θ(L′) = Θ(L) +Mδ2.

3. Sei V der R-Vektorraum V = C0([−1, 1],R) = {f : [−1, 1] → R stetig} und
sei

‖f‖1 :=

∫ 1

−1

|f(t)|dt für f ∈ V .

Zeigen Sie: Dann ist f 7→ ‖f‖1 eine Norm auf V .

Betrachten Sie die Funktionenfolge (fk)k∈N>0
mit fk ∈ V , definiert durch

fk(x) :=











−1 −1 ≤ x < − 1
k
,

kx − 1
k
≤ x < 1

k
,

1 1
k
≤ x ≤ 1.

Zeigen Sie: (fk)k ist bezüglich der oben definierten Norm eine Cauchyfolge, die
aber in V nicht konvergiert. (2P+2P)

1Nach Aufgabe 2 auf Blatt 7 ist ρ integrierbar über K.
2Man definiert eine Gerade durch zwei Punkte x, y ∈ R3 mit x 6= y als L = {x+ t(y−x)|t ∈ R}.



4. Sei ℓ2(N0) die wie folgt gegebene Menge von komplexen Folgen:

ℓ2(N0) := {a = (ak)k∈N0
|ak ∈ C und

∞
∑

k=0

|ak|
2 konvergiert.}

Zeigen Sie:

(a) Der Folgenraum ℓ2(N0) ist ein C-Vektorraum.

(b) Für a, b ∈ ℓ2(N0) konvergiert die Reihe 〈a, b〉 :=
∑∞

k=0 akbk und definiert
ein Skalarprodukt.

(c) Bezüglich der Norm ‖a‖ :=
√

〈a, a〉 ist der metrische Raum ℓ2(N0) vollständig.

Damit ist der Folgenraum ℓ2(N0) also ein Hilbertraum. (2P+2P+2P)


