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1. Sei f: R™ — R stetig. Zeigen Sie, dass die folgenden Eigenschaften dquivalent
sind:
(a) Es gibt eine Funktionenfolge (f3) mit f, € C.(R"™), die gleichmiflig! gegen
f konvergiert.
(b) Es gilt limzj-e f(z) = 0. Das bedeutet: Fiir alle € > 0 existiert ein
R € R., sodass fiir alle z € R™ mit ||z|| > R gilt, dass |f(z)| < e.
Folgern Sie, dass C.(R™) mit der Supremumsnorm kein Banachraum ist.(3P+1P)

2. Sei X eine nichtleere Menge und seien A, B C X Teilmengen. Zeigen Sie fiir
die jeweiligen charakteristischen Funktionen:

(a) xanB = Xaxs = min(xa, XB),
(b) xauB = X4 + XB — XanB = max(xa, XB),
(c) XA\(ANB) = XA — XANB- (1IP4+1P+1P)

3. Sei X := R", sei N C X eine Teilmenge und sei yy die charakteristische
Funktion von N. Zeigen Sie, dass folgende Eigenschaften dquivalent sind:

i) Es gibt eine Funktion f : X — R>oU {oo} mit f(z) > 0 fiir alle z € N,
sodass? I*(f) = 0.

ii) Jede Funktion ¢g : X — RU{—00, 00}, die aulerhalb von N verschwindet,
ist Lebesgue-integrierbar mit Integral I1,(g) = 0.

iii) Die Funktion x ist Lebesgue-integrierbar und es gilt I, (xn) = 0.
iv) I*(xn) = 0.

Ist eine der vier dquivalenten Bedingungen erfiillt, dann nennt man N eine
Lebesgue’sche Nullmenge. (4P)

4. Sei A; :=[0,1] C R das Einheitsintervall und sei fiir ¥ € N5; die Menge A
rekursiv definiert durch

Ap:={x €0,1]|3z € Ay oder 3x —2 € A,_1}.

(a) Zeigen Sie: Ay C Ay, fur alle k € Ny;. (1P)

(b) Das Cantor’sche Diskontinuum C = (-, Ay C R ist eine Nullmenge.
(2P)

(c) Es gibt eine Bijektion C' — [0, 1], also ist C' iiberabzédhlbar. (2P)

'Das heifit beziiglich der Supremumsnorm.
2Im Skript wird I*(f) mit I#(f) bezeichnet.



