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Fiir die ersten drei Aufgaben benotigen Sie keine Differentialformen.

1. Sei ein Kraftfeld F' : R? — R? gegeben durch F(z,y) := ( >, ) Eine Punkt-

re+y
masse (m = 1kg) bewege sich vom Punkt p := (1) zum Punkt ¢ = (3).
(Entfernungen in Metern, Kréfte in Newton)

(a) Warum héngt die dabei geleistete Arbeit nicht vom konkreten Weg des
Massenpunktes ab? (1P)
(b) Wieviel Arbeit wird dabei geleistet? (2P)

2. Wir identifizieren den euklidischen Raum R? mit der komplexen Zahlenebene
C. Sei U C C offen, sei f : U — C stetig und sei fy [a b] — U eine stetig diffe-

renzierbare Kurve. Dann ist f f(2)dz = f fly '(t)dt das Kurvenintegral
von f lings .

(a) Zeigen Sie durch Zerlegung von f in Real- und Imaginérteil (f = u+iv),

dass gilt:
/f / (udx — vdy) + i /(vdx + udy)
(2P)

(b) Seien ¢ € C, A € Ry und k € Z\{0} feste Konstanten und sei der Weg
v : [0, 27] — C gegeben durch v(t) := c+A(cos(kt)+isin(kt)). Berechnen
Sle das Kurvenintegral 5= [ —L-d=. (2P)

¥ z—c

Anmerkung: z € C wird nach Konvention durch z = x + iy mit z,y € R in
Real- und Imaginérteil zerlegt.

3. Sei v : [a,b] = U eine glatte Kurve in einer offenen Menge U C C. Sei ¢ € C
ein Punkt mit ¢ # 7(¢) fiir alle ¢ € [a, b].

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion

7'(s)
Y(s) —c

g: b = C, teg(t) ;:/

stetig differenzierbar ist mit ¢'(t) = % (2P)

(b) Zeigen Sie, dass die Funktion h : [a,b] — C, h(t) := (v(t) —¢) exp(—g(1))
im Intervall [a, b] konstant ist und dass gilt exp(g(t))
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(c) Fiir eine geschlossene Kurve (d.h. vy(a) = (b)) folgt exp( (b)) =
es gibt k € Z mit g(b) = 2mik. Folgern Sie, dass x(7,c) := 5 f

21 c

eine ganze Zahl ist. Man nennt x(v, c¢) die Umlaufzahl von y um c. (2P)

4. Sei U € R? ein offenes nichtentartetes achsenparalleles Rechteck, d.h. U =
(¢,d) x (¢',d') mit ¢ < dund ¢ < d'. Sei w(z,y) := p(x,y)dx + ¢(x,y)dy eine
stetig differenzierbare 1-Form auf U mit Oyp = 01q. Da U ein Sterngebiet ist,
ist die geschlossene 1-Form w € A'(U) nach dem Poincaré-Lemma auch exakt,
besitzt also eine Stammfunktion.

Geben Sie einen expliziten Beweis fiir diese Aussage an, indem Sie zeigen, dass
fiir beliebiges (a,b) € U durch F(z,y) f p(t,b)dt + fb x, s)ds eine stetig
differenzierbare Funktion F': U — R deﬁmert erd die dF = w erfiillt. (4P)



