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1. Für ν ∈ N0 sei fν ∈ C([0, 1],R) definiert durch fν(x) := exp(ν(x − √
x)).

Zeigen Sie, dass (fν)ν punktweise monoton gegen eine Grenzfunktion f(x) =

infν fν(x) konvergiert. Bestimmen Sie
∫ 1

0
f(x)dx und geben Sie f(x) konkret

an. (3P)

2. Sei eine reelle Funktion gegeben durch

f : R −→R

x 7−→
{

sin(x)
x

x 6= 0,

1 x = 0.

(a) Zeigen Sie, dass
∫

∞

−∞
f(x)dx als uneigentliches Regelintegral wohldefiniert

ist. (2P)

(b) Zeigen Sie, dass f(x) über R nicht Lebesgue-integrierbar ist. (3P)

Hinweis: Zeigen Sie für a) zunächst, dass f stetig ist. Zeigen Sie dann, dass

die Grenzwerte lim
c→∞

∫

c

0
f(x)dx und lim

c→∞

∫ 0

−c
f(x)dx jeweils in R existieren.

3. Zeigen Sie, dass

∫ 1

0

(
∫ 1

0

x− y

(x+ y)3
dx

)

dy = −1

2

und

∫ 1

0

(
∫ 1

0

x− y

(x+ y)3
dy

)

dx =
1

2
.

Warum ist das kein Widerspruch zum Satz von Fubini? (3P)

4. Sei u ∈ L2([0, 1],C) gegeben durch u(x) = x.

(a) Bestimmen Sie die Fourierkoeffizienten ck =
∫ 1

0
exp(−2πikt)u(t)dt ∈ C

für k ∈ Z und schreiben Sie u als Fourierreihe:

u(x) =
∑

k∈Z

ck exp(2πikx).

Die Konvergenz der Reihe ist hier im L2-Sinn zu verstehen.

(b) Bestimmen Sie den Grenzwert der Reihe
∑

∞

k=1
1
k2
. Hinweis: Verwenden

Sie die Plancherelformel
∑

k∈Z
|ck|2 =

∫ 1

0
|u(t)|2dt. (2P+2P)


