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Auf dem ganzen Blatt bezeichne K einen Zahlkörper, ` eine Primzahl, λ | ` eine Stelle von K und L = Kλ
die zugehörige Komplettierung.

Aufgabe 1 (1+3+3+1=8 Punkte). SeiM ein K-Motiv über Q. Zeige, dass die folgenden Aussagen äquiva-
lent sind:

(i) M ist kritisch.
(ii) Die Komposition

C ⊗
Q
M+B C ⊗

Q
MB

∼ C ⊗
Q
MdR C ⊗

Q
tM

ist ein Isomorphismus. Hier ist die mittlere Abbildung der Vergleichsisomorphismus д∞ und die
beiden anderen die kanonischen Abbildungen.

(iii) Für alle j,k, l ∈ Z gilt: Wenn j < k undH i, j (M) , 0, dann j < 0 und k ≥ 0, und wennH l,l (M) , 0,
dann operiert die komplexe Konjugation ι auf H l,l (M) als +1 für l < 0 und −1 für l ≥ 0.

Überlege dir, für welche n ∈ Z das Motiv Q(n) kritisch ist.

Aufgabe 2 (1+3+2=6 Punkte). Seien V undW λ-adische de Rham-Darstellungen. Zeige die folgenden
in der Vorlesung behaupteten Aussagen:
(a) V ⊕W ist de Rham und es gibt einen kanonischen Isomorphismus

DdR(V ⊕W ) � DdR(V ) ⊕ DdR(W ).

(b) V ⊗Q`
W ist de Rham und es gibt einen kanonischen Isomorphismus

DdR(V ⊗
Q`

W ) � DdR(V ) ⊗
Q`

DdR(W ).

(c) Quotienten und Unterdarstellungen von de Rham-Darstellungen sind de Rham.
Mache dir klar, dass die analogen Aussagen für kristalline Darstellungen ebenfalls gelten und genau
gleich bewiesen werden können.
Hinweis: Benutze die in der Vorlesung erwähnte Aussage, nach der es für jede λ-adische Darstellung V
eine kanonische injektive Abbildung BdR ⊗Q`

DdR(V ) BdR ⊗Q`
V gibt!



Aufgabe 3 (1+2=3 Punkte). Sei Qnr
`

die maximale unverzweigte Erweiterung von Q` und Q̂nr
`

ihre
Komplettierung. Zeige:
(a) Die absoluten Galoisgruppen von Qnr

`
und Q̂nr

`
sind kanonisch isomorph.

(b) Sei V eine unverzweigte λ-adische Darstellung von GQ`
. Dann ist V kristallin und es gilt

Dcrys(V ) � (Q̂nr
` ⊗
Qp

V )Gal(Qnr
`
/Q` ).

Benutze hierzu die folgenden Fakten:
(1) Sei I` ⊆ GQ`

die Trägheitsgruppe. Dann ist BI`
crys = Q̂

nr
`
.

(2) Für jede Erweiterung F von Q` sei Dcrys,F (V ) ..= (Bcrys ⊗Q`
V )GF . Ist F entweder eine endliche

unverzweigte Erweiterung von Q` oder die Komplettierung einer unverzweigten Erweiterung, so
gilt Dcrys,F (V ) � F ⊗Q`

Dcrys(V ).

Aufgabe 4 (1+1=2 Punkte). (a) Seiψ : (Z/f )× K ein Dirichlet-Charakter von Führer f ∈ Z (mit
K = Q(µφ(f )), wobei φ die Eulersche φ-Funktion ist). Warum gilt dann [ψ ]dR = K · τ (ψ )?

(b) Welche Eigenschaft mussψ erfüllen, damit [ψ ] kritisch ist? Für welche n ∈ Z ist [ψ ](n) kritisch?

Abgabe in der Übung am 3. Mai oder vorher in mein Postfach neben Zimmer 3/417.
Besprechung in der Übung am 3. Mai.


