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EinleitungAufgabe der vorliegenden Arbeit ist es, Orbitalintegrale zu berehnen. Was ein Orbi-talintegral ist, kann man so verstehen: Eine lokal kompakte Gruppe G, zum Beispieldie Gruppe der F -wertigen Punkte einer algebraishen Gruppe f�ur einen lokalenK�orper F , besitzt ein rehtsinvariantes Haarshes Ma�. Man kann dort also lokalkonstante Funktionen mit kompaktem Tr�ager integrieren. Bildet man den Faktor-raum der Gruppe G nah einer abgeshlossenen Untergruppe T , zum Beispiel einemTorus, so besitzt dieser in manhen F�allen ebenfalls ein Haarshes Ma�, und nursolhe sollen hier betrahtet werden. Nun sei t ein Element von G, und T dessenZentralisator. Das Integral der Funktion f(g�1tg) hei�t dann das Orbitalintegral vont unter f : OGt (f) = ZTnG f(g�1tg) d(Tg):Ein Orbitalintegral mi�t grob gesprohen, wie die Bahn (der Orbit) von t unterKonjugation eine Funktion tri�t.In der Praxis ergeben sih nun erheblihe Shwierigkeiten, wenn man ein solhes Or-bitalintegral auswerten m�ohte. Man kann sagen: Es existiert noh kein Verfahren, esallgemein zu berehnen. Eine M�oglihkeit bietet sih, wenn es sih um eine Funktionf handelt, die auf den (Rehts-)Nebenklassen einer kompakten o�enen UntergruppeK von G konstant ist, und man ein Vertretersystem � der Doppelnebenklassen vonTnG=K kennt. Dann kann man sih einer Verallgemeinerung der Integralformel f�urendlihe Gruppen bedienen:OGt (f) =Xg2� f(g�1tg) volG(gKg�1)volT (T \ gKg�1) :Dieses Verfahren wird in Kapitel 1 dargestellt.Diese Summationsformel und Modi�kationen von ihr werden im folgenden benutzt,um Orbitalintegrale zu berehnen. Dazu sei nun F ein lokaler K�orper, genauer einealgebraishe Erweiterung von Q p , p 6= 2, der eine unverzweigte quadratishe Erwei-terung L besitzt.Eine solhe Erweiterung L=F kann man benutzen, um in den linearen algebraishenGruppen G = SL(2; F ) bzw. G = GSp(2; F ) �uber F (streng gesagt den F -wertigenPunkten der algebraishen Gruppen �uber F ) Konjugationsklassen maximaler Torizu beshreiben.Nat�urlih kann man diese Konstruktion auh im f�ur eine verzweigte ErweiterungL=F durhf�uhren. Die Beshr�ankung auf den Fall einer unverzweigten Erweiterung1



EINLEITUNG 2ist willk�urlih. Sie wird hier gemaht, um die Rehenarbeit auf den Umfang einerDiplomarbeit zu reduzieren. Im verzweigten Fall w�aren einige kleinere Ab�anderungenvorzunehmen, etwa dort, wo ein Primelement von oF, dem Bewertungsring von F ,auh als eines von oL verwendet wird oder dort, wo die Gestalt der Normgruppe vonL=F ausgen�utzt wird. Aber die generelle Vorgehensweise m�u�te dieselbe bleiben.Berehnet werden sollen dann Orbitalintegrale zu regul�aren Elementen t eines ge-eigneten Torus T bez�uglih der vershiedenen Einbettungen von T als maximalerTorus in G. Im Rahmen dieser Arbeit hei�t ein Orbitalintegral stabil, wenn es nihtvon der Konjugationsklasse dieser Einbettung abh�angt, anderenfalls instabil.In Kapitel 2 wird diese Berehnung f�ur das wohl einfahste Beispiel durhgef�uhrt,n�amlih f�ur G = SL(2; F ). Als kompakte o�ene Gruppe wird hier zun�ahst K :=SL(2; oF) benutzt, sp�ater eine Iwahori-Gruppe I von K. Die Doppelnebenklassen-vertreter �nden sih im ersten Fall sehr anshaulih durh die Charakterisierungvon Gittern im F -Vektorraum F 2, im zweiten Fall resultieren sie aus den ersten undder Bruhat-Tits-Zerlegung G = S IwI, wobei w die zugeh�orige aÆne Weylgruppedurhl�auft. Berehnet werden die Orbitalintegrale der harakteristishen Funktionen1K, 1I und der �ubrigen Erzeuger 1IwI der Iwahori-Heke-Algebra. Diese Ergebnissesind jedenfalls zum gr�o�eren Teil shon l�angere Zeit bekannt (s. [W1℄, The EasiestExample). Als Ergebnis erh�alt man f�ur OG� (1IwI), w 6= id, eine von t abh�angigePotenz von q, der M�ahtigkeit des Restklassenk�orpers �F , und f�ur w = id einenAusdruk der Form OGt (1I) = qn(t) � 1q � 1 :Diese Ergebnisse sind stabil unter Konjugation der Tori.Dieses shlihte und sh�one Ergebnis l�a�t ho�en, wenn man auf der Suhe nah ei-ner allgemeinen geshlossenen Formel f�ur Orbitalintegrale ist. Man k�onnte vermuten,da� Orbitalintegrale sih im wesentlihen aus solhen Bestandteilen zusammen set-zen lassen. Dies legen auh viele Rehnungen von Y.F. Fliker [Fl℄ nahe. Es sheint,da� die Form stabiler Orbitalintegrale dem Wurzelsystem der algebraishen Gruppein irgendeiner Weise assoziiert ist. Das w�urde eine Analogie zur Weylshen Dimen-sionsformel (vgl. [Hu2℄) darstellen, wenn man das Orbitalintegral mit der Quanten-dimension in Verbindung bringt.Um dar�uber mehr Informationen zu bekommen, brauht man weitere explizite Er-gebnisse, die niht ohne Anstrengung zu bekommen sind. Die in Kapitel 1 beshrie-bene Methode �uber die Doppelnebenklassenzerlegung bietet zwar grunds�atzlih eineM�oglihkeit, Orbitalintegrale zu berehnen, aber eine solhe Zerlegung ist in denallerwenigsten F�allen bekannt.In Kapitel 3 wird eine �ahnlihe bekannte Zerlegung benutzt, um mit Hilfe weitererUmformungen der Summationsformel Orbitalintegrale einer Iwahori-Gruppe I der



EINLEITUNG 3GSp(4; F ) zu berehnen. Dabei wird mit der GSp(4; F ) in der Darstellung alsgenerelle Transformationsgruppe der alternierenden Bilinearform, die durhJ := � 0 �1212 0 �gegeben ist, gearbeitet. I sei eine Iwahori-Gruppe der maximalen kompakten Un-tergruppe K = GSp(2; oF). Weiter ben�otigt man eine abgeshlossene UntergruppeH von G, die zu (GL(2; F ) �GL(2; F ))0 isomorph ist. Dabei soll der Exponent 0ausdr�uken, da� die beiden Komponenten eines Elements dieselbe Determinante ha-ben. In H liegen maximale Tori T von G, sie werden gebildet von den Elementen derProdukte maximaler Tori der GL(2; F ), die die Determinantenbedingung erf�ullen.Die Modi�kation der bisherigen Summationsformel f�ur das Integral wird auf den er-sten Seiten von Kapitel 3 dargestellt. (Dort �nden sih auh die genauen De�nitionender erw�ahnten Gruppen.) Sie besagt im wesentlihen, da� man ausgehend von einerZerlegung HnG=I mit Vertretersystem fvijg das Orbitalintegral zun�ahst als eineSumme von Orbitalintegralen von harakteristishen Funktionen der UntergruppenH \ vijIv�1ij von H shreiben kann. Und diese Orbitalintegrale k�onnen dann mitHilfe einer Nebenklassenzerlegung TnH=(H \ I) mit einem Vertretersystem fr( )gauf einfahe Integrale der FormZH\I 1Iij (k�1r( )�1�r( )k) dkzur�ukgef�uhrt werden, wobei die Iij Untergruppen von H \ I sind, die in G zuH \ vijIv�1ij konjugiert sind. Diese Vorgehensweise folgt der von R. Weissauer [W2℄f�ur das Orbitalintegral der maximalen kompakten Gruppe K = GSp(4; oF).Man ben�otigt also als erstes Doppelnebenklassenvertreter fvijg von HnG=I. F�ur dieZerlegung HnG=K wurden von M. Shr�oder Nebenklassenvertreter (vgl. [W3℄)ri = 0BB� 1 0 0 ��i0 1 ��i 00 0 1 00 0 0 1 1CCAgefunden. Mit deren Hilfe wird in Kapitel 3.1 ein Vertretersystem vonHnG=I gewon-nen, indem man zun�ahst Vertreter der Bruhat-Tits-Zerlegung G = S IwI konstru-iert und aus diesen dann durh Multiplikation mit den alten Nebenklassenvertreternsolhe f�ur HnG=I erh�alt und �uber�ussige wegl�a�t.In Kapitel 3.2 werden die Untergruppen Iij von H\I konstruiert, auf deren Integrale(s.o.) man das Orbitalintegral zur�ukgef�uhrt hat. Sie ergeben sih als Untergruppen,deren Elemente (h; h0) 2 H zus�atzlih zu den Bedingungen von H und I gewisseKongruenzen hh0�1 � Dij mod }iFerf�ullen. Dabei bezeihnet }F das Primideal von oF.Der Abshnitt 3.3 dient der Erstellung eines Vertretersystems der Doppelnebenklas-sen TnH=(H \ I). Man erh�alt es aus der Kombination zweier Doppelnebenklassen-zerlegungen von GL(2; F ) unter Ausn�utzung der Determinantenbedingung auf H.



EINLEITUNG 4Die Vertreter werden harakterisiert durh f�unf Parameter: r( ) = r(n; n0; �; f; f 0).Diese Parameter erweisen sih als bestimmend f�ur die ganze weitere Auswertung,weil sowohl die Form der Summanden des Integrals als auh der Bereih, �uber densummiert wird, durh sie reglementiert wird.Kennt man nun Vertreter der Doppelnebenklassen TnH=(H \ I), so kann man dieobigen Integrale ausrehnen (Abshnitt 3.4). Dies bedeutet nihts weiter als dieNebenklassen kIij � I \ H zu z�ahlen, f�ur die k�1r( )�1�r( )k in Iij liegt, dashei�t f�ur die obige Kongruenzbedingung erf�ullt ist. F�ur deren Anzahl erh�alt manM�ahtigkeiten gewisser Untergruppen der endlihen Gruppen SL(2; oF=}iF ).Hat man diese Ingredenzien bereit gestellt, so kann man die ursp�unglihen Orbi-talintegrale auswerten. Das hei�t man mu� eine Summe berehnen, die �uber alleVertreter fvijg und fr(n; n0; �; f; f 0)g l�auft. Dank zahlreiher Bedingungen an dieParameter ist diese Summe endlih. Diese Bedingung werden in Abshnitt 3.5.1 zu-sammengestellt. Man �uberzeugt sih leiht von deren Komplexit�at. Deshalb werdenim Anshlu� erst einige Spezialf�alle errehnet. Weiter wird die Di�erenzOG� (1I)� OG�0(1I)der Orbitalintegrale bez�uglih zweier niht konjugierter Tori bestimmt (vgl. Ab-shnitt 3.5.3). Die Di�erenz nimmt bei Vertaushung der Einbettungen o�ensiht-lih ein Vorzeihen auf, ist also instabil. F�ur ihr Aussehen besteht eine Vermutungvon R.P. Langlands (s. [La1℄), die hier ein weiteres Mal best�atigt wird: Das instabileOrbitalintegral ist ein Produkt zweier Faktoren der erho�ten Form. (vgl. Bemer-kung 3.14).Anders verh�alt es sih f�ur den stabilen FallOG� (1I) +OG�0(1I);dem das eigentlihe Interesse gilt, der aber viel m�uhsamer zu berehnen ist. Shulddaran ist die Tatsahe, da� sih in der Di�erenz viele gleihe Terme von vornhereinwegheben mit denen man bei der Summe zu k�ampfen hat. Um den Rahmen derArbeit niht v�ollig zu sprengen, wird deshalb von einer allgemeinen Berehnung desstabilen Integrals abgesehen. Stattdessen werden hier lediglih einige Spezialf�alleausgewertet (Abshnitt 3.5.2), an denen man aber ablesen kann: Die Ho�nung, dasstabile Orbitalintegral als Produkt von solhen Faktoren zu erhalten, kann nihtaufreht gehalten werden. Denn bereits in den einfahsten F�allen ergeben sih Terme,die niemals auf eine solhe Form gebraht werden k�onnen (vgl. Bemerkung 3.13).



Kapitel 1Integration auf Faktorr�aumenIn diesem Abshnitt werden die Grundaussagen �uber das Haarshe Integral auf lokalkompakten topologishen Gruppen in K�urze rekapituliert und das ihm assoziierteMa� auf Faktorr�aumen eingef�uhrt. (Siehe etwa [HN℄ Chapter 2, x 5.) Als Abshlu�wird eine explizite Integralformel f�ur lokal konstante Funktionen auf einem Faktor-raum angegeben, mit der in den weiteren Kapiteln gearbeitet wird.Satz 1.1. Eine lokal kompakte topologishe Gruppe G besitzt ein Haarshes Integral,d.h. ein nihttriviales lineares rehtsinvariantes Funktional auf dem Raum C0(G) derstetigen Funktionen f : G! C mit kompaktem Tr�ager. Es ist bis auf eine von nullvershiedene multiplikative Konstante eindeutig bestimmt.Beweis: vgl. [HN℄, Chapter 2, x 5.3.De�nition 1.2. Es sei G eine lokal kompakte topologishe Gruppe, und es sei Ueine Teilmenge von G, deren harakteristishe Funktion 1U stetig ist. Dann de�niertman das Volumen oder Haarshe Ma� von U in G alsvolG(U) := ZG 1U(g) dg;falls dieses Integral existiert, das hei�t wenn U in einem Kompaktum enthalten ist.De�nition 1.3. Sei G eine lokal kompakte topologishe Gruppe und H eine abge-shlossene Untergruppe von G. Mit einem rehtsinvarianten Integral auf C0(HnG)bezeihnet man (in Analogie zum Haarshen Integral einer Gruppe) ein linearesFunktional ZHnG : C0(HnG) ! Cmit der Eigenshaft 8x 2 G : ZHnG fx = ZHnG f;wobei fx(y) = f(yx) die Operation von G auf C0(HnG) durh Rehtstranslationbezeihnet.Ohne die Existenz eines Integrals auf HnG sihern zu m�ussen, gilt:5



KAPITEL 1. INTEGRATION AUF FAKTORR�AUMEN 6Satz 1.4. Sei G eine lokal kompakte topologishe Gruppe und H eine abgeshlos-sene Untergruppe von G. Dann existiert auf C0(HnG) h�ohstens ein bis auf einemultiplikative Konstante bestimmtes rehtsinvariantes Integral.Beweis: Sei RHnG ein solhes, und seien RG bzw. RH Haarshe Integrale auf G undH. F�ur f 2 C0(G) de�niert man RH f = RH f jH . Durh~f(g) := ZH f g(h) dh = ZH f(hg) dh (g 2 G)wird eine stetige Funktion ~f mit kompaktem Tr�ager auf G de�niert. Weiter ist~f(tg) = RH f tg(h)dh = RH f g(h)dh f�ur alle t 2 H, weil das Integral auf H rehts-invariant ist. Das hei�t ~f ist konstant auf den Nebenklassen nah H und de�niertsomit eine Funktion F 2 C0(HnG) durh F (Hg) = ~f(g). Das Integral von F hat dieForm ZHnG F (Hg) d _g = ZHnG ZH f g(h) dhd _g;wobei d _g = d(Hg) gesetzt wurde. Da f 2 C0(G), stellt dies auh ein Integral von fauf C0(G) dar, das wegen der Rehtsinvarianz von RHnG selbst rehtsinvariant ist:ZHnG ZH f gy(h) dhd _g = ZHnG F (Hgy) d _g = ZHnG F (Hg) d _g = ZHnG ZH f g(h) dhd _g:Das Integral auf G ist aber bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt. Also gibt esein 0 6=  2 C so, da�ZHnG ZH f g(h) dhd _g =  � ZG f(g) dg: (�)Somit ist das rehtsinvariante Integral auf HnG f�ur Funktionen F , die wie oben auseiner Funktion f 2 C0(G) entstehen, bis auf eine multiplikative Konstante eindeutig.Jede beliebige Funktion F 2 C0(HnG) de�niert aber auf nat�urlihe Weise eine solheFunktion f : Sei K � G ein o�enes kompaktes Urbild des Tr�agers von F unter derFaktorbildung G! HnG, und sei 1K die harakteristishe Funktion von K auf G.Setzt man f(g) = F (Hg)volH(Hg \K) � 1K(g);dann ist ZH f g(h) dh = F (Hg)volH(Hg \K) � ZH 1K(hg) dh = F (Hg):Somit ist das Integral auf ganz C0(HnG) eindeutig.Bemerkung 1.5. Die Gleihung (�) hei�t auh Weylshe Integralformel.



KAPITEL 1. INTEGRATION AUF FAKTORR�AUMEN 7Um die Notation zu vereinfahen, wird oft F (g) statt F (Hg) f�ur F 2 C0(HnG)geshrieben.Rehtsinvariante Haarshe Integrale sind im allgemeinen niht linksinvariant, aberdurh Linkstranslation mit t 2 G erh�alt man wieder ein rehtsinvariantes HaarshesIntegral, das mit dem ersten bis auf eine Konstante �(t), der Modulusfunktion,�ubereinstimmen mu�: ZG f(t�1g) dg = �(t) ZG f(g) dg:Auf kommutativen Gruppen ist das Haarshe Ma� aber unimodular, d.h. f�ur alle tist �(t) = 1, denn dann ist jede Linkstranslation auh eine Rehtstranslation. Vorder angestrebten Integralformel noh zwei shlihte, aber oft ben�utzte Eigenshaftendes Haarshen Ma�es:Lemma 1.6. (a) Sei G eine lokal kompakte Gruppe und seien K 0 � K kompakteo�ene Untergruppen von G. Dann gilt: Der Index von K 0 in K ist endlih und esist volG(K) = [K : K 0℄volG(K 0):(b) Zu g 2 G gebe es eine g-stabile kompakte o�ene Untergruppe K von G. Danngilt f�ur alle kompakten o�enen Untergruppen ~K von GvolG( ~K) = volG(g ~Kg�1):Beweis: (a) Die Nebenklassen K 0k von K 0nK bilden eine o�ene und disjunkte �Uber-dekung von K. WeilK kompakt ist, d�urfen es nur endlih viele sein. Sei fk1; : : : ; kngein Vertretersystem der Restklassen. Dann gilt:volG(K) = ZG 1K(x) dx = ZG nXj=1 1K0kj (x) dx = nXj=1 volG(K 0) = [K : K 0℄volG(K 0);weil das Integral linear und rehtsinvariant ist.(b) Zu zeigen ist, da� die Modulusfunktion auf solhen g den Wert 1 hat. Nungilt K = gKg�1, also volG(K) = volG(gKg�1) = �(g�1)volG(K), und somit�(g�1) = 1.Satz 1.7. Sei G eine lokal kompakte Gruppe und H eine abgeshlossene Untergruppevon G. Es seien Haarshe Integrale auf G und H mit zugeh�origen Modulusfunktionen�G und �H so gegeben, da� �G�H = 1 auf H.Sei f : HnG! C eine lokal konstante Funktion mit kompaktem Tr�ager, und sei Keine kompakte o�ene Untergruppe von G auf deren Nebenklassen f konstant ist, dashei�t 8 k 2 K; g 2 G : f(gk) = f(g):



KAPITEL 1. INTEGRATION AUF FAKTORR�AUMEN 8Sei � ein Vertretersystem der Doppelnebenklassen HnG=K.Dann ist ZHnG f(g) d _g = Xgi2� f(gi) volG(giKg�1i )volH(H \ giKg�1i )das (nah Satz 1.4 bis auf eine Konstante eindeutig bestimmte) Integral von f .Das hei�t:(a) Die Summe ist unabh�angig von der Wahl des Vertretersystems �.(b) Das Integral ist unabh�angig von der Wahl der kompakten o�enen UntergruppeK mit f(gK) = f(g).() Linearit�at: F�ur alle �; � 2 C gilt, wenn f und h auf den Nebenklassen derkompakten o�enen Untergruppen Kf bzw. Kh konstant sind:ZHnG(�f(g) + �h(g)) d _g = � ZHnG f(g) d _g + � ZHnG h(g) d _g:(d) Rehtsinvarianz: F�ur alle x 2 G gilt:ZHnG f(g) d _g = ZHnG f(gx) d _g:Beweis:(a) Es seien h 2 H; k 2 K und somit g und hgk zwei Vertreter derselben Neben-klasse. Dann ist f(g) = f(hgk). F�ur die Volumenanteile bez�uglih zweier solherVertreter gilt: volG(gKg�1) = ZG 1gKg�1(x) dx= �G(h) ZG 1gKg�1(h�1xh) dx= �G(h) ZG 1hgkK(hgk)�1(x) dx= �G(h) � volG(hgkK(hgk)�1)und volH(H \ gKg�1) = ZH 1H\gKg�1(x) dx= �H(h) ZH 1H\gKg�1(h�1xh) dx= �H(h) � volH(H \ hgkK(hgk)�1):



KAPITEL 1. INTEGRATION AUF FAKTORR�AUMEN 9Damit ergibt sih die gew�unshte Gleihheit der Summanden von R f :f(gi) volG(giKg�1i )volH(H \ giKg�1i )= f(hgik) �G(h)�H(h) � volG(hgikK(hgik)�1)volH(H \ hgikK(hgik)�1)= f(hgik) volG(hgikK(hgik)�1)volH(H \ hgikK(hgik)�1) :(b) Seien K und K 00 zwei solhe kompakt o�enen Untergruppen, und damit auhK 0 := K \K 00. Es bezeihne IK die Integralformel bez�uglih der Zerlegung HnG=K.Zu zeigen: IK(f) = IK0(f). (Dann ist auh IK(f) = IK00(f).)Der Index von K 0 in K ist endlih, weil K 0 eine o�ene Untergruppe der kompaktenGruppe K ist. Seien k1; : : : ; kn Vertreter der Restklassen K=K 0 und gi 2 � solhevon HnG=K. Dann sind die gikj, i 2 I; j = 1; : : : ; n, Vertreter der NebenklassenHnG=K 0, wobei Klassen mehrmals auftreten k�onnen. W�ahlt man Ji � f1; : : : ; ngso, da� die gikj, j 2 Ji; i 2 I, ein Vertretersystem bilden, so istIK0(f) =Xi2I Xj2Ji f(gikj) volG(gikjK 0k�1j g�1i )volH(H \ gikjK 0k�1j g�1i ) :Es bleibt zu zeigen:volG(giKg�1i )volH(H \ giKg�1i ) = Xj2Ji volG(gikjK 0k�1j g�1i )volH(H \ gikjK 0k�1j g�1i ) ;bzw. wegen Lemma 1.6(a)[K : K 0℄ =Xi2Ji[(H \ giKg�1i ) : (H \ gikjK 0k�1j g�1i )℄:F�ur festes i setze Aj := fxK 0 2 K=K 0 j gixK 0 � HgikjK 0g. Dann istK=K 0 = [j2JiAj; [K : K 0℄ =Xj2Ji jAj j :Zeigt man, da� [(H \ giKg�1i ) : (H \ gikjK 0k�1j g�1i )℄ =jAj j, so folgt die Behaup-tung. Die Nebenklassen ~yK 0, die in HgikjK 0 enthalten sind, entsprehen umkehrbareindeutig den Nebenklassen von H=(H \ gikjK 0k�1j g�1i ) verm�oge ~yK 0 = ygikjK 0,wenn y 2 H Vertreter der Nebenklassen H=(H \ gikjK 0k�1j g�1i ) bezeihnet. Vondiesen ygikjK 0 haben solhe eine Darstellung als gixK 0 mit x 2 K, f�ur die many 2 H so w�ahlen kann, da� ygikj = gix, f�ur die also y 2 H \ giKg�1i . F�ury = gikk�1j g�1i 2 H \ giKg�1i erh�alt man andererseits ygikjK 0 = gikK 0 � HgikjK 0:



KAPITEL 1. INTEGRATION AUF FAKTORR�AUMEN 10Es ist also [(H \ giKg�1i ) : (H \ gikjK 0k�1j g�1i )℄ =j Aj j, das hei�t man hat eineBijektion ' : (H \ giKg�1i )=(H \ gikjK 0k�1j g�1i ) �! Ajy 2 (H \ giKg�1i ) 7�! g�1i ygikjK 0:() O�ensihtlih ist R �f = � R f f�ur alle � 2 C .Zu zeigen bleibt R (f + h) = R f + R h.Der Durhshnitt K = Kf \ Kh ist wieder eine kompakte o�ene Untergruppe vonG mit f(xk) = f(x) und h(xk) = h(x) f�ur alle k 2 K; x 2 G. Nah (b) ist dannR f = IK(f), R h = IK(h), undZHnG(f + h)(g) d _g= Xi2I f(gi) volG(giKg�1i )volH(H \ giKg�1i ) +Xi2I h(gi) volG(giKg�1i )volH(H \ giKg�1i )= ZHnG f(g) d _g + ZHnG h(g) d _g:(d) Sei K eine kompakt o�ene Untergruppe mit f(gK) = f(g) f�ur alle g 2 G. Danngilt f�ur alle g 2 G: fx(gxKx�1) = f(gxKx�1x) = fx(g):Das hei�t fx ist konstant auf den Nebenklassen nah der kompakt o�enen GruppexKx�1. F�ur G hat man die disjunkten ZerlegungenG = Gx�1 =[i2IHgiK =[i2IHgix�1(xKx�1);woraus man abliest, da� die gix�1, i 2 I, ein Vertretersystem von HnG=(xKx�1)bilden. Man kann also die Integralformel f�ur die um x nah rehts translatierteFunktion fx ansetzen und erh�altZHnG fx(g) d _g = Xi2I fx(gix�1) volG(gix�1(xKx�1)xg�1i )volH(H \ gix�1(xKx�1)xg�1i )= Xi2I f(gix�1x) volG(giKg�1i )volH(H \ giKg�1i )= ZHnG f(g) d _g:



KAPITEL 1. INTEGRATION AUF FAKTORR�AUMEN 11Bemerkung 1.8. Der Beweis von Satz 1.7 gibt keine Begr�undung der Form derSummationsformel f�ur das Integral. Diese ist aber leiht einzusehen, wenn man an-nimmt, da� die Integration mit der Summation vertaushbar ist. Dies ist aber immerder Fall, da der kompakte Tr�ager von f nur aus endlih vielen Nebenklassen HgKbesteht. Denn die Nebenklassen HgK sind o�en, weil K o�en ist, und damit bildendiejenigen von ihnen, die den kompakten Tr�ager von f tre�en eine o�ene �Uber-dekung desselben. Also darf es nur endlih viele solhe geben.Man wei� also, da� giltZHnG f(g) d _g =Xg2� f(gi) ZHnG 1HgiK(g) d _g:Dann �ndet man f�ur 1HgiK wie im Beweis von Satz 1.4 das kompakte Urbild giK � Gvon HgiK und die Funktion ~f 2 C0(G) de�niert durh~f(g) = volH(Hg \ giK)�11HgiK(g)1giK(g);f�ur die man mit der Weylshen Integralformel shreiben kann:ZHnG 1HgiK(g) d _g = ZgiK 1HgiK(g) dgvolH(Hg \ giK) = volG(giKg�1i )volH(H \ giKg�1i ) :Dann ergibt sih die Integralformel aus Satz 1.7 durh Summation dieser einzelnenBeitr�age.Bemerkung 1.9. Die gefundene Integralformel ist eine Verallgemeinerung eineselementaren Satzes �uber endlihe Gruppen:Sei G eine endlihe Gruppe und seien H und K Untergruppen von G. Sei � einVertretersystem von HnG=K. Dann gilt:jGj =Xg2� jHgKj =Xg2� jKjjH \ gKg�1j :Diesen Satz erh�alt man nat�urlih auh aus der Integralformel, denn durh f 7!Pg2G f(g) wird ein Haarshes Integral auf G de�niert.



Kapitel 2Orbitalintegrale f�ur die SL(2; F )Es sei F ein lokaler K�orper, genauer eine endlihe Erweiterung von Q p , und es seip 6= 2. Sei weiter L = F (pA) eine unverzweigte Erweiterung von F . Ohne Ein-shr�ankung kann man A als Einheit des Bewertungsrings oF w�ahlen. Au�erdem seiein f�ur allemal ein Primelement � 2 oF der Bewertung von F �xiert. Bezeihnet vdie Bewertung von F , so ist also v(�) = 1. Wegen der Unverzweigtheit der Erwei-terung L=F ist � auh ein Primelement von L, und man kann ohne Probleme auhdie Bewertung von L mit v bezeihnen. Die Bewertungsideale von oF und oL seien}F beziehungsweise }L, und die Restklassenk�orper von F und L seien �F und �L.Dann ist �F = oF=}F �= Fq und �L = oL=}L �= F 2q f�ur eine Potenz q der Primzahlp 6= 2. In L hat man die NormeinsgruppeN1L = ft = a+ bpA 2 L� j NL=F (t) = a2 � b2A = 1g:Es gilt sogar a; b 2 oF. Im F -Vektorraum L w�ahlt man die Basis 1; �pA (� 2 oF)und erh�alt eine Darstellung von L� in der GL(2; F ) durh die Abbildung:l = a+ bpA 7�! � a �bA��1b a � :Den Elementen von N1L entsprehen dann diet = � a �bA��1b a � ;mit a; b 2 oF und det(t) = a2 � b2A = 1. Sie bilden einen Torus T� �= N1L.Es sei G := SL(2; F ). Dann ist T� � G ein maximaler Torus in G. In G gibtes genau zwei �Aquivalenzklassen maximaler Tori, die in G niht konjugiert sind,denn die Anzahl der Konjugationsklassen maximaler Tori in SL(2; F ) ist gleih derM�ahtigkeit von H1(F; T�) �= H1(Gal(L=F ); AutF (G m)) �= Z=2Z. (Vgl. [Sp℄ 11.3.3,12.3.8.) Diese zwei Klassen werden repr�asentiert durhT = T1 = �� a bAb a � ���� a2 � b2A = 1 �
12



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 13und ~T = T� = �� a �bA��1b a � ���� a2 � b2A = 1 � :Den Matrizenring M(2; F ) �= F 4 versieht man mit der }-adishen Topologie, dieGruppen G und T� mit den entsprehenden Spurtopologien. Dann ist T� abgeshlos-sen in G. Auf G, T� und T�nG gibt es also Haarshe Ma�e, und weil T� kommutativist, ist das Ma� auf T� sogar unimodular.F�ur Elemente t der Tori T; ~T sollen nun Orbitalintegrale berehnet werden.De�nition 2.1. Sei G := G(F ) eine reduktive Gruppe �uber einem lokalen K�orperund f 2 C0(G), also eine lokal konstante Funktion mit kompaktem Tr�ager. Sei weitert 2 G und H := ZG(t) � G. Dann hei�tOGt (f) = ZHnG f(g�1tg) d _gdas zugeh�orige Orbitalintegral.2.1 Berehnung von OGt (1K) f�ur t 2 T�Nun sei K := SL(2; oF). K ist eine maximale kompakte o�ene Untergruppe von G.Man normiert das Haarshe Ma� auf G so, da�1 = volG(K) = ZG 1K(x)dx = ZG 1gKg�1(x)dx = volG(gKg�1);und das Haarshe Ma� auf T� so, da�volT�(T�) = 1:Zu einem beliebigen aber festen t 2 T� betrahtet man die Funktionf : G �! C ;g 7�! 1K(g�1tg):F�ur alle t0 2 T�, g 2 G, gilt: f(t0g) = 1K(g�1t0�1tt0g) = 1K(g�1tg) weil T� kom-mutativ ist. Also ist f auf den Nebenklassen nah T� konstant und de�niert eineFunktion f : TnG �! C :F�ur diese gilt: f(gk) = 1K(k�1g�1tgk) = 1K(g�1tg) f�ur alle k 2 K, g 2 G. DieFunktion f ist somit lokal konstant, genauer: konstant auf den DoppelnebenklassenT�gK. Die Integralformel aus Satz 1.7 liefert eine M�oglihkeit, das Integral von f zuberehnen:ZTnG f(g) d _g =Xg2� f(g) volG(gKg�1)volT�(T� \ gKg�1) =Xg2� 1K(g�1tg)volT�(T� \ gKg�1) ;



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 14wobei � ein Vertretersystem der Doppelnebenklassen bezeihnet. Dieses Integral istdas Orbitalintegral von t = a + bpA wenn b 6= 0, weil dann ZG(t) = T�. In diesemFall nennt man t regul�ar.Bei der Berehnung des Orbitalintegrals m�ussen nun im wesentlihen zwei Problemegel�ost werden. Zum einen mu� ein explizites Vertretersystem � gefunden werden.Zum anderen sind f�ur diese Vertreter die Beitr�age zur Summe zu bestimmen.
2.1.1 Die Zerlegung T�nG=KSatz 2.2.(a) Es sei GL(2; F ) die Darstellung von GL(L) bez�uglih der Basis 1; �pA von L�uber F . Dann gilt: GL(2; F ) = [f2N0 L� � � 1 00 �f�v(�) � � ~K;wobei ~K := GL(2; oF).(b) Es sei G = SL(2; F ) die Darstellung der SL(L) bez�uglih der Basis 1;pA.Weiter sei � 2 o�Fno�F2 und l 2 L� so, da� N(l)� = 1. Dann gilt:G = SL(2; F ) =[m [i T � li� ��m2 00 �i�m2 � �K;wobei K = SL(2; oF), m = 0; 2; 4; 6; : : : und i = 0 f�ur m = 0 bzw. i = 0; 1 f�urm > 0.() Identi�ziert man G mit SL(L) verm�oge der Basis 1; �pA von L �uber F , so gilt:G = SL(2; F ) = [m22N0 [i=0;1 ~T � li� ��m2 00 �i�m2 � �K:Als Hilfsmittel f�ur den Beweis zun�ahstLemma 2.3. o�F hat genau zwei Quadratklassen.Beweis von Lemma 2.3: Es sei 1 + }F die Einseinheitengruppe von F . Dann isto�F = ��L�(1+}F ). Denn es ist o�F=(1+}F ) �= (oF=}F )� = ��F , und da �F vollkommenund von der Charakteristik p, existiert ein multiplikatives Restsystem von (oF=}F )�in oF�, das man suggestiv wieder mit ��F bezeihnet. Dann ist ��F � (1 + }F ) = o�F.Die multiplikative Gruppe des Restklassenk�orpers �F hat genau zwei Quadratklas-sen. Zu zeigen: In der Einseinheitengruppe ist jede Zahl Quadrat. Denn dann istdie Anzahl der Quadratklassen in oF� gleih der von ��F . Dies ist aber eine einfaheAnwendung des Henselshen Lemmas: Sei f(X) = X2�u 2 oF[X℄ und u 2 (1+}F ).Dann zerf�allt �f(X) = X2 � �u = X2 � 1 in �F [X℄ in Linearfaktoren, also auh inoF[X℄: f(X) = (X � u1)(X � u2) mit o.E. �u1 = 1 2 �F .



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 15Beweis von Satz 2.2: (a) Sei ~G = GL(2; F ). Ein Gitter � ist ein oF-Untermodul vonL �= F 2 vom Rang zwei. Ist �; � 2 L� eine Basis des Gitters, so shreibt man:� = �oF + �oF = (�; �):Die Gruppe GL(2; F ), aufgefa�t als GL(L) bez�uglih der Basis 1; �pA, operierttransitiv auf den Gittern von L. F�ur M 2 ~G ist M(�) � � f�ur alle Gitter � genaudann, wenn M nur Eintr�age aus oF hat, wenn also M 2 ~K := GL(2; oF). ~K istder Stabilisator der Gitter unter ~G, und man kann ~G= ~K mit den Gittern in Lidenti�zieren.Eine Ordnung von L ist ein Gitter � � oL, das 1 enth�alt. Dabei ist oL = oF+pAoFdie Maximalordnung von L (d.h. die Ordnung, die jede andere enth�alt), weil L=Funverzweigt ist.Jedes Element einer beliebigen festen Ordnung l�a�t sih shreiben als x + ypA,x; y 2 oF. Unter allen diesen existiert eines, etwa a+ bpA, f�ur das v(b) minimal ist,da v(y) � 0. Bis auf Einheiten ist b = �v(b) mit einem Primelement � 2 oF, und �v(b)geht in jedem y auf, weil v(b) minimal war. Da 1 2 �, ist somit � = (1; �v(b)pA).Dieses v(b) =: f 2 N0 hei�t der F�uhrer von �. Man hat also eine Bijektion, die jederOrdnung von L ihren F�uhrer f 2 N0 zuordnet:�f = (1; �fpA) 7�! f 2 N0 :Es sei nun � = (�; �) ein beliebiges Gitter aus L, und o.E. kann man v(�) � v(�)annehmen. � ist �ahnlih zur Ordnung (1; ��):� = �(1; ��) = �(1; �v( �� )pA) = �(1; �fpA); f := v(��):Und diese Darstellung ist eindeutig in f . Nimmt man f�ur L=F die Basis 1; �pA, soergibt sih: � = �(1; �fpA)  ! � � � 1 00 �f�v(�) � ;das hei�t ~G= ~K �= [f2N0 L� � � 1 00 �f�v(�) � ;oder ~G = GL(2; F ) = [f2N0 L� � � 1 00 �f�v(�) � � ~K:Zu (b) und (): Es sei G = Sl(2; F ) die Darstellung von SL(L) zun�ahst f�ur einebeliebige Basis �0, �1 von L �uber F . G operiert nun transitiv auf den Gittern mitgleihem (d.h. bis auf Einheiten gleihem) Grundmasheninhalt. F�ur M 2 G ist



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 16M(�) = � genau dann wennM Eintr�age aus oF hat, d.h.M 2 K = SL(2; oF). Somitentspriht G=K umkehrbar eindeutig den Gittern in L mit gleihem Masheninhalt.Sei � = (�; �) = (a0�0+a1�1; b0�0+b1�1), f�ur a0; a1; b0; b1 2 F . Dann hat � gleihenMasheninhalt wie das von �0; �1 aufgespannte Gitter, wenndet � = ���� a0 b0a1 b1 ���� = 1;(nahdem man eventuell mit Einheiten multipliziert hat). Sei � = (�; �) ein Gittermit det � = 1. Man setzt � = �0�0; � = �0�1 in L, o.E. v(�0) � v(�0). Shreibt man�0 = ~��v(�0) mit ~� 2 o�L, so ist N(~�) 2 o�F. Dann gilt f�ur �:� = ~��v(�0)(�0; �0�0�1) = ~��v(�0)(�0; �v( �0�0 )�1) = ~�(�v(�0)�0; �v(�0)�1);und det 1~�� = N(~�)�1�v(�0)�v(�0) 2 o�F:Es gilt also v(�0) = �v(�0) und � = ~�(��v(�0)�0; �v(�0)�1). Damit ist v(�0) � 0.Nah Lemma 2.3 hat o�F zwei Quadratklassen, d.h. es gilt f�ur ~�:N(~�) = ��i � ~�2; �; ~� 2 o�F; � =2 o�F2; i = 0 oder 1:Die l 2 L� mit N(l) = ��1 sind bis auf t 2 N1L festgelegt. Also hat ~� (f�ur festgelegtesl) die Form: ~� = tli~� mit eindeutig bestimmtem t 2 N1L. Damit wird � zu� = t li ~�(��v(�0)�0; �v(�0)�1) = tli(��v(�0)�0; �i�v(�0)�1);und f�ur die Determinante des letzten Ausdruks erh�alt man N(t)N(l)i�i = 1. Umzu pr�ufen, wann zwei Ausdr�uke tli(��n�0; �i�n�1) und t0lj(��m�0; �j�m�1) dasselbeGitter � bestimmen, werden jetzt �0; �1 der Einbettung N1L ,! T� � G entsprehendspezi�ziert:(b) Es sei �0 = 1 und �1 = pA. Da l nur bis auf Elemente aus N1L bestimmt ist, seio.E. � = A und l = pA�1. Dann ist f�urtpA�i(��n; Ai�npA) = t0pA�j(��m; Aj�mpA)zwingend n = m, weil der Masheninhalt (bis auf Einheiten) derselbe sein mu�. Auhkann man t = t0 annehmen, weil sie sih h�ohstens um ein Element aus N1L \ F =f�1g untersheiden d�urfen. Somit vereinfaht sih obiges zu der Frage, wann dasGleihungssystem ��n = a0pA�1��n + a1A�n;�npA = b0pA�1��n + b1A�n



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 17eine L�osung a0; a1; b0; b1 2 oF hat, oder �aquivalent0 = a0 + (Aa1�2n � 1)pA;0 = (b0 � A�2n) + b1ApA:Dies hat nur f�ur n = 0 eine L�osung, (n�amlih a0 = 0; a1 = A�1; b0 = A und b1 = 0).Also entspriht die Menge der Gitter � mit det � = 1 umkehrbar eindeutig derVereinigung [m [i T � li� ��m=2 00 �i�m=2 � ;mit m = 0; 2; 4; 6; : : : und i = 0 f�ur m = 0 bzw. i = 0; 1 f�ur m = 2; 4; 6; : : : . Und f�urG liest man die Zerlegung ab:G =[m [i T � li� ��m=2 00 �i�m=2 � �K:() Nun mu� man entsprehend der Einbettung N1L ,! T� die Basis �0 = 1, �1 =�pA w�ahlen. Dann f�uhrt die Frage, wann zwei Ausdr�uke tli(��n�0; �i�n�1) undt0lj(��m�0; �j�m�1) dasselbe Gitter � bestimmen, wie in Teil (b) zur L�osung desGleihungssystems ��n = a0pA�1��n + a1A�n+1;�n+1pA = b0pA�1��n + b1A�n+1mit a0; a1; b0; b1 2 oF, oder �aquivalent0 = a0 + (a1A�2n+1 � 1)pA;0 = (b0 � A�2n+1) + b1A�2n+1pA:Dies ist aber unl�osbar, da a1A�2n+1 6= 1 f�ur alle a1 2 oF. Also erh�alt man:G = SL(2; F ) = [m22N0 [i=0;1 ~T � li� ��m2 00 �i�m2 � �K:
2.1.2 Berehnung von OGt (1K) f�ur t 2 TNahdem eine Doppelnebenklassenzerlegung gefunden ist, kann man die Integralfor-mel nun auswerten: OGt2T�(1K) =Xg2� 1K(g�1tg)volT�(T� \ gKg�1) :



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 18Dies soll f�ur die beiden niht konjugierten Tori T = T1 und ~T = T� geshehen,zun�ahst f�ur T .Es leisten nur solhe g 2 � Beitr�age zum Integral, f�ur die giltg�1tg 2 K \ g�1Tg: (�)Diese Bedingung kann nun f�ur das Vertretersystem aus Satz 2.2(b) ausgewertetwerden. Es sei gm := � ��m=2 00 �m=2 � ;f�ur m = 0; 2; 4; 6; : : : . F�ur gm shreibt sih die Bedingung (�) als:g�1m tgm = � �m=2 00 ��m=2 �� a bAb a �� ��m=2 00 �m=2 �= � a bA�mb��m a � 2 K \ g�1m Tgm:Weil t = a + bpA 2 N1L, bedeutet das, da� alle Eint�age aus oF sein m�ussen. Dashei�t man erh�alt die zus�atzlihe Bedingung ��mb 2 oF, also v(b) � m.Die �ubrigen Nebenklassenvertreter sind~gm := l� ��m=2 00 ��m=2 � ;f�ur m=2,4,6,. . . . Dann wird (�) zu:~g�1m t~gm = � �m=2 00 ��1��m=2 � l�1tl� ��m=2 00 ��m=2 �= � a �bA�m��1b��m a � 2 K \ ~g�1m T ~gm:Auh dies ist gleihbedeutend mit v(b) � m, weil � 2 o�F und t = a + bpA 2 T .Es liefern also nur solhe gm, ~gm einen Beitrag zum Integral, f�ur die m � v(b),t = a + bpA:OGt (1K) = 1volT (T \K) + 2[ v(b)2 ℄Xm=2;4� 1volT (T \ gmKg�1m ) + 1volT (T \ ~gmK~g�1m )� :N�utzlih f�ur sp�ater istBeobahtung 2.4. F�ur m > 0 giltT \ gmKg�1m = T \ ~gmK~g�1m = ft 2 T j v(b) � m; t � �1 mod }mL g:



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 19Beweis: Das erste Gleihheitszeihen entnimmt man unmittelbar den vorigen Reh-nungen. Zum zweiten: F�ur t 2 T \ gmKg�1m hatten wir bereits gesehen, da� t =a + bpA, N(t) = a2 � b2A = 1, b = �mb1 mit einem b1 2 oF. Shreibt mana = a1 + �xa2 mit a1 2 �F , a2 2 o�F und x > 0 (oder a = �1, dann ist nihts zuzeigen), dann folgt 1 = a21 + 2�xa1a2 + �2xa22 � �2mb21A. Somit ist a2 � 1 mod }2mF ,also a1 = �1 und x � 2m. Und es ergibt sih t � �1 mod }mF .Berehnung der VoluminaUm das Integral auszuwerten, mu� man noh die Volumina berehnen und dieseaufsummieren. Es gilt:volT (T \ gmKg�1m )�1 = volT (T )�1 � [T : (T \ gmKg�1m )℄ = [T : (T \ gmKg�1m )℄;weil volT (T ) = 1 und T \ gmKg�1m eine o�en abgeshlossene Untergruppe von T ist,also endlihen Index in T hat.Um diesen Index zu berehnen, ben�otigt man zun�ahst einige einfahe Hilfsmittel:Lemma 2.5. N1L �= N1�L � (N1L \ (1 + }L))Beweis: Man betrahtet die Zerlegung o�L �= ��L � (1 + }L). Da es egal ist, ob manzuerst die Norm in o�L bildet und dann modulo }L reduziert oder umgekehrt, mu�insbesondere gelten: N1L �= N1�L � (N1L \ (1 + }L)).Lemma 2.6. Sei M=K eine endlihe algebraishe Erweiterung endliher K�orper,etwa K = Fq ;M = Fqn . Dann ist jedes Element aus K� Norm eines Elements ausM�. Insbesondere ist jN1M j = j kernN j = qn � 1q � 1 :Beweis: Die Galoisgruppe von M=K wird durh die Potenzierung mit q erzeugt. F�ur� 2 M gilt also: NM=K(�) = �1+q+q2+���+qn�1 = � qn�1q�1 . Damit hat die GleihungN(�) = 1 h�ohstens qn�1q�1 L�osungen, und f�ur das Bild von N mu� gelten:j bildN j = qn � 1j kernN j � q � 1 = jK�j:Es mu� somit �uberall = stehen, und das bildN mu� K� �uberdeken.Lemma 2.7. Es sei q = j�F j, und es sei U (n) := 1 + }nL f�ur n 2 N. Dann gilt:[(N1L \ U (n)) : (N1L \ U (n+1))℄ = q:



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 20Beweis: Man hat eine exakte Sequenz0 �! N1L \ U (n+1) �! N1L \ U (n) �! fx 2 �L j sp x = 0g �! 0;n�amlih: Die Exaktheit an der ersten Stelle ist klar, wenn man als Homomorphismusnur die Einbettung N1L \ U (n+1) ,! N1L \ U (n) benutzt. Weiter de�niert man:� : N1L \ U (n) �! fx 2 �L j sp x = 0gt = 1 + �nx + �n+1y 7�! x;mit x 2 �L und y 2 oL. Da 1 = N(t) = t � �t = 1 + �n(x + �x) + h�ohere, ist 0 =x + �x = sp�L x. Also ist � wohlde�niert und o�ensihtlih surjektiv. Die Exaktheitan der zweiten Stelle folgt, da kern � = ft = 1+ �nx+ �n+1yjx = 0g = N1L \U (n+1).Zeigt man nun noh j kern sp�L j = q, so folgt die Behauptung. Mit einem primiti-ven Element � der Erweiterung �L = �F (�) shreibt sih x 2 �L als x = x1 + �x2,x1; x2 2 �F . Dann ist sp x = 2x1 = 0 genau dann, wenn x1 = 0 und x2 2 �F beliebig.Also ist j kern sp�L j = q.Nun kann man die gesuhten Volumina ausrehnen:Satz 2.8.volT (T \ gmKg�1m )�1 = [T : (T \ gmKg�1m )℄ = � 1 falls m = 0;q+12 � qm�1 falls m > 0:Beweis: F�urm = 0 ist [T : (T \K)℄ = 1, weil T � K. Sei nun m > 0: Aus Lemma 2.5liest man verm�oge T �= N1L ab:[T : (T \ gmKg�1m )℄ =[N1�L : (T \ gmKg�1m ) mod }L℄ � [T \ (1 + }L) : (T \ gmKg�1m ) \ (1 + }L)℄:Zum ersten Faktor: Nah Beobahtung 2.4 ist (T \ gmKg�1m ) � f�1g mod }L, alsomu� (T \ gmKg�1m ) mod }L die Untergruppe der Ordnung 2 in N1�L sein, und manerh�alt mit Lemma 2.6:[N1�L : (T \ gmKg�1m ) mod }L℄ = 12 � jN1�Lj = 12 � q2 � 1q � 1 = q + 12 :Zum zweiten Faktor: Sukzessives Anwenden von Lemma 2.7 liefert zusammen mitBeobahtung 2.4: [T \ (1 + }L) : (T \ gmKg�1m ) \ (1 + }L)℄= [T \ (1 + }L) : T \ (1 + }mL )℄= [T \ U (1) : T \ U (m)℄= qm�1:



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 21Summation der Beit�ageNun erh�alt man durh Aufsummieren das Orbitalintegral:Satz 2.9. Es sei F ein lokaler K�orper der Restklassenharakteristik 6= 2, und essei L = F (pA) eine unverzweigte Erweiterung von F , also o.E. A 2 o�Fno�F2. Seiweiter G = SL(2; F ), K = SL(2; oF) und T �= N1L der Torus in SL(2; F ) der FormT = �� a bAb a � ���� a2 � b2A = 1 � :Dann hat das Orbitalintegral f�ur regul�ares t = a+ bpA 2 T den WertOGt2T (1K) = Xg2� 1K(g�1tg)volT (T \ gKg�1)= 1 + 2q + 12 q + 2q + 12 q3 + � � �+ 2q + 12 q2[ v(b)2 ℄�1= q2[ v(b)2 ℄ � 1q � 1 :2.1.3 Berehnung von OGt (1K) f�ur t 2 ~TEs sei nun ~T = �� a �bA��1b a � ���� a2 � b2A = 1 �der maximale Torus von G, der durh die Einbettung von L �= F 2 ,! G bez�uglihder Basis 1; �pA entsteht. Es sollen die Orbitalintegrale f�ur Elemente t 2 ~T und dieFunktion 1K berehnet werden. Es gilt wieder ZG(t) = ~T , wenn t = a + bpA mitb 6= 0. Man mu� also die folgende Formel auswerten:OGt2 ~T (1K) =Xg2� 1K(g�1tg)vol ~T ( ~T \ gKg�1) ;wobei � ein Vertretersystem der Doppelnebenklassen ~TnG=K bezeihnet. Das Volu-men von ~T sei auf 1 normiert: vol ~T ( ~T ) = 1. Die Vorgehensweise bei der Berehnungist exakt dieselbe wie die des vorigen Abshnitts: Satz 2.2() liefert ein vollst�andigesVertretersystem f�ur die Doppelnebenklassen ~TnG=K:gm = � ��m=2 00 �m=2 �und ~gm := l� ��m=2 00 ��m=2 � ;jeweils f�ur m=0,2,4,6,. . . . Dabei ist � 2 o�Fno�F2 und l 2 L� so, da� N(l)� = 1.F�ur diese Vertreter m�ussen nun die Beitr�age zum Integral berehnet werden. Es ist1K(g�1tg) = 1 genau dann, wenng�1tg 2 ~g�1 ~Tg \K: (�)



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 22Diese Bedingung shreibt sih f�ur g = gm als:g�1m tgm = � �m=2 00 ��m=2 �� a bA�b��1 a �� ��m=2 00 �m=2 �= � a bA�m+1b��m�1 a � 2 K \ g�1m ~Tgm:Damit dies erf�ullt ist, m�ussen alle Eintr�age aus oF sein. Das hei�t, es mu� v(b) �m+ 1 erf�ullt sein. Mit den Vertretern ~gm erh�alt man f�ur Bedingung (�):~g�1m t~gm = � a �bA�m+1��1b��m�1 a � 2 K \ ~g�1m T ~gm:Auh dies ist genau dann erf�ullt, wenn v(b) � m + 1. Daraus folgt, da� nur diegm, ~gm mit m = 0; 2; 4; 6; : : : ; 2[v(b)�12 ℄ von Null vershiedene Beitr�age zum Integralliefern. F�ur diese m�ussen jetzt noh die Voluminavol ~T ( ~T \ gmKg�1m )�1 = [ ~T : ( ~T \ gmKg�1m )℄berehnet werden. Als Analogon zu Beobahtung 2.4 erh�alt manBeobahtung 2.10. F�ur m � 0 gilt~T \ gmKg�1m = ~T \ ~gmK~g�1m = ft 2 ~T j v(b) � m+ 1; t � �1 mod }m+1L g:Beweis: Das erste Gleihheitszeihen folgt aus den obigen Rehnungen. F�ur daszweite shreibt man t = a+ bpA 2 ~T \ gmKg�1m als t = a1 + a2�x + b1pA�m+1 mita1 2 �F , a2; b1 2 o�F und x > 0, (denn wenn x = 0, so ist nihts zu zeigen). Dannerh�alt man mit der Bedingung 1 = N(t) = a21+2a1a2�x+a22�2x�b21A�2m+2 zwingenda2 � 1 mod }2m+2, also a1 = �1 und x � 2m+ 2. Damit folgt t � �1 mod }m+1F .Damit kann man die Volumina berehnen:Satz 2.11. F�ur m � 0 giltvol ~T ( ~T \ gmKg�1m )�1 = [ ~T : ( ~T \ gmKg�1m )℄ = q + 12 � qm:Beweis: Wie in Satz 2.8 hat man[ ~T : ( ~T \ gmKg�1m )℄ =q + 12 � [ ~T \ (1 + }L) : ( ~T \ gmKg�1m ) \ (1 + }L)℄:Der zweite Faktor ergibt sih aus Beobahtung 2.10 und m-maliges Anwenden vonLemma 2.7 nun zu [ ~T \ (1 + }L) : ( ~T \ gmKg�1m ) \ (1 + }L)℄= [ ~T \ (1 + }L) : ~T \ (1 + }mL )℄= [ ~T \ U (1) : ~T \ U (m)℄= qm:Das Orbitalintegral erh�alt man nun wieder durh Aufsummieren:



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 23Satz 2.12. Es sei F ein lokaler K�orper der Restklassenharakteristik 6= 2 und essei L = F (pA) eine unverzweigte Erweiterung von F , also o.E. A 2 o�Fno�F2. Seiweiter G = SL(2; F ), und K = SL(2; oF) und ~T �= N1L der Torus der Form~T = �� a bA�b��1 a � ���� a2 � b2A = 1 � :Dann hat das Orbitalintegral f�ur regul�ares t = a+ bpA 2 ~T den WertOGt2 ~T (1K) = 2q + 12 q0 + 2q + 12 q2 + � � �+ 2q + 12 q2[ v(b)�12 ℄= q2[ v(b)+12 ℄ � 1q � 1 ;falls v(b) > 0. Wenn v(b) = 0, so ist OGt (1K) = 0.2.2 Orbitalintegrale f�ur die Erzeuger der Iwahori-Heke-AlgebraWir bleiben bei den Bezeihnungen der vorigen Abshnitte. Weiter seiI := �� � � Æ � 2 K ����  � 0 mod }F �die Standard-Iwahorigruppe von K = SL(2; oF). Mit I �ndet man die Bruhat-Tits-Zerlegung:Satz 2.13. G = [w2W a� I � w � I;wobei W a� die zugeh�orige aÆne Weylgruppe bezeihnet, d.h.W a� = �� 0 1�1 0 � ;� ��n 00 �n � ;n 2 Z� :Dabei bilden die Elementeln = � ��n 00 �n � ; jn = � 0 ��n��n 0 � ;mit n 2 Z, ein Vertretersystem von InG=I.Beweis: Da� eine Bruhat-Tits-Zerlegung von G = SL(2; F ) zu der minimalen pa-rabolishen Untergruppe I existiert, entnimmt man der Literatur, z.B. [Ga℄, Ka-pitel 19. Dort �ndet man auh den Aufbau der aÆnen Weylgruppe: Sie ist dassemidirekte Produkt aus der sph�arishen Weylgruppe W 0 �= Z=2Z und einer von



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 24einem Element erzeugten Translationsgruppe, die also isomorph zu Z ist. F�ur diesph�arishe Weylgruppe W 0 �ndet man als Vertreter in G die Identit�at undj := j0 = � 0 1�1 0 � :(Es ist j2 = � id 2 I, also wird W 0 wirklih von j erzeugt.) Die Translationsgruppewird durh die ln = � ��n 00 �n �mit n 2 Z dargestellt. Da sie Normalteiler in W a� ist, kann man jedes Produkt jlnauh shreiben als ein lmj. Somit vereinfahen sih alle Produkte in W a� zu lnji,also zu Elementen der Form ln oder lnj = jn.Die Algebra der links- und rehts-I-invarianten Funktionen mit kompaktem Tr�agerauf G hei�t Iwahori-Heke-AlgebraHF (G; I) von G �uber F . Sie wird erzeugt von denharakteristishen Funktionen 1IwI mitw 2 W a� , und ihre assoziative Multiplikationwird de�niert durh 1IsI � 1IwI = 1IswI; falls l(sw) > l(w);und 1IsI � 1IsI = (q � 1)1IsI + q1I :(Siehe dazu etwa [Ga℄, Kapitel 6.2.)Um das Orbitalintegral einer beliebigen Funktion aus HF (G; I) zuberehnen, reihtes also im Prinzip aus, die Orbitalintegrale f�ur die Erzeuger 1IwI, w 2 W a� , zukennen. Diese sollen im folgenden berehnet werden, und zwar zun�ahst f�ur t ausder Einbettung N1L ,! T � G und sp�ater f�ur N1L ,! ~T � G. Dabei kann nat�urlihwieder die Integralformel aus Satz 1.7 benutzt werden, denn I ist eine kompakto�ene Untergruppe von SL(2; F ):OGt2T�(1IwI) =Xg2	 1IwI(g�1tg)volT�(T� \ gIg�1) ;wobei 	 ein Vertretersystem der Doppelnebenklassen TnG=I bezeihnet. Die Be-rehnung gliedert sih wieder in zwei Teile: Man mu� ein solhes Vertretersystem 	�nden und anshlie�end die Integralformel auswerten.2.2.1 Orbitalintegrale OGt (1IwI) f�ur t 2 TDie Zerlegung TnG=IDa in Satz 2.2 bereits ein Vertretersystem � f�ur TnG=K, K = SL(2; oF), gefundenwurde, und I eine Untergruppe vonK ist, suht man zun�ahst Vertreter f�urK=I und�uberlegt dann, welhe dieser Nebenklassen in derselben Doppelnebenklasse liegen.Zur Abk�urzung bezeihne f� 2 �Fg auh ein Vertretersystem (z.B. das multiplikativeRestsystem) von �F in oF.



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 25Lemma 2.14. Die q + 1 Elementej := � 0 1�1 0 � ; k� := � 1 0� 1 � ;mit � 2 �F , bilden ein Vertretersystem von K=I.Beweis: Es reiht, alles mod}F zu betrahten, weil K=I �= SL(2; �F )=B(2; �F ), wo-bei B(2; �F ) = �� a b0 a�1 ����� a 2 ��F ; b 2 �F�eine Borelgruppe von SL(2; �F ) ist. Da �F �= Fq , ergibt sih f�ur die M�ahtigkeitjSL(2; �F )=B(2; �F )j = jSL(2; Fq )jjB(2; Fq )j = q(q � 1) + q2(q � 1)q(q � 1) = q + 1:Nun liegen von den q + 1 Elementen j; k� keine zwei in derselben Nebenklasse, d.h.sie bilden ein Vertretersystem.Jetzt mu� man aus diesen Vertretern solhe k 2 Jg � fj; k�j� 2 �Fg, ausw�ahlen,da� G = [g2�;k2Jg TgkI:Dazu benutzt man die Bijektion aus dem Beweis von Satz 1.7(b):(T \ gKg�1)=(T \ gkIk�1g�1) ��! A = fxI j gxI � TgkIg:Die Betrahtung des linken Quotienten mag zun�ahst kompliziert ersheinen, sie hatjedoh den Vorteil, da� man aus ihr auh die sp�ater ben�otigten Volumina ablesenkann. F�ur das folgende zun�ahst ein Lemma:Lemma 2.15. F�ur m > 0 sei Tm de�niert als Tm := ft 2 T jv(b) � mg. Dann gilt:[Tm : Tm+1℄ = q:Beweis: Es ist Tm=Tm+1 �= (Tm mod }m+1F )=(Tm+1 mod }m+1F ):Nah Beobahtung 2.4 hat t = a+bpA 2 Tm die Eigenshaft, da� a � �1 mod }2mF ;und immer gilt 2m � m+ 1. Es folgt also:Tm mod }m+1F �= nt = �1 + �pA j � 2 �Fo ;Tm+1 mod }m+1F �= f�1g :Somit ist [Tm : Tm+1℄ = 2q : 2 = q.



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 26Der Quotient (T \ gKg�1)=(T \ gkIk�1g�1) soll nun zun�ahst f�ur g = gm bzw.g = ~gm und m = 2; 4; 6; : : : betrahtet werden:Die Untershiede zwishen den auftretenden Termen von ~gm und denen von gmsind jeweils nur Faktoren �; ��1 2 o�F, die im folgenden in Klammern gesetzt wer-den, so da� beide F�alle gleihzeitig behandelt werden k�onnen. In Beobahtung 2.4wurde shon gezeigt, da� T \ gmKg�1m = T \ ~gmK~g�1m = Tm. �Ahnlihes gilt f�urT \ gmkIk�1g�1m : Es ist t 2 T \ gmkIk�1g�1m genau dann, wennk�1g�1m tgmk 2 I (�)f�ur t 2 T .Sei zun�ahst k = j. Dann hat man f�ur (�):j�1g�1m tgmj = � a ���mb(��1)��mbA(�) a � 2 I;was gleihbedeutend ist mit ���mb 2 oF, das hei�t mit v(b) � m. Also istTm = T \ gmjIj�1g�1m = T \ gmIg�1m und (T \ gmIg�1m )=(T \ gmjIj�1g�1m ) = 1,und in TgmjI liegt keine weitere Nebenklasse von K=I.Sei jetzt k = k�. Dann istk�1� g�1m tgmk� = � a + ��mbA(�) �mbA(�)��mb(��1)� �2�mbA(�) a� ��mbA(�) � 2 Igleihbedeutend mit t 2 T und v(b) > m. Also ist T \ gmk�Ik�1� g�1m = Tm+1, und(T \ gmIg�1m )=(T \ gmk�Ik�1� g�1m ) = Tm=Tm+1. Lemma 2.15 besagt, da� q Neben-klassen gmkI in eine Doppelnebenklasse Tgmk�I fallen. Da jI shon vergeben ist,m�ussen dies gerade die k�I sein: gmk�I 2 TgmI f�ur alle � 2 �F .Jetzt mu� man den Quotienten noh f�ur den Fall g = id betrahten:Setzt man k = j, so shreibt sih die Bedingung (�) alsj�1tj = � a �b�bA a � 2 I;was gleihbedeutend ist mit v(b) > 0. Also ist T \ jIj�1 = T \ g1Kg�11 .Und f�ur k = k� ist k�1� tk� = � a+ bA� bAb� �2bA a� �bA � 2 Iebenfalls gleihbedeutend mit v(b) > 0, weil (1 � �2A) =2 }F . (Denn A ist keinQuadrat in F .) So erh�alt man in beiden F�allen T \ kIk�1 = T \ g1Kg�11 . Dann ist(T \K)=(T \kIk�1) = T=(T \g1Kg�11 ) und [T : (T \g1Kg�11 )℄ = q+12 nah Satz 2.8.Es fallen zweimal q+12 Klassen in eine Doppelnebenklasse TkI. Die Antwort auf dieFrage, wie sih diese Nebenklassen aufteilen, gestaltet sih ein wenig komplizierterals im Fall g 6= id. Es gilt n�amlih



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 27Lemma 2.16.(a) j := � 0 1�1 0 � 2 T � I () �1 niht Quadrat in F;(b) k := � 1 0� 1 � 2 T � I; � 2 �F () 1� �2A Quadrat in F:Beweis: (a) Man pr�uft, wann TjI = TI. Sei alsotj = � a bAb a �� 0 1�1 0 � = � �bA a�a b � = � � �� Æ � 2 I:Dann ist �a = �; � = ��, und die Determinantenbedingung liefert 1 = a2 �b2pA = �22 � b2A, also �b2A � 1 mod }2; d.h. �b2A 2 1 + }F . In 1 + }F ist jedeZahl Quadrat, und so mu� �A Quadrat sein. Im endlihen K�orper �F untersheidensih zwei Nihtquadrate um ein Quadrat, und in F ist eine Zahl genau dann Quadrat,wenn sie mod}F Quadrat ist (Henselshes Lemma). Da A kein Quadrat in F ist,wird �A also genau dann ein Quadrat in F sein, wenn auh �1 kein Quadrat ist.W�ahlt man dann b 2 o�F so, da� �b2A = 1 und setzt a = 0, so ist wie gew�unsht� a bAb a �� 0 1�1 0 � = � �bA 00 b � 2 I:F�ur (b) pr�uft man, wann k� 2 TI f�ur � 2 ��F . Dazu mu� gelten:� 1 0� 1 � = � a bAb a �� � �� Æ � = � a� + bA� a� + bAÆb� + a� b� + aÆ � :Man liest ab: a� = �bAÆ. Da au�erdem �; Æ 2 o�F, mu� aufgrund des ersten Eintragsa 2 o�F gelten. Dann ist auh � 6= 0, denn ansonsten w�are b = 0 und dann folgte�a = � 2 o�F. Setzt man bA = �a�Æ�1 in den ersten Matrixeintrag ein, so erh�altman a(����Æ�1) = 1, was, da �Æ��� = 1, gleihbedeutend mit a = Æ ist. Dannfolgt auh � = �bA. Somit erh�alt man die Forderung� 1 0� 1 � = � a� + bA� 0b� + a� 1 � :Es bleiben drei Gleihungen:(I) 1 = a� + bA�(II) 1 = a2 � b2A(III) � = b� + a�.(I) ist �aquivalent zu � = a�1(1 � bA�). Setzt man dies in (III) ein, so folgt � =ba(1 � bA�) � a�, das hei�t b = a� � �(a2 � b2A) = a� � �. Dies in (II)eingesetzt liefert: 1 = a2� (a2�2� 2a�� + �22)A. Rehnet man mod}F , so lautetdiese Gleihung 1 = a2(1� �2A). F�ur festes � ist dies nah a 2 ��F au�osbar, wenn1 � �2A Quadrat in �F ist, also Quadrat in F . Zusammenfassung: Wenn k� 2 TI,dann ist 1� �2A Quadrat.



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 28Ist andererseits 1� �2A Quadrat, so erh�alt man eine Darstellung von k� in TI wiefolgt: W�ahle a so, da� 1a2 = 1 � �2A und b = a�. Dann ist a2 � b2A = 1, und mitÆ = a; � = a�1;  = 0; � = �aA� ergibt sih� a bAb a �� � �� Æ � = � 1 0� 1 � :
F�ur sp�ater werden die Ergebnisse des letzten Abshnitts zusammengefa�t:Beobahtung 2.17.(a) Ist k = j oder k = k� mit � 2 �F , so gilt:(T \K)=(T \ kIk�1) = T=(T \ g1Kg�11 )und die zugeh�orige Anzahl der Restklassen ist[T : (T \ g1Kg�11 )℄ = q + 12 :(b) Ist m > 0, so gilt f�ur gm bzw. ~gm:(T \ gmKg�1m )=(T \ gmjIj�1g�1m ) = 1:F�ur k� mit � 2 �F gilt:(T \ gmKg�1m )=(T \ gmk�Ik�1� g�1m ) = Tm=Tm+1und der Index ergibt sih zu [Tm : Tm+1℄ = q:Jetzt kann man ein Vertretersystem f�ur TnG=I angeben:Satz 2.18. Ein vollst�andiges Vertretersystem 	 von TnG=I bildenid = � 1 00 1 � ; k� = � 1 0� 1 � ;wobei � 2 o�F so, da� 1� �2A niht Quadrat in F ist, undgm = � ��m=2 00 �m=2 � ; ~gm = l � � ��m=2 00 ��m=2 � ;gmj = � 0 ��m=2��m=2 0 � ; ~gmj = l � � 0 ��m=2���m=2 0 � ;f�ur m = 2; 4; 6; : : : und l 2 L = F (pA); � 2 o�Fno�F2 so, da� N(l)� = 1.



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 29Ben�otigte VoluminaDamit man die Integralformel benutzen kann, mu� man die Volumina der Doppel-nebenklassen angeben, was nah der Vorarbeit nun leiht f�allt:Satz 2.19.(a) volG(I)�1 = q + 1(b) volT (T \ I)�1 = q+12() volT (T \ kIk�1)�1 = q+12(d) volT (T \ gIg�1)�1 = q+12 qm f�ur g = gm; ~gm und m > 0.(e) volT (T \ gjIj�1g�1)�1 = q+12 qm�1 f�ur g = gm; ~gm und m > 0.Beweis: (a) ist klar, denn volG(I)�1 = volG(K)�1[K : I℄ = (q + 1).(b) und () sind Beobahtung 2.17(a) zusammen mit Satz 2.8.Zu (d): Nah Beobahtung 2.17 ist T \ gmIg�1m = Tm+1 = T \ gm+1Kg�1m+1. Al-so gilt f�ur das Volumen mit Hilfe von Satz 2.8: volT (T \ gmIg�1m )�1 = volT (T \gmKg�1m )�1[Tm : Tm+1℄ = q+12 qm�1q.Zu (e): Es ist T \ gmjIj�1g�1m = T \ gmKg�1m nah Beobahtung 2.17(b). Also sindauh die Volumina gleih, und Satz 2.8 ergibt volT (T \ gmjIj�1g�1m )�1 = q+12 qm�1.Auswertung der IntegralformelNun sind alle Bausteine zusammengetragen, die man ben�otigt, um die Orbitalinte-grale mit der Formel OGt2T (1IwI) =Xg2	 1IwI(g�1tg)volT (T \ gIg�1)zu berehnen.Satz 2.20. Es sei F ein lokaler K�orper der Restklassenharakteristik 6= 2 und essei L = F (pA) eine unverzweigte Erweiterung von F , also o.E. A 2 o�Fno�F2. Seiweiter G = SL(2; F ), K = SL(2; oF), I die Standard-Iwahorigruppe und T �= N1Lder Torus der Form T = �� a bAb a � ���� a2 � b2A = 1 � :Dann nehmen die Orbitalintegrale f�ur regul�are t = a + bpA 2 T und die Erzeuger1IwI, wobei w 2 W a�, der Iwahori-Heke-Algebra folgende Werte an:(a) Sei w = ln = � ��n 00 �n �. Dann erh�alt man f�ur n = 0, also f�ur IwI = I:OGt2T (1I) = qv(b) � 1q � 1 :



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 30(b) F�ur n 6= 0 ist OGt2T (1IlnI) = 0:() Sei w = jn = � 0 ��n��n 0 �. Dann gilt:OGt2T (1Ij0I) = � 1 falls v(b) = 0;0 falls v(b) > 0;OGt2T (1IjnI) = qv(b)+n�1 f�ur n > 0; bzw.OGt2T (1IjnI) = qv(b)�n f�ur n < 0:Beweis: Da man die Volumengewihte in der Summationsformel shon kennt, ist nurnoh f�ur die vershiedenen IwI und g 2 	 zu pr�ufen, ob man von Null vershiedeneBeitr�age erh�alt, also ob g�1tg 2 IwI. Da die g�1tg immer wieder ben�otigt werden,seien sie hier einmal aufgelistet:g = id: g�1tg = t = � a bAb a �g = k�: g�1tg = k�1� tk� = � a+ �bA bAb(1� �2A) a� �bA �g = gm bzw. ~gm: g�1tg = � a (�)�mbA(��1)��mb a �g = gmj bzw. ~gmj: g�1tg = � a �(��1)��mb�(�)�mbA a �Um die entstehenden Matizengleihungen �ubersihtliher zu gestalten, wird im fol-genden wann immer ohne Einshr�ankung m�oglih niht mit konkreten Eintr�agen,sondern symbolish mit der Menge der m�oglihen Eintr�age gerehnet. So ergibt sihzum Beispiel I = � o�F oF}F o�F � ;zusammen mit der Nebenbedingung det = 1. Der Beweis besteht nun aus einer Rei-he von Falluntersheidungen, die aber im Einzelnen aus elementaren Rehnungenbestehen.



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 31(a) und (b): Sei w = ln. Dann istIwI = � o�F oF}F o�F �� ��n 00 �n �� o�F oF}F o�F �= � ��no�F + �n+1oF ��noF + �noF��n+1oF + �n+1oF ��n+1oF + �no�F � :1. Fall: Sei n > 0. Dann istIlnI = � ��no�F ��noF��n+1oF ��n+1oF � :Um zu pr�ufen wann g�1tg 2 IlnI, betrahtet man f�ur alle g 2 	 simultan die ersteKomponente: Da a bzw. a + �bA 2 oF, also insbesondere nie in ��no�F, kann nieg�1tg 2 IlnI gelten. Es ist also 1IlnI(g�1tg) = 0, und damit ist auh OGt (1IlnI) = 0.2.Fall: Sei n = �r < 0. Dann ergibt sihIlnI = � ��r+1oF ��roF��r+1oF ��ro�F � :F�ur alle g 2 	 betrahtet man die vierte Komponente: Damit man Beitr�age erh�alt,m�u�ten a bzw. a � �bA aus ��ro�F sein, im Widerspruh zu a; a � �bA 2 oF. Alsoist niemals g�1tg 2 IlnI und somit das Integral OGt (1IlnI) = 0.3.Fall: Sei n = 0. Dann ist Il0I = I. Sei g = id. Dann istg�1tg = � a bAb a � 2 Igenau dann, wenn b 2 }F , also wenn v(b) > 0. F�ur g = k� istg�1tg = � a+ bA� bAb(1� A�2) a� bA� � 2 Iebenfalls gleihbedeutend mit v(b) > 0, also b(1�A�2) 2 }F . F�ur g = id bzw. g = k�ist demnah 1I(g�1tg) = 1 genau dann wenn v(b) > 0.F�ur g = gm bzw. g = ~gm hat mang�1tg = � a (�)�mbA(��1)��mb a � 2 Inur wenn ���mb 2 }F . D.h. 1I(g�1tg) = 1 ist hier gleihbedeutend mit v(b) > m.Setzt man shlie�lih g = gmj bzw. g = ~gmj, so erh�alt mang�1tg = � a �(��1)��mb�(�)�mbA a � 2 I



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 32dann und nur dann, wenn ��mb 2 oF. Somit ist nun 1I(g�1tg) = 1 genau dannwenn v(b) � m. Die Summationsformel f�ur das Integral liefert jetzt, falls v(b) > 0,OGt (1I) = volG(I)volT (T \ I) + volG(kIk�1)volT (T \ kIk�1)+ 2[ v(b)�12 ℄Xm=2;4;:::� volG(gmIg�1m )volT (T \ gmIg�1m ) + volG(~gmI~g�1m )volT (T \ ~gmI~g�1m )�+ 2[ v(b)2 ℄Xm=2;4;:::� volG(gmjIj�1g�1m )volT (T \ gmjIj�1g�1m ) + volG(~gmjIj�1~g�1m )volT (T \ ~gmjIj�1~g�1m )� ;also mit Hilfe von Satz 2.19:OGt (1I) = 2 � 1q + 1 � q + 12 + 2[ v(b)�12 ℄Xm=2;4;::: 2 � 1q + 1 � q + 12 qm+ 2[ v(b)2 ℄Xm=2;4;::: 2 � 1q + 1 � q + 12 qm�1= 1 + q + q2 + � � �+ qv(b)�1= qv(b) � 1q � 1 :F�ur v(b) = 0 ist das Integral gleih 0, weil g�1tg 2 I dann nie erf�ullt ist.() Sei nun w = jn. Dann istIwI = � o�F oF}F o�F �� 0 ��n��n 0 �� o�F oF}F o�F �= � ��n+1oF + �noF ��no�F + �noF�no�F + ��n+2oF ��n+1oF + �noF � :Zu pr�ufen ist wieder, wann g�1tg 2 IwI ist. Es sei daran erinnert, da� die vershie-denen g�1tg am Anfang dieses Beweises aufgelistet sind.1.Fall: Sei n = 0. Dann ist IjI = � oF o�Fo�F oF � :F�ur g = id ist g�1tg 2 IjI nur, wenn b 2 o�F. F�ur g = k� ist ebenfalls g�1tg 2 IjI,genau dann wenn v(b) = 0. Denn b(1 � �2A) 2 o�F bedeutet gerade b 2 o�F, weil



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 331� �2A 2 o�F. F�ur g = gm bzw. g = ~gm bedeutet g�1tg 2 IjI, da� sowohl �mb 2 o�Fals auh ��mb 2 o�F gelten mu�; was unerf�ullbar ist, dam > 0. Die gleihe Bedingungerh�alt man f�ur g = gmj bzw. g = ~gmj. Somit gilt f�ur v(b) = 0 unter Verwendungder Volumina aus Satz 2.19:OGt (1IjI) = volG(I)volT (T \ I) + volG(jIj�1)volT (T \ jIj�1) + 0= 2 � 1q + 1 � q + 12 = 1:F�ur v(b) > 0 ist das Integral gleih 0.2.Fall: Sei n > 0. Dann hat manIjnI = � ��n+1oF ��no�F��n+2oF ��n+1oF � :F�ur g = id bzw. g = k� liest man, damit g�1tg 2 IjI ist, aus der zweiten Kom-ponente ab, da� b 2 ��no�F. Das ist ein Widerspruh zu b 2 oF. Im Falle g = gm,bzw. g = ~gm folgt ebenfalls aus der zweiten Komponente, da� �mb 2 ��no�F seinm�u�te, was wieder niht m�oglih ist. Bisher ist also g�1tg =2 IjnI. F�ur g = gmj bzw.g = ~gmj jedoh ist g�1tg = � a �(��1)��mb�(�)�mbA a � 2 IlnIgenau dann erf�ullt, wenn ��mb 2 ��no�F, d.h. wenn v(b) = m � n. (Ist dies erf�ullt,so auh die �ubrigen Forderungen an a und b.) Man erh�alt also nah Satz 2.19OGt (1IjnI) = 2 � volG(gv(b)+njIj�1g�1v(b)+n)volT (T \ gv(b)+njIj�1g�1v(b)+n)= 2 � 1q + 1 � q + 12 qv(b)+n�1= qv(b)+n�1:3.Fall: Sei n = �r < 0. Dann istIjnI = � ��roF ��roF��ro�F ��roF � :Dann ergibt sih bei g = id bzw. g = k� f�ur g�1tg 2 IjnI in der dritten Komponentedie Bedingung b bzw. b(1 � �2A) 2 ��ro�F, im Widerspruh zu b; b(1 � �2A) 2 oF.Ebenso erh�alt man diesmal f�ur g = gmj, bzw. g = ~gmj, da� �mb 2 ��ro�F. In diesenF�allen ist also g�1tg =2 IjnI. Aber f�ur g = gm oder g = ~gm gilt nun:g�1tg = � a (�)�mbA(��1)��mb a � 2 IjnI



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 34genau dann, wenn ��mb 2 ��ro�F, also wenn v(b) = m + n. Somit ergibt sih dasIntegral diesmal zu OGt (1IjnI) = 2 � volG(gv(b)�nIg�1v(b)�n)volT (T \ gv(b)�nIg�1v(b)�n)= 2 � 1q + 1 � q + 12 qv(b)�n= qv(b)�n:
2.2.2 Orbitalintegrale OGt (1IwI) f�ur t 2 ~TNun sollen auh noh die Orbitalintegral f�ur t 2 ~T und die harakteristishen Funk-tionen 1IwI berehnet werden. Dies geshieht in weitestgehender Analogie zur Vor-gehensweise im Fall des anderen Torus T = T1.Die Zerlegung ~TnG=ISatz 2.21. Die Elementegm = � ��m=2 00 �m=2 � ; ~gm = l � � ��m=2 00 ��m=2 � ;gmj = � 0 ��m=2��m=2 0 � ; ~gmj = l � � 0 ��m=2���m=2 0 � ;f�ur m = 0; 2; 4; 6 : : : und l 2 L = F (pA); � 2 o�Fno�F2 so, da� N(l)� = 1, bilden einVertretersystem 	 der Doppelnebenklassen ~TnG=K.Beweis: Man hat durh Satz 2.2() ein Vertretersystem � bestehend aus den gm und~gm von ~TnG=K gegeben und aus Lemma 2.14 wei� man, da�j = � 0 1�1 0 � und k� = � 1 0� 1 �f�ur � 2 �F ein Vertretersystem von K=I bilden. Nun ist zu pr�ufen, wie die Vertretersih gmj, gmk� bzw. ~gmj, ~gmk� auf die Doppelnebenklassen ~TgmkI bzw. ~T ~gmkIverteilen. Dazu benutzt man wieder die Bijektion aus dem Beweis von Satz 1.7(b):( ~T \ gKg�1)=( ~T \ gkIk�1g�1) ��! A = fxI j gxI � ~TgkIg:Zu untersuhen sind f�ur die vershiedenen Vertreter also die Terme des Quotienten( ~T \ gKg�1)=( ~T \ gkIk�1g�1). Dabei untersheiden sih die auftretenden Termef�ur ~gm und gm nur um Faktoren ��1. Diese werden wie im vorigen Abshnitt inKlammern gesetzt, um die beiden F�alle gm und ~gm gleihzeitig behandeln zu k�onnen.



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 35F�ur den oberen Term des Quotienten hat man in Beobahtung 2.10 shon festgestellt,da� ~T\gmKg�1m = Tm+1 = ft = a+bpAjv(b) � m+1g gilt. Gleihes gilt f�ur ~gm stattgm. Nun soll der untere Term des Quotienten ~T \ gmkIk�1g�1m f�ur m � 0 betrahtetwerden, zun�ahst f�ur k = j: Gleihbedeutend zu t 2 ~T \ gmjIj�1g�1m ist f�ur t 2 ~T :j�1g�1m tgmj = � a ���m�1b(��1)��m+1bA(�) a � 2 I:Dies ist genau dann erf�ullt, wenn v(b) � m + 1. Also ist ~T \ gmjIj�1g�1m = Tm+1,und in ~TgmjI liegen au�er gmjI keine weiteren Nebenklassen gmkI.Sei nun k = k�: Dann erh�alt man f�ur t 2 ~T \ gmk�Ik�1� g�1m die Bedingungk�1� g�1m tgmk� = � a+ ��m+1bA(�) �m+1bA(�)��m�1b(��1)� �2�m+1bA(�) a� ��m+1bA(�) � 2 I:Damit diese Bedingung erf�ullt ist, mu� diesmal v(b) > m + 1 gelten. Man hat also~T \ gmk�Ik�1� g�1m = Tm+2. Das hei�t, da� [( ~T \ gmKg�1m ) : ( ~T \ gmk�Ik�1� g�1m )℄ =[Tm+1 : Tm+2℄ = q, nah Lemma 2.15. Es fallen q Nebenklassen gmk�I in eine Dop-pelnebenklasse. Sie fallen also alle zusammen: gmk�I � TgmI f�ur alle � 2 �F . Manhat somit bewiesen: Die gm; gmj und ~gm; ~gmj mit m 2 2N0 bilden ein vollst�andigesVertretersystem von ~TnG=I.Ben�otigte VoluminaZun�ahst sollen die Ergebnisse des vorigen Abshnitts �uber die Volumina festgehal-ten werden.Satz 2.22.(a) volG(I)�1 = q + 1(b) vol ~T ( ~T \ gIg�1)�1 = q+12 � qm+1 f�ur g = gm und ~gm.() vol ~T ( ~T \ gjIj�1g�1)�1 = q+12 � qm f�ur g = gm und ~gm.Beweis: (a) hatte man shon als Satz 2.19(a).Zu (b): Man hat vol ~T ( ~T \ gmIg�1m )�1 = vol ~T ( ~T \ gmKg�1m )�1 � [( ~T \ gmKg�1m ) :( ~T \ gmIg�1m )℄. Der erste Faktor ist nah Satz 2.11 gleih q+12 � qm; der zweite Faktornah Lemma 2.15 gleih q.Zu (): Hier gilt vol ~T ( ~T \ gjIj�1g�1)�1 = vol ~T ( ~T \ gmKg�1m )�1 = q+12 � qm, wie manaus (b) abliest.Auswertung der IntegralformelDie Argumentation bei der Berehnung der Orbitalintegrale �ubertr�agt sih fast w�ort-lih aus dem Fall des anderen Torus T = T1:



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 36Satz 2.23. Es sei F ein lokaler K�orper der Restklassenharakteristik 6= 2 und essei L = F (pA) eine unverzweigte Erweiterung von F , also o.E. A 2 o�Fno�F2. Seiweiter G = SL(2; F ), K = SL(2; oF), I die Standard-Iwahorigruppe und ~T �= N1Lder Torus der Form~T = �� a bA�b��1 a � ���� a2 � b2A = 1 � :Dann nehmen die Orbitalintegrale f�ur regul�are t = a+ bpA 2 ~T auf den Erzeugernder Iwahori-Heke-Algebra 1IwI, wobei w 2 W a�, folgende Werte an:(a) Sei w = ln = � ��n 00 �n �. Dann gilt f�ur n = 0, also f�ur IwI = I:OGt2 ~T (1I) = qv(b) � 1q � 1 :(b) F�ur n 6= 0 ist OGt2 ~T (1IlnI) = 0:() Sei w = jn = � 0 ��n��n 0 �. Dann gilt:OGt2 ~T (1Ij0I) = 0;OGt2 ~T (1IjnI) = qv(b)+n�1 f�ur n > 0; bzw.OGt2 ~T (1IjnI) = qv(b)�n f�ur n < 0:Beweis: Man mu� noh pr�ufen, welhe g 2 	 von Null vershiedene Beitr�age zumIntegral liefern. Das hei�t, wann g�1tg 2 IwI gilt. Zur �Ubersiht sollen die g�1tgauh hier noh einmal aufgelistet werden:g = gm bzw. ~gm: g�1tg = � a (�)�m+1bA(��1)��m�1b a �g = gmj bzw. ~gmj: g�1tg = � a �(��1)��m�1b�(�)�m+1bA a �
(a) und (b): Sei w = ln. Dann istIwI = � ��no�F + �n+1oF ��noF + �noF��n+1oF + �n+1oF ��n+1oF + �no�F � :



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 371. Fall: Sei n > 0. Dann istIlnI = � ��no�F ��noF��n+1oF ��n+1oF � :Um zu pr�ufen wann g�1tg 2 IlnI, betrahtet man f�ur alle g 2 	 die erste Kompo-nente: Da a 2 oF, also insbesondere nie in ��no�F, kann nie g�1tg 2 IlnI gelten. Esist also 1IlnI(g�1tg) = 0, und damit ist auh OGt (1IlnI) = 0.2.Fall: Sei n = �r < 0. Dann ergibt sihIlnI = � ��r+1oF ��roF��r+1oF ��ro�F � :F�ur alle g 2 	 betrahtet man die vierte Komponente: Damit man Beitr�age erh�alt,m�u�te a 2 ��ro�F gelten, im Widerspruh zu a 2 oF. Somit ist das IntegralOGt (1IlnI) = 0.3.Fall: Sei n = 0. Dann ist Il0I = I = � o�F oF}F o�F � :F�ur g = gm bzw. g = ~gm erh�alt mang�1tg = � a (�)�m+1bA(��1)��m�1b a � 2 Igenau dann, wenn v(b) > m+ 1. Und f�ur g = gmj bzw. g = ~gmj istg�1tg = � a �(��1)��m�1b�(�)�m+1bA a � 2 Igleihbedeutend mit v(b) � m+1. Demnah erh�alt man mit der bekannten Formel:OGt (1I) = 2[ v(b)�22 ℄Xm=0;2;4;:::� volG(gmIg�1m )volT (T \ gmIg�1m ) + volG(~gmI~g�1m )volT (T \ ~gmI~g�1m )�+ 2[ v(b)�12 ℄Xm=0;2;4;:::� volG(gmjIj�1g�1m )volT (T \ gmjIj�1g�1m ) + volG(~gmjIj�1~g�1m )volT (T \ ~gmjIj�1~g�1m )� :Ist v(b) = 0, so sind diese Summen leer. Dann ist also OGt (1I) = 0. F�ur v(b) > 0ben�utzt man die Volumenbeitr�age aus Satz 2.22, und erh�alt:OGt (1I) = 2 � 2[ v(b)�22 ℄Xm=0;2;4;::: q + 12 � qm+1 � 1q + 1 + 2 � 2[ v(b)�12 ℄Xm=0;2;4;::: q + 12 � qm � 1q + 1= 1 + q + q2 + � � �+ qv(b)�1= qv(b) � 1q � 1 :



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 38
() Sei nun w = jn. Dann istIwI = � ��n+1oF + �noF ��no�F + �noF�no�F + ��n+2oF ��n+1oF + �noF � :1.Fall: Sei n = 0. Dann ist IjI = � oF o�Fo�F oF � :Damit g�1tg 2 IjI, mu� f�ur g = gm; ~gm aufgrund des zweiten Eintrags in g�1tggelten: �m+1bA(�) 2 o�F, im Widerspruh zu bA(�) 2 oF. F�ur g = gmj; ~gmj erh�altman denselben Widerspruh, wenn man die dritte Komponente betrahtet. Also istOGt (1IjI) = 0 f�ur beliebige t 2 ~T .2.Fall: Sei n > 0. Dann hat manIjnI = � ��n+1oF ��no�F��n+2oF ��n+1oF � :F�ur g�1tg 2 IjnI erh�alt man jetzt mit g = gm; ~gm aus dem zweiten Eintrag dieunerf�ullbare Bedingung �m+1bA(�) 2 ��no�F. Aber mit g = gmj; ~gmj kann die Be-dingung erf�ullt werden, denn es mu� gelten: ���m�1b(��1) 2 ��no�F. Dies ist genaudann der Fall, wenn v(b) = m� n+ 1. Somit ergibt sih f�ur das Orbitalintegral mitHilfe von Satz 2.22: OGt (1IjnI) = 2 � 1q + 1 � q + 12 � qv(b)+n�1= qv(b)+n�1:3.Fall: Sei n = �r < 0. Dann istIjnI = � ��roF ��roF��ro�F ��roF � :Wieder mu� man pr�ufen, wann g�1tg 2 IjnI. Daf�ur erh�alt man mit g = gmj; ~gmjeinen Widerspruh in der dritten Komponente: ��m+1bA(�) 2 ��ro�F. Mit g =gm; ~gm jedoh hat man die Bedingung erf�ullt, wenn ��m�1b(��1) 2 ��ro�F gilt, alsowenn v(b) = n+m + 1. Somit ergibt sih hier das Orbitalintegral zu:OGt (1IjnI) = 2 � 1q + 1 � q + 12 � qv(b)�n= qv(b)�n:



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE F�UR DIE SL(2; F ) 392.2.3 ZusammenfassungAls wihtigstes Ergebnis dieses Kapitels wird festgehalten:Wie man aus den S�atzen 2.20 und 2.23 entnimmt, ist das OrbitalintegralOGt (1I) = qv(b) � 1q � 1f�ur die beiden niht konjugierten Einbettungen T1 und T� des Zentralisators T desElements t = a + bpA, b 6= 0, in die SL(2; F ) gleih. Es de�niert somit ein stabilesOrbitalintegral, d.h. eines, das unabh�angig von der Wahl des maximalen Torus ist.



Kapitel 3Integrale f�ur die GSp(4; F )Im folgenden sollen weitere Orbitalintegrale berehnet werden. Dazu sei weiterhin Fein lokaler K�orper der Restklassenharakteristik ungleih 2. Die zugrunde liegendeGruppe sei nun die generelle symplektishe Gruppe G = GSp(4; F ). Es gilt also f�urg 2 G: gT � 0 �1212 0 � g = �(g)� 0 �1212 0 � :Durh K := GSp(4; oF) wird eine maximal kompakte Untergruppe von G de�niert.Es sei I � K � G die IwahorigruppeI = GSp(4; oF) \8>><>>:0BB� � � � �}F � � �}F }F � }F}F }F � � 1CCA9>>=>>;Insbesondere mu� f�ur ein Element aus I gelten, da� alle seine Diagonalelemente ino�F liegen. Desweiteren sei H die Untergruppe von G = GSp(4; F ) bestehend ausden Elementen der Form (h1; h2) = 0BB� �1 0 �1 00 �2 0 �21 0 Æ1 00 2 0 Æ2 1CCA ;de�niert durh Elementeh1 = � �1 �11 Æ1 � ; h2 = � �2 �22 Æ2 �aus GL(2; F ) mit der Eigenshaft det h1 = det h2. Die Gruppe H ist also isomorphzur Gruppe (GL(2; F ) �GL(2; F ))0, wobei der Exponent 0 die Determinantenbe-dingung andeuten soll. Diese Isomorphie wird im folgenden sehr oft ausgenutzt, unddeshalb werden die beiden Gruppen meist miteinander identi�ziert.Nun sei L = F (pA) wieder eine unverzweigte quadratishe Erweiterung von F undohne Einshr�ankung v(A) = 0. Der TorusT = (L� � L�)0 = f(t1; t2) 2 L� � L� j Norm t1 = Norm t2g40



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 41kann in H bzw. G eingebettet werden, und sein Bild de�niert einen maximalenTorus von G. F�ur � 2 F bezeihne ��2A die Einbettung von L� in GL(2; F ), diet = a + bpA 2 L� abbildet auf��2A(t) = � a �bAb��1 a � :Unter den Einbettungen (��21A; ��22A) von T in G gibt es genau zwei in G niht-konjugierte Klassen maximaler Tori. Diese werden repr�asentiert durh (�A; �A) und(�A; ��2A). Kommt es auf eine Untersheidung der Einbettungen niht an, so wirddas Bild von T in G wieder mit T bezeihnet.Bevor zur Betrahtung des Orbitalintegrals �ubergegangen wird, hier noh einigeoft benutzte Bezeihnungen: F�ur entsprehende Gruppen der Dimension 2 shreibtman z.B. K(2; F ) = GL(2; oF). Dies ist eine maximal kompakte Untergruppe derGL(2; F ). Genauso bezeihnet I(2; F ) eine ihrer Iwahorigruppen, die Gruppe dermodulo }F oberen Dreiksmatrizen. Weiter seiK0 := H \K = (K(2; oF)�K(2; oF))0;I0 := H \ I = (I(2; F )� I(2; F ))0 undoT := (o�L � o�L)0 � T:Nun sei � = (s; s0) = (a+ bpA; a0 + b0pA) 2 oT � T . Hier soll das OrbitalintegralOG� (1I) = ZTnG 1I(g�1�g) d _gberehnet werden. Dazu f�uhrt man es der Methode in [W2℄ folgend auf Orbitalinte-grale �uber H zur�uk: Es seienG =[i2NHviI; H = [j2J Thjdisjunkte Zerlegungen von G und H. Dann ist auhG = [i2N;j2Ji ThjviIeine disjunkte Zerlegung von G f�ur gewisse Ji � J , und aus Satz 1.7 wei� manOG� (1I) =Xi2N Xj2Ji volG(hjviIv�1i h�1j )volT (T \ hjviIv�1i h�1j ) � 1I(v�1i h�1j �hjvi):Nun ist f�ur alle i 2 N HviI = [j2Ji ThjviI;



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 42also H = [j2Ji Thj(viIv�1i \H):Daraus sieht man:OH� (1H\viIv�1i ) =Xj2Ji volH(H \ viIv�1i )volT (T \ hjviIv�1i h�1j ) � 1I(v�1i h�1j �hjvi);und man erh�alt OG� (1I) =Xi2N volG(I)volH(H \ viIv�1i )OH� (1H\viIv�1i ):Desweiteren gilt mit einem Vertretersystem frlg von TnH=I0:ZH f(h) dh =Xl volT (T \ rlI0r�1l )�1 ZT ZI0 f(trlk) dk dt;also ZTnH f(h) d _h =Xl volT (T \ rlI0r�1l )�1 ZI0 f(rlk) dk:Da das Integral auf G invariant unter inneren Automorphismen ist, kann man H \viIv�1i durh irgendeine in G konjugierte Untergruppe ersetzten, ohne den Wert desIntegrals zu ver�andern. Es sei nun angenommen, da� ein g = g(i) 2 G existiert, soda� g(H \ viIv�1i )g�1 � I0.Aus sp�ater verst�andlihen �asthetishen Gr�unden normiert man die Haarshen Ma�eso, da� gilt:volG(K) = 12(q + 1),volH(K0) = 1 undvolT (oT) = 1.Damit erh�alt man eine handhabbare Form des Orbitalintegrals:OG� (1I) = 12(q2 + 1)Xi [K0 : I0℄[I0 : Ii℄[K : I℄ Xl [oT : (T \ Ii)℄ ZI0 1Ii((rlk)�1�rlk) dk:Die Berehnung des Orbitalintegrals OG� (1I) gliedert sih also in die Shritte:� Bestimmung eines Vertretersystems von HnG=I� Finden von Injektionen H \ viIv�1i ,! I0� Bestimmung eines Vertretersystems von TnH=I0� Bestimmung der Integrale RI0 1Ii((rlk)�1�rlk) dk� Summation �uber alle diese Komponenten



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 433.1 Die Zerlegung HnG=INah M. Shr�oder (s. [W3℄, S. 2) hat man ein System von Doppelnebenklassenver-tretern von HnG=K;wobei K die maximal kompakte Untergruppe GSp(4; oF) bezeihnet. Es wird ge-bildet von der Identit�at und den Elementen ri, i 2 N der Formri = 0BB� 1 0 0 ��i0 1 ��i 00 0 1 00 0 0 1 1CCA :Zur Vereinfahung wird im folgenden oft r0 = id gesetzt.Um daraus ein Vertretersystem vonHnG=I zu erhalten, mu� man die Restklassenbil-dung verfeinern und ben�otigt zun�ahst ein Vertretersystem von K=I. Wieder gen�ugtes, alles modulo }F zu betrahten. Man suht also Vertreter von G(Fq )=B(Fq ). Dabeiist �F �= Fq , G(Fq ) = GSp(4; Fq ) und B(Fq ) die Borelgruppe, das hei�t die Gruppeder Matrizen aus GSp(4; Fq ) der Form� A C0 �AT�1 � ;mit einer oberen Dreieksmatrix A und einer Matrix C so, da�CTAT�1 � A�1C = 0:F�ur G(Fq ) hat man die Bruhat-Tits-ZerlegungG(Fq ) = [w2W B(Fq )wB(Fq ):Die disjunkte Vereinigung l�auft �uber die aÆne Weylgruppe W , dem semidirektenProdukt der sph�arishen Weylgruppe W 0, die isomorph zu Z=2Z ist, und einer zu(Z=2Z)2 isomorphen Translationsgruppe S. Insbesondere wird W von einer Spiege-lung s1 2 W 0 und einer Translation s2 2 S erzeugt. Man w�ahlt f�urW die Einbettungs1 7�! 0BB� 0 1 0 01 0 0 00 0 0 10 0 1 0 1CCA ;
s2 7�! 0BB� 1 0 0 00 0 0 �10 0 1 00 1 0 0 1CCA :Die �ubrigen 5 nihttrivialen Elemente von W erh�alt man dann durh Multiplikation.Es sind s1s2, s2s1, s1s2s1, s2s1s2 und s1s2s1s2. Durh die Bruhat-Tits-Zerlegung



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 44spalten sih die Nebenklassen G(Fq ) nah B(Fq ) auf in die der Zellen B(Fq )wB(Fq ),f�ur die shon fr�uher (vgl. Beweis zu Satz 1.7 (b)) die BijektionB(Fq )wB(Fq )=B(Fq ) �! B(Fq )=(B(Fq ) \ wB(Fq )w�1)xwB(Fq ) 7�! x(B(Fq ) \ wB(Fq )w�1)gefunden wurde. Diese wertet man f�ur alle nihttrivialen Elemente von W aus:Sei w = s1: s1B(Fq )s�11 ergibt sih als die Untergruppe von G(Fq ) der Matrizen derForm � A C0 B � ;wobei A eine untere Dreieksmatrix, B eine obere Dreieksmatrix ist. Also sind dieMatrizen in B(Fq ) \ s1B(Fq )s�11 der Gestalt� D C0 D � ;(D sei eine Diagonalmatrix), so da� man f�ur B(Fq )=(B(Fq )\ s1B(Fq )s�11 ) Vertreterxs1(a) = 0BB� 1 a 0 00 1 0 00 0 1 00 0 �a 1 1CCA ;a 2 Fq , w�ahlen kann. Die Vertreter von B(Fq )s1B(Fq )=B(Fq ) ergeben sih dann alsxs1(a)s1: xs1(a)s1 = 0BB� a 1 0 01 0 0 00 0 0 10 0 1 �a 1CCA :
Sei w = s2. Hier besteht s2B(Fq )s�12 aus den Matrizen der Form0BB� � � � �0 � � 00 0 � 00 � � � 1CCA ;also B(Fq ) \ s2B(Fq )s�12 aus Matrizen� A C0 �AT�1 � ;



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 45wobei A eine obere Dreieksmatrix ist und C eine Dreieksmatrix der Gestalt� � �� 0 � :Demnah erh�alt man als Vertreter f�ur B(Fq )=(B(Fq ) \ s2B(Fq )s�12 )xs2(a) = 0BB� 1 0 0 00 1 0 a0 0 1 00 0 0 1 1CCA ;a 2 Fq . Also sind die Vertreter von (B(Fq )s2(B(Fq )=(B(Fq ) diexs2(a)s2 = 0BB� 1 0 0 00 a 0 �10 0 1 00 1 0 0 1CCA :
Sei w = s1s2, d.h. s1s2 = 0BB� 0 0 0 �11 0 0 00 1 0 00 0 1 0 1CCA :Matrizen in wB(Fq )w�1 haben die Gestalt0BB� � 0 0 �� � � �� 0 � �0 0 0 � 1CCA ;und damit m�ussen die Elemente aus B(Fq ) \ wB(Fq )w�1 von der Form� A C0 �AT�1 �sein, wobei A eine untere Dreieksmatrix ist und C eine Dreieksmatrix der Gestalt� 0 �� � � :Und damit erh�alt man Vertreterxs1s2(a; b) = 0BB� 1 a b 00 1 0 00 0 1 00 0 �a 1 1CCA ;



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 46a; b 2 Fq , von B(Fq )=(B(Fq )\wB(Fq )w�1). Die Vertreter von B(Fq )wB(Fq )=B(Fq )sind dann xs1s2(a; b)s1s2 = 0BB� a b 0 �11 0 0 00 1 0 00 �a 1 0 1CCA :
Sei w = s2s1: s2s1 = 0BB� 0 1 0 00 0 �1 00 0 0 11 0 0 0 1CCA :Dies ergibt in wB(Fq )w�1 Matizen der Form0BB� � � � 00 � 0 00 � � 0� � � � 1CCA ;und damit k�onnen die Elemente von B(Fq )\wB(Fq )w�1 nur das folgende Aussehenhaben: 0BB� � � � 00 � 0 00 0 � 00 0 � � 1CCA :So da� man f�ur B(Fq )=B(Fq ) \ wB(Fq )w�1 die Vertreterxs2s1(a; b) = 0BB� 1 0 0 a0 1 a b0 0 1 00 0 0 1 1CCA ;a; b 2 Fq , erh�alt, also f�ur B(Fq )wB(Fq )=B(Fq ) die Vertreterxs2s1(a; b)s2s1 = 0BB� a 1 0 0b 0 �1 a0 0 0 11 0 0 0 1CCA :
Sei nun w = s1s2s1, s1s2s1 = 0BB� 0 0 �1 00 1 0 01 0 0 00 0 0 1 1CCA :



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 47Die Elemente von wB(Fq )w�1 sind von der Gestalt0BB� � 0 0 0� � 0 �� � � �� 0 0 � 1CCA ;somit sind die Elemente von B(Fq ) \ wB(Fq )w�1 von der Form0BB� � 0 0 00 � 0 �0 0 � 00 0 0 � 1CCA :Damit ergeben sih Nebenklassenvertreter von B(Fq )=(B(Fq ) \ wB(Fq )w�1) alsxs1s2s1(a; b; ) = 0BB� 1 a b 0 1  00 0 1 00 0 �a 1 1CCA ;a; b;  2 Fq . Dem entsprehend berehnen sih die Vertreter von B(Fq )wB(Fq )=B(Fq )zu xs1s2s1(a; b; )s1s2s1 = 0BB� b a �1  1 0 01 0 0 0�a 0 0 1 1CCA :
Sei w = s2s1s2, s2s1s2 = 0BB� 0 0 0 �10 0 �1 00 1 0 01 0 0 0 1CCA :Dann hat man in wB(Fq )w�1 nur Matrizen, die aussehen wie� A 0C B � ;mit einer oberen Dreieksmatrix A und einer unteren Dreieksmatrix B. Folglihd�urfen in B(Fq ) \ wB(Fq )w�1 nur Matrizen der Form� A 00 �AT�1 � ;



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 48A wie oben, liegen, und es ergeben sih Vertreter von B(Fq )=(B(Fq ) \ wB(Fq )w�1)als xs2s1s2(a; b; ) = 0BB� 1 0 b a0 1 a 0 0 1 00 0 0 1 1CCA ;a; b;  2 Fq . Daraus erh�alt man die Vertreterxs2s1s2(a; b; )s2s1s2 = 0BB� a b 0 �1 a �1 00 1 0 01 0 0 0 1CCAvon B(Fq )wB(Fq )=B(Fq ).Sei shlie�lih w = s1s2s1s2,s1s2s1s2 = 0BB� 0 0 �1 00 0 0 �11 0 0 00 1 0 0 1CCA :Die Elemente von wB(Fq )w�1 haben die Gestalt� A 0C B � ;wobei diesmal A eine untere Dreieksmatrix, B eine obere Dreieksmatrix ist. Dannd�urfen die Elemente in B(Fq ) \ wB(Fq )w�1 nur Diagonalmatrizen sein:� D 00 D � :Damit ergeben sih Vertreter von B(Fq )=(B(Fq ) \ wB(Fq )w�1) von der Formxs1s2s1s2(a; b; ; d) = 0BB� 1 �d a b0 1 b + d 0 0 1 00 0 d 1 1CCA ;a; b; ; d 2 Fq , also Vertreter von B(Fq )wB(Fq )=B(Fq ):xs1s2s1s2(a; b; ; d)s1s2s1s2 = 0BB� a b �1 db + d  0 �11 0 0 0d 1 0 0 1CCA :



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 49Mit den q4 + 2q3 + 2q2 + 2q + 1 = (q2 + 1)(q + 1)2 Elementen xww, w 2 W , hatman ein Vertretersystem von K = GSp(4; oF) nah der Iwahorigruppe I gefunden.Daraus erh�alt man Vertreter der Doppelnebenklassen HnG=I, indem man mit demVertretersystem ri, i 2 N0 , der Doppelnebenklassen HnG=K multipliziert. Von dendadurh erhaltenen Vertretern liegen jedoh viele in derselben Doppelnebenklasse:Satz 3.1. Das Vertretersystem der Doppelnebenklassen HnG=I spaltet sih auf invier Ausnahmeklassen vertreten durhv00 = id; v01 = s1 = 0BB� 0 1 0 01 0 0 00 0 0 10 0 1 0 1CCA ;
v02 = xs1(1)s1 = 0BB� 1 1 0 01 0 0 00 0 0 10 0 1 �1 1CCA ; v03 = xs1s2(1; 0)s1s2 = 0BB� 1 0 0 �11 0 0 00 1 0 00 �1 1 0 1CCA ;und in vier generishe Familien f�ur i = 1; 2; 3; : : : :vi0 = ri = 0BB� 1 0 0 ��i0 1 ��i 00 0 1 00 0 0 1 1CCA ; vi1 = ris2 = 0BB� 1 ��i 0 00 0 ��i �10 0 1 00 1 0 0 1CCA ;
vi2 = ris2s1 = 0BB� ��i 1 0 00 0 �1 ��i0 0 0 11 0 0 0 1CCA ; vi3 = ris2s1s2 = 0BB� ��i 0 0 �10 ��i �1 00 1 0 01 0 0 0 1CCA :Bemerkung 3.2. Es �uberrasht, da� die Klassen sih niht f�ur alle i in dieselbenFamilien aufspalten, denn die von M.Shr�oder gefundenen Doppelnebenklassenver-treter ri w�urden dies nahelegen, de�niert doh~r0 = 0BB� 1 0 0 10 1 1 00 0 1 00 0 0 1 1CCAdie Klasse der Identit�at: H~r0I = H id I. Wie man jedoh aus dem untenstehendenBeweis ablesen kann, wird bei den generishen Familien intensiv ausgenutzt, da� �iin }F liegt. Dies impliziert den Sonderfall i = 0. Es erkl�art jedoh niht, weshalbdie Zerlegung innerhalb dieses Ausnahmefalls derart zerrissen ist, da� niht einmalganze Vertreterfamilien xw(a; b; ; d)w geshlossen bleiben. Einige Einsiht in diesesVerhalten k�onnte die Zellmultiplikationsregel geben: Ist sw ein l�angeres Wort als w,also l(sw) > l(w), so gilt IsI � IwI = IswI:



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 50Insbesondere gilt f�ur die M�ahtigkeiten℄(IswI) = ℄(IsI=I) � ℄(IwI=I):Da nat�urlih xssxwwI � IswI, bilden die Produkte xssxww der Vertreter von IsI=Iund IwI=I ein Vertretersystem von IswI=I. Ist nun s 2 W ein Element so, da�H id I = HxssI, so gilt wann immer HwI = Hw0I auh HwI = Hxssw0I. Jedohwurde die Zellmultiplikationsregel shon bei der Darstellung der xw(a; b; ; d)w nihtbenutzt, weil sie f�ur die weitere Rehnung �au�erst unbequeme Abh�angigkeiten in denVariablen von xw erzeugt.Die Zerlegung in die vier Klassen f�ur i > 0 ist einsihtiger, shon weil hier alleFamilien xww zusammenbleiben (s. Beweis). Dann ist es ein leihtes zu sehen, da�HriI = Hris1I und somit HriwI = Hris1w0I gilt, wann immer HriwI = Hriw0Igegeben ist.Der Beweis von Satz 3.1Um dieses Vertretersystem zu �uberpr�ufen, mu� man untersuhen, wann zwei dergefundenen Vertreter dieselbe Nebenklasse de�nieren, also wannHrixwwI = Hrixw0w0Ierf�ullt ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn ein h 2 H existiert, so da�(xww)�1r�1i hrixw0w0 2 I:Dieses Argument wird nun auf alle Vertreter angewand:Der Ausnahmefall i = 0Zun�ahst wird gezeigt, da� die Doppelnebenklassen, die zu den vier in Satz 3.1angegebenen Vertretern v0j geh�oren, wirklih disjunkt sind: Es gilt n�amlih f�urh = 0BB� �1 0 �1 00 �2 0 �21 0 Æ1 00 2 0 Æ2 1CCA 2 H :
hxs1(a)s1 = 0BB� �1a �1 0 �1�2 0 �2 ��2a1a 1 0 Æ12 0 Æ2 �Æ2a 1CCA =2 I;weil die Eintr�age (22) und (33) niht in o�F liegen. Ebenso erh�alt manhxs1s2(1; 0)s1s2 = 0BB� �1 �1 0 ��1�2 ��2 �2 01 Æ1 0 �12 �Æ2 Æ2 0 1CCA =2 I:



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 51Also sind diese Vertreter niht in H id I. Weiter ists�11 hxs1(1)s1 = 0BB� �2 0 �2 ��2�1 �1 0 �12 0 Æ2 �Æ22 1 0 Æ1 1CCA =2 I;weil aus dem Eintrag (33) folgen w�urde, da� Æ2 2 o�F, aber aus (34), da� Æ2 2 }F ,und s�11 hxs1s2(1; 0)s1s2 = 0BB� �2 ��2 �2 0�1 �1 0 ��12 �Æ2 Æ2 01 Æ1 0 �1 1CCA =2 I;weil daf�ur Æ2 2 o�F und Æ2 2 }F gelten m�u�te. Analog erh�alt man(xs1(1)s1)�1hxs1s2(1; 0)s1s2 = 0BB� �2 ��2 �2 0�1 � �2 �1 + �2 ��2 ��11 + 2 Æ1 � Æ2 Æ2 �11 Æ1 0 �1 1CCA =2 I;weil 1 2 o�F \ }F niht erf�ullt werden kann. Also sind auh die Klassen Hs1I,Hxs1(1)s1 und Hxs1s2(1; 0)s1s2I disjunkt.Nun werden die �ubrigen Klassen auf diese vier disjunkten aufgeteilt:Klassen, die mit H id I zusammenfallen:In die Klasse H id I liegen noh die Vertreter x2(a)s2 und xs1s2s1(0; b; 0)s1s2s1 sowiexs1s2s1s2(a; 0; ; 0)s1s2s1s2, denn:xs2(a)s2 = 0BB� 1 0 0 00 a 0 �10 0 1 00 1 0 0 1CCAist o�ensihtlih in H, ebensoxs1s2s1(0; b; 0)s1s2s1 = 0BB� b 0 �1 00 1 0 01 0 0 00 0 0 1 1CCA 2 Hund xs1s2s1s2(a; 0; ; 0) = 0BB� a 0 �1 00  0 �11 0 0 00 1 0 0 1CCA 2 H:



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 52Es liegen also 1 + q + q + q2 = (q + 1)2 der xww in H id I.Klassen, die mit Hs1I zusammenfallen:In die Klasse Hs1I fallen die Vertreter xs1s2(0; b)s1s2 und xs2s1(0; b)s2s1 sowiexs2s1s2(0; b; )s2s1s2. Insgesamt sind das 1 + 2q + q2 = (q + 1)2 der xww: Mith = 0BB� 0 0 1 00 �1 0 01 0 �b 00 0 0 1 1CCA 2 Hist n�amlih s�11 hxs1s2(0; b)s1s2 = 0BB� �1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 �1 1CCA 2 I;und f�ur h = 0BB� �1 0 0 00 0 0 10 0 1 00 1 0 �b 1CCA 2 Hhat man s�11 hxs2s1(0; b)s2s1 = 0BB� 1 0 0 00 �1 0 00 0 �1 00 0 0 1 1CCA 2 I:Au�erdem erh�alt man mith = 0BB� 0 0 1 00 0 0 11 0 �b 00 1 0 � 1CCA 2 H :
s�11 hxs2s1s2(0; b; )s2s1s2 = 0BB� 1 0 0 00 1 0 00 0 �1 00 0 0 �1 1CCA 2 I:Klassen, die mit Hxs1(1)s1I zusammenfallen:In Hxs1(1)s1I liegen die Vertreter xs1(a)s1 f�ur a 6= 0, xs2s1(a; b)s2s1 f�ur a 6= 0,xs1s2s1(0; b; )s1s2s1 fur  6= 0 und xs1s2s1s2(a; 0; ; d)s1s2s1s2I mit d 6= 0, das sind



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 53insgesamt (q � 1) + 2q(q � 1) + q2(q � 1) = (q + 1)2(q � 1) der xww. Man erh�altn�amlih f�ur a 6= 0 mit h = 0BB� 1 0 0 00 a 0 00 0 a 00 0 0 1 1CCA 2 H :
(xs1(1)s1)�1hxs1(a)s1 = 0BB� a 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 a 1CCA 2 I:Sowie mit h = 0BB� 1 0 0 00 0 0 a0 0 a 00 �1 0 b 1CCA 2 H :
(xs1(1)s1)�1hxs1(a)s1 = 0BB� a 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 a 1CCA 2 Iund f�ur  6= 0 �ndet man mith = 0BB� 0 0  00 1 0 01 0 �b 00 0 0 � 1CCA 2 H;da� (xs1(1)s1)�1hxs1s2s1(0; b; )s1s2s1 = 0BB�  1 0 00 �1 0 00 0 �1 00 0 �1  1CCA 2 I:Und setzt man falls d 6= 0h = 0BB� 0 0 d 00 0 0 11 0 �a 00 d 0 �d 1CCA 2 H;so erh�alt man(xs1(1)s1)�1hxs1s2s1s2(a; 0; ; d)s1s2s1s2 = 0BB� d 1 0 00 �1 0 00 0 �1 00 0 �1 d 1CCA 2 I:



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 54Klassen, die mit Hxs1s2(1; 0)s1s2I zusammenfallen:Shlie�lih sind jeweils f�ur a 6= 0 die Vertreter xs1s2(a; b)s1s2 und xs1s2s1(a; b; )s1s2s1sowie xs2s1s2(a; b; )s2s1s2 in Hxs1s2(1; 0)s1s2I enthalten, ebenso wie f�ur b 6= 0 dieVertreter xs1s2s1s2(a; b; ; d)s1s2s1s2: Denn wenn a 6= 0, dann �ndet manh = 0BB� 1 0 �b 00 a 0 10 0 a 00 0 0 1 1CCA 2 H;so da� (xs1s2(1; 0)s1)�1hxs1s2(a; b)s1s2 = 0BB� a 0 0 00 a 0 00 0 1 00 0 0 1 1CCA 2 I:Desweiteren ist dann f�urh = 0BB� 0 0 1 00 0 0 �a�11 0 �b 00 �a 0 � 1CCA 2 Hdas Produkt(xs1s2(1; 0)s1)�1hxs1s2s1(a; b; )s1s2s1 = 0BB� 1 0 0 �a�10 a �1 0 0 �1 00 0 0 �a�1 1CCA 2 I:Setzt man h = 0BB� 1 0 �b 00 0 0 a0 0 �a 00 1 0 � 1CCA 2 H;so erh�alt man(xs1s2(1; 0)s1)�1hxs2s1s2(a; b; )s2s1s2 = 0BB� a 0 0 00 �a 0 00 0 �1 00 0 0 1 1CCA 2 I:Zuletzt �ndet man noh falls b 6= 0h = 0BB� 0 0 b 00 1 0 �1 0 �a 00 d 0 �(b + d) 1CCA 2 H;



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 55f�ur das(xs1s2(1; 0)s1s2)�1hxs1s2s1s2(a; b; ; d)s1s2s1s2 = 0BB� b 0 0 �10 b �1 d0 0 �1 00 0 0 �1 1CCA 2 I:Das hei�t inHxs1s2(1; 0)s1s2I liegen q(q�1)+2q2(q�1)+q3(q�1) = q4+q3�q2�q derVertreter xww. Summiert man die Anzahl aller behandelten Vertreter auf, so erh�altman (q2 + 1)(q + 1)2 St�uk, d.h. man hat alle auftretenden Nebenklassenvertreterverteilt.Der generishe Fall i > 0Sei nun i > 0. Die vier KlassenHriI,Hris2I,Hris2s1I undHris2s1s2I sind disjunkt.Es gilt n�amlih:r�1i hris2 = 0BB� �1 (�1 � Æ2)��i �1 � 2��2i 2��i�1��i �2 � 1��2i (�2 � Æ1)��i ��21 1��i Æ1 00 Æ2 2��i �2 1CCA =2 I;denn aus dem Eintrag (44) folgt 2 2 o�F im Widerspruh zu (43): 2 2 }iF . Also istHriI 6= Hris2I. Auh istr�1i hris2s1 = 0BB� (�1 � Æ2)��i �1 2��i �1 � 2��2i�2 � 1��2i �1��i ��2 (�2 � Æ1)��i1��i 1 0 Æ1Æ2 0 �2 2��i 1CCA =2 I;weil (33): 0 2 o�F niht erf�ullt werden kann. D.h. HriI 6= Hris2s1I. Mit der gleihenBegr�undung giltr�1i hris2s1s2 = 0BB� (�1 � Æ2)��i �1 � 2��2i 2��i ��1�2 � 1��2i (�2 � Æ1)��i ��2 1��i1��i Æ1 0 �1Æ2 2��i �2 0 1CCA =2 I;also HriI 6= Hris2s1s2I. Weiter �ndet mans�12 r�1i hris2s1 = 0BB� (�1 � Æ2)��i �1 2��i �1 � 2��2iÆ2 0 �2 2��i1��i 1 0 Æ1�(�2 � 1��2i) 1��i �2 �(�2 � Æ1)��i 1CCA =2 I



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 56unds�12 r�1i hris2s1s2 = 0BB� (�1 � Æ2)��i �1 � 2��2i 2��i ��1Æ2 2��i �2 01��i Æ1 0 �1�(�2 � 1��2i) �(�2 � Æ1)��i �2 �1��i 1CCA =2 I;d.h. Hris2I 6= Hris2s1I und Hris2I 6= Hris2s1s2I. Shlie�lih ist(s2s1)�1r�1i hris2s1s2 = 0BB� Æ2 2��i �2 0(�1 � Æ2)��i �1 � 2��2i 2��i ��1�(�2 � 1��2i) �(�2 � Æ1)��i �2 �1��i1��i Æ1 0 �1 1CCA =2 I;da wiederum aus (44) folgt, da� 1 2 o�F, aber aus (34), da� 1 2 }i+1F . Somit istauh Hris2s1I 6= Hris2s1s2I.Jetzt k�onnen die �ubrigen Vertreter auf diese vier Klassen wie folgt aufgeteilt werden:Klassen, die mit HriI zusammenfallen:In die Klasse HriI fallen noh die Vertreter rixs1(a)s1, denn mith = 0BB� 0 0 ��i 00 a 0 ��i�i 0 a 00 �i 0 0 1CCA 2 Hist r�1i hrixs1(a)s1 = 0BB� �1 0 0 00 �1 0 0a�i �i 1 0�i 0 0 1 1CCA 2 I:Klassen, die mit Hris2I zusammenfallen:In die Klasse Hris2I fallen die Vertreter rixs2(a)s2 und rixs1s2(a; b)s1s2. Denn man�ndet mit h = 0BB� 1 0 0 00 1 0 �a0 0 1 00 0 0 1 1CCA 2 H;da� s�12 r�1i hrixs2(a)s2 = 0BB� 1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1 1CCA 2 I:



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 57Nimmt man f�ur rixs1s2(a; b)s1s2 mit a 6= 0h = 0BB� 1 0 0 00 a 0 (��i � ba)�i 0 a 00 0 0 1 1CCA 2 H;so erh�alt man s�12 r�1i hrixs1s2(a; b)s1s2 = 0BB� a b 0 �10 �a 1 0a�i b�i 1 ��i0 0 ba 1 1CCA 2 I;und f�ur rixs1s2(0; b)s1s2 nimmt manh = 0BB� 0 0 ��i 00 b�i 0 ��i�i 0 0 00 �i 0 0 1CCA 2 Hund erh�alt s�12 r�1i hrixs1s2(0; b)s1s2 = 0BB� �1 0 0 0�i 1 0 00 b�i 1 ��i�b�i 0 0 �1 1CCA 2 I:Klassen, die mit Hris2s1I zusammenfallen:In der Klasse Hris2s1I liegen zus�atzlih die Vertreter rixs2s1(a; b)s2s1 ebenso wierixs1s2s1(a; b; )s1s2s1. Man kann f�ur rixs2s1(a; b)s2s1 n�amlihh = 0BB� 1 0 0 00 1 0 �b0 0 1 + a�i 00 0 0 1 + a�i 1CCA 2 Hw�ahlen, und erh�alt(s2s1)�1r�1i hrixs2s1(a; b)s2s1 = 0BB� 1 + a�i 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1 + a�i 1CCA 2 I:F�ur rixs1s2s1(a; b; )s1s2s1 w�ahlt manh = 0BB� 0 0 + ��i 00 a 0 + ��i�i 0 a� b�i 00 �i 0 0 1CCA 2 H;



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 58so da�(s2s1)�1r�1i hrixs1s2s1(a; b; )s1s2s1 = 0BB� 1 + �i �i 0 00 �1 0 00 0 �1 00 a�i ��i 1 + �i 1CCA 2 I:Klassen, die mit Hris2s1s2I zusammenfallen:Shlie�lih liegen in Hris2s1s2I die Vertreter rixs2s1s2(a; b; )s2s1s2 sowie die Ver-treter rixs1s2s1s2(a; b; ; d)s1s2s1s2: F�ur rixs2s1s2(a; b; )s2s1s2 sieht man das, indemman h = 0BB� 1 0 �b 00 1 0 �0 0 1 + a�i 00 0 0 1 + a�i 1CCA 2 Hsetzt und damit(s2s1s2)�1r�1i hrixs2s1s2(a; b; )s2s1s2 = 0BB� 1 + a�i 0 0 00 1 + a�i 0 00 0 1 00 0 0 1 1CCA 2 Ierh�alt. F�ur rixs1s2s1s2(a; b; ; d)s1s2s1s2 nimmt manh = 0BB� 0 0 b + ��i 00 �d 0 (b + d) + ��i�i 0 �d+ a(�2i � �i) 00 �i 0 ��i 1CCA 2 H;damit man(s2s1s2)�1r�1i hrixs1s2s1s2(a; b; ; d)s1s2s1s2 = 0BB� 1 + b�i 0 0 ��ia�2i 1 + b�i ��i d�ia�i 0 �1 00 0 0 �1 1CCA 2 Ierreiht.Nun hat man alle Nebenklassen �uberpr�uft, d.h. Satz 3.1 ist bewiesen.
3.2 Die Isomorphismen H \ vijIv�1ij �! IijNun sollen die Integrale OH� (1H\vijIv�1ij ) in eine Form gebraht werden, mit der manbesser arbeiten kann. Wie bereits gesehen, darf man dazu die Gruppen H \ vijIv�1ijmit Elementen g 2 G konjugieren. Diese g sollen so gew�ahlt werden, da� Untergrup-pen von H \ I entstehen.



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 59Der Fall i = 0Es sei I0 := H \ v00Iv�100 = H \ I:Da� h 2 H \ v01Iv�101 , ist gleihbedeutend zuv�101 hv01 = s�11 hs1 = 0BB� �2 0 �2 00 �1 0 �12 0 Æ2 00 1 0 Æ1 1CCA 2 I;das hei�t h 2 H \ I. Somit istH \ v01Iv�101 = H \ I = I0:F�ur v02 = xs1(1)s1 ist h 2 H \ v02Iv�102 gleihbedeutend zuv�102 hv02 = 0BB� �2 0 �2 ��2�1 � �2 �1 ��2 �1 + �21 + 2 1 Æ2 Æ1 � Æ21 1 0 Æ1 1CCA 2 If�ur h 2 H. Dazu mu� also h = (h1; h2) 2 H \ I sein und zus�atzlih �1 � �2 mod }Fsowie Æ1 � Æ2 mod }F . Dies hei�t nihts anderes als da�h1h�12 � � 1 Æ�11 (�1 � �2)0 1 � mod }F :Also istH \ v02Iv�102 �= I02 := �(h1; h2) 2 H \ I j h1h�12 � � 1 �0 1 � mod }F� :Mit v03 = xs1s2(1; 0) erh�alt man f�ur h 2 H die Bedingungv�103 hv03 = 0BB� �2 ��2 �2 01 Æ1 0 �11 + 2 Æ1 � Æ2 Æ2 �1�2 � �1 ��1 � �2 �2 �1 1CCA 2 I:Dies ist gleihbedeutend zu h 2 H \ I undh � �� �1 �10 Æ1 � ;� �1 ��10 Æ1 �� mod }F :Konjugiert man h mitg = (g1; g2) = �� 1 00 1 � ;� 1 00 �1 �� 2 G;so ist dies gleihbedeutend zuh1g2h�12 g�12 � 12 mod }Fund H \ v03Iv�103 �= I03 := �(h1; h2) 2 H \ I j h1h�12 � � 1 00 1 � mod }F� :



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 60Der Fall i > 0Von R. Weissauer [W3℄, S. 18, holt man sih die hier ben�otigten Isomorphismen(und modi�ziert sie gleihzeitig ein bi�hen): Zun�ahst wird mit�� 0 1�i 0 � ;� 0 1�i 0 �� 2 Hkonjugiert, danah in der ersten Komponente mit� 0 11 0 � :Man erh�alt(h1; h2) 7! �� Æ1 1��i�1�i �1 � ;� Æ2 2��i�2�i �2 �� =: �� a1 b11 d1 � ;� a2 b22 d2 �� ;�� a1 b11 d1 � ;� a2 b22 d2 �� 7�! (k1; k2) = �� d1 1b1 a1 � ;� a2 b22 d2 �� :Nun betrahtet man die H \ vijIv�1ij :F�ur h 2 H ist h 2 vi0Iv�1i0 = riIr�1i gleihbedeutend zuv�1i0 hvi0 = 0BB� �1 �2��i �1 � 2��2i (�1 � Æ2)��i�1��i �2 (�2 � Æ1)��i �2 � 1��2i1 0 Æ1 1��i0 2 2��i Æ2 1CCA 2 I:Daraus shlie�t man Bedingungen f�ur (k1; k2): al; dl 2 o�F, b1 2 }F , b2 2 oF, a1 �d2 mod }iF , a2 � d1 mod }iF , b1 � 2 mod }iF und b2 � 1 mod }iF . Daraus folgt:(k1; k2) 2 H \ Iund k1k�12 = 1a2d2 � b22 � d1d2 � 12 1a2 � d1b2b1d2 � a12 a1a2 � b1b2 �� � 1 00 1 � mod }iF :Sind andererseits diese beiden Bedingungen erf�ullt, so ist auh h 2 H\vi0Iv�1i0 , dennman erh�alt aus dem Eintrag (21) von k1k�12 : 2 � b1 d2a1 mod }iF , und aus (22), da�a2(d2�a1) � b2(2�b1) mod }iF . Dies zusammengesetzt ergibt d2 � a1 mod }iF und2 � b1 mod }iF . Auf die gleihe Weise erh�alt man aus (12) und (11) die Bedingungend1 � a2 mod }iF und 1 � b2 mod }iF . Somit hat man gezeigt:H \ vi0Iv�1i0 ~�! Ii0 := �(h1; h2) 2 H \ I j h1h�12 � 12 mod }iF	 :



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 61F�ur h 2 H \ vi1Iv�1i1 hat man die Bedingungv�1i1 hvi1 = 0BB� �1 (�1 � Æ2)��i �1 � 2��2i 2��i0 Æ2 2��i �21 1��i Æ1 01��i �(�2 � 1��2i) �(�2 � Æ1)��i �2 1CCA 2 I:Dies sind die Bedingungen f�ur h 2 H \ vi0Iv�1i0 zusammen mit der zus�atzlihenBedingung �2 � 1��2i 2 }F , also 2 � b1 mod }i+1F . Das bedeutet f�ur den Eintrag(12) von k1k�12 : b1d2 � a12 2 b1a1 + b1}iF � a1b1 + a1}i+1F , was, da b1 2 }F , gleih-bedeutend zu b1d2 � a12 � 0 mod }i+1F ist. Die �ubrigen Komponenten geben keineweiteren Einshr�ankungen, so da� folgt:H \ vi1Iv�1i1 ~�! Ii1 := �(h1; h2) 2 Ii0 j h1h�12 � � � �0 � � mod }i+1F � :F�ur H \ vi2Iv�1i2 hat man die Bedingungv�1i2 hvi2 = 0BB� Æ2 0 �2 2��i(�1 � Æ2)��i �1 2��i �1 � 2��2i�(�2 � 1��2i) 1��i �2 �(�2 � Æ1)��i1��i 1 0 Æ1 1CCA 2 I:Dies liefert die Bedingungen f�ur (k1; k2) 2 H \ I und die zus�atzlihen Bedingungend1 � a2 mod }i+1F , d2 � a1 mod }i+1F und 2 � a1 mod }i+1F . F�ur k1k�12 folgt daraus:k1k�12 � � 1 �0 1 � mod }i+1F :Ist umgekehrt diese Bedingung erf�ullt f�ur ein (k1; k2) 2 H \ I, so folgt in gleiherWeise wie bei vi0, da� das zugeh�orige h 2 H \ vi2Iv�1i2 ist. Man hat also:H \ vi2Iv�1i2 ~�! Ii2 := �(h1; h2) 2 Ii0 j h1h�12 � � 1 0� 1 � mod }i+1F � :Shlie�lih �ndet man f�ur h 2 H \ vi3Iv�1i3 die Bedingungv�1i3 hvi3 = 0BB� Æ2 2��i �2 01��i Æ1 0 �1�(�2 � 1��2i) �(�2 � Æ1)��i �2 �1��i�(�1 � Æ2)��i �(�1 � 2��2i) �2��i �1 1CCA 2 I:Dies impliziert gerade die Bedingungen f�ur (k1; k2) 2 Ii+1;0, so da� gilt:H \ vi3Iv�1i3 ~�! Ii3 := �(h1; h2) 2 Ii0 j h1h�12 � � 1 00 1 � mod }i+1F � = Ii+1;0:Bemerkung 3.3. Mit den Gruppen Iij hat man eine Filtrierung von I0 = H \ Igefunden: I0 = I01 � I02 � I03 = I10 � I11 � I12 � I13 = I20 � I21 : : :



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 623.3 Die Zerlegung TnH=I0Mit den fr�uheren Bezeihnungen ist I0 = (I(2; oF) � I(2; oF))0 � H, und H =(GL(2; F )�GL(2; F ))0. Das hei�t die Tupel (h; h0) aus H erf�ullen die Bedingungdet hh0�1 = 1. Um ein Vertretersystem von TnH=I0 anzugeben, kann man zuerstVertretersysteme f�ur beide Komponenten suhen und diese dann mit der Determi-nantenbedingung verkn�upfen. In Satz 2.2 hat man bereits eine Zerlegung f�ur dieGL(2; F ) gefunden:GL(2; F ) = [f2N0 L� � � 1 00 �f�v(�) � �K(2; F ):Die Vertreter seien im folgenden mit rf bezeihnet. K(2; F ) = GL(2; oF) ist einemaximal kompakte Untergruppe von GL(2; F ). F�ur L� ist dabei eine Einbettung��2A in die GL(2; F ) derart zu w�ahlen, da�L� ~�! T�2A = �� a �bA��1b a � ���� a2 � b2A 2 F � :Au�erdem wird mit Lemma 2.14 ein Vertretersystem von K(2; F )=I(2; F ) gegeben.Es wird gebildet von den (q + 1) Elementenj := � 0 �11 0 � ; k� := � 1 0� 1 � ;mit � 2 �F . Damit �ndet man als Vertretersystem von T�2AnGL(2; F )=I(2; F ) dieElemente id, rf , rfj, f�ur f 2 N . Was man wie folgt sieht: W�ahlt man n�amliht = � 1 ���2A�f�v(�)���f�v(�) 1 � 2 T;so erh�alt manr�1f trfk� = � 1� �2A�2�2(f�v(�)) ��A��2(f�v(�))0 1 � 2 I(2; F );also ist rfk� 2 T�2ArfI(2; F ). Damit rfj 2 T�2ArfI(2; F ) gilt, mu� f�ur eint = � a bA�2b��1 a � 2 T�2Adas Produkt r�1f trfj in I(2; F ) liegen, alsor�1f trfj = � bA��f�v(�) �aa �b��1��(f�v(�) � 2 I(2; F ):Um dies zu erf�ullen, brauht man einerseits b 2 o�F und andererseits b 2 }fF . Dieskann nur f�ur f = 0 der Fall sein. Dann setzt mant = � 0 A���1 0 �



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 63und hat die obige Bedingung erf�ullt. Zur Vereinfahung der Notation wird im fol-genden � = ���v(�) 2 o�F gesetzt.F�ur die Doppelnebenklassenzerlegung TnH=I0 hat man bis jetzt folgendes gewon-nen: Ein Element (h; h0) 2 H besitzt Darstellungen f�ur seine Komponenten h =�A(l)rfjnk beziehungsweise h0 = ��2A(l0)rf 0jn0k0 mit n; n0 2 f0; 1g, l; l0 2 L�,k; k0 2 I(2; F ). Dabei sind (f; f 0) und (n; n0) eindeutig durh (h; h0) bestimmt.Aus det h = det h0 folgt nun zun�ahst, da�det kdet k0 2 N(L�)�f 0�f�v(�) \ o�Fsein mu�. Da L=F unverzweigt ist, mu� also zwingendf 0 � f � v(�) � 0 mod 2gelten. Um zu erreihen, da� (k; k0) 2 I0 und somit auh (�A(l); ��2A(l0)) 2 T gilt,mu� man nun die Gleihheit der Determinanten erzwingen. Dazu darf man k bzw.k0 nur um Elemente aus j�n��2fA(L�)jn \ I(2; F ) bzw. j�n0��2f 0�2A(L�)jn0 \ I(2; F )ab�andern. Das hei�t (s. Beobahtung 3.5) det kdet k0 darf nur um einen Faktor ausNL(o�L(f+(1�n))o�L(f 0+(1�n0))) abge�andert werden, wenn man mit oL(i) die Ord-nungen oF +pA}iF f�ur i > 0 bezeihnet. Die letzte Gruppe ist o�ensihtlih gleiho�F2. Demnah ist f�ur die Vertreter der Doppelnebenklassen TnH=I0 ein weitererFaktor zur Untersheidung dieser Quadratklassen notwendig, und man erh�altSatz 3.4. Die Gruppe H besitzt die disjunkte ZerlegungH = [ 2	T � r( ) � I0;mit 	 � Z=2Z� Z=2Z� o�F=o�F2 � N0 � N0 und der zus�atzlihen Eigenshaft f 0 �f � v(�) � 0 mod 2 f�ur  = (n; n0; �; f; f 0) 2 	. Au�erdem ist f�ur f = 0 bzw. f 0 = 0auh n = 0 bzw. n0 = 0. Die Vertreter r(n; n0; �; f; f 0) haben die Form(�A(��[f=2℄); ��2A(��[(f 0�v(�))=2℄�0)) � �� 1 00 �f � jn;� 1 00 �f 0�v(�)� � jn0� ;mit �0 2 L� so, da� N(�0) = ��1.3.3.1 Die Indies [oT : (T \ rI0r�1)℄Es sei f�ur i > 0 oL(i) := oF +pA}iFeine i-te Ordnung von oL, und es sei o�L(i) ihre Einheitengruppe.Beobahtung 3.5. F�ur r = r(n; n0; �; f; f 0) giltT \ rI0r�1 = f(x; x0) 2 T j x 2 o�L(f + (1� n)); x0 2 o�L(f 0 + (1� n0))g:



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 64Beweis: (x; x0) = (a + bpA; a0 + b0pA) 2 T \ rI0r�1 hei�t r�1(x; x0)r 2 I0 f�ur(x; x0) 2 T . Komponentenweise Betrahtung liefert f�ur n0 = 0r�1f 0 ��1�2A(��[f 0=2℄)x0��2A(��[f 0=2℄)rf 0 = � a0 b0���f 0 (���f 0)2Ab0���f 0 a0 � 2 I(2; F );was genau dann erf�ullt ist, wenn a0 2 o�F, b0 2 }f 0+1F und v(b0)+ f 0 > 0. Dabei wurdewieder � = ���v(�) 2 o�F gesetzt. F�ur n0 = 1 erh�alt man:j�1r�1f 0 ��1�2A(��[f 0=2℄)x0��2A(��[f 0=2℄)rf 0j = � a0 b0���f 0b0���f 0 (���f 0)2A a0 � 2 I(2; F );was gleihbedeutend ist mit a0 2 o�F, b0 2 }f 0F . Die Bedingungen f�ur x sind genaudieselben, was man aus den obigen abliest, indem man �� = 1 setzt. Die Behauptungergibt sih somit aus der De�nition von o�L(f 0 + n0).Satz 3.6. F�ur r = r(n; n0; �; f; f 0) gilt[oT : (T \ rI0r�1)℄ = 12 �q + 1q �2 � qf+(1�n) � qf 0+(1�n0):Beweis: Nah [W2℄ Appendix 1, gilt:[oT : (T \ rI0r�1)℄ = [o�L : o�L(f + (1� n))℄ � [o�L : o�L(f 0 + (1� n0))℄�[N(o�L) : N(o�L(minff + (1� n); f 0 + (1� n0)g))℄= q + 1q qf+(1�n) � q + 1q qf 0+(1�n0) � 12 :Dabei beahte man, da� f�ur f = 0 (bzw. f 0 = 0) auh n = 0 (bzw. n0 = 0) sein mu�,also f + (1� n) > 0 (bzw. f 0 + (1� n0) > 0) immer erf�ullt ist.
3.4 Die Integrale [I0 : Iij℄ RI0 1Iij(k�1r�1�rk) dkIm folgenden sei � = (�A(a+ bpA); ��2A(a0+ b0pA)) 2 T regul�ar, das hei�t es seienb und b0 von null vershieden. F�ur r = r(n; n0; �; f; f 0) aus dem Vertretersystem vonTnH=I0 aus Satz 3.4 setzen wir zur Abk�urzung�r := (sr; s0r) := r�1�r = (j�n��2fA(a+ bpA)jn; j�n0��2�2f 0A(a0 + b0pA)jn0):Dann shreibt man�r = �j�n� a ~bB~b a � jn; j�n0 � a0 ~b0B0~b0 a0 � jn0� ;



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 65wobei man setzt: ~b = b�f ; B = A�2f ;~b0 = b0���f 0 ; B0 = (���2f 0)2A:Das Integral [I0 : Iij℄ ZI0 1Iij (k�1�rk) dkauswerten hei�t, die Nebenklassen kIij � I0 zu z�ahlen, f�ur diek�1�rk 2 Iij: (�)Somit ergibt sih mit Beobahtung 3.5 sofort:[I0 : I0℄ ZI0 1I0(k�1�rk) dk = 1;falls v(b) � f + (1 � n) und v(b0) � f 0 + (1 � n0). Ansonsten vershwindet dasIntegral. Diese Bedingung mu� auh erf�ullt sein, damit irgendein anderes Integralvon null vershieden ist, shlie�lih wird �uber I0 integriert. F�ur die Berehnung alleranderen Integrale hilft folgende �Uberlegung: Da die Bedingung (�) unabh�angig vonder Wahl des Vertreters k 2 kIij ist, kann man ohne Einshr�ankung k = (y; id) miteinem geeigneten y 2 SL(2; F )\ I(2; F ) w�ahlen. Mit diesem y erh�alt man dann mitden De�nitionen der Ii0:k�1�rk 2 Ii0 () y�1sry � s0r mod }iF :F�ur Ii1 und Ii2 mu� zus�atzlih zu dieser Bedingung nohy�1sry � � � �0 � � s0r mod }i+1F ;beziehungsweise y�1sry � � 1 �0 1 � s0r mod }i+1Ferf�ullt sein. Um diese Bedingungen besser handhaben zuk�onnen, verlagert man dieFalluntersheidungen n = 0; 1 und n0 = 0; 1 von sr, s0r nah y: Es bezeihne sr(n) =j�n��2fA(a + bpA)jn und s0r(n) = j�n0��2�2f 0A(a0 + b0pA)jn0. Es ist also sr(1) =j�1sr(0)j und s0r(1) = j�1s0r(0)j.Sei n = n0 = 1: Es gilt mit D 2 SL(2; oF):y�1sr(1)y � Dsr(1)() j�1y�1jsr(0)j�1yj � j�1Djs0r(0):Statt y 2 SL(2; F ) \ I(2; F ) zu suhen, kann man hier also ebenso gut y 2j�1(SL(2; F ) \ I(2; F ))j = SL(2; F ) \ IT (2; F ) suhen mit der Eigenshafty�1sr(0)y � j�1Djs0r(0):



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 66Genauso suht man f�ur n = 0; n0 = 1 solhe y = ~yj mit der Eigenshafty�1sr(0)y � j�1Djs0r(0);und f�ur n = 1; n0 = 0 die y = j~y mity�1sr(0)y � Ds0r(0):F�ur n 6= n0 werden die ~y des Vertretersystems also nah links bzw. rehts um jtranslatiert. Ab jetzt sei sr := sr(0) bzw. s0r := s0r(0):Ist es klar, welhes r(0; 0; �; f; f 0) gemeint ist, so wird oft auh dieser Index fortge-lassen: s = sr und s0 = s0r:
3.4.1 Auswertung der IntegraleIm folgenden sei stets v(b) � f +(1�n) und v(b0) � f 0+(1�n0) erf�ullt. Dies warendie Bedingungen daf�ur, da� es �uberhaupt von Null vershiedene Integrale gibt. F�urn = 0 (bzw. n0 = 0) impliziert das v(~b) > 0 (bzw. v(~b0) > 0). Die auftretendenIntegrale sollen nun f�ur die vershiedenen Nebenklassenvertreter r = r(n; n0; �; f; f 0)ausgewertet werden. Dazu mu� man die Anzahl der L�osungen in den vershiedenenKongruenzen z�ahlen, die soeben eingf�uhrt wurden.Man setzt wie fr�uher (s. Abshnitt 3.4)�r = (s; s0) = �� a ~bB~b a � ;� a0 ~b0B0~b0 a0 �� ;~b = b�f ; B = A�2f ;~b0 = b0���f 0 ; B0 = (���2f 0)2A:Weiter wei� man nah Satz 3.4, da� mit n > 0 (bzw. n0 > 0) auh f > 0 (bzw.f 0 > 0) gilt, so da� B (bzw. B0) in }F liegen.Man untersheidet grundlegend nah der Gr�o�e von i:



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 67Der Fall i = 0Zun�ahst ben�otigt man ein Vertretersystem von I0=I02. Ohne Einshr�ankung kannman diese Vertreter shreiben als (y; id) mit y 2 SL(2; oF)\ I(2; F ). Zwei Elemente(y; id) und (z; id) de�nieren genau dann dieselbe Nebenklasse, wenn gilt:y�1z � � 1 �0 1 � mod }F :Da sih jedes Element aus SL(2; oF)\ I(2; F ) modulo }F eindeutig zerlegen l�a�t in� � 00 ��1 �� 1 �0 1 � ;mit � 6= 0 und � aus �F , bilden diey = � � 00 ��1 � ; � 2 ��F ;ein Vertretersystem von I0=I02.Betrahte zun�ahst die Integrale f�ur n0 = 0. Auszuwerten ist dann die Kongruenzy�1sy � � 1 �0 1 � s0 mod }F ; � 2 oF:Mit s und s0 wie oben ist dies ist gleihbedeutend zuy�1sy � � a0 + �~b0 ~b0B0 + �a0~b0 a0 � mod }F :Sei nun n = n0 = 0. Dann suht man die Vertreter y , die die obige Kongruenzerf�ullen. Da hier v(~b); v(~b0) > 0 sind, vereinfaht sih die Kongruenz y�1sy � Ds0nun zu einer von �, das hei�t von y, unabh�angigen Bedingung� a 00 a � � � a0 �a00 a0 � mod }F :Das hei�t wenn a � a0 mod }F ist, so hat man keine Einshr�ankungen f�ur y, dennman kann � = 0 setzen.Sei jetzt n = 1, n0 = 0. Das hei�t f > 0, also B = A�2f 2 }F und v(~b0) > 0. Gesuhtsind nun die jy, so da� die Kongruenzy�1j�1sjy � � a �~b��20 a � � � a0 �a00 a0 � mod }F :erf�ullt ist. Da man � geeignet w�ahlen kann, mu� dazu wieder nur a � a0 mod }Fgelten.Nun zu den Integralen f�ur n0 = 1: Hier ist die Kongruenzy�1sy � j�1� 1 �0 1 � js0 mod }F ; � 2 �F



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 68auszuwerten.Im Fall n = n0 = 1 mu� f; f 0 > 0 gelten, also sind B und B0 in }F . Gesuht sindhier die Vertreter y = j�1yj , die die Kongruenz� a 0~b�2 a � � � a0 0�a0 +~b0 a0 � mod }Fl�osen. Das liefert mit geeignetem � nur die Forderung a � a0 mod }F .Falls n = 0 und n0 = 1, so ist B0 2 }F und v(~b) > 0. Gesuht sind die y, die folgendeKongruenz erf�ullen:j�1y�1syj � � a 00 a � � � a0 0�a0 +~b0 a0 � mod }F :Auh hier �ndet man nur die Bedingung a � a0 mod }F . Somit erh�alt man zusam-menfassend:[I0 : I02℄ ZI0 1I02(k�1�rk) dk = ℄�� � 00 ��1 � j � 2 ��F� = q � 1;falls a � a0 mod }F . Ist dies niht der Fall, so ist das Integral gleih 0.Der Fall 0 < i � v(b)� f und 0 < i � v(b0)� f 0Zun�ahst ben�otigt man Vertretersysteme von I0=Iij f�ur i > 0. Zwei Elemente (y; id)und (z; id) aus I0 de�nieren genau dann dieselbe Nebenklasse von I0=Ii0, wenny�1z � 12 mod }iF ;das hei�t wenn y und z modulo }iF gleih sind. Es bezeihne nunRi := oF=(oF�i)den i-ten Restklassenring von oF. Im folgenden werden (in Analogie zu �F = R1)die Elemente von oF oft mit ihren Restklassen in Ri identi�ziert.Mit dieser De�nition erh�alt man SL(2; Ri)\ I(2; Ri) als Vertretersystem von I0=Ii0.F�ur Ii0=Iij, j = 1; 2, gilt:(y; id)Iij = (z; id)Iij () y�1z � � 1 + � �0 1� � � mod }i+1F ; �; � 2 }iF ;wobei f�ur j = 2 obiges � = 0 zusetzen ist. Demnah gilt:Lemma 3.7. Die Elemente(SL(2; Ri) \ I(2; Ri)) � � 1 0� 1 � ; � 2 }iF=}i+1F ;bilden ein Vertretersystem von I0=Ii1 und die Elemente(SL(2; Ri) \ I(2; Ri)) � � 1 + � 0� 1� � � ; �; � 2 }iF=}i+1F ;bilden eines von I0=Ii2.



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 69Nun zur Auswertung der Integrale: Man setzty = � u vw z � ;so da� man f�ur y�1sy � s0 shreiben kann� a+~b(Bzw � vu) ~b(Bz2 � v2)~b(u2 � w2B) a� ~b(Bzw � vu) � � � a0 ~b0B0~b0 a0 � :(Wieder sind s und s0 die Komponenten von �r = (s; s0).)Es sei 0 < i � v(b) + f , also v(~b) � i. Dann folgt aus der Forderungy�1sy � s0 mod }iFauh v(~b0) � i. Ist dies andererseits erf�ullt, so folgt daraus auh sofort v(~b) � i. Indiesem Fall sind also sowohl s als auh s0 modulo }iF diagonal. Sie sind genau dannmodulo }iF konjugiert , wenn a � a0 mod }iF . Also ergibt sih[I0 : Ii0℄ ZI0 1Ii0(k�1�rk) dk = ℄(SL(2; Ri) \ jnI(2; Ri)j�n0);falls a � a0 mod }iF und 0 sonst.Damit die Integrale von 1Ii1 und 1Ii2 niht vershwinden, mu� zun�ahst das Inte-gral von 1Ii0 von Null vershieden sein. Also gilt immer v(~b) � i und v(~b0) � i undv(a� a0) � i.Man betrahtet zuerst den Fall n0 = 0: Hier m�ussen die~y = y� 1 + � 0� 1� � �mit y 2 SL(2; Ri) \ jnI(2; Ri) gefunden werden, f�ur die~y�1s~y � � 1 + � �0 1� � � s0 mod }i+1Ferf�ullt werden kann mit � und � aus }iF . Im Fall von 1Ii2 ist � = 0. Durh Ausmul-tiplizieren erh�alt man die Kongruenz� a +~b(Bzw � vu) ~b(Bz2 � v2)~b(u2 � w2B) a� ~b(Bzw � vu) � � � (1 + �)a0 ~b0B0 + �a0~b0 (1� �)a0 � mod }i+1F :Insbesondere h�angt dies niht von � und � ab.



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 70Sei nun n = n0 = 0. Hier gilt f�ur die Komponenten von y, da� w 2 }F und u; z 2 o�F.Da v(~b); v(~b0); v(a� a0) � i, vereinfaht sih obige Kongruenz zu� �~bvu ~b(Bz2 � u2)~bu2 ~bvu � � � a1 + �a ~b0B0 + �a~b0 a1 � �a � mod }i+1F :Aus den Eintr�agen (11) und (22) zieht man zun�ahst a1 � 0, also a � a0 mod }i+1F .Dann untersheidet man nah v(~b): Ist v(~b) > i, so ist auh v(~b0) > i, wegen (21).Dann erh�alt man mit � = � = 0 eine L�osung der Kongruenz. Ist v(~b) = v(~b0) = i,so mu� man u2 � ~b0~b mod }F l�osen. Wenn dies m�oglih ist, so kann man f�ur Ii1 dieZahlen � und � geeignet anpassen. F�ur Ii2 mu� � = 0 sein, und man erh�alt diezus�atzlihe Forderung v 2 }F .Somit ergibt sih f�ur n = n0 = 0 falls v(a� a0) � i+ 1:[I0 : Ii1℄ ZI0 1Ii1(k�1�rk) dk =8<: ℄(SL(2; Ri) \ I(2; Ri)) � q; falls (i < v(b)� f und i < v(b0)� f 0)℄fy 2 SL(2; Ri) j u2 � ~b~b0 mod }F ; w 2 }Fg � q; falls i = v(b)� f = v(b0)� f 00 sonstund [I0 : Ii2℄ ZI0 1Ii2(k�1�rk) dk =8<: ℄(SL(2; Ri) \ I(2; Ri)) � q2; falls (i < v(b)� f und i < v(b0)� f 0)℄fy 2 SL(2; Ri) j u2 � ~b~b0 mod }F ; v; w 2 }Fg � q2; falls i = v(b)� f = v(b0)� f 00 sonst:Sei nun n = 1, n0 = 0: Dann ist u 2 }F , weil y 2 SL(2; Ri) \ jI(2; Ri), und es istB 2 }F . Die Bedingung ~y�1s~y � Ds0 shreibt sih nun als� a �~bv20 a � � � (1 + �)a0 ~b0B0 + �a0~b0 (1� �)a0 � mod }i+1F :Sie ist wegen (21) nur dann l�osbar, wenn ~b0 in }i+1F liegt. Aus (11) und (22) folgtau�erdem a � a0 mod }i+1F und � = 0. In (12) kann man � geeignet w�ahlen.Also erh�alt man f�ur n = 1 und n0 = 0, wenn v(a� a0) � i+ 1 und i < v(b0)� f 0erf�ullt sind: [I0 : Ii1℄ ZI0 1Ii1(k�1�rk) dk = ℄(SL(2; Ri) \ I(2; Ri)) � q



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 71und [I0 : Ii2℄ ZI0 1Ii2(k�1�rk) dk = ℄(SL(2; Ri) \ I(2; Ri)) � q2:Sind obige Bedingungen niht erf�ullt, so vershwinden die Integrale.Betrahte nun den Fall n0 = 1. Dann mu� man die~y = y � j�1� 1 + � 0� 1� � � jmit y 2 SL(2; Ri) \ jnI(2; Ri)j �nden, die die Kongruenz~y�1s~y � � 1 + � 0� 1� � � s0 mod }i+1Ff�ur � und � in }iF l�osen. F�ur das Integral von 1Ii2 mu� dies shon mit � = 0 m�oglihsein. Wieder setzt man y = � u vw z � :Da hier f 0 > 0, also B 2 }F gilt, erh�alt man durh Ausmultiplizieren� a+~b(Bzw � vu) ~b(Bz2 � v2)~b(u2 � w2B) a� ~b(Bzw � vu) � � � (1 + �)a0 0�a0 +~b0 (1� �)a0 � mod }i+1F :
Sei nun zun�ahst n = n0 = 1. Dies impliziert v � 0 mod }F und v(B) > 0, so da�man vereinfahen kann:� a 0~bu2 a � � � (1 + �)a0 0�a0 +~b0 (1� �)a0 � mod }i+1F :Aus (11) und (22) folgt a � a0 mod }i+1F und � = 0. In (21) kann man � passendw�ahlen.Man erh�alt also f�ur n = n0 = 1 falls v(a� a0) � i+ 1:[I0 : Ii1℄ ZI0 1Ii1(k�1�rk) dk = ℄(SL(2; Ri) \ IT (2; Ri)) � qbzw. [I0 : Ii2℄ ZI0 1Ii2(k�1�rk) dk = ℄(SL(2; Ri) \ IT (2; Ri)) � q2:



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 72Sei nun n = 0 und n0 = 1. Dann ist z � 0 mod }F und v eine Einheit, und manmu� die Kongruenz� a� ~bvu �~bv2~b(u2 � w2B) a+ ~bvu � � � (1 + �)a0 0�a0 +~b0 (1� �)a0 � mod }i+1Ferf�ullen. Dies ist nur dann m�oglih, wenn ~b in }i+1F liegt. Au�erdem folgt aus (11)und (22) wiederum a � a0 mod }i+1F und � = 0.Also gilt f�ur n = 0 und n0 = 1:[I0 : Ii1℄ ZI0 1Ii1(k�1�rk) dk = ℄(SL(2; Ri) \ I(2; Ri)j) � qund [I0 : Ii2℄ ZI0 1Ii2(k�1�rk) dk = ℄(SL(2; Ri) \ I(2; Ri)j) � q2;falls v(a� a0) � i + 1 und i < v(b)� f . Sind diese Bedingungen niht erf�ullt, so ver-shwinden die Integrale.Der Fall i > v(b)� f und i > v(b0)� f 0Es sei i > v(b) � f . Als Nebenresultat des vorigen Falls wei� man, da� dann auhi > v(b0) � f 0 gelten mu�, damit die Integrale niht von vornherein vershwinden.Nun seien wieder s und s0 die Komponenten von �r = (s; s0), d.h.s = � a ~bB~b a � ; s0 = � a0 ~b0B0~b0 a0 � :Man benutzt folgende Lemmata:Lemma 3.8. Der Zentralisator SL(2; Ri)s von s mit v(~b) < i in SL(2; Ri) ist dieGruppe aller Matrizen y = � u vB + ~gv u+ ~g0 � 2 SL(2; Ri);wobei ~g; ~g0 2 }i�v(~b)F =}iF liegen. Diese y besitzen eine eindeutige Produktzerlegungy = � u vBv u �� 1 g0 1 + g0 �mit g; g0 2 }i�v(~b)F =}iF .



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 73Es sei NB die Gruppe der Elementeu2 � v2B 2 R�i :Lemma 3.9. Die Elemente s und s0 werden modulo }iF genau dann von einemElement y 2 SL(2; Ri) konjugiert, wenn sie von einer Matrix~y = � 1 00 � � 2 GL(2; Ri)konjugiert werden mit � 2 NB � R�i . Das hei�t wenn gilt a � a0 mod }iF , ~b0� �~b mod }iF und ~b0B0 � ~bB� mod }iF .Beweis der Lemmata: [W2℄, Lemma 2 und 3.Nun soll das Integral von 1i0 f�ur i > 0 berehnet werden. Wie im vorigen Abshnittgesehen, mu� man dazu die y 2 SL(2; Ri) \ jnI(2; Ri)jn0 z�ahlen, f�ur die y�1sy �s0 mod }F erf�ullt ist. Lemma 3.9 sagt aus, da� dazu zun�ahst folgende Bedingungenerf�ullt sein m�ussen:a � a0 mod }iF ,v(b)� f = v(b0)� f 0und ex. � 2 NA�2f � R�i : b0���f 0 � � b�f ^ b0���f 0A � b�fA� mod }iF .Ein Element aus SL(2; Ri) erh�alt man dann, indem man das ~y aus Lemma 3.9 miteinem Element x = �B(��1) multipliziert, denn x vertausht mit s. Alle weiterenElemente y, die y�1sy � s0 mod }F erf�ullen, entstehen dann daraus, indem mannoh ein Element z 2 SL(2; Ri)s dazu multipliziert: Es seix = � e dBd e � ; z = � u vB + ~gv u+ ~g0 � :Dann ist y = xz~y = � eu+ dvB �e(vB + ~g) + �dB(u+ ~g0)du+ ev �d(vB + ~g) + �e(u+ ~g0) � :Seien nun zun�ahst f; f 0 > 0. Dann ist NA�2f = R�2i , also mu� � = ~b~b0 ein Quadratsein. (Dies ist f�ur genau eines der � 2 o�F=o�F2 erf�ullt.) O.B.d.E. kann man dannx = � e 00 e �w�ahlen mit e = p��1. Jetzt kann man die Bedingungen f�ur y in Abh�angigkeit vonn und n0 auswerten: Wenn n = n0 = 0, dann ist y 2 SL(2; Ri) \ I(2; Ri). Also mu�v � 0 mod }F sein, und man erh�alt℄fyg = ℄fzg = ℄(SL(2; Ri)s \ I(2; Ri)):



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 74F�ur n = n0 = 1 liegt y in SL(2; Ri) \ IT (2; Ri). Also mu� �e(vB + ~g) � 0 mod }Fgelten. Dies gilt aber immer, da v(B); v(~g) > 0. Demnah gilt℄fyg = ℄fzg = ℄SL(2; Ri)s:Ist n = 1 und n0 = 0, so liegt y in SL(2; Ri)\jI(2; Ri). Das hei�t hier m�u�te eu 2 }Fgelten, im Widerspruh dazu, da� wie gerade gesehen �e(vB + ~g) � 0 mod }F gilt.Also gilt hier ℄fyg = 0:F�ur n = 0 und n0 = 1 mu� y 2 SL(2; Ri) \ I(2; Ri)j liegen, also �e(u + ~g0) 2 }F .Dies steht wieder im Widerspruh zu �e(vB + ~g) � 0 mod }F . Somit ist auh hier℄fyg = 0:Daraus liest man nun f�ur f; f 0 > 0 ab:[I0 : Ii0℄ ZI0 1Ii0(k�1�rk) dk = 8<: ℄(SL(2; Ri)s \ I(2; Ri)) falls n = n0 = 0℄SL(2; Ri)s falls n = n0 = 10 falls n 6= n0 :
Sei nun f = 0. Dann implizieren die beiden Bedingungenb0���f 0 � b�f� mod }iFund b0���f 0 � � b�f mod }iFdie Kongruenz �2 � (���f 0)2 mod }i+f 0�v(b0)F :Dies kann nur dann erf�ullt werden, wenn auh f 0 = 0 gesetzt wird. Auf die gleiheWeise sieht man, da� f 0 = 0 auh f = 0 impliziert. Also kann man nur f�ur f = f 0 = 0und n = n0 = 0 noh ein von null vershiedenes Integral von 1Ii0 erhalten. F�ur f = 0ist NA�2f = R�i . Ist � trotzdem ein Quadrat, so geht man genauso vor wie im Fallf; f 0 > 0 und erh�alt ℄fyg = ℄fzg = ℄(SL(2; Ri)s \ I(2; Ri)):Ist � kein Quadrat, so mu� d eine Einheit sein. Man untersheidet nah e:1. Fall: Es kann e � 0 mod }F gew�ahlt werden. Dann mu� du � 0 mod }F sein, wasu � 0 mod }F erzwingt. Dann liest man aus Lemma 3.8 ab℄fyg = ℄fzg = ℄(SL(2; Ri)s \ jI(2; Ri)) = 0:2. Fall: Es ist auh e Einheit. Dann folgt aus ev + du � 0 mod }F , da� v � �deu.Somit gilt 1 = det z � u2(1� d2e2B) mod }F :



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 75Also ist 1� d2e2B ein Quadrat. Das ist aber ein Widerspruh dazu, da���1 = det x = e2(1� d2e2B):kein Quadrat ist. Demnah gibt es in diesem Fall keine solhen y.Fa�t man die Aussagen f�ur f = f 0 = 0 zusammen, so erh�alt man:[I0 : Ii0℄ ZI0 1Ii0(k�1�rk) dk = � ℄(SL(2; Ri)s \ I(2; Ri)) falls � 2 o�F20 sonst :
Nun ben�otigt man noh die Integrale von 1Ii1 und 1Ii2 . Damit diese niht veshwin-den, mu� zun�ahst das Integral von 1Ii0 von Null vershieden sein. Somit beshr�anktsih die Betrahtung auf die F�alle n = n0.Sei zuerst n = n0 = 0. Dann haben die Vertreter y von I0=Iij die Form (s. Lemma 3.7)y = xz~y� 1 + � 0� 1� � � :Dabei ist x = �B(��1), ~y wie in Lemma 3.9 und z 2 SL(2; Ri)s \ I(2; Ri). NahLemma 3.8 hat man f�ur z eine eindeutige Zerlegung z = ~zz0 mit~z = � u vBv u � ; z0 = � 1 g0 1 + g0 � ;wobei g; g0 2 }i�v(~b)F modulo }i+1�v(~b)F eindeutig bestimmt sind. Die Elemente x und~z kommutieren mit s in SL(2; oF). Also shreibt sih y�1sy � As0 mod }i+1F als� 1� � 0�� 1 + � � ~y�1z0�1sz0~y� 1 + � 0� 1� � � � As0 mod }i+1F :Ausmultipliziert und gek�urzt ergibt das:� a� ~bg (1 + g0)�~bB(1 + g0)��1~b a +~bg � � � (1 + �)a0 ~b0B0 + �a0~b0 (1� �)a0 � mod }i+1F :Diese (insbesondere von � und � unabh�angige) Bedingung wertet man nun aus: DieEintr�age (11) und (22) sind �aquivalent zu den Forderungen a � a0 mod }i+1F und�~b � �a0 mod }i+1F . Letztere legt � durh g fest. Im Fall von 1Ii2 , d.h. � = 0, mu�dann g 2 }i+1�v(~b)F liegen. Den Beitrag (21) wertet man aus mit Hilfe von �i~b = ~b0.Dann ergibt sih aus ihm die Bedingung: g0 2 }i+1�v(~b)F . Im Eintrag (12) pa�t maneinfah � an.



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 76Nun kann man die Integrale hinshreiben: F�ur n = n0 = 0 gilt falls v(a� a0) � i+ 1:[I0 : Ii1℄ ZI0 1Ii1(k�1�rk) dk =℄fz 2 SL(2; Ri)s \ I(2; Ri) j g0 � 0 mod }i+1�(v(b)�f)F g � qund [I0 : Ii2℄ ZI0 1Ii2(k�1�rk) dk =℄fz 2 SL(2; Ri)s \ I(2; Ri) j g; g0 � 0 mod }i+1�(v(b)�f)F g � q2:Ist v(a� a0) = i, so vershwinden die Integrale.Sei nun n = n0 = 1: Hier m�ussen niht die Vertreter von I0=Iij betrahtet werden,sondern die etwas modi�zierten Elementey = xz~yj�1� 1 + � 0� 1� � � j;mit x, z und ~y wie oben. Dann shreibt sih die Bedingung y�1sy � As0 mod }i+1Fals � a� ~b(g � ���1) �~bB(1� 2�� g0)��1~b a+~b(g � ���1) � � � (1 + �)a0 ~b0B0�a0 + (1� �)b0 (1� �)a0 � :Der Eintrag (12) fordert �~bB � ~b0B0 mod }i+1F , und (11) und (22) implizierena � a0 mod }i+1F . Falls v(~b) = v(~b0) > 0, so impliziert (11), da� ~bg � ��a0 mod }i+1F .Im Fall von Ii2, d.h. � = 0, mu� also g 2 }i+1�v(~b)F =}iF liegen. Im Fall Ii1 kann man� und � wie gew�unsht anpassen. Ist v(~b) = v(~b0) = 0, so ist g = 0, also mu� f�ur� = 0 zus�atzlih � = 0 gelten. Somit erh�alt man:F�ur n = n0 = 1 gilt, falls v(a� a0) � i+ 1 und �b�fA � b0���f 0A mod }i+1F :[I0 : Ii1℄ ZI0 1Ii1(k�1�rk) dk = ℄SL(2; Ri)s � qund [I0 : Ii2℄ ZI0 1Ii2(k�1�rk) dk =� ℄fz 2 SL(2; Ri)s j g � 0 mod }i+1�(v(b)�f)F g � q2 falls v(b)� f > 0℄SL(2; Ri)s � q falls v(b)� f = 0 :Ist v(a� a0) = i oder �b�fA 6� b0���f 0A mod }i+1F , so vershwinden die Integrale.



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 773.4.2 Ben�otigte Untergruppen von SL(2; Ri) \ I(2; Ri)Die Berehnung der Integrale wurde auf das Z�ahlen von Elementen y in gewissenTeilmengen der SL(2; F ) zur�ukgef�uhrt. Die M�ahtigkeiten dieser Teilmengen sollenhier berehnet werden.F�ur i > 0 sei Ri de�niert als der Restklassenring oF=}iF . Weiter seiy = � u vw z � :Dann erh�alt manLemma 3.10. Es ist℄ (SL(2; Ri) \ I(2; Ri)) = (q � 1)q3i�2:F�ur 0 6= x 2 Ri gilt, falls die Kongruenz u2 � x mod }F l�osbar ist,℄fy 2 SL(2; Ri) \ I(2; Ri) j u2 � x mod }Fg = 2q3i�2 bzw.℄fy 2 SL(2; Ri) \ I(2; Ri) j u2 � x mod }F ; v � 0 mod }Fg = 2q3i�3:Beweis: Es sei y = � u vw z � 2 SL(2; Ri) \ I(2; Ri):Nun z�ahlt man die M�oglihkeiten f�ur die KoeÆzienten: Da w 2 }F=}iF , erh�alt manu; z 6� 0 mod }F , unduz � vw �  i�1Xj=0 uj�j! i�1Xk=0 zk�k!� vw � 1 mod }iF ;mit uj; zk 2 �F . Durh u0 ist z0 eindeutig bestimmt. Ist v � 0 mod }iF , so istsogar ganz z durh u eindeutig bestimmt, und f�ur w 2 }F=}iF erh�alt man keineweiteren Einshr�ankungen. Sei v 2 }lF=}iF , aber v =2 }l+1F =}iF f�ur 0 � l < i. Dassind (q� 1)qi�l�1 M�oglihkeiten f�ur v. Um det = 1 zu erreihen, kann man uz durhvw ab der Stelle �l+1 anpassen. Davor sind die zk durh die uj eindeutig bestimmt.Also erh�alt man:℄SL(2; Ri) \ I(2; Ri) = qi�1(q � 1)qi�1 + i�1Xl=0 (q � 1)qi�l�1ql(q � 1)qi�1qi�l�1= (q � 1)q3i�2:Die anderen beiden Aussagen folgen sofort, indem man die M�oglihkeiten f�ur u undv wie gefordert einshr�ankt.



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 78Da die Multiplikation mit j = � 0 �11 0 � innerhalb von SL(2; Ri) eine Translationbeshreibt, ist ℄(SL(2; Ri) \ I(2; Ri)) = ℄(SL(2; Ri) \ jnI(2; Ri)jn0):Sei nun s = � a bA�fb��f a � 2 SL(2; Ri):Lemma 3.11. Ist f > 0, so gilt f�ur die Ordnung des Zentralisators von s:℄SL(2; Ri)s = 2qi+2(v(b)�f):F�ur f � 0 ist ℄(SL(2; Ri)s \ I(2; Ri)) = 2qi�1+2(v(b)�f)):Beweis: Aus Lemma 3.8 liest man ab:℄SL(2; Ri)s = (℄ kernNB) � q2(v(b)�f):Da f > 0, ist v(B) = 2f > 0. Dann ist u � �1 mod }F und im �ubrigen durh vfestgelegt. Also: ℄ kernNB = 2qi. F�ur ℄(SL(2; Ri)s \ I(2; Ri)) darf man in kernNBnur Elemente mit v � 0 mod }F nehmen, das sind 2qi�1 St�uk.Setzt man nun wieder z = � u vBv u �� 1 g0 1 + g0 � ;so kann man aus Lemma 3.11 sofort ablesen, da� f�ur f > 0 und v(~b) = v(b)� f > 0gilt ℄fz 2 SL(2; Ri)s j g 2 }i+1�v(~b)F g = 2qi�1+2(v(b)�f):F�ur f � 0 ist v(~b) > 0 immer erf�ullt, also℄fz 2 SL(2; Ri)s \ I(2; Ri) j g0 2 }i+1�v(~b)F g = 2qi�2+2(v(b)�f)) und℄fz 2 SL(2; Ri)s \ I(2; Ri) j g; g0 2 }i+1�v(~b)F g = 2qi�3+2(v(b)�f)).



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 793.5 Berehnung von OG� (1I)3.5.1 SummationsbedingungenDie Summation �uber die Parameter i � 0 und j = 0; 1; 2; 3 sowie (n; n0; �; f; f 0) 2 	der Vertretersysteme HnG=I (s. Satz 3.1) bzw. TnH=I0 (s. Satz 3.4) ist in Wirk-lihkeit eine �uber endlihe Teilmengen. Diese Einshr�ankungen sind bereits in denletzten Abshnitten gemaht worden und werden hier zusammengestellt, so da� manim folgenden auf diese Liste zur�ukgreifen kann. Die Bezeihnungen entnimmt manaus Kapiel 3.4. Es sei � := v(a� a0). Es mu� gelten:� = v(a� a0) � i;f�ur die Integrale der Ii1 und Ii2 sogar � > i, wie man dem Abshnitt 3.4.1 entnimmt.Es emp�ehlt sih, �uber die vershiedenen (n; n0) separat zu summieren.0. Fall: i = 0Die Bedingung � 2 (T \ rI0r�1) liefertv(b) � f + (1� n) und v(b0) � f 0 + (1� n0):Au�erdem erzwingt f = 0 bzw. f 0 = 0, da� auh n = 0 bzw. n0 = 0. Das hei�t esmu� stets v(b) > 0; v(b0) > 0gelten. Diese Einshr�ankung resultiert aus dem Vertretersystem fr(x) j x 2 	g inSatz 3.4. Dort �ndet man auh die Bedingungf � f 0 � v(�) mod 2:Alle diese Bedingungen m�ussen auh f�ur alle anderen F�alle erf�ullt sein.I. Fall: (Bereih kleiner i) 0 < i � minfv(b)� f; v(b0)� f 0gHier hat man die Bedingung � > 0, die sih aber automatish aus dem II. Fall ergibt.Die vershiedene Werte der Integrale empfehlen eine weitere Untersheidung nahi = v(b)� f oder i = v(b0)� f 0 oder i < minfv(b)� f; v(b0)� f 0g.II. Fall: v(b)� f = v(b0)� f 0 < i � �� (v(b)� f)Es ist � = b���f 0b0�f 2 o�F2zu erf�ullen, was f�ur genau eine der beiden Restklassen � 2 o�F=o�F2 der Fall ist.Au�erdem treten nur die F�alle n = n0



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 80auf.(a) Bereih mittelgro�er i: v(b)� f < i � minfv(b) + f; v(b0) + f 0gHier ist v(b)� f = v(b0)� f 0:(b) Bereih gro�er i: v(b) + f < i � �� (v(b)� f)Hier mu� gelten v(b) = v(b0) und f = f 0:Den II. Fall sieht man folgenderma�en ein: F�ur v(b) � f < i und v(b0) � f 0 < im�ussen nah Lemma 3.9 die Bedingungenb0� � b���f 0�f mod }iFund b0(���f 0)A � b�fA� mod }iFerf�ullt sein f�ur ein � 2 o�F2. Dies ist f�ur h�ohstens eines der � der Fall. Aus der erstenBedingung folgt v(b) � f = v(b0) � f 0. Aus der zweiten zieht man die Fallunter-sheidung (a): b�fA � 0 bzw. (b): b�fA 6� 0. Der Fall (a) hei�t i � v(b) + f undimpliziert i � v(b0)+f 0. Im Fall (b) erh�alt man v(b)+f = v(b0)+f 0, also v(b) = v(b0)und f = f 0. Die Verkoppelung der zwei Bedingungen liefertb2 � b02 � 0 mod }i+v(b)�fF :Nah Lemma 3.12 gilt 0 < � = v(b2 � b02), alsoi � �� (v(b)� f):Ist insbesondere 0 < � = 2minfv(b); v(b0)g, so tritt der Fall II.(b) niht auf.In diesem Zusammenhang kann man auh die Bedingung �b�fA � b0���f 0A mod}i+1F , die f�ur das Auftreten der Integrale von Ii1 und Ii2 f�ur n = n0 = 1 im Fall i >v(b)� f notwendig ist (sie steht am Shlu� des Abshnitts 3.4.1), besser darstellen.Sie bedeutet nah obigem i � �� 1� (v(b)� f):Lemma 3.12. Es sei 0 < � = v(a� a0). Dann gilt� = v(b2 � b02):Beweis: Ist 0 < � = v(a � a0), so kann man a0 shreiben als a0 = a + a1�� miteinem a1 2 o�F. Dann folgt aus der Gleihheit der Normen a2� b2A = a02� b02A, da�(b02 � b2)A = 2aa1�� + a21�2�. Daraus liest man die Behauptung ab, weil v(A) = 0.



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 813.5.2 Die Auswertung in den einfahsten F�allenZur Anshauung und um die erhaltenen Formeln auf etwaige Fehler zu �uberpr�ufen,sollen nun die einfahsten F�alle des Integrals explizit berehnet werden, d.h. es sollOG� (1I) = volG(I)volH(I0) 1Xi=0 3Xj=0 Xn;n0;�;f;f 0[oT : (T \ rI0r�1)℄[I0 : Iij℄ ZI0 1Iij (k�1�rk) dkausgewertet werden. Dabei wurde kurz r = r(n; n0; �; f; f 0) geshrieben.Der Vorfaktor wird durh die Normierung der Ma�e bestimmt. Er hat den sh�onenWert volG(I)volH(I0) = 12(q2 + 1)[K0 : I0℄[K : I℄ = (q + 1)2(q2 + 1)2(q2 + 1)(q + 1)2 = 12 :
Der Fall v(b) = v(b0) = 1 und � = 0Die einfahste M�oglihkeit, ein regul�ares Element � des Torus T zu w�ahlen, f�ur dasdas Integral niht vershwindet, ist � = (a + bpA; a0 + b0pA) mit v(b) = v(b0) = 1und � = v(a � a0) = 0, also zum Beispiel � = (a + �b1pA;�a + �b1pA) mita; a0; b1 2 o�F. Dies impliziert sofort i = 0 und j = 0; 1.Sei nun zun�ahst die Einbettung des Torus f�ur � = 1 betrahtet, d.h. es mu� dieBedingung f � f 0 � 0 mod 2erf�ullt werden. Dann erh�alt man die Beitr�age f�ur die vershiedenen Tupel (n; n0) wiefolgt:n = n0 = 0: Die Bedingungen v(b) � f + (1 � n) und v(b0) � f 0 + (1 � n0) liefernf = f 0 = 0. Das Integral von 1I0 erh�alt man nun zweimal wegen der vershiedenen� und diese wiederum zweimal, weil auh I01 = I0.F�ur n = 0; n0 = 1 ist zwingend f = 0 und f 0 = 1, was mit f � f 0 � 0 mod 2 nihtvereinbar ist. Ebenso gibt es f�ur n = 1 und n0 = 0 keine M�oglihkeiten f�ur f und f 0.F�ur n = n0 = 1 erh�alt man f = f 0 = 1 und auh hier viermal das Integral von 1I0.Die Indies liest man aus Satz 3.6 ab und erh�alt:OG� (1I) = 12 �412(q + 1)2 + 412(q + 1)2� = 2(q + 1)2:Das Orbitalintegral f�ur die zweite, niht konjugierte Toruseinbettung mit � = �, alsof � f 0 � 1 mod 2;erh�alt man analog:Hier liefern die F�alle n = n0 keinen Beitrag, da sie f = f 0 erzwingen. Der Fall n = 0und n0 = 1 fordert f = 0 und f 0 = 1. Der Fall n = 1 und n0 = 0 fordert f = 1 undf 0 = 0. Es tritt wieder viermal pro (n; n0) das Integral von 1I0 auf, und man erh�alt:OG�0(1I) = 12 �412(q + 1)2 + 412(q + 1)2� = 2(q + 1)2:



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 82Dann ergibt sih die Di�erenz der beiden Orbitalintegrale zuOG� (1I)� OG�0(1I) = 0:
Der Fall v(b) = v(b0) = 1 und � = 2Die n�ahst einfahste M�oglihkeit, � zu w�ahlen, ist � = (a + bpA; a0 + b0pA) mitv(b) = v(b0) = 1 und � = 2, denn die M�oglihkeit � = v(a � a0) = 1 liefert nahLemma 3.12 ein triviales Integral.Da die Bedingungen f�ur f und f 0 nur von v(b), v(b0) und n bzw. n0 abh�angen, sinddies dieselben wie im vorhergehenden Fall. Die obere Shranke f�ur i ist aber � = 2,also hat man nur i = 0; 1; 2 zu untersuhen. Zun�ahst soll wieder das Orbitalintegralzum Torus mit � = 1 berehnet werden:F�ur n = n0 = 0 hat man f = f 0 = 0. Im Fall i = 0 erh�alt man also wieder viermal dasIntegral von 1I0 . Ebenso erh�alt man das Integral von 1I02 je einmal pro Nebenklasseo�F=o�F2. Es ist gleih [I0 : I02℄ ZI0 1I02 = q � 1:Der Bereih kleiner i, d.h. 0 < i � minfv(b)� f; v(b0)� f 0g, umfa�t hier nur i = 1.Daf�ur liest man aus den Abshnitten 3.4.1 und 3.4.2 ab: Das Integral 1I10 tritt f�urjede der Nebenklassen o�F=o�F2 auf und das wiederum zweimal, weil es gleih demIntergal von 1I03 ist. Es hat den Wert[I0 : I10℄ ZI0 1I10 = ℄(SL(2; R1) \ I(2; R1)) = q(q � 1):Desweiteren erh�alt man die Integrale f�ur 1I11 und 1I12 jeweils einmal, da die vor-handenen Bedingungen f�ur genau eine der beiden Restklassen o�F=o�F2 erf�ullt werdenk�onnen. Das sind[I0 : I11℄ ZI0 1I11 = ℄fy 2 SL(2; R1) j u2 � x mod }F ; w 2 }Fg � q = 2q2und [I0 : I10℄ ZI0 1I10 = ℄fy 2 SL(2; R1) j u2 � x mod }F ; v; w 2 }Fg � q2 = 2q2:F�ur den Bereih gro�erer i gilt die Bedingung v(b)�f = v(b0)�f 0 < i � ��(v(b)�f),was gleihbedeutend ist zu 1 < i � 1. Dies Bereih ist somit leer. Also hat man f�urn = n0 = 0 den Beitrag[oT : (T \ rI0r�1)℄ �4 + 2(q � 1) + 4q(q � 1) + 2 � 2q2� = (4q2 � q + 1)(q + 1)2:



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 83Die F�alle n 6= n0 treten wieder niht auf. F�ur n = n0 = 1 hat man auh f = f 0 = 1.Die Beitr�age f�ur i = 0 ergeben sih genauso wie im Fall n = n0 = 0. Im Bereihkleiner i gilt die Bedingung 0 < i � minfv(b) � f; v(b0) � f 0g, also 0 < i � 0. DerBereih ist demnah leer. Der Bereih gro�er i, d.h. v(b) � f < i � �� (v(b)� f),gibt die M�ogliheiten i = 1; 2. Da au�erdem immer i � v(b) + f = v(b0) + f 0 = 2gilt, be�nden wir uns im Fall mittelgro�er i. Man erh�alt jedes Integral nur f�ur eineder beiden Restklassen o�F=o�F2. Wie f�ur n = n0 = 0 mu� man aber das Integral von1Ii0 doppelt z�ahlen, weil Ii�1;3 = Ii;0. Es hat hier den Wert[I0 : Ii0℄ ZI0 1Ii0 = ℄SL(2; Ri)s = 2qi:Die Bedingung � > i f�ur die Integrale von 1Ii1 und 1Ii2 ist nur noh f�ur i = 1 erf�ullt.Die weitere Bedingung �b�fA � b0���f 0A mod }i+1Fist nun gleihbedeutend zu b2 � b02 mod }2F ;was wegen v(b) = v(b0) = 1 nat�urlih gegeben ist. Somit erh�alt man jeweils einmal[I0 : I11℄ ZI0 1I11 = ℄SL(2; R1)s � q = 2q2:und [I0 : I12℄ ZI0 1I12 = ℄SL(2; R1)s � q = 2q2:Der Beitrag f�ur n = n0 = 1 ist hier also[oT : (T \ rI0r�1)℄ �4 + 2(q � 1) + 2 � 2q + 2 � 2q2 + 2 � 2q2� = (4q2+3q+ 1)(q+1)2:Damit erh�alt man das Orbitalintegral zuOG� (1I) = 12(q + 1)2 �4q2 � q + 1 + 4q2 + 3q + 1� = (q + 1)2(4q2 + q + 1):Nun zum Orbitalintegral mit dem getwisteten Torus, d.h. � = �. Diesmal erh�altman f�ur n = n0 keine Beitr�age. F�ur n 6= n0 hat man: Falls n = 0, n0 = 1, so sindf = 0 und f 0 = 1. Umgekehrt gilt falls n = 1 und n0 = 0 auh f = 1 und f 0 = 0. DieIntegrale f�ur i = 0, also die von 1I0 bzw. 1I02 , hat man wieder vier- bzw. zweimalpro (n; n0). Der Bereih kleiner i, also 0 < i � minfv(b)� f; v(b0)� f 0g = 0, ist leer.Das gleihe gilt f�ur den Bereih gro�er i, weil es hier nur falls n = n0 Beitr�age gibt.Also hat man f�ur das Orbitalintegral:OG�0(1I) = 14(q + 1)2 (2 � 4 + 2 � 2(q � 1)) = (q + 1)2(q + 1):Die Di�erenz der Orbitalintegrale zu den vershiedenen Tori istOG� (1I)� OG�0(1I) = (q + 1)2 �4q2 + q + 1� (q + 1)� = 4(q + 1)2q2;



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 84und die Summe istOG� (1I) +OG�0(1I) = (q + 1)2 �4q2 + q + 1 + (q + 1)� = 2(q + 1)2(2q2 + q + 1):F�ur allgemeinere andere �Uberlegungen soll das stabile Orbitalintegral noh in zweiweiteren F�allen ausgerehnet werden.OG� (1I) +OG�0(1I) im Fall � = 0Es sei � = 0. Dann erh�alt man nur f�ur i = 0 Beitr�age zu den Orbitalintegralen. F�urO�(1I) +O�0(1I) hei�t das:Der Beitrag f�ur n = n0 = 0:v(b)�1Xf=0 v(b0)�1Xf 0=0 12(q + 1)2qfqf 0 � 4:Der Beitrag f�ur n = 0, n0 = 1:v(b)�1Xf=0 v(b0)Xf 0=1 12(q + 1)2qfqf 0�1 � 4:Der Beitrag f�ur n = 1, n0 = 0:v(b)Xf=1 v(b0)�1Xf 0=0 12(q + 1)2qf�1qf 0 � 4:Der Beitrag f�ur n = n0 = 1:v(b)Xf=1 v(b0)Xf 0=1 12(q + 1)2qf�1qf 0�1 � 4:Diese Terme aufsummiert und mit dem Normierungsfaktor 12 versehen ergebenOG� (1I) +OG�0(1I) = 124 � 412(q + 1)2 v(b)�1Xf=0 qf v(b0)�1Xf 0=0 qf 0= 4(q + 1)2�qv(b) � 1q � 1 ��qv(b0) � 1q � 1 � :



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 85OG� (1I) +OG�0(1I) im Fall m = 1 und � > 0Es sei nun m = 1 und � > 0. Dann impliziert Lemma 3.12 sofort � � 2. Ist � = 0,so �ndet man das Ergebnis im vorigen Abshnitt.Der Beitrag von i = 0 ergibt sih genauso wie im vorhergehenden Fall f�ur � = 0,nur da� man hier niht den Gewihtungsfaktor 4 sondern den Faktor 2(2 + q � 1)ben�otigt, denn f�ur � > 0 tritt das Integral zu I02 auf:(q + 1)24(q + 1)�qv(b) � 1q � 1 ��qv(b0) � 1q � 1 � :Die im folgenden ben�otigten Integrale [I0 : Iij℄ R 1Iij shl�agt man am besten imnahfolgenden Kapitel 3.5.3 nah, wo sie weitaus intensiver gebrauht und deshalbdort explizit angegeben werden.Der Beitrag aus dem Bereih 0 < i � minfv(b)� f; v(b0)� f 0g ergibt sih wie folgt:Es gilt zwingend i = 1, und damit ist die Bedingung f�ur die Integrale zu Ii1 und Ii2immer erf�ullt.Nun erh�alt man falls v(b) = m = 1, da� f = 0 ist, also auh n = 0. Demnah hatman f�ur n = n0 = 0:v(b0)�1Xf 0=0 12(q + 1)2qf 04(q � 1)q + 12(q + 1)2qv(b0)�1(2q3�2q + 2q3�3q2) =2(q + 1)2q(qv(b0) � 1) + 2(q + 1)2qv(b0)+1:Und f�ur n = 0, n0 = 1 erh�alt man den Beitragv(b0)�1Xf 0=1 12(q + 1)2qf 0�14(q � 1)q3�2 = 2(q + 1)2q(qv(b0)�1 � 1):Falls v(b0) = m = 1, so ist f 0 = 0 und somit auh n0 = 0. Dann hat man als Beitragf�ur n = n0 = 0:v(b)�1Xf=0 12(q + 1)2qf4(q � 1)q + 12(q + 1)2qv(b)�1(2q3�2q + 2q3�3q2) =2(q + 1)2q(qv(b) � 1) + 2(q + 1)2qv(b)+1:Der Beitrag von n = 1, n0 = 0 lautet:v(b)�1Xf=1 12(q + 1)2qf�14(q � 1)q3�2 = 2(q + 1)2q(qv(b)�1 � 1):Man kann also den Beitrag aus dem Bereih 0 < i � minfv(b) � f; v(b0) � f 0gunabh�angig davon, ob m = v(b) oder m = v(b0), zusammenfassen zu2(q + 1)2 �2qv(b)+v(b0) + qv(b)+v(b0)�1 � 2qm� :



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 86Den Beitrag aus dem Bereih v(b) � f = v(b0) � f 0 < i � � � (v(b) � f) kannman sogar ganz dem n�ahsten Kapitel 3.5.3 entnehmen, da er dem entsprehendenBeitrag dort bis aufs Vorzeihen gleiht:2(q + 1)2qv(b)+v(b0) (qm � 1)(q � 1)q (4q�+1�m � 2q2 � q � 1):Das gew�unshte stabile Orbitalintegral erh�alt man nun wieder durh Aufsummierenunter Beahtung des Normierungsfaktors 12 :OG� (1I) +OG�0(1I) =(q + 1)2(q � 1)22(q + 1)(qv(b) � 1)(qv(b0) � 1) + (q + 1)2(2qv(b)+v(b0) � 2qm)+(q + 1)2(q � 1) qv(b)+v(b0)�1(4q� � 2q2 � 2):Nutzt man m = 1 und setzt M = maxfv(b); v(b0)g, so kann man dies vereinfahenzu OG� (1I) +OG�0(1I) = 2(q + 1)2(q � 1) �2q�+M � q2 � 1� :Spezi�ziert man nun auf m = M = 1 und � = 2, so erh�alt man das shon fr�uhergefundene Ergebnis OG� (1I) +OG�0(1I) = 2(q + 1)2(2q2 + q + 1):Bemerkung 3.13. An diesem einfahen Beispiel m = 1 und � > 0 kann manablesen, da� sih die "naive\ Vermutung, das stabile Orbitalintegral lie�e sih imwesentlihen, d.h. bis auf eine multiplikative Konstante, als Produkt von vier denpositiven Wurzeln (des Wurzelsystems der sl(4)) assoziierten Faktoren der Formqaj � 1q � 1shreiben, widerlegen.Beweis: Nimmt man an, eine solhe Produktshreibweise sei m�oglih, d�urften in demvon der Variablen � abh�angigen Teil�2q�+M � q2 � 1�des stabilen Orbitalintegrals nur (komplexe) Einheitswurzeln als Nullstellen auf-treten, oder die Nullstellen m�u�ten in allen stabilen Orbitalintegralen auftreten,das hei�t auh im Spezialfall m = M = 1 und � = 2. Dessen Nullstellen sind�1=2 = 14(�1�p�7). Setzt man diese in den Ausdruk beliebiger M und � ein, soerh�alt man 2(�1=2)�+M = �12(�1=2 � 1):



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 87Ein Betragsvergleih beider Seiten liefert2 p22 !�+M = p22 ;was o�enbar nur f�ur �+M = 3 erf�ullt werden kann. Also d�urften nur Einheitswur-zeln in 2q�+M � q2 � 1 aufgehen, was wie gesehen shon im Fall m = M = 1 und� = 2 niht der Fall ist.3.5.3 Die Di�erenz OG� (1I)� OG�0(1I)Im folgenden soll die Di�erenz OG� (1I)� OG�0(1I)berehnet werden. F�ur ihre Form existiert eine Vermutung von Langlands (vgl.Bem. 3.14), soda� das Ergebnis einerseits diese Vermutung best�atigen kann, aberandererseits auh als eine Art Probe dienen kann, die die Korrektheit der bisherigenRehnungen nahelegt.Man h�alt sih an die Summationsbedingungen aus Abshnitt 3.5.1.Immer hat man den Index[oT : (T \ rI0r�1)℄ = 12(q + 1)2qf�nqf 0�n0zu ber�uksihtigen.Durh die von n und n0 abh�angigen Bereihe n � f + (1 � n) � v(b) und n0 �f 0 + (1� n0) � v(b0) erh�alt man vershiedene Summationsgrenzen f�ur f und f 0.Beitr�age f�ur i = 0Das Integral von 1I0 erh�alt man mit der Multiplizit�at 2, weil I0 = I01; das Integralvon 1I20 erh�alt man mit einem Faktor Æ, wobei de�niert wird: Æ = 0, falls � = 0und Æ = 1, falls � > 0. Einen zus�atzlihen Faktor 2 erh�alt man, weil man beideQuadratklassen o�F=o�F2 ber�uksihtigen mu�.Der Beitrag f�ur n = n0 = 0:v(b)�1Xf=0 v(b0)�1Xf 0=0 (�1)f+f 0 12(q + 1)2qfqf 02(2 + Æ(q + 1)):Der Beitrag f�ur n = 0, n0 = 1:v(b)�1Xf=0 v(b0)Xf 0=1(�1)f+f 0 12(q + 1)2qfqf 0�12(2 + Æ(q + 1)) =v(b)�1Xf=0 v(b0)�1Xf 0=0 (�1)f+f 0+112(q + 1)2qfqf 02(2 + Æ(q + 1)):



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 88Die Summe dieser Beitr�age ist o�ensihtlih gleih null. Ebenso �ndet man:Der Beitrag f�ur n = 1, n0 = 0:v(b)Xf=1 v(b0)�1Xf 0=0 (�1)f+f 0 12(q + 1)2qf�1qf 02(2 + Æ(q + 1)):Der Beitrag f�ur n = n0 = 1:v(b)Xf=1 v(b0)Xf 0=1(�1)f+f 0 12(q + 1)2qf�1qf 0�12(2 + Æ(q + 1)) =v(b)Xf=1 v(b0)�1Xf 0=0 (�1)f+f 0+112(q + 1)2qf�1qf 02(2 + Æ(q + 1)):Auh diese beiden Beitr�age heben sih gegeneinander weg. Demnah erh�alt man f�uri = 0 keinen Beitrag zur Di�erenz OG� (1I)� OG�0(1I).Beitr�age aus dem Bereih 0 < i � minfv(b)� f; v(b0)� f 0gDieser Bereih tritt nur auf, wenn � > 0 erf�ullt ist. Auh hier hat man bei demIntegral von Ii0 einen Faktor zwei, weil Ii�1;3 = Ii0. Insgesamt erh�alt man f�ur diebeiden Quadratklassen o�F=o�F2 einen weiteren Faktor 2. Zun�ahst sollen die auftre-tenden Integrale explizit aufgelistet werden. Man liest sie aus den Abshnitten 3.4.1und 3.4.2 ab.F�ur beliebige n und n0 hat man:[I0 : Ii0℄ Z 1Ii0 = (q � 1)q3i�2:F�ur n = n0 = 0 und i < � gilt:[I0 : Ii1℄ Z 1Ii1 = 8<: (q � 1)q3i�2q falls (i < v(b)� f und i < v(b0)� f 0)2q3i�2q falls (i = v(b)� f = v(b0)� f und � 2 o�F2);0 sonst[I0 : Ii2℄ Z 1Ii2 = 8<: (q � 1)q3i�2q2 falls (i < v(b)� f und i < v(b0)� f 0)2q3i�3q2 falls (i = v(b)� f = v(b0)� f 0 und � 2 o�F2):0 sonstF�ur n = 0, n0 = 1 und i < � gilt:[I0 : Ii1℄ Z 1Ii1 = � (q � 1)q3i�2q falls i < v(b)� f0 sonst ;



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 89[I0 : Ii2℄ Z 1Ii2 = � (q � 1)q3i�2q2 falls i < v(b)� f0 sonst :F�ur n = 1, n0 = 0 und i < � gilt:[I0 : Ii1℄ Z 1Ii1 = � (q � 1)q3i�2q falls i < v(b0)� f 00 sonst ;[I0 : Ii2℄ Z 1Ii2 = � (q � 1)q3i�2q2 falls i < v(b0)� f 00 sonst :F�ur n = n0 = 1 und i < � gilt:[I0 : Ii1℄ Z 1Ii1 = (q � 1)q3i�2q;[I0 : Ii2℄ Z 1Ii2 = (q � 1)q3i�2q2:Die untershiedlihen Werte der Integrale legen eine weitere Unterteilung des Be-reihs nahe:Teilbereih (1): i < v(b)� f und i < v(b0)� f 0Teilbereih (2): i = v(b)� f = v(b0)� f 0Teilbereih (3): i = v(b)� f und i < v(b0)� f 0Teilbereih (4): i < v(b)� f und i = v(b0)� f 0Diese Teilbereihe werden zuerst f�urm := minfv(b); v(b0)g > 1behandelt und anshlie�end gesondert f�urm = 1, um dauernde Falluntersheidungenzu vermeiden.Teilbereih (1): i < v(b)� f und i < v(b0)� f 0Zur Abk�urzung sei C := (q + 1)2(q � 1)(2 + q + q2)q�2;ein allen Beitr�agen gemeinsamer Faktor.Der Beitrag f�ur n = n0 = 0:Da 0 � f � v(b) � 1 und 0 � f 0 � v(b0) � 1 hat man f�ur i mit m � 1 eine obereShranke gegeben, und man erh�alt den Beitragm�1Xi=1 v(b)�i�1Xf=0 v(b0)�i�1Xf 0=0 C(�1)f+f 0qfqf 0q3i:Der Beitrag f�ur n = 0, n0 = 1:Hier folgt aus 0 � f � v(b)�1 und 1 � f 0 � v(b0), da� i � minfv(b)�1; v(b0)�2g =:m01, also: m01Xi=1 v(b)�i�1Xf=0 v(b0)�i�1Xf 0=1 C(�1)f+f 0qfqf 0�1q3i:



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 90Der Beitrag f�ur n = 1, n0 = 0:Der Bereih zul�assiger i ergibt sih aus 1 � f � v(b) und 0 � f 0 � v(b0) � 1 als1 � i � minfv(b)� 2; v(b0)� 1g =: m10, und der Beitrag damit zum10Xi=1 v(b)�i�1Xf=1 v(b0)�i�1Xf 0=0 C(�1)f+f 0qf�1qf 0q3i:Der Beitrag f�ur n = n0 = 1:Aus 1 � f � v(b) und 1 � f 0 � v(b0) folgt nun i � m� 2, also hat manm�2Xi=1 v(b)�i�1Xf=1 v(b0)�i�1Xf 0=1 C(�1)f+f 0qf�1qf 0�1q3i:Diese Terme werden nun zun�ahst bis i = m� 2 addiert. (Ist m = 2, so tritt dieserTeil also niht auf.) Dazu kommen danah noh Restterme in Abh�angigkeit von v(b)und v(b0). In den Beitr�agen f�ur n = 0 bleiben f�ur i � m � 2 nur die Terme mitf 0 = v(b0)� i� 1 bestehen:m�2Xi=1 v(b)�i�1Xf=0 C(�1)f+v(b0)�i�1qfqv(b0)�1q2i:Dasselbe gilt f�ur n = 1:m�2Xi=1 v(b)�i�2Xf=0 C(�1)v(b0)�i�2qfqv(b0)�1q2i:Insgesamt erh�alt man damit den Beitragm�2Xi=1 C(�1)v(b)+v(b0)qv(b)+v(b0)�2qi:Nun zu den Resttermen:1. Fall: m = v(b) = v(b0):Dann erh�alt man f�ur n = n0 = 0 noh einen Beitrag f�ur i = m� 1:C(�1)v(b)+v(b0)qv(b)+v(b0)�2qm�1:2. Fall: m = v(b) < v(b0):Dann hat man f�ur n = n0 = 0 zus�atzlih i = m� 1, alsov(b0)�mXf 0=0 C(�1)f 0q3m�3:Und f�ur n = 0, n0 = 1 und i = m� 1 den Beitragv(b0)�m�1Xf 0=0 C(�1)f 0+1q3m�3:



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 91Auh hier ist also der auftretende Restterm gleihC(�1)v(b)+v(b0)qv(b)+v(b0)�2qm�1:3. Fall: m = v(b0) < v(b):Aus der Symmetrie zum 2. Fall erh�alt man nun Restterme f�ur n = n0 = 0 und n = 1,n0 = 0. Diese addieren sih wieder zuC(�1)v(b)+v(b0)qv(b)+v(b0)�2qm�1:Fa�t man die Terme aus dem Hauptteil 1 � i � m � 2 und dem Rest i = m � 1zusammen, so ergibt sih als Beitrag des Teilbereihs (1):(�1)v(b)+v(b0)(q + 1)2(2 + q + q2)qv(b)+v(b0)�3(qm�1 � 1):
Teilbereih (2): i = v(b)� f = v(b0)� f 0Der Beitrag f�ur n = n0 = 0:Aus 0 � f � v(b)� 1 und 0 � f 0 � v(b0)� 1 folgt 1 � i � m. Also:12(q + 1)2 mXi=1 qfqf 0(�1)f+f 04(2q � 1)q3i�2 =(�q)v(b)+v(b0)2(q + 1)2(2q � 1) qm � 1(q � 1)q :Der Beitrag f�ur n = n0 = 1:Aus 1 � f � v(b) und 1 � f 0 � v(b0) folgt 1 � i � m� 1.12(q + 1)2 m�1Xi=1 qf�1qf 0�12(q � 1)(2 + q + q2)q3i�2 =(�q)v(b)+v(b0)(q + 1)2(2 + q + q2)(q � 1) qm�1 � 1(q � 1)q3 :Der Beitrag f�ur n = 0, n0 = 1:Hier ist 0 � f � v(b)�1 und 1 � f 0 � v(b0). Im Fallm = v(b0) ist dann 1 � i � m�1,und man erh�alt 12(q + 1)2 m�1Xi=1 qfqf 0�14(q � 1)q3i�2 =(�q)v(b)+v(b0)2(q + 1)2(q � 1) qm�1 � 1(q � 1)q2 :



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 92Im Fall m 6= v(b0) ist 1 � i � m, also(�q)v(b)+v(b0)2(q + 1)2(q � 1) qm � 1(q � 1)q2 :Der Beitrag f�ur n = 1, n0 = 0:Hier hat man 1 � f � v(b) und 0 � f 0 � v(b0) � 1. Im Fall m = v(b) ist also1 � i � m� 1, und damit ist der Beitrag12(q + 1)2 m�1Xi=1 qf�1qf 04(q � 1)q3i�2 =(�q)v(b)+v(b0)2(q + 1)2(q � 1) qm�1 � 1(q � 1)q2 :Im Fall m 6= v(b) ist 1 � i � m und der Beitrag gleih(�q)v(b)+v(b0)2(q + 1)2(q � 1) qm � 1(q � 1)q2 :Fast man die Beitr�age f�ur n 6= n0 zusammen, so erh�alt man(�q)v(b)+v(b0)�22(q + 1)2 �(qm�1 � 1) + (qm0 � 1)� ;wobei m0 = m falls v(b) 6= v(b0) und m0 = m� 1 falls v(b) = v(b)0.Teilbereih (3): i = v(b)� f und i < v(b0)� f 0Der Beitrag f�ur n = n0 = 0:Hier ist m00 := minfv(b); v(b0)� 1g die obere Shranke f�ur i und v(b0)� i � 1 einef�ur f 0. Dann hat man den Beitragm00Xi=1 v(b0)�i�1Xf 0=0 2(q + 1)2(q � 1)qv(b)�2(�1)v(b)�i+f 0q2i+f 0 :Der Beitrag f�ur n = 0, n0 = 1:Obere Shranke f�ur i ist hier m01 := minfv(b); v(b0)� 2g. Also:m01Xi=1 v(b0)�i�1Xf 0=1 2(q + 1)2(q � 1)qv(b)�2(�1)v(b)�i+f 0q2i+f 0�1:Die Beitr�age f�ur n = 0 kann man zusammenfassen:Im Fall von v(b0) = m oder m = v(b) = v(b0)� 1 erh�alt man:0�v(b0)�1Xi=1 v(b0)�i�1Xf 0=0 � v(b0)�2Xi=1 v(b0)�i�2Xf 0=0 1A 2(q + 1)2(q � 1)qv(b)�2(�1)v(b)�i+f 0q2i+f 0 =



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 93= 2(q + 1)2(q � 1)qv(b)�20�(�1)v(b)+v(b0)+1q2v(b0)�2 + (�1)v(b)+v(b0)+1qv(b0)�1 v(b0)�2Xi=1 qi1A= (�1)v(b)+v(b0)+12(q + 1)2qv(b)+v(b0)�2(qv(b0)�1 � 1):Falls v(b) � v(b0)� 2, so ist m00 = m01 = v(b), und man hat den Beitrag(�1)v(b)+v(b0)+12(q + 1)2qv(b)+v(b0)�2(qv(b) � 1):Setzt man � = m� 1 falls v(b0) = m und � = m sonst, so shreibt sih der Beitragf�ur n = 0 einheitlih als(�1)v(b)+v(b0)+12(q + 1)2qv(b)+v(b0)�2(q� � 1):Der Beitrag f�ur n = 1, n0 = 0:Obere Shranke f�ur i ist hier m10 := minfv(b)� 1; v(b0)� 1g, und der Beitrag gleihm10Xi=1 v(b0)�i�1Xf 0=0 (q + 1)2(q � 1)(2 + q + q2)qv(b)�3q2i+f 0(�1)v(b)�i+f 0 :Der Beitrag f�ur n = n0 = 1:Die obere Shranke f�ur i ist nun m11 := minfv(b)� 1; v(b0)� 2g, d.h. man hat denBeitrag m11Xi=1 v(b0)�i�1Xf 0=1 (q + 1)2(q � 1)(2 + q + q2)qv(b)�3q2i+f 0�1(�1)v(b)�i+f 0 :Die Beitr�age f�ur n = 1 kann man wiederum zusammen fassen:Ist m = v(b0), so hat man0�v(b0)�1Xi=1 v(b0)�i�1Xf 0=0 � v(b0)�2Xi=1 v(b0)�i�2Xf 0=0 1A (q+1)2(2+q+q2)(q�1)qv(b)�3q2i+f 0(�1)v(b)�i+f 0 == (�1)v(b)+v(b0)+1(q + 1)2(2 + q + q2)(q � 1)qv(b)+v(b0)�30�qv(b0)�2 + v(b0)�2Xi=1 qi�11A == (�1)v(b)+v(b0)+1(q + 1)2(2 + q + q2)qv(b)+v(b0)�3(qm�1 � 1):Ist v(b0) 6= m, so ist m10 = m11 = v(b)�1 = m�1, und der Beitrag f�ur n = 1 ergibtsih wiederum zu(�1)v(b)+v(b0)+1(q + 1)2(2 + q + q2)qv(b)+v(b0)�3(qm�1 � 1):



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 94Teilbereih (4): i < v(b)� f und i = v(b0)� f 0Dieser Bereih folgt nun durh Symmetrie sofort aus Teilbereih (3):F�ur n0 = 0 setzt man �0 = m � 1 falls m = v(b0) und �0 = m sonst und erh�alt denBeitrag (�1)v(b)+v(b0)+12(q + 1)2qv(b)+v(b0)�2(q�0 � 1):F�ur n0 = 1 ergibt sih der Beitrag(�1)v(b)+v(b0)+1(q + 1)2(2 + q + q2)qv(b)+v(b0)�3(qm�1 � 1):
Die Teilbereihe (1) - (4) kann man nun zusammenfassen:Die Terme aus den Teilbereihen (3) und (4) f�ur n = 0 bzw. n0 = 0 sind bis aufsVorzeihen gleih dem Beitrag f�ur n 6= n0 aus Teilbereih (2). Der Term f�ur n = 1aus Teilbereih (3) hebt sih gegen den f�ur n = n0 = 1 aus Teilbereih (2) weg.Ebenso k�urzt sih der Term f�ur n0 = 1 mit Teilbereih (1). Somit bleibt als einzigerBeitrag des Bereihs kleiner i der Term f�ur n = n0 = 0 aus dem Teilbereih (2):(�q)v(b)+v(b0)2(q + 1)2(2q � 1) qm � 1(q � 1)q :Nun mu� noh der Bereih kleiner i f�urm = minfv(b); v(b0)g = 1 nahgeholt werden:Teilbereih (1): Hier kann man die Forderung 1 � i < m = 1 niht erf�ullen.Teilbereih (2): Die Forderung 1 � i � m = 1 erf�ullt nur i = 1.Falls v(b) = v(b0) = 1, so mu� f = f 0 = 0 gelten, d.h. man kann nur f�ur n = n0 = 0einen Beitrag bekommen. Dieser ist gleih(�1)v(b)+v(b0)2(q + 1)2(2q � 1)qv(b)+v(b0)�1:Ist v(b) 6= v(b0), so erh�alt man f�ur n = n0 = 0 denselben Beitrag. Zus�atzlih gibt esnoh einen Term entweder von n = 0, n0 = 1 (falls m = v(b)) oder von n = 1, n0 = 0(falls m = v(b0)). Er hat den Wert(�1)v(b)+v(b0)2(q + 1)2(q � 1)qv(b)+v(b0)�1:Teilbereih (3): Die Forderung 1 � i = v(b) � f < v(b0) � f 0 kann man f�ur v(b0) =m = 1 niht erf�ullen. Hier gibt es also nur f�ur m = v(b) < v(b0) einen Beitrag. Dieserbesteht aus den Termen f�ur n = 0 und lautet0�v(b0)�2Xf 0=0 � v(b0)�3Xf 0=0 1A (�1)v(b)�1+f 02(q + 1)2(q � 1)qv(b)+f 0 =(�1)v(b)+v(b0)+12(q + 1)2(q � 1)qv(b)+v(b0)�2;



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 95falls v(b0) � m+ 2. Falls v(b0) = m+ 1 = 2, so ergibt sih ebenfalls der Beitrag(�1)v(b)+v(b0)+12(q + 1)2(q � 1)qv(b)+v(b0)�2:Teilbereih (4): Analog zu Teilbereih (3) erh�alt man keinen Beitrag, wenn v(b) =m = 1. Ist m = v(b0) < v(b), so hat man wiederum(�1)v(b)+v(b0)+12(q + 1)2(q � 1)qv(b)+v(b0)�2:Insgesamt liest man nun ab, da� in jedem Fall nur der Beitrag(�1)v(b)+v(b0)2(q + 1)2(2q � 1)qv(b)+v(b0)�1�ubrig bleibt. Dies ist die Spezialisierung auf m = 1 des eigentlih f�ur m > 1 erhal-tenen Endbeitrags (�q)v(b)+v(b0)2(q + 1)2(2q � 1) qm � 1(q � 1)q :
Beitr�age aus dem Bereih v(b)� f < i � �� (v(b)� f)Dieser Bereih tritt nur auf, wenn � > 0 erf�ullt ist. Im Bereih mittelgro�er undgro�er i mu� � := v(b)� f = v(b0)� f 0 gelten. Au�erdem hat man f�ur n 6= n0 keineBeitr�age. Die Quadratklasse � 2 o�F=o�F2 liegt nun fest, d.h. der Faktor 2, den manf�ur 0 � i � � zu ber�uksihtigen hatte, entf�allt. Zun�ahst sollen die auftretendenWerte der Integrale explizit dargestellt werden.F�ur n = n0 = 0 hat man falls � � i:[I0 : Ii0℄ Z 1Ii0 = 2qi+2��1;und falls sogar � > i: [I0 : Ii1℄ Z 1Ii1 = 2qi+2��1;[I0 : Ii2℄ Z 1Ii2 = 2qi+2��1:F�ur n = n0 = 1 hat man falls � � i:[I0 : Ii0℄ Z 1Ii0 = 2qi+2�;und falls sogar � > i + �: [I0 : Ii1℄ Z 1Ii1 = 2qi+2�+1;



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 96[I0 : Ii2℄ Z 1Ii2 = 2qi+2�+1:
Es zeigt sih, da� eine Falluntersheidung nah � n�utzlih ist:1. Fall: � > 2mDa immer � � 2m, kann dies nur der Fall sein, wenn m = v(b) = v(b0). Dann folgtaus � = v(b) � f = v(b0) � f 0, da� auh f = f 0 gelten mu�, und man kann dieBereihe mittelgro�er und gro�er i gemeinsam summieren: � < i � �� �.Der Beitrag f�ur n = n0 = 0:Aus 0 � f; f 0 � m� 1 folgt, da� 1 � � � m und somit i � �� � < �. Also ist dieBedingung f�ur die Integrale von Ii1 und Ii2 immer erf�ullt. Dann lautet der Beitrag:mX�=0 ���Xi=�+1 12(q + 1)2qfqf 0(�1)f+f 08qi+2��1 =2(q + 1)2(�q)v(b)+v(b0)(qm � 1)(q��1�m � 1) 2q(q � 1)2 :Der Beitrag f�ur n = n0 = 1:F�ur i = �� � tritt nur das Integral von Ii1 auf:m�1X�=0 12(q + 1)2qf�1qf 0�14qi+2� =2(q + 1)2(�q)v(b)+v(b0)(qm � 1) q��m(q � 1)q :Dazu kommt der Beitrag f�ur i � �� � � 1:m�1X�=0 ����1Xi=�+1 12(q + 1)2qf�1qf 0�1(�1)f+f 04(q + 1)qi+2�2(q + 1)2(�q)v(b)+v(b0)(qm � 1)(q��m � 1) (q + 1)(q � 1)2q :Addiert man die drei Terme f�ur � > 2m, so ergibt sih der Beitrag2(q + 1)2(�q)v(b)+v(b0) (qm � 1)(q � 1)2q (4q�+1�m � 2q2 � q � 1):2. Fall: � = 2mDann tritt der Bereih gro�er i, d.h. v(b)+ f < i � �� � niht auf, denn v(b)+ f =2m�� = ���. Man betrahtet also den Bereih � < i � 2m��. Setzt man � = m,



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 97so hat man m < i � m. Der Bereih ist dann leer. Daraus folgt, da� stets � < mgilt und damit f; f 0 > 0.Der Beitrag f�ur n = n0 = 0:Aus f � v(b)� 1 und f 0 � v(b0)� 1 folgt, da� � immer gr�o�er ist als null, und dashei�t i � 2m�� < �. Die Bedingung f�ur die Integrale von Ii1 und Ii2 ist also immererf�ullt. Somit hat man den Beitragm�1X�=1 2m��Xi=�+1 12(q + 1)2qfqf 0(�1)f+f 08qi+2��1 =(�q)v(b)+v(b0)2(q + 1)2(qm � 1)(qm�1 � 1) 2q(q � 1)2 :Der Beitrag f�ur n = n0 = 1:F�ur i = 2m� � tritt nur das Integral von Ii0 auf:m�1X�=0 12(q + 1)2qf�1qf 0�14q2m+� =2(q + 1)2(�q)v(b)+v(b0)(qm � 1) qm(q � 1)q :F�ur i � 2m� 1� � hat man den Beitragm�1X�=0 2m�1��Xi=�+1 12(q + 1)2qf�1qf 0�1(�1)f+f 04(q + 1)qi+2� =2(q + 1)2(�q)v(b)+v(b0)(qm � 1)2 (q + 1)(q � 1)2qZ�ahlt man diese drei Terme zusammen, so ergibt sih im Fall � = 2m der Beitrag2(q + 1)2(�q)v(b)+v(b0) (qm � 1)(q � 1)2q (4qm+1 � 2q2 � q � 1):Dies entspriht o�enbar dem Beitrag des 1. Falls, wenn man dort � = 2m setzt.Summation der BereiheUm aus den erhaltenen Beitr�agen die Di�erenz OG� �OG�0 zu erhalten, mu� man alleTerme noh mit dem Faktor 12 aus der Normierung der Ma�e multiplizieren undaufsummieren. Die vershiedenen Beitr�age sind also:Bereih i = 0: 0Falls � > 0, so erh�alt man noh:



KAPITEL 3. INTEGRALE F�UR DIE GSP(4; F ) 98Bereih 1 � i � �: (�q)v(b)+v(b0)(q + 1)2 qm � 1(q � 1)q (2q � 1):Bereih � < i � �� �:(�q)v(b)+v(b0)(q + 1)2 (qm � 1)(q � 1)2q (4q�+1�m � 2q2 � q � 1):Somit erh�alt man:OG� (1I)�OG�0(1I) = (�q)v(b)+v(b0)4(q + 1)2(q � 1)2 (qm � 1)(q��m � 1);falls � > 0. Falls � = 0, so ist OG� (1I)�OG�0(1I) = 0.Bemerkung 3.14. Die gefundene Form des instabilen Orbitalintegrals besteht of-fensihtlih im wesentlihen aus zwei Faktoren der Formqaj � 1q � 1 ;also zwei niederdimensionalen Orbitalintegralen, die durh einen Vorfaktor verkn�upftsind. Dies dekt sih mit bestehenden Vermutungen (vgl. [La1℄).
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