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I. Die Universelle Abbildungseigenschaft voilK[X]/(P)

Theorem 1.1: Sei K ein Korper, P ein Polynom inK[X] und j:K — K[X]/(P) der
kanonische Ringhomomorphismus. SeK — B ein Ringhomomorphismus ungl eine
Nullstelle vonP in B. Dann existiert genau ein Ringhomomorphisnfiuk[X]/(P) —» B der
sowohl f°j =i als auchf (X) = y erfullt. Hierbei bezeichneX die Aquivalenzklasse vokK
in K[X]/(P).

Beweis: Zuerst soll die Eindeutigkeit der Abbildung gezeigtrden: Nach Voraussetzung
muss die Abbildungf(X) = y erfilllen sowie allek = j(k) mit k € K auf f(k) = i(k)
abbilden, sodasg®j = i gilt. Damit ist der Ringhomomorphismys falls dieser existiert,
bereits eindeutig festgelegt. Denn alle Aquivaléaggen aus[X]/(P) sind multiplikative
und additive Verkniipfungen von Aquivalenzklassen kdmstanten Polynome urfl Da K
ein Korper ist, ist der Ringhomomorphismu& — B injektiv; deswegen konnen in diesem
Beweis allei(k) € B eindeutig mit ihren Urbilderk € K identifiziert werden. Dies liefert die

Abbildungsvorschrift:

f:K[X1/(P) - B,Q » Q).

Damit ist die Eindeutigkeit des Homomorphismus ggz&lr die Existenz ist zu zeigen, dass

die oben definierte Abbildung wohldefiniert und ein Ringhomomorphismus ist.

Die Wohldefiniertheit ergibt sich daraus, d&saufy , also auf eine Nullstelle vanin B
abgebildet wird. Fall§, R € K[X] mit Q = R gilt, so istQ = R + SP fiur einS € K[X].
Daraus folgtf (Q) = Q(y) = (R + SP)(y) = R(y) + SP(y) = R(y) + 0 = f(R). Somit ist
£(Q) unabhangig von der Wahl einer Aquivalenzklasse.

Damit f ein Ringhomomorphismus ist, missen die folgenden Eigenschaften erfiillt sein
(vgl. Definition 1.2.8, Seite 5):

(1) K[X]/(P) und B sind Ringe

(2)Va,b € K[X]/(P) gilt: f(a +b) = f(a) + f(b)
(3) Va b €K[X]/(P) gilt: f(ab) = f(a)f (b)

(4) f Ogix/py) = OB'f(lK[X]/(P)) = 1p

B ist nach Voraussetzung ein Ring. D&4X]/(P) ein Ring ist wird in 2.1.1 (Seite 31/32)
gezeigt. Aus der Abbildungsvorschrift geht herviass0 und 1 auf 0 bzw. 1 abgebildet
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werden. Dennf(0) = 0(y) + S(¥)P(y) =0 und f(1) = 1(y) + S(W)P(y) =1, S € K[X]

beliebig. Damit gilt (4). Demnach ist noch zu zeigdassf die Addition und Multiplikation
in K[X]/(P) respektiert. Dies ergibt sich aus den Eigenschafer Addition und
Multiplikation in K[X]/(P) (vgl. Vortrag 3: Das Lemma von Gauld und Quotiemtee). Es

gilt:
fQ+R)=fQR+R=Q+RG) =00 +RH) =f@ +fR)

SeiQ *R = QR — PS mit S € K[X] der Rest vorQR bei Polynomdivision durcl?. Fir die
Multiplikation gilt dann:

fQR) =f(QR) = QR = (Q*R») + P(SO) = QIR = f(Qf(R).

Somit istf ein Ringhomomorphismus.

Il. Der Satz von Kronecker

Definition 2.1: Seieni:E - F und j: E — F' zwei Kdrpererweiterungen. Dann nennt man
einen Kérperhomomorphismys F’' — F, der f°j = i erfillt, Erweiterungshomomorphismus
von F' nach F. Ein bijektiver Erweiterungshomomorphismus wirds dErweiterungs-

isomorphismus bezeichnet.

Theorem 2.2 (Satz von Kronecker)SeiK ein Kérper undP ein irreduzibles Polynom aus
K[X], dann existiert eine endliche Korpererweiterlhg K; und eine Nullstelle voR in K;

derart, dass

(1) K1 = K[x]

(2) Fur alle Korpererweiterungerk — L kann die MengeA der Erweiterungs-
homomorphismen voR; nachL bijektiv auf die MengeB der Nullstellen von P in L
abgebildet werden. Die Abbildurigd — B, f ~ f(x) definiert eine Bijektion.

Beweis:Zu (1): Man setz&; = K[X]/(P) undx = X. DaP irreduzibel ist, isk[X]/(P) ein
Korper. P hat nach Konstruktion die Nullstell® in K, = K[X]/(P). Eine Basis von
K[X]/(P) ist durch{1,X,X?, ..., X9¢%P~1} gegeben, die Korpererweiterukg— K; ist also

endlich. Aus der angegebenen Basis wird ebéfse K[X] = K[X]/(P) deutlich. Denn sei



Q € K[X]/(P) undQ ein Reprasentant asso istQ = Q(X) = Q(x) € K;. Sei umgekehrt
Q(x) € K; soistQ(x) = Q(X) = Q € K[X]/(P).

Zu (2): Zuerst ist zu zeigen, dass die definierbbidungi wohldefiniert ist, das heil3t dass
fur allef € A ein eindeutiged € B existiert miti(f) = b. Es istP(f(x)) = f(P(x)) =
f(0) =0, daf ein Kérperhomomorphismus ist. Daraus falgf) € B. Wie im Beweis zur
universellen Abbildungseigenschaft gezeigt wursiedie Wohldefiniertheit fur ein beliebiges
f € A nur gegeben, wenfi die Aquivalenzklasse vok auf eine Nullstelle abbildet. In dem
Beweis wurde gezeigt, dass zu jeder Nullstelle geea solcher Erweiterungshomo-
morphismus existiert, de¥ auf die betreffende Nullstelle abbildet. Durch &igistenz des
Erweiterungshomomorphismus ist die Surjektivitan vagezeigt und durch die Eindeutigkeit

die Injektivitat voni. Also isti bijektiv.

[Il. Zerfallungskorper

Idee: Sei K ein Korper. Fur ein nicht konstantes Polyn@maus K[X] soll der minimale

Korper konstruiert werden, der alle Nullstellen \@enthalt.

Definition 3.1: Sei K ein Korper undP ein nicht-konstantes Polynom ai$X]. Ein Zer-

fallungskorper vorP ist eine KorpererweiterungK — E sodass,

(1) P in E vollstandig in Linearfaktoren zerfallt, das heft ¢ [T%,(X — x;), wobeic
der hdchste Koeffizient voR ist,d der Grad vorP und fur allex; gilt: x; € E.
(2) E ist der Korper, der durctk und die Elementex,...,x; erzeugt wird:E =

K (x4, ...,x4). Das heiB3E entsteht durch Adjunktion aller Nullstellen vBreuK.
Theorem 3.2:SeiK ein Kbrper und® ein nicht konstantes Polynom akigX]. Dann gilt:

(1) Es existiert ein Zerfallungskérper vém
(2) Zwei beliebige Zerfallungskorper sind isomorph. &@esr: Seienj: K - E und
j':K — E' Zerfallungskorper vorP. Dann existiert ein Kérperisomorphismfist —

E', sodasg®j =j'.

Beweis: (1) und (2) werden per vollstandiger Induktion matem Grad vorP gezeigt. Fir

deg P = 1 zerfallt P bereits UbekK selbst, demnach i# = K ein Zerfallungskorper vorR.

(1) gelte nun fur all® € K[X] mit degP = n. Sei nundegP =n + 1. FUrP mitdegP > 1
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gilt, dassP irreduzibel ist oder einen irreduziblen Faktorteitt, dennk [X] ist faktoriell. Sei
nun Q € K[X] ein irreduzibler Faktor vo®. Nach dem Satz von Kronecker existiert dann
eine Kdorpererweiterung: K - K;, K; = K[x;] fUr ein x; € K; mit Q(x;) = 0. Da Q ein
Faktor vonP ist, ist inK; auchP(x;) = 0. Somit ergibt sich irK;: P = (X — x;)P;. P, ist
nun ein Polynom mit Koeffizienten iK[x,] = K;, das hei3tP; € K;[X]. AuBerdem folgt
deg P; = n. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es dann eingd¢@rweiterung: K; - E,
sodas; in E vollstandig in Linearfaktoren zerféllt. Seiew, .., x, ., die Nullstellen vorp;

in E. Dann gilt:

E = Ki(X2, -, Xng1) = K(x1) (xg, o0, Xpp1) = K(xq, s Xpp1),

dennkK; = K[x;] ist nach dem Satz von Kronecker ein Korper. Sshi — K; — E eine
zusammengesetzte Korpererweiterung, inRlkomplett in Linearfaktoren zerfallt unidist

ein Zerfallungskorper voR.

Zu (2): SeiE’ ein weiterer Zerfallungskorper vah Fur deg P = 1 folgt nach (a) und der
Minimalitatseigenschaft des Zerfallungskorpéfs= K = E und damit nattrlich auch, dass
E' und E isomorph sind. Die geforderten Eigenschaften werdann durchf: E —» E' mit

f = id erflllt. Gelte nun, dass alle Zerfallungkodrper Rolynome mit Graak isomorph sind.
SeidegP =n + 1. DaE' alle Nullstellen vonP umfasst, hat auch der irreduzible Fakgor
eine Nullstellex; in E'. SeiK{ = K(x;) € E'. Dann istj: K - K| eine Kdrpererweiterung
und Q hat in K eine Nullstelle. Dann existiert nach dem Satz Wonecker ein
Kérperhomomorphismusf;: K; = K{, x; » x; und f;°j =j'. f; ist ein Kdrperhomo-
morphismus und deshalb injektifi. ist auRerdem surjektiv, denn alle Elemente usind
Verknipfungen vonx; und Elementen aug& und haben somit ein Urbild. Durch die
zusammengesetzte Korpererweiterdfig— K, — E’ ist E' ein Zerfallungskérper voR,. Da
deg P, = n ist, lasst sich die Induktionsvoraussetzung aneenfi und E’ sind demnach
isomorph, das heil3f; lasst sich zu einem Isomorphismfist — E’ fortsetzen, der die

gewunschten Eigenschaften erfllt.
IV. Der Algebraische Abschluss (Skizze)

Definition 4.1: Ein Korper K heil3t algebraisch abgeschlossen, wenn jedes kdstgtante
PolynomP € K[X] eine Nullstelle inK hat.

Bemerkung 4.2:Diese Definition ist aquivalent zu den Aussagessd



(1) jedes nicht konstant® € K[X] in K vollstandig in Linearfaktoren zerfallt.
(2) K nur triviale algebraische Korpererweiterungen gstiaDas heildt, dass fur alle

algebraischen Korpererweiterunge — E gilt, dass/ ein Isomorphismus ist.

Beweis:Zu (1): WennK algebraisch abgeschlossen ist, also jedes nictst&ote Polynon®
eine Nullstellek, € K hat, dann existiert fir jedes Polynofe K[X] eine Darstellung
P = (X —k,)Q fir einQ € K[X],deg Q < deg P. Dieses Verfahren kann induktiv fortgesetzt
werden, sodass P als das Produkt von LinearfaktomerKoeffizienten inK und einem
konstanten Polynom dargestellt werden kann. Dasuiet] dass jedes nicht konstaRten
K[X] vollstandig in Linearfaktoren zerféllt. Zerfallmgekehrt jedes nicht konstante Polynom
P € K[X] in K vollstandig in Linearfaktoren, so hat jedes ni€bnhstante Polynom ik

bereits eine Nullstelle, sodaksalgebraisch abgeschlossen ist.

Zu (2): Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korpgik — E eine algebraische
Kdrpererweiterung ung ein Element aug mit dem dazugehdrigen Minimalpolynatn Wie
bereits gezeigt zerfalltP in K vollstdndig in Linearfaktoren sobakl algebraisch
abgeschlossen ist, das helt c[[%,(X — x;), wobei allex; Elemente auk sind. Nach
Voraussetzung giltP(x) = 0, also istx = j(x;) fur eini € {1,..d}. Damit istj:K - E
surjektiv. und da Korperhomomorphismen immer inpektsind, ist j:K - E ein
Isomorphismus. Sei nun K ein Korper, der nur tivialgebraische Korpererweiterungen
zulasst und P ein nicht konstantes Polynori [iki] mit dem irreduziblen Faktap. Nach dem
Satz von Kronecker existiert eine algebraische Exapweiterungf: K — K; mit [K;: K] =
deg Q. Da aber alle algebraischen Korpererweiterungeam Kilirivial sind, giltdegQ = 1 fur
alle irreduziblen nicht konstanten Polynome KifiX]. Damit haben alle nicht konstanten

Polynome au¥ [X] bereits inK eine NullstelleK ist daher algebraisch abgeschlossen.

Definition 4.3: Sei K ein Koérper. Eine algebraische Korpererweiteryng — Q heifdt

algebraischer Abschluss von K, fallsalgebraisch abgeschlossen ist.

Quelle:

Chambert-Loir, Antoine: A Field Guide to Algebrgrisiger 2000
(insbesondere 2.1.3-2.3.3, Seite 33 ff.)



