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Aufgabe 1 (2+2 (+2 Bonus-) Punkte)

Sei k ≥ 4 eine gerade natürliche Zahl. Für z ∈H= {z ∈C | ℑ(z) > 0} sei dann

Gk (z) := ∑′
m,n

1

(mz +n)k
.

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Die Reihe Gk (z) ist auf kompakten Teilmengen vonH gleichmäßig absolut konvergent.

(b) Für alle
(

a b
c d

) ∈ SL2(Z) gilt

Gk

(
az +b

cz +d

)
= (cz +d)k Gk (z).

(c) Es gilt die Fourierentwicklung

Gk (z) = 2ζ(k)+ 2(2πi )k

(k −1)!

∞∑
n=1

σk−1(n)e2πi nz ,

wobei σk−1(n) =∑
d |n d k−1 für alle n ∈N.

Aufgabe 2 (0 Punkte)

Es sei ζ(s) =∑∞
n=1

1
ns die für alle s ∈Cmit Re(s) > 1 definierte Riemannsche Zeta-Funktion.

(a) Zeigen Sie, dass ζ(s) eine in der Halbebene {Re(s) > 1} holomorphe Funktion ist.

(b) Es bezeichne nun ϑ(τ) := 1+2
∑∞

n=1 eπiτn2
die Jacobische Thetareihe. Zeigen Sie für alle

s mit Re(s) > 1 die Identität

ζ(s)Γ
( s

2

)
π− s

2 = 1

2

∫ ∞

0
(θ(i t )−1)t

s
2−1dt .

(c) Zeigen Sie (unter Annahme der Funktionalgleichung ϑ(i /y) =p
yϑ(i y) für alle y mit

Re(y) > 0), dass sichΛ(s) := ζ(s)Γ
( s

2

)
π− s

2 zu einer in ganz C\ {0,1} holomorphen Funk-
tion fortsetzen lässt mit einfachen Polen in s = 0 bzw. s = 1, welche die Funktionalglei-
chungΛ(1− s) =Λ(s) erfüllt.

!!! FRÖHLICHE WEIHNACHTEN !!!

Abgabe: Montag, 08.01, bis spätestens 11 Uhr ct. in den Tutorenbriefkästen in INF 205 im
ersten Stock.


