IV. Grundlagen der Integral- und Differentialrechnung

17 Grundlagen der Integralrechnung

Sowohl die Integralrechnung als auch die Differentialrechnung gehdren zum Kernbestand der Analy-
sis. Beider gehen urspriinglich von geometrischen Fragestellungen aus:

Bei der Integralrechnung will man Flédcheninhalte oder allgemeiner Wolumina von geometrischen Ob-
jekten bestimmen, aber auch Lé&ngen von Kurven, Dichten, Schwerpunkte, Mittelwerte oder auch
Arbeit (Energie) in einem nicht konstanten Kraftfeld berechnen. Auch die Frage, wie man aus einer
Anderungsrate einer mathematischen oder physikalischen Grée auf diese GréRe selber zuriickschlie-
Ren kann, lasst sich mit Hilfe der Integralrechnung beantworten. Ein Fahrtenschreiber z.B. zeichnet
die Geschwindigkeit eines Fahrzeugs auf, mit Hilfe der Integralrechnung lasst sich die Fahrtstrecke
rekonstruieren.

Das Prinzip der Trédgheitsnavigation beruht auf dem Messen der Beschleunigung, der daraus rekon-
struierten Geschwindigkeit und dem wiederum hieraus rekonstruieren zuriickgelegten Weg.
Geometrische Aspekte bei der Differentialrechnung sind etwa das Tangentenproblem (Tangente
an eine Kurve), physikalische etwa die momentane Anderung einer GroRe etwa die Momentange-
schwindigkeit oder die Momentanbeschleunigung. Mathematisch handelt es sich hierbei jeweils
um das gleiche Problem. Die Differentialrechnung ist auch an sich starkes Hilfsmittel zur Untersu-
chung qualitativer Eigenschaften von Funktionen (Abbildungen).

Far Funktionen auf Intervallen werden wir sehen, dass die Differential- und Integralrechnung, die
zunachst nichts untereinander zu tun zu haben scheinen, tGiber den sogenannten Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung untereinander schon eng verbandelt sind.

Bei Archimedes (1212 v.Chr.) findet man schon als Vorstufe der Integration die Bestimmung von
Flachen- und Rauminhalten, den Zusammenhang zwischen Differential- und Integralrechnung ha-
ben Leibniz und Newton um ca. 1670 entdeckt.

Eine systematische Fassung des Flachen- und des Volumenbegriffs fir allgemeine geometrische
Objekte beginnt mit J.Kepler (1615, Volumenbestimmung von Weinfassern), wichtige Beitrage
stammen von dem Galilei-Schiler B.Cavalieri (1635, sog. Cavalierisches Prinzip), dann Newton’s
Lehrer 1.Barrow und viele anderen. Strenge systematische Behandlungen solcher Probleme ste-
hen im engen Zusammenhang mit der Entwicklung der Maf3- und Integrationstheorie am Anfang
des 20. Jahrhunderts.

Es gibt verschiedene Integralbegriffe und die Mengen, denen man in vernunftiger Weise mit Hil-
fe des Integrals eine Zahl zuordnen kann, die man als Volumen der Menge ansprechen kann,
hangen vom verwendeten Integralbegriff ab. Wir beschranken uns hier auf das sog. Regel-Integral
(auch Cauchy-Integral genannt, Cauchy 1823).

Das sog. Riemann-Integral (B.Riemann) streifen wir nur am Rande.

In mehreren Verédnderlichen betrachten wir spater das von H.Lebesgue 1902 eingefiihrte Lebesgue
-Integral, das allen anderen Integralbegriffen weit Gberlegen ist.

Unser Ziel ist zunachst fiir eine einfache Klasse von Funktionen -die Treppenfunktionen- ein Inte-
gral zu definieren und dieses dann auf eine gro3ere Klasse von Funktionen -die Regelfunktionen-
Zu erweitern.

17.1 Das Integral fur Treppenfunktionen
Im Folgenden legen wir bis auf Widerruf ein kompaktes Intervall
M :=[a,b):={z€R a<z<b} (a, b€ R, a<b)

zu Grunde.
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Schrankt man die Grof3te-Ganze-Funktion

[[:R —- R
x +— [z]=max{k€Z; k<zx}

auf ein kompaktes Intervall, etwa [—1, 4] ein, erhélt man ein typisches Beispiel fir eine Treppen-
funktion im Sinne der folgenden allgemeinen Definition (vgl. Abb 9).

17.1.1 Definition (Treppenfunktion, Zerlegung)

Eine Funktion
t: M —- R

heil3t Treppenfunktion, wenn es ein r € N und reelle Zahlen zq, z1, . .., z, mit
a=29 <z <2< ...<xZ.=0b
gibt, so dass die Einschrankungen
flze—1,ze] fUr E=1,...,r

konstant, etwa = ¢, € R, sind.
Man sagt: Die endliche Menge
{a = x9,21,...,2, = b}

bildet eine Zerlegung Z des Intervalls [a, b] und schreibt suggestiv
Z:={a=xz90 <1 <...<zp = b}

Die Punkte z;, (0 < k < r) nennt man auch Teilpunkte (oder Stiitzstellen) der Zerlegung Z.
Man nennt dann ¢ auch eine Treppenfunktion zur Zerlegung Z.

17.1.2 Bemerkungen
(a) Dat eine Funktion ist, hat ¢ nattirlich auch eindeutig bestimmte Werte in den Teilpunkten
zp (0<k<r).

Diese sind fir unsere Integraldefinition allerdings unerheblich.

R
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(b)

(©

(d)

Bei gegebener Treppenfunktion ¢ : [a,b] — R ist die Zerlegung Z nicht eindeutig bestimmt,
so kann man beispielsweise zu einer gegebenen Zerlegung Z stets Teilpunkte hinzufligen.
Ist etwa z ein Punkt mit z;_1 < z < z; fUr ein geeignetes j € {1,2,...,r}, dann erhalt man
aus Z durch das Hinzufligen von z die Zerlegung

Z''={a=wg<z1<...<zj 1 <z2<zj<...<z, =b}

a=Tg T Tj—1 % z; T, =b

Wir nennen eine Zerlegung
Z*={a=z5<z] <...<z; =0b} (seN)
feiner als die Zerlegung
Z={a=20<21<...<zjm1<z<z;<...<zr =b} (reN)
wenn Z* D Z gilt, wenn also jedes z; (0 < j <r) unter den zj (0 <[ <'s) vorkommt.

Zu je zwei Zerlegungen Z und Z' von [a, b] gibt es stets eine Zerlegung Z*, die feiner ist als
Z und auch feiner als Z'. Offensichtlich ist die Zerlegung Z* := Z v Z', die aus Z durch Hin-
zunahme der (nicht in Z gelegenen) Punkten von Z' entsteht, eine gemeinsame Verfeinerung
von Z und Z'.

17.1.3 Definition

Ist¢:

M — R eine Treppenfunktion, die beziglich der Zerlegung

Z={a=x0<21<...<2j_1<2<z;<...<z =b}

definiert ist und gilt etwa f| |zx_1,2r[= ¢ fUr k = 1,...,n, dann heil3t die reelle Zahl

Iz(t) = Z Ck(.’L'k - .’L'kfl)
k=1

das Integral von t beziiglich der Zerlegung Z.

Wir werden gleich sehen, dass dieses Integral in der Wirklichkeit nicht von der Zerlegung Z
abhangt, mit deren Hilfe ¢ erklart ist.

17.1.4 Satz

Ist ¢ :

M — R eine Treppenfunktion beziglich der Zerlegung Z und Z’, dann gilt

I1(t) = I (2).
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Beweis : Wir betrachten zunachst die Zerlegung Z;, die aus Z durch Hinzufligen eines weiteren
Teilpunktes z, etwa Intervall |z;_1, z;[, entsteht. z sei also ein neuer Teilpunkt mit z;_; < z <
zjfureinj € {1,2,...,n}.

Dann ist
7j—1 T
Iz (t) = ch(xk —2p1) Fci(z—xjo1) iz —2) + z cr(Tp — Tp—1)
k=1 k=j+1
Nun ist aber
¢j(z —xj1) + ¢z — 2) = ¢z — ¢;Tj—1 + ;x5 — ¢z = ¢j(T; — Tj-1).
Daher ist
j—1 r
I2,(t) = D enlmr —ame—) +ei(ms —zim0) + D cklwn —zp1)
k=1 k=j+1
T
= ch(xk —xp_1) = Iz(t).
k=1

Beim Hinzufligen eines weiteren Teilpunktes &ndert sich also Iz(t) nicht. Durch Induktion folgt
etwa, dass sich Iz(t) durch Hinzufigen endlich vieler weiteren Teilpunkte nicht dndert.

Wir betrachten nur zwei Zerlegungen Z und Z' die gemeinsame Verfeinerung Z* .= Z\v Z'. Sie
entsteht aus Z bzw. Z’' durch Hinzunahme endlich vieler weiteren Teilpunkte, daher ist

I7(t) =Izvz (t) = Iz(1),

d.h. also Iz(t) =1z (t)

O
17.1.5 Satz und Definition
Istt: [a,b] — R eine Treppenfunktion und
Z={a=20<t1<...<zj1<z<z;<...<zr =b}
irgendeine Zerlegung von [a,b] Mit ¢| Jxx—1,2x[= cx € R fir £ = 1,...,n, dann heif3t die von der

Zerlegung unabhéangige Zahl
I(t) :=Iz(t) := Z cr(Tk — Tp—1)
k=1
das Integral der Treppenfunktion ber das Intervall M = [a, b].

b b
Schreibweise: I(t) := [t = [t(z)dz.

z heilt auch Integrationsvariable. Sie ist eine sogenannte freie Variable, kann also mit jedem ande-
ren sinnvollen Buchstaben bezeichnet werden.

‘ Das Integral einer Treppenfunktion ist eine endliche Summe von Produkten.
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17.1.6 Geometrische Interpretation

Nimmt die Treppenfunktion ¢ nur nicht negative Werte an, dann kann man
I(t) = ch(:ck —Tp_ 1)
k=1

als Flacheninhalt der Punktmenge (Ordinatenmenge)
O(t) :=={(z,y) ERXR; z €[a,b]; 0<y <it(z)}

IR\

a=xg X3 X2 X3 X4 X5=bpp

deuten: O(¢) ist eine Vereinigung von Rechtecken und I(t) liefert den elementargeometrischen
Flacheninhalt dieser Rechtecke.

Nimmt ¢ auch negative Werte an, dann ist I(¢) ein MaR fiir den orientierten Flacheninhalt (d.h.
Flacheninhalt mit Vorzeichen) der entsprechenden Rechtecke.
IRA

Bezeichnung: Sei T'(M) = {t : M — R; ¢t Treppenfunktion} die Menge aller Treppenfunktionen auf
M = [a,b], dann gilt

17.1.7 Satz (Eigenschaftenvon T(M)und I : M — R)

(@) T (M) ist ein Unterraum von B(M) := {f : M — R; f beschrénkt} und damit selbst ein
R-Vektorraum und die Abbildung

I:.T(M) - R
t — I()
ist linear, d.h. es gilt

((J{) I(tl + t2) = I(tl) + I(tz) fur alle t1,t2 € T(M)
(8) I(ct) = cI(t) fiir alle ¢ € R und alle £ € T(M).

Das Integral fur Treppenfunktionen ist also ein lineares Funktional auf dem Vektorraum T'(M).
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(b) Furalle t € T(M) gilt
[I(t)| < sup{|t(z)]; z € M} —a) = ||t||oc(b — a) (Standardabschéatzung)

Il oo

(c) Istt(x) > 0 flralle z € M (kurz ¢t > 0), dann gilt auch I(¢) > 0.
I:T(M) — Rist ein nicht negatives lineares Funktional.

(c) Giltfarty,ta € T(M), t1(z) < t2(z) fur alle z € M (kurz: t; < t3), dann gilt auch
I(t1) < I(t2).
Man sagt: I ist ein monotones Funktional.
(d) Mitt € T(M) gilt auch |¢t| € T(M), und es ist
()] < I(]¢]).
Beweis (a): Seien t1,ty € T'(M). Wir kdnnen oBdA annehmen, dass ¢, und t, beziglich der glei-
chen Zerlegung Z von [a, b] definiert sind, dann ist aber klar, dass ¢; + t» wieder Treppen-

funktion ist, die Funktionswerte in den Teilintervallen ]z _1, zx[ sind einfach zu addieren. Sei
etwa t1| |zg—1, zk[)cr und ta| Jzk—1,zx[= di, dann gilt

I(tl +t2) = IZ(tl +t2)

T

= > (ck +di)(@k — T 1)

k=1

= ch(ﬂik —Tp_1) + de($k — Tp_1)
k=1 b=1

Ly(t) + Ip(t) = I(ta) + I(ts).

Dass mit t € T'(M) auch ct € T (M) ist evident, ebenso die Regel I(ct) = cI(t)
Beweis (b): Es gilt

I = Y cklwr —zh1)
k=1
T
< lex|(zr — Tk—1) (Dreiecksungleichung)
k=1
T
< sup{[t(z)|; = € M} (g — x1)
k=1 ~
lIt] oo
= [tlleo(® —a),
da Y (zr — zx—1) als endliche teleskopische Summe den Wert b — a hat:
k=1
T
Z(mk —Tp—1) = (x1—mo)+ (2 —21) + ...+ (Tp — Tp—1)
k=1

= —2x+x=2—29=b—a
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Beweis (c): Istt(xz) > 0, dann gilt speziell ¢, > 0 fur alle K = 1,2,...,n und es folgt

T
I(t) = ch (zr, — Tp—1) > 0.
k=1 >0

Beweis (C’): t1 <t <= t2 —t1 > 0. Aus der Linearitat von I und (c) folgt dann

0< I(tz —tl) = I(tz) — I(tl) oder I(tl) < I(tg)

Beweis (d): Aus t < [t] folgt nach (¢') daher I(t) < I(]t|). Weil auch —t < |¢| gilt, folgt mit (a) und
(c)
—I(t) = I(-t) < I(|t)),

also insgesamt
(&) < I(Jt])-

Wir betrachten ein Beispiel:

17.1.8 Beispiel

Wir betrachten die Treppenfunktion
t:[0,1] » R mit

[nz]
t = ,
(z) = 2
dabei ist n € N fest.
Eine zu ¢ passende Zerlegung von [0, 1] ist
1 2 k n—1 n
z2=0=zp< < —<...< —<...< <—-—=1=uzx,.
n n n n n
Esistalso zy = £ und 2 — z5—1 = 2 und ¢4 := t| ]z — 2p—1[= B2 firk=1,...,n.

Das Integral I(t) ist leicht zu berechnen:

: k-1 1 1
I(t)zzck(ﬂﬁk—wk—l) = Z - 'g=§2(k—1)
k=1 k=1 k=1
= %M (nach GaufR)

n 2

162

Veranschaulichung firn =5
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IRA

>

R

&
L 2 3 3
5.5 5 5 5

Lasst man n in alle natiirlichen Zahlen durchlaufen und schreibt ¢, (z) = @ dann ist (¢,) eine
Folge von Treppenfunktionen, die auf [0,1] gleichmé&Rig gegen f mit f(z) = z fiir z € [0, 1] konver-
giert.

Beachte dabei auch lim % (1—1) = 3.
n—oo

Wir kommen in Abschnitt 17.2 hierauf zurtick.

Man kommt zu einer kleinen Erweiterung der Integralfunktion, in der man

a

/t=0

a

definiert und beachtet, dass fur eine Treppenfunktion ¢ : [0,1] — R fir jedes cmita < ¢ < b
t| [a,c] und t| [c,b]

wieder Treppenfunktionen sind, die wir der Einfachheit halber auch wieder mit ¢ bezeichnen.

17.1.9 Satz

Fir jedes ¢t € T(M) und fur jedes ¢ € [a, b] gilt

fct(m)dw + fbt(x)dx = fbt(w)d;c

a a

Diese Formel bringt eine Intervalladditivitat des Integrals I zum Ausdruck.

Zum Beweis braucht man nur ¢ unter die Teilpunkte der Zerlegung aufzunehmen, mit deren Hilfe
man I(t) berechnet.

17.1.10 Bemerkung

Zum Abschluss sei bemerkt, dass mit t1,t2 € T (M) auch t;t, € T(M) gilt, das Produkt von zwei
Treppenfunktionen ist also wieder eine Treppenfunktion, aber wie einfache Beispiele zeigen (vgl.
Ubungsblatt 1, Aufgabe 4) gilt i.A. nicht I(¢t1t2) = I(t1)1(t2).

Es gilt jedoch die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung in der Form
|((t112))? < 1) 1(83) ]

Vergleiche hierzu auch die Musterldsung von Aufgabe 4 von Blatt 1.
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17.2 Das Integral fur Regelfunktionen

Ziel diese Abschnitts ist es, die Integraldefinition, die sich bis jetzt nur auf Treppenfunktionen er-
streckt hat, auf eine groRRere Klasse von Funktionen, die sog. Regelfunktionen so auszudehnen,
dass die Eigenschaften des Integrals, d.h. der Abbildung

I:T(M) - R (M :=][a,b])
b

t — I(t):/t(a:)d;c

a

erhalten bleiben (I ist ein nicht negatives, beschranktes lineares Funktional). Wir werden sehen,
dass stetige bzw. monotone Funktionen auf M Regelfunktionen sind. Da viele der uns gelaufigen
Funktionen (Polynome hoheren Grades, rationale Funktionen, sin, cos, exp, log) keine Treppen-
funktionen sind, werden wir versuchen, sie in geeigneter Weise durch Treppenfunktionen zu ap-
proximieren.

17.2.1 Definition

Sei M =[a,b] (a,b € R, a < b) ein kompaktes Intervall in R.
Eine Funktion f : M — R hei3t Regelfunktion,wenn es eine Folge (¢,) von Treppenfunktionen
t, € T (M) gibt, die gleichmédBig gegen f konvergiert.

Beachte:

Gleichmafige Konvergenz ist die Konvergenz bezuglich der Supremumsnorm:

Das die Folge (¢,) gleichmafig gegen f konvergiert bedeutet also, dass die (reelle) Zahlenfolge
(It = fl|) der Normen eine Nullfolge ist.

Die Supremumsnorm einer beschrankten Funktion f : M — R ist dabei die nicht negative reelle
Zahl

I lleo := lfllr = sup{|f(2)[; = € M}

Da der Definitionsbereich M zunéachst festgehalten wird, lassen wir den Index M auch der Ein-
fachheit halber weg und schreiben nur || f||.

Die Supremumsnorm ist eine Norm auf dem Vektorraum B(M) = {f : M — R; f beschrankt} der
beschrankten Funktionen auf M im Sinne von Def. ??7.

Fir die gleichméaRige Konvergenz der Folge (¢,) gegen f verwenden wir die Kurzschreibweise

ta = f.

Gilt nun t,, = f, d.h. konvergiert (t,,) gleichmaRig gegen f, dann liegt es nahe fur die Funktion f
ein Integral durch
I(f) := lim I(t,)

n—oo

zu erklaren.
Damit dies sinnvoll ist, ist zweierlei zu zeigen:

(a) Die Folge (I(t,)) der Integrale der Treppenfunktionen ¢,, ist Uberhaupt konvergent.
(b) Ist (£,) eine weitere Folge von Regelfunktionen #,, € T(M) mit £, = £, dann gilt

lim I(t,) = lim I(%,).

n—oo n—oo

Dass beide Aussagen richtig sind, ist die Aussage von
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17.2.2 Lemma

Sei f : M — R eine Regelfunktion.

(@) Ist t, € T(M) fur n € N und gilt t, = f, dann ist die Folge (I(t,)) der Integrale eine
konvergente reelle Zahlenfolge.

(b) Giltauch ¢, = f mit ¢, € T(M), dann ist
lim I(t,) = lim I(f,)

n—o0 n—0o0
Beweis (a): Da wir den potenziellen Grenzwert nicht kennen, verwenden wir das Cauchy-Kriterium,
um die Konvergenz der Folge (I(t,)) zu zeigen.
Da (t,,) gleichmafig gegen f konvergiert, gibt es zu jedem £ > 0 einen Index N € N, so dass
fir alle n € Nmitn > N gilt

g
tn —
ltn = 1< 55—
Fir alle m € N mit m > N gilt dann auch
g
Daher ist
”tm - tn” = ”tm -f+f- tn”

IN

”tm - f” + ”f - tn“
IS £

g
= litm = £+ e = £ < 550 + 550 = 5 a

fur alle m,n > N.

Nach dieser Vorbereitung betrachten wir die Folge (I(¢,)) der Integrale und zeigen, dass sie
eine Cauchy-Folge reeller Zahlen, also konvergent ist.

Dazu nutzen wir die Linearitat des Integrals fiir Treppenfunktionen und die Standardabschéatzung

aus:
[(tm) = I(tn)] = I(tm —ta)] < (b= a)lltm — tul
< (b—a) £ ¢
b—a
fur alle m,n mit m,n > N. Die Folge (I(t,)) ist daher als Cauchy-Folge reeller Zahlen
konvergent.

O

Beweis (b): Fir (b) geben wir zwei Beweise. Da wir nach (a) schon wissen, dass die Folgen (I(t,))
und (I(£,)) konvergent sind, genuigt es zu zeigen, dass die Folge der Differenzen eine Null-
folge ist:

Aus

tn = tall < [ltn — FII + lltn = £l
ist ersichtlich, dass die Folge (||t, — %,||) eine Nullfolge ist.
Nun gilt

Standardabschétzung

() = I(E)| " (It =)l < (b= a)lltn — Tl

Weil die rechte Seite eine Nullfolge ist, ist auch die linke Seite eine Nullfolge und nach den
Rechenregeln fiir konvergente reelle Zahlenfolgen folgt

g, Tltn) = Jig, 1)
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Ein zweiter Beweis beruht auf dem Prinzip der Folgenmischung, das wir schon mehrfach verwendet
haben:
Hier bedeutet es:
falls t, = f und t, = f, dann gilt auch, dass die durch Mischung entstehende ,Zickzackfolge*
(,ReiRverschlussfolge)
(t:,,) = (tlat17t2at2at3at3a .. )

gleichméRig gegen f konvergiert.
Zum Beweis beachte man
{ tnsr, falsn=2m -1, meN;

tn

P

tr =
fallsn =2m, m e N

n

Nach (a) folgt dann aber, dass die Folge I(¢})) der Integrale konvergiert, sei etwa A := lim I(t}).

n— o0
Da aber (I(t,)) und (I(t,)) beides Teilfolgen von (I(t*)) sind, konvergieren (I(t,)) und (I(t,))
auch beide gegen A, also ist
lim I(t,) = A= lim I(t,).

n—oo n—oo

Aufgrund des Lemmas ist die folgende Definition sinnvoll.

17.2.3 Definition und Satz (Integral einer Regelfunktion)

Ist f : M — R eine Regelfunktion und ist (¢,,) irgend eine Folge von Treppenfunktionen ¢,, auf M,
die gleichmaRig gegen f konvergiert: ¢t,, = f, dann existiert der Grenzwert

b

I(f) := lim I(t,) = lim [ t,(z)dx.

n—oo n—oo
a

Es ist unabhéngig von der Approximationsfolge (¢,) und hei3t das Integral von f tber [a, b].

Bezeichnung: I(f) :fbf: fbf(:c)d:c.

2 nennt man Integrationsvariable und die Funktion f auch Integrand.

17.2.4 Bemerkungen

(@) Falls f noch von zusatzlichen Parametern abhangt, z.B. f(x) = x2y, sollte man die ausfihrli-
che Schreibweise verwenden, auf die Bezeichnung der Integrationsvariablen kommt es dabei

aber nicht an: , \ .
/f(x)divz/f(u)du:/:f(t)dt:---.

Wie wir bald sehen werden, gilt z.B.
1

1
2
/a:zydx =Y aber /a:zydy —_—
3 2
0 0



1V. Grundlagen der Integral- und Differentialrechnung 239

(b) Wir haben fur das Integral einer Regelfunktion keine neue Bezeichnung eingefiihrt, das
macht Sinn, da jede Treppenfunktion f = ¢ eine Regelfunktion ist, als approximierende Folge
(tn) kann man t,, = ¢ fir alle n € N verwenden:

17.2.5 Beispiel

Ein erstes Beispiel:
1

Um [z dz zu berechnen, betrachten wir die Folge (¢,) von Treppenfunktionen mit ¢, (z) := [ne]
0

von der wir wissen, dass sie gleichmaRig gegen f mit f(z) = x (sogar auf ganz R) konvergiert.
Fur jedes n € Nist die Zerlegung Z(™ := {0 =zp < 21 < ... < Zp_1 < T} < ... < T, = 1} mit

Tk ::E fur k=0,...,n
n

eine passende Zerlegung zu t, und I(t,) = 3 (1 — L) nach ??2.

Da t, = idjo,1 gilt, ist die Folge (I(t,)) konvergent (das folgt hier auch aus den Rechenregeln fir
konvergente Folgen), und es gilt

1
1 1 1
de = lim I(t,)= lim = ({1— =) ==.
0

—7

O0=xp x; X; X3 X X5 % X,=1 R

Abbildung 15: Visualisierung von ¢,

Wir beschaftigen uns im Folgenden mit Permanenzeigenschaften des Regelintegrals und der Frage,
wie umfangreich die Klasse der Regelfunktionen ist, einigen speziellen Integralberechnungen und
einer Charakterisierung von Regelfunktionen durch innere Eigenschaften.

Da eine Treppenfunktion ¢ : [a,b] — R nur endlich viele Werte annimmt, ist jede Treppenfunktion
t : [a,b] = R beschrankt. Diese Eigenschaft bertragt sich auf Regelfunktionen:

Bezeichnung: R(M) :={f : M — R; f Regelfukntion}
Dann gilt:
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17.2.6 Bemerkung
Es gilt R(M) C B(M), d.h. jede Regelfunktion ist beschrénkt.
Beweis : Gilt ¢, = f mitt, € T(M) und beachtet man
f=f—t,+t, und
) AN NS = tall + [l

und die Tatsache, dass Treppenfunktionen beschrankt sind, folgt die Behauptung unmittelbar
aus (x).

O

17.2.7 Satz (Eigenschaften des Regelintegrals)

Sind f,g € R(M) (also Regelfunktionen), dann gilt:

(@) a)f +g € R(M) und B)cf € R(M) fur beliebiges ¢ € R, das bedeutet. R(M) ist eine R-
Vektorraum (Untervektorraum von B(M)). Ferner ist

I(f +9) =1(f) + 1(g) und I(cf) = cI(f)
(I : R(M) — R ist also ein lineares Funktional)
Zusatz: Es ist auch fg € R(M), R(M) ist also sogar eine Funktionenalgebra.

(b) [I(f)| < (b—a)||f|l (Standartabschatzung)
(I ist also ein beschranktes lineares Funktional)

(c) Aus f > 0folgt I(f) >0
(£ ist ein nicht negatives lineares Funktional).

(c) Aus f < g (d.h. f(z) < g(=) fir alle z € M) folgt
I(f) < I(g)
(I ist also ein monotones lineares Funktional).
(d) Aus m; < f(z) < ms fir alle z € M (mq, m» € R fest) folgt
my(b—a) <I(f) <ma(b—a)

(e) Mit f € R(M) istauch |f| € R(M), und es gilt

(] < I(fD-

Beweis (a): Aus t, = f, t, =3 g (tn,tn € T(M)) folgt
thttn 3 f+g

und damit
I(f+9) = lim I(ta+5,) = lim (I(ta) + I(En)
= lim I(ta) + lim I(é)
= I(f) +1(g)-

Wegen ct,, = cf folgt
I(cf) = lim I(cty) = lim cl(t,) = ¢ lim I(t,) = cI(f).
n—oo

n— oo n— o0
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Will man den Zusatz beweisen, dann muss man zeigen:
Aus t, = f und {, = g folgt tf,, = fg. Dazu verwendet man Standardschliisse:

||fg - tnfn” = ||(f - tn)g + tn(g - En)” S ”g“ ||f - tn“ + ”tn” ||g - t~n”
Mit der Beschrénktheit von ||g|| und ||¢,|| folgt die Behauptung.

Beweis (b): Wegen | [[tx]| = I£Il | < lltn — /| folgt aus t, = f auch lim |jta|| = ||fI|, daher

()l =1 lim I(t)| = Tim |T(t)
T [ltall(b = a) = |£1](b = ).

IN

Beweis (c): Aust, =3 f folgt auch |t,| = |f| = f
(beachte fir alle ¢,d € R gilt

[ le| = |d| | < |e—d| und damit (fur alle = € [a, b])
[ tn (@) = |F(@)] | < [ta(2) = [f(@)] | < [tn(2) = f(2)] < [tn = fI])
Damit gilt auch |¢t,,| = |f] und somit | f| € R(M) und
I() = I( 1) = lim_I(|ta]) >0,

da I(|t,|) > 0 fur alle n € N gilt.

Beweis (c’): (c") folgt aus (c) wegen der Linearitat von I:
<9 = g-f=0,

daher
I(g) - I(f)=1(g—f) >0,
also I(f) < I(g).

b
Beweis (d): Wegen [ 1-dz = b — a, folgt (d) sofort durch mehrfache Anwendung von (c’).

Aus my -1 < f(z) folgt mq (b —a) < I(f) und aus f(z) < msq-1folgt I(f) < mi(b—a), also
ma(b—a) <I(f) <ma(b—a).

Beweis (e): Aust, = f folgt auch |t,| = |f| wie unter (b) schon gezeigt, daher ist
(A= lim I(tn)] = lim [I(tn)]
Tim I(|ta]) = I(|f]).

IN
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17.2.8 Geometrische Interpretation

Wie bei Treppenfunktionen (vgl. §17.1.6) hat man die folgende geometrische Inteerpretation:

Sei f : [a,b] — R eine Regelfunktion, etwa f stetig und f(X) > 0 fur alle z € [a,b] und

O(f) == {(z,y) € RxR;, z € (a,b); o <y < f(z)} C R x R ihre Ordinatenmenge. Dann ist
b

I(f) > 0und I(f) = [ f(z)dz kann man dann als MaR fiir den Flacheninhalt von O(f) definieren.

IRA

/\i{i/Gmph(f)

A

a b

>
>

IR

(ein Flacheninhalt fur solche (spezielle) Teilmengen von R? ist bisjetzt nihct definiert!).
b
Nimmt f auch negative Werte an, so liefert I(f) = [ f ein MaR fur den ,orientierten Flachenin-

halt* (d.h. Flacheninhalt mitt Vorzeichen) der Menge, deri zwischen dem Graphen von f und der
z-Achse liegt:

IR

/0 .
N—, R

Indem wir gleichm&Rige Limites von Folgen von Treppenfunktionen betrachtet haben, ist es und
gelungen, den Raum der Treppenfunktionen zu erweitern zum Raum der Regelfunktionen. Man
kdnnte versuchen, diesen Prozess nochmals zu wiederholen, d.h. gleichmaRige Limites von Fol-
gen von Regelfunktionen zu betrachten und man kénnte erwarten, nochmals eine grél3ere Klasse
von Funktionen zu erhalten. Der folgende Satz besagt aber, dass der Raum der Regelfunktio-
nen stabil gegenuber der Bildung von gleichméaRigen Limites von Regelfunktionen ist (hieraus folgt
auch, dass R(M) ein Banach-Raum beditglich der Supremumsnorm ist) und beinhaltet gleichzeitig
eine wichtige Vertauschungseigenschaft des Regelintegrals.

17.2.9 Satz (Stabilitatssatz, Vertauschungssatz)

(a) Seien f, € R(M) fur n € Nund es gelte f, = f : [a,b] = R, dann qgilt f € R(M) und es ist
I(f) = li_>m I(f,), oder vielleicht suggestiver

b b b

/f(a:)dm = [ lim fp(z)dz = lim [ f(z)d=.

n— o0 n— oo
a a a
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D.h. der gleichmaRige limes einer Folge von Regelfunktionen ist wieder eine Regelfunktion
und man darf zur Berechnung Integration und Grenzwertbildung vertauschen.

Da die Integration ja auch durch ein Grenzprozess definiert ist, handelt es sich dabei um die
Vertauschung zweier Grenzprozesse.

(b) Ist (f1) eine Folge von Regelfunktionen f; € R(M), so dass die Funktionsreihe § fr (d.h.

k=0
n
die Folge F,, := Y fi der Partialsummen) gleichmafig auf M gegen F : [a,b] — R konver-
k=0
giert, dann ist F' auch eine Regelfunktion und man ,darf Summation und Integration vertau-

schen“.
b b

/ F(2)ds = / (;i fk(x)) dr = Ii /b Fu(2)dz.

a

Beweis (a): Wegen f, € R(M) fir n € N, kann man fur jedes n ein ¢, € T(M) mit ||, — fn|| < £

wahlen. Aus
||tn_f|| = ||tn_fn+fn_f”
S ||tn_fn||+||fn_f||
< =l

und f, = f folgt daher lim |[|t, — f|| =0, also t, = f, also f € R(M).
n—00
Nach uns jetzt schon vertrauter Schlussweise folgt nun
H(fn) = LNl = (fn = HI < (b—a)llfn = fll, also
lim I(f,) =I(f) wegen lim [f,—f[[=0
n—o0 n—oo

O

n
Beweis (b): Man braucht (a) nur auf die Partialsummen F, := fr anzuwenden und die Ver-
k=0
tauschbarkeit der Indizes mit endlichen Summen beachten, via Induktion folgt aus der Addi-

tivitat: , , ,
F,(z)dz = ( Y bi (x)d:c) = ; fe(z)dz.
o= {gnen) =2z |

k=07,

Der Grenziibergang n — oo liefert dann nach (a)

b oo b
/ (Z fk(:z:)> de = /F(x)dm
a k=0 a
b

= lim [ F,(z)dz
n—oo

= lim é /b fi(@)dz = f: /b fr(z)dz.
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Gegenbeispiel:
Bei nur punktweisen Konvergenz ist der Vertauschungssatz i.A. falsch:
Betrachte ¢, : [0,1] — R mit
0, furz=0;
ta(z) =4 n, firo<z<i;
0, fur:t<az<I.

1
Die Folge (t,) konvergiert punktweise gegen die Nullfunktion, es gibt aber I(t,) = [t,(z)dz =1
0

n—oo

1
und damit auch lim I(t,) =1#0= [ lim t,(z)dz.
0 n—00

Wie umfangreich die Klasse der Regelfunktionen ist zeigt

17.2.10 Theorem

Jede stetige Funktion bzw. jede monotone Funktion f : M — R ist eine Regelfunktion.

Der Beweis fur stetige Funktionen beruht auf der Tatsache, dass eine stetige Funktion f : K — K,
wobei K C K kompakt ist, auf K gleichméBig stetig ist.

17.2.11 Definition

Eine Funktion f : D — K (D C K, D # 0) hei3t gleichmaBig stetig auf D, wenn folgendes gilt:
Zu jedem e > 0 gibt es ein § > 0, so dass fur allez,y € D mit |z — y| < d gilt | f(z) — f(¥)]| < e.

Bemerkung:

Wahlt man einen festen Punkt a € D, dann sieht man sofort, dass eine gleichmafige stetige Funk-
tion in jedem Punkt a € D stetig ist. Der Unterschied zur gewdhnlichen Stetigkeit besteht darin,
dass das zu jedem ¢ > 0 bei der gewdhnlichen Stetigkeitsdefinition existierende 6 > 0 neben
seiner Abhangigkeit von ¢ i.A. von der betrachtenden Stelle o abhangt (man vergleiche dazu die
Beispiele zur e — §—Definition der Stetigkeit in §12).

Manchmal lasst sich jedoch ein universelles § wahlen, das nur von ¢ und nicht von der betrachten-
den Stelle a € D abhéngt, z.B. bei

fR>R oder g:R—>R
T T x|z

Hier ist die Wahl § = e moglich. Ist jedoch der Definitionsbereich einer stetigen Funktion kompakt
(vgl. ??7?), dann ist f gleichmalig stetig.

17.2.12 Satz

Ist K C K kompakt(# @) und f : K — K stetig auf K.
Da ein Intervall [a,b] — R kompakt ist, ist jede stetige Funktion f : [a,b] — R gleichméaRig stetig
auf [a, b].

Beweis : Wir fihren den Beweis fur eine beliebige kompakte Teilmenge K C R oder K C C, da
beweistechnisch kein Unterschied besteht.
Wir fiihren einen indirekten Beweis, nehmen also an, dass f stetig auf K aber nicht gleichmagig
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stetig ist. Dann gibt es eine Ausnahme e, nennen wir es g, so dass kein geeignetes ¢ mit der
genannten Eigenschaft existiert, das heilt fur jedes 6 > 0 gibt es Paare (zs,ys5) € K x K fur
die zwar |zs — ys| < é aber nicht | f(zs) — f(ys)| < €0 gilt, das heildt, es gilt | f (zs) — f (ys)| > €o-
Wir setzen § = 1,1 3 3, ey :L . und bezeichnen die entsprechenden Punkte x5, € K und
ys, € K einfach mit z,, und y,,. Fir diese Punkte gilt also

1
|xn - ynl < Ea aber |f(xn) - f(yn)l > €.

Da K kompakt ist, also insbesondere beschrankt ist, ist die Folge (x,) beschrankt, besitzt
also nach Bolzano-Weierstrass eine konvergente Teilfolge (z,, ), die wegen der Kompaktheit
(an der Stelle geht die Abgeschlossenheit von K ein) gegen einen Punkt ¢ € K konvergiert:

= lim z,,.
k— o0

Wegen |z, — y,| < L gilt dann auch Jim g, =€
— 00
Wegen der Stetigkeit von f in £ folgt daher

lim f(zn,) = f(£) = lim f(yn,),

k— o0
oder auch klim |f(zn,,) — f(yn,)| = 0im Widerspruch zu |f(z,) — f(yn)| > &o fir alle n € N.
—00

Dieser Widerspruch zeigt, dass unsere Annahme falsch war, f also doch gleichmaRig stetig
auf K ist.

O

Wir kommen nun zum Beweis von Theorem 17.2.10 und zeigen zunéachst, dass jede stetige Funk-
tion
fila,b] = R
eine Treppenfunktion ist.
Die Idee ist, das Intervall [a, b] hinreichend fein zu unterteilen und eine geeignete Folge von Trep-

penfunktionen (t,) mit t, = f zu konstruieren. Dazu wéhlen wir eine Folge (Z(™) von &quidistan-
ten Zerlegungen

7(n) :{azx(()n) <x§") < ... <.7;,(cn_)1 <w§cn) <... <ac£b")}

mit xi”) =a+k-2% k=0,1,...,n und definieren ¢, : [a,b] — R durch
() flzp_q), flirze [a:;cn)l,w;cn)[ 1<k<n
n\T) =
£(b), firz =2 =b

Fir diese speziell ausgewahlte Folge (t,,) von Treppenfunktionen zeigen wir, dass ¢, = f gilt.
Dazu benutzen wir die gleichméRige Stetigkeit von f auf [a, b]:

Zu jedem e > 0 gibt es daher ein Universal-§ > 0, so dass fir alle z,y € [a,b] mit [z — y| < J gilt
1f(2) - f(y)| <e.

Zunachst wahlen wir eine naturllche Zahl N so groR, dass 32 < § gilt.

Fir n > N betrachten wir | f(z) — t,(z)| fUr z € [a, b]. Jedes x € [a,b], x # b, liegt in genau einem

der Intervalle [wé )1, a:i")[ k=1,...,n. Seialsox € [m,(e )1, xi )[ dann ist nach Definition von ¢,

1) = t(a) = f(2) — £ (2,

und weiter
b—a < b—a
n N

(n)
‘x_mk 1‘<‘ B Y I

o) — Y, < <s
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Aus ‘a: - argc"jl‘ < ¢ folgt dann wegen der gleichmaRigen Stetigkeit von f

1£(2) — tn(2)| = | f(z) — flz)| <&
Da fir z = b nach der Definition

|f(B) =t ()| = [f(b) — f(B)| =0

gilt, ist also fur alle n > N und alle z € [a, b]

|f(z) = tn(2)| <&

und damit
If —tall <e

furallen > N, d.h. t, = f.

Damit haben wir also nach einem ganz speziellen Verfahren (Aquidistante Festlegung des Funk-
tionswertes) eine Folge (t,) von Treppenfunktionen ¢, : [a,b] — R konstruiert, die gleichmaRig
gegen die gegebene stetige Funktion f konvergiert. Damit ist f also eine Regelfunktion (Die Ab-
bildung veranschaulicht den Fall n = 6.):

IR\

6 6 >
a=x" A% 5O O O L kb R

Wir kehren zum Beweis vom Theorem 17.2.10 zuriick und zeigen jetzt, dass jede monotone Funk-
tion f : [a,b] — R eine Regelfunktion ist.

OBdA sei f monoton wachsend (sonst gehe man von f zu —f iber)

Rl\
.f(b)=C6 ________________ 1
ol YEIpEpRp I/l
|
G-~~~ -—== 1 1
C3 ————————— /_-| |
1 1 1
Cl|-=-=-~- 1 1 1
fla)=co|--+"1 ; ; !
! 1 1 L >
a=ux, Xp1 b=xn R

Die Bildmenge f([a, b]) ist dann im Intervall [f(a), f(b)] enthalten. Wir unterteilen [f(a), f(b)] &qui-
distant, etwa

fla)=c<a<c<...<cp1<c, <...<cp=f(b)

mit ¢, == f(a) + YOS f5r o < v < n. AuRerdem setzen wir
B, =c,-1,¢,) fur 1<v <n und

A, = f’l(B,,) ={z € [a,b]; cp—1 < f(z) < e}
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Aus der Monotonie von f folgt, dass A, ein (moglicherweise leeres) Intervall ist. Wir interessie-
ren uns nur fur die ,echten” Intervalle, also diejenigen, die mehr als einen Punkt enthalten. Wir
nummerieren die Randpunkte dieser Intervalle durch und erhalten in

Z::{a:$0<$1<...<qjj71 <$j<---<-'L'n3=b}

eine Zerlegung von [a, b].
Wir wéhlen nun noch irgendeinen Zwischenpunkt &; €]a;j_1,2;[ mit 1 < j < k. (z.B. kann man
& = % also der Mittelpunkt des Intervalls wahlen) und definieren nun

ty:[a,b] > R

durch

bo(z) = f(&), flrz€lej o,z (1 <7 <k);
" flz;), fure==x;, (j=0,...,k).
Dann ist ¢,, eine Treppenfunktion bezuglich der Zerlegung Z.
Wir schatzen jetzt f(z) — t,(xz) ab. Nach Konstruktion ist das Bild irgendeines der Intervalle
|zj—1,z;[ enthalten in einem Intervall der Lange w Hieraus und aus t,(z;) = f(z;) folgt
dann fir alle z € [a, b]
b) — f(a
17@) — ta(e) < LU T,
und damit
lim [|f — ¢, = 0.
n—o0
Damit ist gezeigt, dass die Folge (t,) gleichmalig gegen f konvergiert. Damit ist f eine Regel-
funktion.

O

Mit der stetigen Funktion und der monotonen Funktion haben wir einen grof3en Vorrat von Regel-
funktionen.

Da die Funktionen, fur die wir ein Integral erklart haben genau die Regelfunktionen f : [a,b] — R
sind, nennen wir die Regelfunktionen auch die integrierbare Funktionen:

Integrierbare Funktion = Regelfunktion

Bei Zugrundelegung anderer Integralbegriffe erhélt man andere Funktionsklassen.
Riemann-Integral <= Riemann-integrierbare Funktion

Lebesque-Integral <= Lebesque-integrierbare Funktion

Obwohl wir haufig mit aquidistanten Zerlegungen gearbeitet haben, erhalt man eine gréere Fle-
xibilitat bei der konkreten Integralberechnung, wenn man auch andere Zerlegungen (oder Folgen
von Zerlegungen) betrachtet, die nur die Eigenschaft haben mussen, dass sie ,fein genug” sind.
Diesen Begriff werden wir gleich préazisieren.

AuBerdem wollen wir auch eine gréRere Flexibilitat bei der Auswahl der Zwischenpunkte &; im j-
ten Teilungintervall. Wir fihren dazu die folgende Sprechweise ein.

17.2.13 Definition

Ist f : [a,b] = R eine Regelfunktion

AR ::{az:v(()")<mgn) <...<ac,(cn_)1 <x,(cn)<...<m$7:)=b}
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eine (zunéchst feste Zerlegung von [a, b] (n € N fest). Wahit man fiir jedes k£ mit 1 < k < r,, einen
Punkt f,(c”) € [r_1,7k], 1 < k < rp,, dann heillt der Vektor

&7 = @E",....&)

ein ,Zwischenvektor” und die Summe

S(:20,6) = 3 FE) e - af*Y)

k=0

eine Riemannsche Summe fiir f zur Zerlegung Z(™ und zum Zwischenvektor £,
Die maximale Lange der Teilintervalle

n(Z™) = max{z” — 2”3 1<k <ro}

heiRt die Feinheit(FeinheitsmaR, Feinheitsgrad) der Zerlegung Z (™.
Beachte: S(f,Z(™,¢() ist das Interval einer geeigneten Treppenfunktion (welcher?) und jedes
Integral einer Treppenfunktion ist eine spezielle Riemannsche Summe.

17.2.14 Satz (Berechnung von Integralen mit der Riemannschen Summe)

Ist f : [a,b] — R eine Regelfunktion und Z(™ := {a = m( " < a:( Mell< x( Wo<a™ = b}
irgendeine Folge von Zerlegungen mit hm n(Z(")) =0 (,,Zerlegungsnullfolge Y dann konvergiert

filr jede Folge von Zwischenvektoren (¢ ")), ¢ = (™ eMymite™ e 2, M 1<k <y
die Folge der Riemannschen Summen (S(f, Z(™, (5(”)))n>1 gegen das Integral von f:

hrn S(f,Zz™ (M) = ILHéOZf (n) (n) xin)l) I(f) =/f

a

Beweisskizze:

Wir beweisen die Behauptung nur fir stetige Funktionen f : [a,b] — R.

Fur eine beliebige Regelfunktion vergleiche man die Musterlésung zu Aufgabe ?? von Blatt 2.
Man imitiere den Beweis vom Theorem und wéhle eine Folge von 7(Z(™) der Zerlegungen, so
dass n(Z(™) < ¢ fiir n > N gilt (dieses ¢ ist das Universaldelta, was es auf Grund der gleichmaRi-
gen Stetigkeit von f zu einem vorgegebenem ¢ > 0 gibt).

Definiert man dann ¢,, (n > N) in Analogie zum Beweis von 17.2.10 fiir stetige Funktionen, wobei

man die Zwischenpunkte 5,&") [x;")l,xi")] beliebig wahlen kann, dann gilt ¢, = f und
S(f, 2™, (™) = I(tn)
und damit

lim S(f, 2, (™) = lim I(ta) = I(f).

n—oo

17.2.15 Beispiele und Bemerkungen

(a) Haufig verwendet man eine Folge Z(™ von dquidistanten Zerlegungen von [a, b], hier gilt also
r, = n furalle n € Nund z :a-l-kb’T“, h=0,...,n

1
Als erstes Beispiel hatten wir in §17.2.5 das Integral [ = dz berechnet und den Wert % erhal-
0

b
ten (was zu erwarten war). Wir wollen etwas allgemeiner das Integral | = dz berechnen und
0
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verwenden dazu Riemansche Summen.
Wir wahlen fur jedes n € N aquidistante Zerlegungen

JARNES {0,9,2—1’,...,1;}
n n
sowie die Zwischenpunkte (Stltzpunkte): f,(g") = a:}c") = k% firb = 1,...,n. (als Zwischen-
punkte haben wir also die rechten Randpunkte des Intervall [xi"_’l, xi”)] gewabhlt). Es gilt also

n

. b\ b b2 & v n(n+1
Sn = S(f; 2, & >)zz(g>rﬁ k= it
k=1 k=1

.7/f(x)=x
H?, 1

N .
R = ———
=

~

Sy

Also ist (beachte lim n(Z(™) = lim %2 =0)
n—oo

n—oo

b b
nh_)rr;oSn:/f(x)dmz/mdng.
a 0

(b) Mit der Summenformel (vgl. §2.4(1))

~ 5, _n(n+1)(2n+1)
ETT

findet man vollig analog

b .
2de = —.
/x T 3
0
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16

I~ N O

(c) Wir wollen allgemeiner das Integral fpa Ydx Mit pa(z) =2% a € R a#—-1und0<a<b

berechnen.
Wir wahlen dazu schon von Fermat benutzte ,geometrische Zerlegung “ von [a, b] .
Firn € N sei
(") —{a—m( ™) <:1:( )—aq<a:gn) =aq’ <. <m§cn) =agf <...<z{™ =ag" = b}
mitq := ¢ g.
E,g") = a:i") =agttfurk=1,...,n
Es ist n(Z(")) = max{qq* (¢ —1); k = 1,...,n} < b(qg — 1) und wegen ILm T\L/g =1 gilt
also Jim n(Z™) =0, (2{™) ist also eine Zerlegungsnullfolge.
Es ist dann
n
S = S8@a, 20,0 = Y pal) @y - 22))
k=1
n
= a- Z (¢ —¢*)
_ aa—i—l (q— Zq(k—l)(a-i-l)
q(a+1)n -1
= aa“Tl (Summenformel fur die endliche geometrische Reihe)
gt —
qg—1

= (ba+1 - aa+l)7qn+1 ) .

Nun gilt aber fiir ¢ := g(n [ >1
lim g(n) =1

n—oo
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und mit der Substitution g := exp(t) erhdt man mit 3 = a + 1

B _ —
lim & 1 = lim 7exp(ﬁt) !
=1 g—1 t—0 expt(t) — 1
~ lim Bexp(ﬂt) -1 t
€00 Bt exp(t) — 1

o exp(B) -1, (exp(t) -1\
= g1 PN =y (22021

B-1-1=8=a+1.

(Hierbei wurde lim £PW=1 — 1 verwendet).
y—0 Y

1_ge

i . at 41
Daherist lim S, = £~ =¢"" also
n—oo atl

patl_getl

a+1

b
[ z%dz =

Mit dem Hauptsatz der Differenzial-und Integralrechnung (vgl. §20) ist ist dieses doch etwas
muhselig gewonnene Resultat trivial.

b
(d) Als weiteres Beispiel wollen wir das Integral [ % dz fur 0 < a < b berechnen.

a

Wir wahlen wieder fiir jedes n € N die geometrische Zerlegung

Zg(") = {a=$((]n) <$§") =aq< ...<a,(gn) =ag" <...<z™ =ag" = b}
mit ¢ := '\l/g.
Wir wahlen n,(C") = 352"—)1 = agt~1 fur k = 1,...,n und erhalten mit J(z) := 1
Sn =S Z{M, M) = 3 IE) @ —af))
k=1
— - 1 k k—1
= ;; a1 (aq” —aq" )
= > (¢-1)
k=1

I
3
<
|
=
I
3
/-~

3
-
|
—
N——

Nach Ubungsaufgabe ??? von Blatt ??? gilt aber

lim n ((/E—1> zlogé.
n—00 a a

Dies kann man auch direkt sehen, denn es ist

Lol -1
lim n T\L/E—l = lim exp(n %8, )logé
n—o0o a n—oo logg a
_ b.. exp(t)—1 _ b L logt

Daher ist

n—oo

b b
1 b
lim Sn:/J(:U)da::/Ed:czlogEzlogb—loga
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(e)

(Letzteres nach der Funktionalgleichung des Logarithmus).
Auch hier fallt uns das Ergebnis mit dem Hauptsatz in den Schoss, denn es ist log'(z) = L =
J(x), der Logarithmus ist also eine Stammfunktion von J.

b
Mit Hilfe einer Folge von aquidistanten Zerlegungen von [a, b] lasst sich leicht [ exp(z)dz =

a
exp(b) — exp(a) zeigen.
Wir wollen das Integral mit Hilfe des Vertauschungssatzes (vgl. §17.2.9), aber einfacher be-
rechnen:
Da die Exponentialreihe das Konvergenzradius oo hat, gilt fir alle a,b € R mita < b

b b o
/exp(x)dm = /Z%dw

5 k=0
w b
= Z/mkdx
k=0"
B o bk+1 _ ak+1
- !
— (k+1)
0 phtl ( 0 k1 )
= 1+ 1+>°
] !
= (k+1) P (k+1)

= exp(b) — exp(a).

Genauso zeigt man etwa

a
/cosw dr =sinb —sina
b

Wir wollen uns noch mit der Frage beschaftigen, welche Funktionen f : [a,b] — R keine Re-
gelfunktion sind.
Dazu stellen wir fest:

17.2.16 Bemerkung

Fiir jede Treppenfunktion ¢ : M := [a,b] — R existieren fir jeden Punkt zo mit a < zo < b die
einseitigen Grenzwerte

und

f(wo,):= lim f(x) (rechtseitige Grenzwerte)
Sen
z > zq

f@)= lm f(@)

und fur die Endpunkte a und b existieren

flap) = lim () und f(b_)= lim f(z).

N
z > a <b

Diese Eigenschaft Gbertragt sich sofort auch auf einen gleichmaRigen limes vom Treppenfunktio-
nen (Skizzieren Sie einen Beweis!), also Regelfunktionen. Damit haben wir:
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—

4 08 06 -04] 0.

Abbildung 16: Graph der Funktionsin =

17.2.17 Satz

Fir jede Regelfunktion f : M — R existieren fir alle zy €]a, b Grenzwerte f(zq, ), f(zo_) und fir
a bzw. b existieren f(ay) bzw. f(b_).

Im Umkehrschluss bedeutet dies:
Wenn fir eine Funktion f : [a,b] — R einer dieser Grenzwerte nicht existiert, dann ist f keine
Regelfunktion. So ist also zum Beispiel die Dirichlet- Funktion § : [0,1] = R

[ 1, fallsze@
O(z) = { 0, sonst
keine Regelfunktion, weil in keinem Punkt z € [0, 1] einer der moglichen Grenzwerte existiert. Mit
dem obigen Kriterium erhélt man auch, dass die oszilierende Funktionen f : [0, 27] — R mit

sin %, fallsz # 0
f("'”)_{ 0, " fallsz=0
keine Regel Funktion ist. (siehe Abb. 16)
Der Grenzwert f(04) existiert nicht, denn fiir die beiden Folgen (z,) und (y,) mit z, = m
bzw. y,, = ﬁ gilt z,, >0und y, > 0und lim f(z,) =1# —1= lim f(y,) (beachte: es gilt

n—o0 n—oo

zum Beispiel schon f(z,) = 1).
Das f keine Regelfunktion sein kann, kann man auch so einsehen:
Ist Z = {0 =20 < 21 < ... <z, = 27} eine Zerlegung von [0, 27] und ¢ eine Treppenfunktion
zu dieser Zerlegung, dann ist ¢ auf dem Interval ]0, ;[ konstant. Zu diesem Interval gibt es sowohl
Punkte z mit f(z) = 1, als auch solche mit f(x) = —1. (Man braucht bei den Folge (z,,) und (y,,)
n nur hinreichend grof3 zu wahlen.) Daher ist

If = tll = sup{[f(2) — t(«)]; = € [0,2]} > 1

fur jede Treppenfunktion ¢ : [0,27] — R, es kann daher auch keine Folge (t,),t, € T([0, 2x]) mit

t, = f geben.
f ist auch aus diesem Grund keine Regelfunktion (jedoch Riemann-integrierbar).

Nach Satz ??? gilt auch die Umkehrung, das heifl3t es gilt:
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17.2.18 Charakterisierung von Regelfunktionen durch innere Eigenschaft

Eine beschréankte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann eine Regelfunktion, wenn in jedem Punkt
To € [a,b] die dort moglichen einseitigen Grenzwerte existieren, das heil’t es existieren f(xzo, ) fir
a<zo<bund f(ze_) flra < zo < 0.

Beweis : Eine Regelfunktion f : [a,b] — R ist beschrénkt und es existieren die moglichen einseiti-
gen Grenzwerte.
Fur die Umkehrung nehmen wir an, dass fir z € [a, b] bzw. z €]a,b] die Grenzwerte f(z4)
bzw. f(z_) existieren.
Zu vorgegebenem e > 0 bilden wir rekursiv

Lo = A, T1,L2,y- -

als
zj := sup{z €]z, b[; |f(z) — f(zj—1 +| <€}
furj > 1.
Dann gilt offensichtlich a = 29 < 21 < 22 < ... . Dieser Prozess muss aber nach endlich

vielen Stellen abbrechen, und es gilt dann z,, = b mit einem geeigneten m € N. Wirde
der Prozess namlich nicht abbrechen, dann gebe es einen Punkt z. €]a,b], gegen den die
Folge (z;) streng monoton konvergiert. Dann kann aber der einseitige Grenzwert f(z._)
nicht existieren, weil in jedem Interval Jz.. — 4, z.[ mit § > 0 gelten wirde

sup{|f(z) = fW)]; 2,y €la. — 3,2} > .
Also gibt es ein m € N mit z,,, = b und mit Hilfe der Zerlegung
Z={a=z9<11 <...< Ty =b}
definieren wir eine Treppenfunktion ¢ : M = [a,b] — R durch

Hz) = { flzjo1,), furzp_y <z <azp; 1<k<m

f(b) far z = b.
Dann folgt | f(z) — t(z)| < € fur alle z € [a,b] und damit || f — t|| < e.
Setzt man nun die Reihe nach e = 1,4,...,1, .. ein, so erhélt man eine Folgen (¢,) von

Treppenfunktionen ¢, : [a,b] — R mit ¢, = f, also ist f eine Regelfunktion.
Dieser Beweis folgt im Wesentlichen dem von S.Hildebrandt in S.Hildebrandt: Analysis 1, Springer-
Verlag 2002, Seite 330.

O

Einen weiteren Beweis flr die schwierige Beweisrichtung findet man zum Beispiel bei: K.Kénigs-
berger: Analysis 1, Springer-Verlag, 5.Auflage, 2000, S.194.

Einen weiteren (relativ einfachen) Beweis findet man bei: Barmer-Floh: Analysis 1,

Dort wird die ,Uberdeckungskompaktheit* des kompakten Intervals benutzt.

17.2.19 Bemerkungen und Beispiele

(a) Aus Satz 17.2.18 folgt nochmals, dass jede stetige Funktion f : [a,b] — R bzw. jede monotone
Funktion f : [a,b] — R eine Regelfunktion ist. Insbesondere ist auch jede stiickweise stetige
Funktion f : [a,b] — R eine Regelfunktion. Dabei heil3t f stiickweise stetig, wenn es eine
Zerlegung

Z={a=z0<21 < ...<Zp—1 <xf < ...<Tp=>b}
gibt, so dass fi, := f| Jxk—1,zx[ Stetig ist fir 1 < k < n und die f; zu stetigen Funktionen auf
[zk—1, 2] fortgesetzt werden kann.
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(b) Nach Satz 17.2.18 ist die Riemann-Funktion (vgl. §11.1.2(b)) f : [0,1] — R mit

[ 0, fallsz irrational
F@ =1 L, falls o = = mit (ps, ) € No x N, g, minimal

eine Regelfunktion, weil fir jeden Punkt o € [0, 1] gilt lgn f(z) = 0. (Vgl. dazu auch die Mu-
T—To
sterlésung zur Aufgabe ??? von Blatt ??7?).

Man kann auch direkt eine e-Approximation durch eine Treppenfunktion fur f angegeben:
In der Ubungsaufgabe wurde gezeigt, dass es zu vorgegebene € > 0 nur endlich viele ra-
tionale Zahlen rq,...,ry € [0,1] gibt mit f(r;) > e. Definiert man t. als die Summe der

N
charakteristischen Funktion der endlich vieler Punkte, das hei3t t. := ) x{z,}, dann ist
k=1
t- € T([0,1]), I(t:) =0und || f — t.[| <e.
1
Das zeigt, dass f ein Regelfunktion ist und dass gleichzeitig I(f) = [ f(z)dz = 0 gilt.
0

17.2.20 Definition

Eine Unstetigkeitsstelle z, einer beschrankten Funktion f : [a,b] — R heil3e Sprungstelle, wenn
f(xo,) imFalla < zo < bund f(zo_) im Falle a < zo < b existieren.
Eine Umformulierung von Satz ist dann:

17.2.21 Satz

Fur eine beschréankte Funktion f : [a, b] — R gilt:

f ist genau dann eine Regelfunktion, wenn f (hdchstens) abzahlbar viele Sprungstellen als Un-
stetigkeitsstellen hat. ((Hochstens) Abzahlbar soll hei3en: endlich oder abzahlbar unendlich.)

Ist f eine Regelfunktion, dann hat nach Satz 17.2.18 f héchstens Sprungstellen als Unstetigkeits-
stellen. (fur eine stetige Funktion ist diese Menge leer).

Ferner kann man sich leicht tiberlegen, dass es fir jedes n € N hochste endlich viele Sprungstellen
x € M gibt, fir welche eine der Zahlen

|f(@o,) = f(o_), [f(xo,) = flol, [f(xo_) — f(xo)

nicht kleiner als % ist. Daher gibt es (héchstens) abzahlbar viele Sprungstellen von f. Hat umge-
kehrt f nur Sprungstellen als Unstetigkeitsstellen, so existieren die moglichen einseitigen Grenz-
werte flr alle 2y € [a,b], f ist also nach 17.2.18 eine Regelfunktion.

In 17.2.18 haben wir eine Intervalladditivitat fur das Integral fur Treppenfunktionen bewiesen. Die-
se Ubertragt sich sofort auf das Integral fur Regelfunktion. Dazu stellen wir fest: Ist f : [a,b] & R
eine Regelfunktion und ¢ € [a,b] mita < ¢ < b, dann ist f; := f| [a,b] und f5 := f| [a,b] ebenfalls
eine Regelfunktion.

Sind umgekehrt f; : [a,c] = R und f, : [a,b] = R Regelfunktion, dann ist auch f : [a,b] — R mit

— fl( )7 far E[ 3 ]u
1(@) '—{ o), firs cleb].

eine Regelfunktion. Hieraus ergibt sich dann die Intervalladditivitat auch fiir Regelfunktion.
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17.2.22 Satz: Intervalladditivitat des Regelintegrals

Ist f : [a,b] — R eine Regelfunktion und gilt ¢ < ¢ < b, dann ist

ff(m)da::fcf(a:)dm—}—fdf(m)dx

Beweis : Ist (¢,) eine Folge von Treppenfunktionen ¢, : [a,b] — R mit¢, = f, dann gilt auch
tnll [a,0] = fl[a,c] und t,][c,b] = f| [c,b].

Daher ist (weil fr Treppenfunktionen die Intervalladditivitat schon gezeigt ist)

b b c b
/f: lim [¢, = lim (/tn—}—/tn)
n—oo n—oo

a c
b

= lim [ t,+ lim [ ¢,
n—o0 n—0o0

Ny

[

Um das Integral etwas flexibler handhaben zu kénnen, wollen wir uns von der Generalvorausset-

zung a < b fur das Integrationsintervall [a, b] befreien und definieren | f = 0 fiir jede Regelfunktion
£ und falls b < a gilt ‘

a

jf=—/ﬁ

b
Mit diesen Festlegungen gilt dann

17.2.23 Satz

Sind a,b,c € Rund ist f : [min{a, b, ¢}, max{a, b, c}] — R eine Regelfunktion, dann gilt bei beliebi-
ger Lage von a, b, c

b c a
JI+]1+]f=0

Der einfache Beweis durch Fallunterscheidung (3! = 6 Falle) sei den geneigten Lesern Uberlassen.

Zum Abschluss gehen wir auf zwei Satze ein, die uns von Nutzen sein werden:
¢ Mittelwertsatz der Integralrechnung und

e ein Verschwindungslemma“.
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17.2.24 Theorem (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Seia,be R a<bund f :[a,b] = R stetig und p : [a,b] — R eine Regelfunktion mit p > 0 (das
heil3t p(z) > 0 fur alle z € [a, b]), dann gibt es ein £ € [a, b] mit

b b
(%) [ f(@)p(x)dz = f(€) [ p(x)dz (verallgemeinerter Mittelwertsatz).
Im Spezialfall p(z) = 1 fir alle z € [a, b] folgt:
b

(xx) J f(@)dz = f(€)(b—a) mit £ € [a,b] (spezieller Mittelwertsatz)

b

J f(z)dz . _ _
p = “=—— nennt man auch Integral-Mittelwert (von f im Intervall [a,b]). Der spezielle MWS

besagt also, dass der Integralmittelwert ein Funktionswert ist.

Beweis : Sei m; = min{f(z); = € [a,b]} und my = max{f(z); z € [a,b]}.
Nach ??? gilt f - p € R([a,b]) und aus m;p(z) < f(z)p(xz) < map(x) folgt nach 2?7

b

ml/p(a:)da: < /bf(a:)p(x)dm < mz/bp(a:)d:v.

a

b
Ist nun [ p(z)dz = 0, dann ist auch

b
/ f@)p(@)de =0

b
und die Gleichung (x) ist fiir alle ¢ € [a, b] richtig. Gilt jedoch [ p(z)dz # 0, so folgt

Der Quotient in der Mitte liegt also im Intervall [m;,ms], ist also ein Funktionswert von f,
daher gibt es nach dem Zwischenwert Satz ein & € [a, b] mit

d.h. es gilt
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17.2.25 Beispiele und Bemerkungen

@)

(b)

(©

(d)

Fur Treppenfunktionen ist der MWS nicht richtig, denn fur die Treppenfunktionen

1, falls0<z<1;

t:00,2/ =R mit t(x):{ 0, falls1<z <2

gilt %ft(x)dm =L+ f(¢) fur alle ¢ € [a,b].
0

Man braucht denn Zwischenwertsatz nur im Fall

F H@)p(a)da

dann kann man £ sogar im ]a, b[ wahlen. Gilt etwa m; = ¢ , dann gibt es ein z; €

j‘p(z)dw
[a,b] mit my = f(x1) und (x) ist mit £ = z; erflllt.

J H@)p(e)de

Analog schliet man, falls &——— = mx gilt.
[ p(z)dz
Der verallgemeinern Mittelwertsatz macht die Aussage Uber gewichtete Mittelwerte einer ste-

tigen Funktionen. Es gilt auch im Fall p < 0 (das heif’t p(z) < 0 fur alle z € [a, b]), jedoch
nicht fur Regelfunktionen mit Vorzeichenwechsel in [a, b].

—1=0und f(z) = z furz € [0,1].

1
Gegenbeispiel: p(z) = z — § mit [ p(z)dzr = 1
0

Hier ist
1 1 L

[ sowteyta = [war=) [2an=2-2 s

P B 2 =371 7Y

wahrend (&) [ p(z)dx = f(£) -0 =0 fur alle £ € [0,1] gilt.

Ot

Der spezieller Mittelwertsatz bedeutet geometrische interpretiert, wegen

Nﬂ=/ﬂ@w=f@w—®

dass das Integral gleicht dem Flacheninhalt eines Rechtecks ist, dessen eine Seitenlange
(b — a) und dessen anderer Seitenlange ein Funktionswert ist:

IRA

f(&)

o

Y

8
Fa,l
=
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Die Mittelwertsatze beruhen auf der Monotonie des Integrals. Die folgende Aussage, die wir haufig
benutzen werden, beruht auch wesentlich auf der Monotonie des Integral:

17.2.26 Lemma (,,Verschwindungslemma*)

b
Ist f : [a,b] — R eine Regelfunktion mit f > 0 und [ f(z)dz = 0, dann ist f(zo) = 0 an jeder

Stetigkeitsstelle z¢ € [a,b]. Insbesondere ist f(z) = 0 fiir fast alle « € [a, )], d.h. die Menge der
x € [a,b] mit f(x) # 0 ist hochstens abzahlbar.

Beweis : Wir nehmen an z, € [a, b] sei eine Stetigkeitsstelle mit f(zo) > 0 und [a, 8] C [a,b] ein
Intervall mit zo € [o, 8] und f(z) > 1 f(xo) fur alle z € [a, 8] (ein solches Intervall existiert
wegen der Stetigkeit von f in xp). Dann gilt fur die durch

_ | Lf(=o), furze€ e,
t(i’f)—{ 0, 0 fmie{g,b]]— (e, B1;

definierte Treppenfunktion

f(@o)
2

>0

b b
/f(a:)dx > /t(az)dm = (B —-a)

b
im Widerspruch zur Voraussetzung [ f(z)dz = 0.

lqu
fixg)

Also gilt furr jede stetig Stetigkeitsstelle x¢ unter den genannten Voraussetzungen f(zg) = 0.
Der Zusatz, dass fir fast alle z € [a, b] auch f(z) = 0 gelten muss, folgt aus der Eigenschaft,
dass eine Regelfunktion hohchstens abzahlbar viele Unstetigkeitsstellen hat (vgl. 17.2.21).
Ist f also stetig auf [a,b], f > 0und I(f) = 0, dann muss f(z) = 0 fur alle z € [a, b] gelten,
denn hier ist Sy := {z € [a,b]; = Sprungstelle von f} = .

O



1V. Grundlagen der Integral- und Differentialrechnung 260

18 Grundlagen der Differentialrechnung

Der Ausgangspunkt fur die Differentialrechnung war bei I.Newton (1643-1727) das Problem der
Bestimmung von Momentangeschwindigkeiten bzw. Momentanbeschleunigungen fur ungleichférmigen
Bewegungen, bei G.W.Leibniz (1646-1716) stand das Problem der Bestimmung von Tangenten an
zunachst ebenen Kurven (das hei3t Kurven in R?) im Mittelpunkt des Interesses. Wer untersuchen
dieses Problem zuné&chst fiir solche Kurven in R?, die als Graphen von Funktionen auftreten. Wer
werde sehen, dass beide Probleme den selben mathematischen Kern haben und darauf hinaus
laufen, gegebene Funktionen (hier die differenzierbaren) durch eine einfach Klasse von Funktio-
nen (wenigstens lokal, d.h. in der Umgebung eines festen Punktes) ,gut® zu approximieren. Im
ersten Abschnitt beschaftigen wir uns mit dem Begriff der Ableitung, dann mit Ableitungsregeln (z.B.
Quotientenregel, Kettenregel, Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion). Dann werden wir sehen, wie die
Differenzialrechnung geeignete Mittel bereitstellt, um zum Beispiel lokale Extrema differenzierbaren
Funktionen zu ermitteln. Von groRen theoretischen Interesse ist der Mittelwertsatz der Differenzial-
rechnung (abgekirzt MWSD). Wichtig sind die Anwendungen des Mittelwertsatzes: Monotoniekrite-
rium, Konvexitdt, Schrankensatz, Charakterisierung konstanter Funktionen etc.

Wir werden dann auch sehen (siehe den Abschnitt iber den Hauptsatz der Differenzial-und Inte-
gral Rechnung), dass Differentiation und Integration Umkehroperationen voneinander sind.

18.1 Der Begriff der Ableitung, erste Beispiele differenzierbaren Funktionen
18.1.1 Definition: Begriff der Differenzierbarkeit

Sei (zunéchst) D C R ein echtes Intervall und f : D — R eine Funktion.
f heil3t differenzierbar (ableitbar) im Punkt a € D, falls der Grenzwert

f'(a) — lim f(.Z') - f(a)

T—a r—a

existiert, der dann eindeutig bestimmt ist. f'(a) hei3t dann die Ableitung oder Differentialquotient
von fin a.

Schreibweise: f'(a) = Df(a) = L (a) = £ f(a) = f(a) oder &hnlich.
Die Funktion Af(a,-) : D — {a} —» R mit Af(a;z) = W heil3t Differenzenquotient von f in a.
Differenzierbarkeit von f in a bedeutet also, dass

lim Af(a;z) = lim £ =@

T—ra T—ra Tr—a

existiert.
f heil3t differenzierbarin D, wenn f in jedem Punkt z € D differenzierbar ist.
Die Funktion

f':D = R
z ~ f(2)

hei3t dann Ableitungsfunktion von f.
Schreibweisen: f' =Df = %f = f oder &hnlich.
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18.1.2 Geometrische Interpretation

Ist f : D — Rin a € D differenzierbar, so kann man den Differenzenquotient

f(z) - f(a)

r—a

Af(a;z) = (z # a)

interpretieren als Steigerung der Geraden durch die Punkte (a, f(a)) und (z, f(z)) (,Sekante®)
IRA

fa)

Ist f differenzierbaren in a, so konvergiert A f(a; z) fir z — a gegen f'(a). Die durch die Gleichung
y = f(a) + f'(a)(z — a) fur z € R definierte Gerade t heil3t Tangente an den Graphen von f im Punkt

(a, f(a)).

18.1.3 Physikalische Interpretation

Ist s(t) der Ort eines sich auf einer Geraden bewegten Massenpunktes zur Zeit (,tempus®) ¢ € R,
dann ist (flr t # t9) As(t;to) = s—@%t—‘)l die mittlere Geschwindigkeit (Durchschnittsgeschwindig-
keit) des Massenpunktes im Zeit Intervall [¢, to]. Existiert die Ableitung von s in to, existiert also

5(t) = lim W = 3(),
t—to t— t(]

so kann man 5(to) als momentane Geschwindigkeit des Massenpunktes zum Zeitpunkt ¢, interpre-
tieren. Auch wenn das Weg-Zeit-Gesetz ¢ — s(t) nicht durch eine Gerade beschrieben wird, kann
man 5(to) als Momentangeschwindigkeit interpretieren. In der Physik wird die schon auf Newton

zuriickgehende Notation ,," = %“ fur Ableitung nach der Variablen ¢ (Zeit) verwendet.

18.1.4 Ableitung komplexwertiger Funktionen

Fir Funktionen f : D — C kann man denn Begriff der Differenzierbarkeit durch den limes des
Differenzenquotienten wie in 18.1.1 erklaren (C ist ja ein Korper!). Es gilt: Ist f = v+ iv, u = Re f,
v = Im f, dann ist f genau dann in ¢ € D differenzierbar, wenn die reellwertigen Funktionen u
und v in a differenzierbar sind, und es gilt dann

f'(a) = u/(a) + iv'(a).

18.1.5 Erste Beispiele

(a) Jede konstanter Funktionen f : D — C ist differenzierbar, und es gilt f'(z) = 0 fur alle
z € D. Denn ist etwa f(z) = ¢, ¢ € C (¢ € R ist natirlich zulassig), dann ist schon (z # c)
Af(a;z) = &2 =0, also auch

= 7"a =

f'(a) = lim Af(a;z) = 0.

T—ra
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(b)

(©

(d)

pn:R = R
z = z" (neN)

ist differenzierbar und es gilt

Ph(a) = na""".
Fir z # a ist
z" —a” 1 2 1
App(a;z) = P =z" " +z" %a+...+a""

und damit lim Ap,(a,z) = na™1.
T—a
Fira € C, ist

f:R - C
x — exp(ax)

differenzierbar, und es gilt fir alle z € R
f'(z) = aexp(az) = af(2).
Es ist namlich fur z # a

exp(ar) — exp(aa) exp(a(z +a)) -1

B B exp(a(z —a)) — 1
T a = exp(aa) P = aexp(aa) @—a)

und daher

lim exp(az) — exp(aa) = aexp(aa).

T—a Tr—a
Insbesondere ist fir a =1

exp'(z) = exp(z)
fur alle z € R und fir « = i gilt mit f(z) = exp(iz)
f!(@) = iexp(iz) = if (x).

Die Betragsfunktion f = abs = | | : R — Rist in a = 0 nicht differenzierbar, denn es ist fir
x#0

1, fallsz>0;

_ g =0 _
Af0.2) =" =1 11 fallsz < 0;

und dieser Differenzenquotient hat keinen Grenzwert fur z — 0 (fur die Folge z, = % gilt
lim Af(0;2,) =1# —1= lim Af(0,yn), yn = —5)-
n— oo n—0o0

Betrachtet man jedoch die Einschréankung g von f = abs auf Ry = {z € Rz > 0}, dann
existiert () )
ey — 1 9) — g T
g(O)—ilL% rx—0 _z—>0:1:_1'
Man definierte f! (0) := ¢'(0) und nennt £ (0) die rechtsseitige Ableitung von f im Nullpunkt.
Entsprechend ist die linksseitige Ableitung von f im Nullpunkt -1.
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18.1.6 Feststellung

Dass der Grenzwert f'(a) := lim w in 18.1.1 existiert ist nach der Definition des Grenz-
T—a

wertes aquivalent mit der Fortsetzbarkeit des Differentialquotienten Af(a; ) : D — {a} — R einer
auf ganz D definierte Funktion, die in a stetig ist. Nennen wir die in a stetige Fortsetzung der
Einfachheit halber ¢ (sie hangt von a und f ab), damitist also ¢ : D — R mit

M) 7@ iz +#q
o(r) = zoa 0
{ f'(a), firz=a

stetig in a.

Fir z # a kann man f(z) — f(a) = (z — a)¢(z) schreiben. Diese Gleichung gilt auch fir z = a.
Damit haben wir:

f : D — R ist genau dann differenzierbar eben a € D, wenn es eine Funktion ¢ : D — R gibt, die
in a stetig ist und fir die

(%) f(@) = f(a) + (z — a)p(x)

fir alle z € D und p(a) = f'(a) gilt. Setzt man g(z) := ¢(z) — f'(x) fur z € D und setzt diese in
(x) ein, so erhalt man

() f(@) =f(a) + (z —a)f'(a) + (z — a)e(z),

dabei ist g : D — R stetig in a und g(a) = 0. Definiert man r(z) := (z — a)o(z) fir z € D, dann ist
(%) &quivalent zu

(3 %) f(z) = f(a) + (z —a)f'(a) + r(z)

mit

lim r(z) = lim g(z) = g(a) = 0.

z—al —Q Tz—a

Damit haben wir die meisten Teile des folgenden Aquivalenssatzes fiir Differenzierbarkeit:

18.1.7 Theorem (Aquivalentssatz fiir Differenzierbarkeit)

Ist D C R ein echtes Intervall, f : D — R eine Funktion, a € D. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

(1) fistin a differenzierbar
(2) Es gibt eine in a stetige Funktionen ¢ : D — R mit f(z) = f(a) + (z — a)p(z) fur alle x € D

(3) Es gibt eine Zahl ! € R und eine in a stetige Funktionen g : D — R mit g(a) = 0 und
f(z) = f(a) + Uz —a) + (z — a)g(x)
(4) Es gibt eine Zahl [ € R, so dass die durch die Gleichung
f(2) = fla) + Uz —a) +r(x)

definierte Funktion (,Rest”) » : D — R die Bedingung lim % = (0 erfullt.
T—ra

(5) Es gibt eine lineare Abbildung L : R — R mit lim {&-f)-Lzma) _
r—a
Falls die funf Eigenschaften zu treffen, so sind die Funktionen ¢, g, und die linear Abbildung L
und die Konstante / € R eindeutig bestimmt, und es gilt I = p(a) = f'(a) = L(1).
Zum Beweis zeigen wir noch (4) = (5) und (5) = (1), da wir in der Voruiberlegung schon die
paarweise Aquivalenz von (1) bis (4) gezeigt haben.
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Beachte: Jede lineare Abbildung L : R — R hat die Gestalt h — [h mit{ := L(1) € R.
Ist nun f in a differenzierbar, so gilt etwa (4) und wenn man L(h) := [h := f'(a)h definiert hat man
eine lineare Abbildung L : R — R gefunden, die

o @) = @) - Lz —a)

z—a T —a

=0

erfallt.
Ist umgekehrt L : R — R eine lineare Abbildung, wie die die Gleichung in (5) erflllt und gilt etwa
L(h) = lh mit einem [ € R, so folgt

0= tim JO =S -lz=a) _ J@) =i

T—a r—a T—a Tr—a

_l,

das bedeutet, dass f in a differenzierbar ist und I = f'(a) gelten muss.

Da Aquivalenz der Eigenschaft (4) oder (5) mit der Differenzierbarkeit stellt den Aspekt der Jlinea-
ren Approximierbarkeit” in den Vordergrund. Die lineare Abbildung L : R — R mit h — f'(a)h nennt
man auch das Differenzial (oder Linearisierung) von f im Punkt a und bezeichnet es mit d, f oder
df (a). Nach Definition gilt also

dof(h) = df (a)(h) = f'(a)h.

Die linear-affine Funktion (Tangente)

t:R - R
z = fla)+L(z—a)= f(a) + f'(a)(z - a)

heil3t auch lineare Approximationvon f in a.

18.1.8 Feststellung

Ist f differenzierbar in a € D, dann ist f auch stetig in a.

Das folgt unmittelbar aus 18.1.7(2) oder auch einfach aus

X)) — a ..
f@) - f@) = T2 ooy (furaa),
da die rechte Seite fur z — o dem Grenzwert Null hat. Dass die Umkehrung hier von im Allgemei-
nen nicht gilt, seit das einfache Beispiel der Betragsfunktion im Punkt a = 0.
Das folgende Beispiel demonstriert aber, dass aus der Differenzierbarkeit von f in a nichts tber
die Stetigkeit in einer Umgebung von a zu folgen braucht: die Funktion

x, falls x € Q,

f:R—> R mit f(f):{ z+22, fallsz ¢ Q

ist an der Stelle a = 0 differenzierbar und hat dort die Ableitung 1. Fur alle Punkte a # 0 ist f nicht
stetig und damit auch erst recht nicht differenzierbar. Fir a = 0 und z # 0 ist der Differenzenquoti-

ent flx) = f(0) [ 1, falls z € @
z—0 | 14z fallsz¢gQ

Die Funktion ¢ mit
1, falls x € Q
W@—{1+% falszgQ @#0)

ist aber durch ¢(0) := 1 stetig nach Null fortsetzbar, also ist f/(0) = 1.
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18.1.9 Geometrische Interpretation des Differenzials

RA
fla+h) .
) dfa(h)=f"(a)h
a ath IR g

setzt man x = a + h, dann wird
fla+h) — f(a) = L(h) + R(h).

Die Anderungsrate der Funktion beim Ubergang von Argument a Argument a + h wird also be-
schrieben durch eine lineare Funktion L und einen Rest R, der mit h — 0 schneller gegen Null
geht als h selber:

h—0 h

Ist f : D — R in jedem Punkt a € D differenzierbar, dann besitzt also f in jedem a € D ein
Differenzial:

d,f:R —- R
h — dof(h):= f(a)h.

Beachtet man speziell die Identitét eingeschrankt auf D, dann gilt also id(z) = « fur alle z € D
und id'(z) = 1 fir alle z € D. Das Differenzial der Identitat

dide :R — R
h — didy(h)=1-h=h,a€ D,

ist also von a unabhangig und wirkt als Identitat.
Wegen id(z) = x schreibt man fiir denn Differenzial der Identitat einfach dz.
Wohlgemerkt dz ist die R-lineare Abbildung

dr :-R —- R
h w— dx(h)=1-h=h.

Wie jede linear Abbildung L : R — R ein Vielfaches der identische Abbildung ist (L = L(1) - idg),
ist auch das Differenzial einer differenzierbaren Funktionen ein skalares vielfaches von dz:

df = f'dzx
Das bedeutet, dass fur alle a € D und alle h € R gilt
dof(h) = f'(a)dz(h) = f'(a)h.

Betrachtet man die konstante Abbildung h — f’(a), dann kann sie als Quotient der Differenziale
(linear Funktionen) df, und dz auffassen, denn furr h(# 0) gilt

dof .,y _dof(h) _ f'(a)h
4 W= dz(h) & = f'(a).

Im eindimensionalen R-Vektorraum R unterscheidet man in der Regel nicht zwischen linear Abbil-
dungen L : R — R und Zahlen: jede linear Abbildung L : R — R hat die Gestalt L(h) = L(1)h = lh
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mit einer eindeutig bestimmten Zahl i(= L(1)) € R. Umgekehrt bestimmt jede reelle Zahlen [ eine
linear Abfindung L : R — R, ndmlich die Linksmultiplikation mit I:

L:R —- R
h — lh.

Algebraisch bedeutet das:

| Hom(R,R) = R|

Erst in der Differenzialrechnung mehrerer Veranderlichen, wird die Bedeutung der Differenziale
voll zum Tragen kommen.

18.1.10 Definition (hdhere Ableitungen)

Ist f : D — R differenzierbar (D C R echtes Intervall) und f' : D — R die Ableitung von f. Ist
f' wiederum differenzierbar, dann hei3t f zweimal differenzierbar und man setzt f" := (f')' und
nennt f die zweite Ableitung von f.

Allgemein definiert man rekursiv hohere Ableitungen von f:

f : D = R heit k-mal differenzierbar (k € N), falls f¢*~1 : D — R differenzierbar ist und man

setzt dann
FE = (fD)

Zur Ergénzung setzt man noch f(% := f. Jede Funktion ist als Null-mal differenzierbar.

f heillt im Punkt a € D k-mal differenzierbar, k € N, k > 1, falls es ein » > 0 gibt, so dass f in
U := U,(a) N D (k — 1)-mal differenzierbar ist und f*~Y : U — R in a differenzierbar ist. Eine
Funktion f : D — R ist also genau dann k-mal differenzierbar, wenn sie jedem Punkt a € D k-mal
differenzierbar ist.

Besitzt f : D — R eine k-te Ableitung f(*) : D — R, dann sind alle

fO=ff=fr=0, &b

stetig. Fur f®) braucht dies jedoch nicht zu zutreffen. Ist jedoch auch f(*) stetig, dann heiRt f
k-mal stetig differenzierbar.

Standardbezeichnung: C*(D) := {f : D — R; fk-mal stetig diffferenzierbar}; Alle C*(D) sind
R-Vektorrdume, und es gelten die Inklusionen

CD):=C’D)>CYD)>...oCHD)>..., keN
wobei die Inklusionen echt sind. Existiert f(*) fiir jedes k € Ny, so heilt f beliebig oft (stetig) dif-
ferenzierbar und man setzt C*°(D) := (| Ck(D). C*(D) ist ebenfalls ein R-Vektorraum. Es gilt
k=0

etwa exp € C*(R).

Vom physikalischen Standpunkt besonders wichtig ist wegen der Newtonschen Bewegungsgeset-
ze die zweite Ableitung.

18.1.11 Bemerkung

Die Definition der k-maligen Differenzierbarkeit in einem Punkt scheint gekinstelt, wir haben sie

deshalb gewahlt, weil wir auch Funktionen und ihre Ableitungen betrachten wollen, wenn die Defi-

nitions Bereiche keinen Intervalle sind. Die in der Praxis vorkommenden Definitionsbereiche sind

aber meist endliche oder abzéhlbar unendliche Vereinigungen von (echte) Intervallen: D = |J D;;,
j€J

J endliche oder abz&hlbar unendliche Indexmenge.
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So ist zum Beispiel fur
j:D:=R-{0} —

T =

8|~ =

D =Dy UDy;mit Dy :={z € R; z >0} und Dy := {z € R; z < 0} und fur den Definitionsbereich
des Tangens gilt

D = Def(tan) = U]

jez

(2§ — 1); g(2j+1)[:{xeR; z# 22k +1), keR}.

|

Eine Funktion f : D = |J D; — R wollen wir differenzierbar nennen, wenn f| D; differenzierbar
J€Z
ist (j € Z). Wie wir im nachsten Abschnitt sehen werden, sind zum Beispiel rationale Funktionen in
ihrem Definitionsbereich (der die Vereinigung von endlich viele Intervallen ist) differenzierbar.
Allgemein bendétigt man zur Definition der Ableitung einer Funktion f im Punkt a € D (D #
beliebig) lediglich die Eigenschaft, dass ,hinreichend nahe bei a" Punkte z € D geben muss, die
von a verschieden sind. Das ist sicherlich dann gegeben, wenn a € D ein Haufungspunkt von D
ist. Ist D ein (echtes) Intervall, dann ist jeder Punkt a € D auch Haufungspunkt von D, die obige
Bedingung also automatisch erfllt.
Die Differenzierbarkeit von f in einem Punkt a € D ist eine lokale Eigenschaft, das heif3t f ist genau
dann differenzierbar in a, wenn es ein r > 0 gibt, so dass f| D N U, (a) in a differenzierbar ist. Man
beweise diese Feststellung.

18.1.12 Abschreckende Beispiele

(a) Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion f : D — R muss nicht notwendig selbst wieder
differenzierbar sein. Ein einfaches Beispiel ist

f:R — R

- L]
z —|z|z,
2

es ist also
12 falls 2 > 0

f@={ T

—5z*, fallsz <0.

IR

KY

Graph(f) Graph(f')

Offensichtlich ist f'(z) = ||, f' ist aber in Null nicht differenzierbar.
Nach dem gleichen Prinzip kann man Funktionen konstruieren, die in einem Punkt k-mal,
aber nicht (k + 1)-mal differenzierbar sind.
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(b)

(©)

0.8

0.6

0.4+

0.2+

Abbildung 17: Graphvon f(z) = z?sin £

Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion f : D — R braucht auch nicht stetig zu sein,
wie das Beispiel

f:R - R

r2sin ) fallsz #0
T {0, “ fallsz =0

zeigt. (siehe Abb. 17)

Hier ist (wie man sich leicht Gberzeugt)

N sin(%), fallsz #0
f(m)_{ 0, falls z = 0

aber f'istin a = 0 stetig.
Es gibt Beispiele fur stetige Funktionen f : R — R, die in keinem Punkt differenzierbar sind.

o4 n
ein solches Beispiel ist etwa f : R — R mit f(z) = ... > {07}
n=0

, wo {y} der kleinste

Abstand von y zur ndchsten ganzen Zahl ist.

18.2 Die Technik des Differenzierens

Um mit differenzierbaren Funktionen erfolgreich arbeiten zu kénnen, stellen wir in diesem Abschnitt
mit den Ableitungsregeln das entsprechende Handwerkszeug zur Verfiigung. Wir teilen die Regel
in drei Gruppen ein:

die algebraischen Regeln (18.2.1)
die Kettenregel (18.2.3)
der Satz uber die Differentiation der Umkehrfunktion (18.2.5)

Die Kombination dieser Regel wird es uns ermdglichen, die Ableitungen auch komplizierter Funk-
tionen zu bestimmen. Die Definitionsbereiche der betrachteten Funktionen sind in der Regel echte
Intervalle.
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18.2.1 Satz (algebraische Regeln)

Sei D C R ein echtes Intervall, f,g : D — R Funktionen, die in a € D differenzierbar sind. So gilt
dies auch fur jede ihrer Linearkombinationen Af + pg (A, u € R), ihr Produkt fg und falls g(a) # 0
gilt auch fur den Quotienten 5 und zwar gilt dann

@ (Af + pg)'(a) = Af'(a) + pug'(a) (Linearitat der Summenregel)
(b) (fg)l’(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a) (Produktregel)
() (5) (a) = —f'(“)g(‘;q’f)(“)gl(“) (Quotientenregel)
Zusatz:

Sind f und g in a k-mal differenzierbar (n € N), dann sind auch Af + pug (A, € R) und fgin a
k-mal differenzierbar, und es gilt

(d)(Af + png)™ =A™ (a) + g™ (a) (Linearitat)
@U@ =3 () 1o P@e@ = 3 () FP@g"H @ (Leibnizsche Rege)
k=0

speziell also firn =2undn =3
(f9)"(a) =f"g+ 9"+ fg +fg"=f'9+2f'9g" + fg"

(fg)lll(a) — flllg+3fllgl+3flgll+glll‘

Zum Beweis von (a), (b), (c) benutzt man am besten die Aquivalenz von (1) und (2) aus dem
Aquivalenssatz:
Wegen der Differenzierbarkeit von f in a gibt es eine im a stetige Funktionen ¢ : D — R mit

(%) f(@) = f(a) + (z — a)p(z) und ¢(a) = f'(a).
Analog gibt es wegen der Differenzierbarkeit von f in a eine in a stetige Funktionen ) : D — R mit
() f(@) = g(a) + (z — a)ip(z) und +)(a) = g'(a).
Dann gilt aber
(Af +ng)(x) = Af(z)+ pg(z)

= M(a) + (z — a)Ap(z) + pg(a) + (z — a)up(z)

= Af(a) + pg(a) + (z — a)(Ap(z) + py(z))
=p(3z)

= (Af+pg)(a) + (z — a)p(3z),

da g in a differenzierbar ist, und p(a) = Ap(a)+pp(a) = Af'(a)+pg’(a) gilt, folgt also (A f+ug)'(a) =
Af'(a) + pg'(a). Damit ist (a) bewiesen.
Aus (x) und (xx) folgt fir das Produkt

(F9)(z) = f(a)g(a) + (p(x)g(a) + f(a)(z) + p(x)¢(z)(z — a))(z — a)

Da als Faktor von (z — a) stehende Funktion ist also Zusammensetzung in a stetiger Funktionen
stetig in a und ihr Wert in a ist

p(a)g(a) + f(a)y(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),

das beweist (b).
Fur die Quotientenregel (c) beweisen wir zunachst den Spezialfall

() =g
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der allgemeine Fall folgt dann wegen 5 =f- % aus der Produktregel.

Wegen der Stetigkeit von g gibt es eine Umgebung U,.(a) mit g(z) # 0 fur alle z € D N U,.(a). Fur
dieses z gilt dann

11 g(w)—g(a):(_ ()
0@ 9@ gl@g() g

W) (x —a).

Dies als Faktor (x — a) stehende Funktion ist dann (wegen der Stetigkeit von f und ¢ in a) auch
stetig in a, und ihr Wert in a ist

Das beweist den Spezialfall der Quotientenregel. Der allgemeine Fall ergibt sich -wie schon bemerkt-
durch Anwendung der Produktregel an

Die Regel (d) ist evident.
Die allgemeine Leibniz'sche Regel (e) fur die n-te Ableitung eines Produkts ergibt sich durch In-
duktion nach n in volliger Analogie zum Beweis des Binomischen Satzes (vgl. §2.4.1).

O

18.2.2 Beispiele und Bemerkungen

(a) Furn € N ergibt sich nochmals als Ableitung fiir die Potenzfunktion

pn:R = R

z = z"

ph(x) = nz"! = np,_1(x) aus p,41 = pi1p, durch vollstandige Induktion nach n unter
Verwendung der Produktregel.

(b) Far
R, = R
z —» — (neN)
liefert die Quotientenregel
n—1
! _ _ (TLZU ) _ n—1
f (.’L') - (.Z'n)2 = —nr

Diese Regel gilt auch fur z < 0.
Zusammengefasst: Es gilt fur alle n € Z

d

Dz" = a(a:") = ng"!

undallez e Rmitz >0bzw. allez €e Rmitz <0
(c)

tan s ] -5,

an : 9

sinx

COST
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(d)

(e)

(f)

@

(h)

ist differenzierbar, und es gilt nach der Quotientenregel

tan' (z) = sin’(x) cos(x) — sin(z) cos'(z)  cos®(x) + sin®(z) 1

cos?(x) N cos?(x) = cos2(z)

=1+ tan®(z).

In jedem Intervall (k € Z) |(2k — 1) %, (2k + 1) [ hat den Tangens diese Ableitung.

Aus 18.2.2 folgt insbesondere, dass jedes Polynom

p:R - R
z = atazr+t...+az", a, €R0<F<n

auf ganz R differenzierbar ist, und dass gilt

P (z) = a1 + 2a2z + 3azz® + ... + na,z" ',

Beim (einmaligen) Differenzieren erniedrigt sich also der Grad eines Polynoms um 1. Es ist
. @)

ap = p(0) und a; = p'(0) und allgemein a; := %91, 0<j<n.

Die Koeffizienten a; sind also durch p eindeutig bestimmt:

@)
a]‘:pT(O) 0<j<n.

Offensichtlich gilt p(®*+1)(z) = 0 fiir alle 2 € R und damit auch p*)(z) = 0 fir alle k > n + 1.
Offensichtlich gilt damit fur jedes Polynom p € C*°(R).

Die Exponentialfunktion exp : R — R kann damit kein Polynom sein, fiir sie gilt exp € C*°(R),
aber exp®) (z) # 0 fir alle k € Ny und alle z € R.

Gilt f,g € ¢ (D), dann ist nach (c) auch fg € C™ (D), C{" (D) ist daher sogar eine
Funktionenalgebra.

Eine rationale Funktion f = g, P, () Polynome (0BdA Grad @) minimal) ist in ihrem natirli-
chen Definitionsbereich D = {z € R; Q(z) # 0} nach unserer Vereinbarung differenzierbar.
D ist die Vereinigung von endlich vielen Intervallen, welche durch die endlich vielen Nullstel-
len von ) bestimmt sind.

Beispiel:

1 1

f(ilf): 1_:1:2 - Q(JU)
Die Nullstellen des Nenners @) sind 1 und -1. Der Definitionsbereich von f ist daher
D :=] —OO,—I[U] - 171[U]1700[7

also eine Vereinigung von Intervallen. In jedem Teilintervall ist f differenzierbar und hat dort

die Ableitung
o 2
f (.'1:) - (1 _ .Z')Z’

f'(zx) ist also wieder eine rationale Funktion. (siehe Abb. 18)

Sind f und g in allen Punkten z € D differenzierbar, so besagen die Regeln aus 18.2.2
insbesondere, dass das Differentialquotient

D:V — Ab(D,K
= 7,
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Abbildung 18: Graphenvon f(z) = = und f'(z)

der also jeder differenzierbaren Funktion auf D ihre Ableitung Df = f' zuordnet, ein linearer
Operator (eine lineare Abbildung) ist. V' ist dabei der R-Vektorraum der differenzierbaren
Funktionen auf D.

Beachte: Es gilt auch fg € V, falls f,g € V qilt.

Ist etwa f(z) = z? exp(x), dann ist

2092 () = 22 exp(x) 4 2002 - 22 exp(z) + ( 20202 ) -2exp(z) = (z® + 4004z + 2002) exp(x)
Wenn man die Ableitung von
h:R —- R

T = (332-l-1)1001

ausrechnen sollte, konnte man (z2 + 1)'%9! nach der Binomischen Formel berechnen, man
erhalt ein Polynom der Gestalt

z — 22002 £ 10012290 + ... +1

und kann dieses differenzieren.
Einfacher geht es mit der Kettenregel, wenn man beachtet, dass sich h aus zwei Funktionen
zusammensetzt

g2’ +1:=y und y+— y'o"

18.2.3 Satz (Kettenregel)

Sind D,D* C R echte Intervalle und f : D — Rund g : D* — R Funktionen und es gelte
f(D) C D*.
Dann gilt: Ist f differenzierbar in a € D, g ist differenzierbar in b = f(a) € D*, dann ist auch die
Zusammensetzung

gof:D—-R

differenzierbar in a und es gilt

Zum Beweis sei wieder

£(2) = £(a) + (z — a)p(x), ¢ stetig in a und p(a) = f'(a)
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bzw.

g(y) = 9(b) + (y — b)Y (y), ¢ stetig in b = f(a) und ¢ (b) = ¢'(b).

Fir die Zusammensetzung g o f ergibt sich

(90 f)(z) = g(f(x)) = 9(b) + ¥ (b + ¢(z)(z — a))p(z)(z — a).

Daz — ¢¥(b+¢(z)(z—a))p(x) an der Stelle a stetig ist und dort den Wert »(b)p(a) = g'(f(a)) f'(a)
hat, ergibt sich die Behauptung.

18.2.4 Bemerkungen und Beispiele

(a) Der naheliegende Beweisansatz mit Hilfe des Differenzenquotienten (z # a)

9(f(z)) —9(f(a)) _ 9(f(z)) —9(f(a)) f(z)— f(a)
T—a f(x) - f(a) z-a

erfordert, dass wenigstens in einer Umgebung von a f(z) # f(a) gelten muss.

In jeder Umgebung von a kann es jedoch Punkte z # a, fur die f(z) — f(a) = 0 gilt. Mit
etwas Muhe (man unterscheidet die Falle: f'(a) # 0 und f'(a) = 0) kann man aber auch den
obigen Beweisansatz retten, einfacher geht es mit dem von uns verwendeten Ansatz.

(b) Unser Eingangsbeispiel
h:R —- R
z = (2% 1)1

wird jetzt erledigt durch die Beobachtung, dass h = g o f mit f(z) = 2 + 1 und g(y) = %%
ist. Es ist also (fur alle z € R)

h'(z) = (go f) () = ¢'(f(z)) - f'(z) = 1001y'°% - 22 = 20022 (x> + 1)1,

(c) Die allgemeinen Exponentialfunktionen

R - R
z > exp,(z) =exp(rloga) =:a" (a€R})

sind differenzierbar, und es gilt

exp), (z) = logaexp(zloga) = logaexp, ()

Als letzte Regel fuir die Technik des Differenzierens wollen wir eine Regel ableiten, die es gestattet,
aus Eigenschaften einer differenzierbaren Funktion f, die umkehrbar ist, z.B. weil sie streng mo-
noton ist, auf die Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion zu schlie3en und einen Zusammenhang
zwischen der Ableitung des Umkehrfunktion und der Funktion abzuleiten. Wie dieser Zusammen-
hang aussieht, ist leicht zu erraten.

Wir nehmen an, dass g die Funktion f umkehrt, also g(f(y)) = y furalle y € D = Def(f)
und f(g(z)) = = fur alle z € Def(g) gilt. Nehmen wir weiter an, dass f in b € D und g in
a = f(b) € Def(g) differenzierbar ist. Dann konnen wir die Kettenregel verwenden und erhal-
ten aus (f o g)(z) =« firalley € D

(fo9)'(a) = f'(9(a))g'(a) = 1.

Also eine notwendige Bedingung firr die Differenzierbarkeit von g in f(b), dass f'(b) # 0 sein muss.
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Wir wollen jedoch die Differenzierbarkeit von f aus Eigenschaften von f schliel3en, die Bedingung
1'(b) # 0 ist aber ein wichtiger Hinweis.

Wir formulieren den Satz tber die Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion gleich so, wie wir in der
meisten Fallen anwenden werden.

Man beachte in diesem Zusammenhang auch, dass fir stetige Funktionen f auf (echten) Interval-
len die strenge Monotonie(d.h. f ist streng monoton wachsend oder streng monoton fallend) und die
Injektivitat aquivalente Begriffe sind (vgl. ??7?). Erinnern Sie sich noch an den Beweis? Die eine
Richtung ist offensichtlich. Welche?

18.2.5 Theorem (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion)

Sei D C R ein echtes Intervall: f : D — R differenzierbar, streng monoton und f'(y) # 0 fur alle
y€D.
Dann besitzt f : D — f(D) =: D* (D* ist wieder Intervall) eine differenzierbare Umkehrfunktion
g:D* = D CR,

9(z) =y = z=f(y),

und es gilt fur alle z € D*

Zum Beweis sei f differenzierbarin b € D und es sei a := f(b) (< g(a) = b).

Die Existenz der Umkehrfunktion ist nach der Voraussetzung klar, nach Satz ???. Da f insbeson-
dere stetig ist, ist D* = f(D) auch wieder ein Intervall.

Die Umkehrfunktion g ist selbst wieder streng monoton (im selben Sinne wie f) und auch stetig
(da g(D*) = D ein Intervall ist). Wegen der Differenzierbarkeit von f in b gibt es eine in b stetige
Funktion ¢ : D — R mit

) — f(b) = (y —b)e(y) und ¢(b) = f'(b).

Nach Voraussetzung ist ¢(b) = f'(b) # 0, daher ist wegen der strengen Monotonie von f sogar
e(y) #0firalley € D.

Daher folgt
1
y—b= @(f(y)—f(b))
oder
(2) - 9(a) = ——(z —a)
I =ID = (g(@))

Da aber ¢ und g stetig in a sind, ist auch ¢ o g stetig in ¢ und damit auch
zierbar in a und

—L_ daher ist g differen-
pog

1 1 1

9@ =C6@) ~ Fle@) ~ 7o)

18.2.6 Beispiele und Bemerkungen

(a) Die Voraussetzung, dass f'(x) # 0 ist wesentlich, so ist etwa die Potenzfunktion

p3IR - R

z = 2
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(b)

(©

(d)

=11

—2-

Abbildung 19: Graphen der Funktionen 2 und &/z

streng monoton wachsend, differenzierbar auf ganz R, und es gilt Pi(z) = 3z2 und p3(z) =
0 < z=0.

Die Umkehrfunktion &z, ist aber in z = 0 nicht differenzierbar, jedoch fir alle z > 0 oder fur
alle z < 0. (siehe Abb. 19)

Wegen exp’(y) = exp(y) # 0 fir alle y € Ristlog : R} — R differenzierbar, und es gilt
1 1 1 1

108 (#) = Slioga) ~ expllogz) ~ polop)@ =

fur alle z > 0.
Fir alle « > 0 sind die Potenzfunktionen
Po Ry — R
z — z%:=exp(alogz)
differenzierbar, und es gilt fur alle z € R}

ph(2) = ax® ! = apa_1(2).

Der Beweis ist klar nach der Kettenregel und (b)

1
P(@) = explalogs) -

also

1

ph(z) =az®* ' =apa-1(z) (@ €R, >0

Ist f : D — R eine nullstellfreie differenzierbare Funktion, dann ist nach dem Zwischenwert-
satz f(z) > 0 fur alle z € D oder f(z) > 0fir alle z € D. In jedem Fall ist

(logo |f]) = f7

Man nennt allgemein fTI logarithmische Ableitung von f' oder |f|.
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19 Lokale Extrema, Mittelwertsatze, Anwendungen

Eine der wesentlichen Aufgaben der Analysis besteht im Studium des Anderungsverhaltens von
Funktionen in Abhangigkeit von Anderungen der betreffenden Argumente. Die Ableitungen im geo-
metrischen Bild, die Steigung der Tangente an den Graphen der Funktion, geben diese Anderung
Jokal* an. Es zeigt sich nun, dass man aus der Kenntnis des lokalen Verdnderungsverhaltens einer
differenzierbaren Funktion auf das globale Verhalten schlieRen kann. Viele Eigenschaften einer
differenzierbaren Funktion spiegeln sich in Eigenschaften ihrer Ableitungen f’ bzw. der hoheren
Ableitungen. So kdnnen etwa lokale Extrema, das Monotonieverhalten, die Konvexitat bzw. Konka-
vitdt einer Funktion mit Hilfe der Ableitungen untersuchen werden. Der zentrale Satz ist der (er-
ste) Mittelwertsatz der Differentialrechnung (1.MWSD). Wir folgern den klassischen Beweisschema
und folgern ihn aus dem Satz von Rolle, diesen wiederum aus einem schon Fermat gelaufigen
notwendigen Kriterium fur das Vorliegen eines Extremum fir differenzierbare Funktionen in offe-
nen Intervallen. In Wirklichkeit sind alle die Satze aquivalent (in Wahrheit sogar aquivalent zum
VolIstandigkeitsaxiom fiir R) und auch aquivalent zum zweiten MWSD, mit dessen Hilfe wir auch
die sog. Bernoulli-I’Hospital'schen Regeln ableiten werden. Als Anwendung werden wir auch eini-
ge Extremalprobleme (aus verschiedenen Anwendungsbereichen) behandeln und weitere niitzliche
Ungleichungen ableiten.

19.1 Lokale Extrema, der MWSD

Wir erinnern an folgende Definition

19.1.1 Definition (lokale und globale Extrema)
Ist D # @ und f : D — R eine Funktion. Man sagt: f hatin o € D

(a) ein globales Maximum (bzw. globales Minimum), wenn fir alle x € D gilt
f(@) < f(xo) bzw. f(z) > f(20)

(b) ein lokales Maximum (bzw. lokales Minimum), wenn es ein » > 0 gibt, so dass fiur alle z €
U,(zo) N D gilt
f(2) < f(@o)( bzw. f(z) = f(z0))

(c) In allen Fallen nennt man z, eine lokale bzw. globale Extremalstelle von f und der Funkti-
onswert f(xo) das globale bzw. lokales Extremum von f in z,.

(d) Giltan den entsprechenden Ungleichungen das Gleichheitszeichen jeweils nur fir z = xq, SO
spricht man von einem strikten lokalen oder globalen Maximum bzw. Minimum an der Stelle
Zg-

(e) Satt globales Maximum bzw. Minimum sagt man gelegentlich auch absolutes Maximum bzw.
minimum und statt lokales Maximum bzw. Minimum auch relatives Maximum bzw, Minimum.

19.1.2 Bemerkungen

(a) Eine auf einem kompakten Intervall [a,b] stetige Funktionen, hat nach dem Satz von Wei-
erstrass dort ein globales Maximum und ein globales Minimum. Dieser Satz ist jedoch ein
reiner Existenzsatz und die kaum einen Hinweis, wie man die jeweilige Extrema Stelle ermit-
telt.
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(b) Eine Funktion kann viele lokale Extrema haben, ein globales Maximum (bzw. Minimum) ist
natdrlich auch ein lokales Maximum (bzw. Minimum), aber im Allgemeinen nicht umgekehrt.
Auch er kann ein globales Maximum (bzw. Minimum) an verschiedenen Stellen des Definition
Bereiches angenommen werden. Der geneigte Leser macht sich klar, an welcher Stelle die
Funktion f, deren Graf in der folgenden Abbildung skizziert ist, jeweils lokale bzw. globalen
Maxima besitzt.

IRA

19.1.3 Fermat, ~ 1638

Ist D Cc Rund f : D — R eine Funktion, a € D und es gebe ein r > 0 mit U,.(a) C D. Hat dann f
in a ein lokales Extremum und ist f in a differenzierbar, dann gilt

f'(a) =0

Beweis : Wir nehmen oBdA an, das f an der Stelle a ein lokales Maximum hat (im Falle eines
Minimums ersetzt man f durch — f). Wir greifen auf die Definition der Differenzierbarkeit als
limes des Differenzenquotient zurtick.

Fur alle z € U,.(a) mit z > a gilt wegen f(z) < f(a)

[@) - 1@ _,
r—a -
also ist auch
fl(a): lim f(a:)—f(a) SO
2>a rT—a
IRA
fla)

Fur alle z € U,.(a) mitz < a gilt auch wegen f(z) < f(a)

f(z) - f(a)

r—a

>0
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und damit auch

also insgesamt f'(a) = 0.

19.1.4 Bemerkungen

(a) Geometrisch besagt der Satz von Fermat:
Wenn f in einem inneren Punkt a € D (das hei3t es gibt ein » > 0 mit U,.(a) C D) ein
lokales Extremum besitzt und wenn f in o differenzierbar ist, besitzt der Graph von f im
Punkt (a, f(a)) € R? eine waagerechte Tangente.
(b) Die Aussage des Fermatschen Lemmas wird fir Randpunkte im Allgemein falsch.
Ist etwa D := [0, 1] und
f:D - R
r = T

die Einschrénkung von idr auf [0, 1], dann hat f an der Stelle 0 ein (sogar globales) Minimum
und an der Stelle 1 ein (sogar globales) Maximum, es ist aber f'(z) =1 # 0 fur alle z € [0, 1].

(c) Wie das einfache Beispiel des Polynoms

p3:R - R

zr = I

und a = 0 zeigt, bedeutet das Verschwinden der Ableitung in einem (inneren) Punkt keines-
wegs, dass an dieser Stelle ein lokales Extrema vorliegen muss.

Das Verschwinden der Ableitung in einen inneren Punkt (Differenzierbarkeit nattrlich
vorausgesetzt), ist also lediglich eine notwendige Bedingung fur das Vorliegen
eines lokalen Extremum.

(d) Ist D C R ein echtes Intervall und f : D — R eine Funktion, die auf Extremalstellen zu
untersuchen ist, dann hat man folgende Kandidaten ins Auge zu fassen:

1. Die Randpunkte vor D (also 2 Punkte);
2. Die Punkte von D, in denen f nicht differenzierbar ist.

3. Die inneren Punkte zo € D, in denen f differenzierbar ist und fir die f'(z¢) = 0 gilt.
Solche Punkte nennt man auch kritische Punkte.

In keinem dieser Punkte braucht aber eine Extremalstelle vorzuliegen. ‘

ABBILDUNG

Wir werden aber bald auch hinreichende Kriterien dafir ableiten. Obwohl der Mittelwertsatz der
Differenzialrechnung eine sehr anschauliche geometrische Interpretation hat, muss er bewiesen
werden. Wir verweisen zunachst einen Spezialfall, aus dem der MWSD dann einfach abzuleiten ist.
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19.15 Satz (von Rolle, Michael Rolle (1652-1719))

Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall (e < b) und f : [a,b] — R eine stetige Funktionen, die im
offenen Intervall ]a, b[ differenzierbar ist und fir welche f(a) = f(b) gilt. Dann gibt es einen Punkt
¢ €la, b mit £/(€) = 0.

Insbesondere liegt zwischen zwei Nullstellen von f (f(a) = f(b) = 0) stets eine Nullstellen der
Ableitung.

Beweis : Ist f konstant auf [a,b], dann gilt f'(z) = 0 fur alle « € [a, )], insbesondere gilt etwa fir
¢ := 2t €]a, bl auch f'(¢) = 0.
Ist f aber nicht konstant, dann hat f als stetige Funktionen auf der kompakte Intervall [a, b]
ein globales Maximum und ein globales Minimum. Diese kdnnen wegen f(a) = f(b) nicht bei
der in den Endpunkten des Intervall vorliegen. Wenn ein globales Minimum bei a vorliegt und
damit auch bei b, dann liegt ein existierendes globales Maximum in einem Punkt £ €]a, b[.
Wegen Ja,b[= U,(£) mit £ := 2% und r := 252 sind Voraussetzungen des Fermatschen
Lemmas erfiillt. Es gilt also f'(¢) = 0.

Im Fall, dass in a (und damit auch in b) ein globales Maximum vorliegt, schlie3t man vollig
analog: Ein sicher vorhandenes globales Minimum muss dann wieder in [a, b] liegen etc.

O

19.1.6 Geometrische Veranschaulichung

IRA IRA

fla)

19.1.7 Bemerkungen zu den Voraussetzungen des Satzes von Rolle

Die Voraussetzungen des Satzes von Rolle sind im folgenden Sinne ,scharf*:
Verzichtet man auf eine der Voraussetzungen, dann wird der Satz i.A. falsch:

(a) Verzichtet man auf die Voraussetzung der Differenzierbarkeit auch nur in einem Punkt xy €
]a, b, dann wird der Satz i.A. falsch.
Ist z.B. [a,b] = [-1,1] und
f:[-1,1] - R
x |z

die Betragsfunktion, dann gilt f(—a) = f(a) = 1 und f ist stetig in [—1,1], aber f ist nicht
differenzierbar in 0, es gibt bei £ €] — 1, 1[ mit f'(£) = 0.
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(b) f:]0,1] = R mit
1, furz=0;
f(x)_{ z, fir0<z<1
erfullt £(0) = f(1)(= 1), ist differenzierbar in 0, 1[ mit Ableitung f'(z) = 1 fur alle z €]0,1],
aber es gibt kein ¢ €]0, 1] mit f'(£) = 0. Hier ist f nicht stetig in Null.
IRA

Der Mittelwertsatz ist nun eine einfache Konsequenz aus dem Satz von Rolle, er hat zun&chst
die gleichen Voraussetzungen, man verzichtet jedoch auf die Bedingung

fla) =1(b).

19.1.8 Theorem (MWSD, Lagrange (1797) (J.L.Lagrange, 1736-1813))

Ist [a,b] C R ein kompaktes Intervall (a < b) und f : [a,b] — R eine stetige Funktion, die im offenen
Intervall ]a, b[ differenzierbar ist. Dann gibt es ein £ €]a, b[ mit

H=1E = i

19.1.9 Geometrische Veranschaulichung

Auf dem Graphen von f gibt es mindestens einen Punkt (¢, f(£)), in welchem die Tangente parallel
zur Sekanten durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) ist.

IRA

fla)f--->

a
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(Geometrisch bedeutet dies eine Scherung des Graphen von f.)

Dann ist auch h stetig in [a, b] und differenzierbar in ]a, b[, und es gilt

HORFIOM

h(a) = f(a) und h(b) = f(b) = ——

_a) :f(a)a

also auch h(a) = h(b).
damit erfullt  die Voraussetzung des Satzes von Rolle, es gibt also wegen &'(z) = f'(z)— W
ein & €]a, b[ mit
b) — f(a
0=n(e = - {O-TD

—a

also ist f'(¢) = LB

19.1.10 Bemerkungen

(a) Der Nachteil* des MWSD liegt in der Tatsache, dass die Zwischenstelle £ €]a, b[ nicht nédher
spezifiziert wird, wie einfache Beispiele zeigen, kann es mehrere ¢ mit der genannten Eigen-
schaft geben.

(b) Haufig verwendet man den MWSD in der folgenden Form:
Ist f stetig auf dem Intervall [a,a + h] (h > 0) bzw.[a + h, a] (falls h < 0) und differenzierbar
inJa,a + h[ bzw. Ja + h, o[, dann gibt es ein 9 mit 0 < ¥ < 1 und

fla+h) = f(a) + f'(a+IRh)h.

(c) Eine kleine Anwendung:
Der MWSD eignet sich zur ndherungsweisen Berechnung von Funktionswerten.
Um etwa /2 ndherungsweise zu berechnen setzen wir 2 = a + h mita = 1,96 und h = 0, 04
und erhalten wegen

1
vV h= —
ot \/a+2\/a+19h

mto<d<l1

1
V2=1/1,96+0,04 = /1,96 + 0,04 - ——
v v 2V/3

mit 1,96 < £ < 2 (< 2,0164).
Hieraus folgt mit 1,4 < /€ < 1,42 bereits 1,41414 < /2 < 1,41429.
Gar nicht mal so schlecht!

In der anspruchsvolleren Schulbuchliteratur zu Analysis wird die folgende Variante der MWSD
diesem meist vorgezogen.

19.1.11 Schrankensatz

Ist f : [a,b] — R eine stetige und in ]a, b differenzierbare Funktion.
Fir die Ableitung gelte m < f/'(£) < M fir alle £ €]a, b[ mit festen Konstanten m, M € R. Dann gilt
fir alle z,y € [a, b] die Abschétzung

|m(y—2) < f(y) - f(z) < M(y - )|

Der Beweis folgt unmittelbar aus
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19.1.12 Folgerung

Eine differenzierbare Funktion f auf einem echten Intervall D C R mit beschrankter Ableitung ist
dort Lipschitz-stetig. Genauer gilt:
Ist f : D — R differenzierbar und gilt | f'(¢)| < L fur alle z € D, dann gilt fur alle z,y € D

() |7(y) — f(2)| < Lly — =|

Der Beweis folgt unmittelbar aus dem Schrankensatz oder direkt aus dem MWSD. Zum Beispiel
ist also sin : R — R Lipschitz-stetig (und damit gleichméRig stetig auf ganz R), dann gilt wegen
sin’(€) = cos(€) und | cosé| < 1 gilt fur alle z,y € R

|siny —sinz| <1-|y — 2|

mit der Lipschitz-Konstante L = 1.

Die Ungleichung (x) gilt auch fiir komplexwertige (differenzierbare) Funktionen f : D - C (D C R
Intervall) obwohl fur solche Funktionen der Satz von Rolle bzw. der MWSD i.A. nicht gilt. Weitere
Folgerungen aus dem MWSD bzw. dem Schrankensatz sind:

19.1.13 Satz (Charakterisierung konstanter Funktionen und von Stammfunktionen)

(a) Eine differenzierbare Funktion f : D — R (D C R echtes Intervall) ist genau dann konstant,
wenn f'(z) = 0 fur alle inneren Punkte = € D gilt.

(b) Ist F: D — R eine Stammfunktion von f : D — R, d.h. ist F' differenzierbar und gilt F'(z) =
f(z) furalle z € D, dannist {F' + ¢; ¢ € R} die Menge aller Stammfunktionen von f auf dem
Intervall D.

Die eine Richtung ist evident: Ist f(z) = const. fur alle € D, dann ist f'(z) = 0 fur alle z € D,
insbesondere fur alle inneren Punkte.

Die Umkehrung folgt aus dem Schrankensatz mit m = M = 0 oder direkt aus dem MWSD (Ist
x¢ € D ein fester Punkt, dann hat man f(z) = f(xo) zu zeigen; Man kann auf [z¢, 2], [Zo, ] bzw.
[Z, zo] den MWSD anwenden).

Zum Beweis von (b) bemerken wir, dass natiirlich G = F' + ¢, ¢ konstant, ebenfalls eine Stamm-
funktion ist. Die Umkehrung folgt aus (a), den G und F' dieselbe Ableitung haben, ist (G — F)' =0
gilt und damit G = F' + ¢ gelten muss.

Die Funktionen

f:R = R
x — exp(cx) (c€R)

erfullen die Gleichung f! = c¢f.. Hiervon gilt eine gewisse Umkehrung.

19.1.14 Folgerung (Charakterisierung von exp durch eine Differentialgleichung)

Istc € Rund f : R — R eine differenzierbare Funktion mit f/(z) = ¢f(z) fur alle z € R, dann gilt
furalle z € R
f(z) = Aexp(cz) mit A := f(0).

Insbesondere ist exp : R — R die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems

f'=fund f(0) = 1.
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19.1.15 Monotoniekriterien

Ist D C R ein (echtes) Intervall und f : D — R eine differenzierbare Funktion. Dann gilt

@)

(b)

f ist genau dann monoton wachsend (bzw. monoton fallend) auf D, wenn f'(x) > 0 (bzw.
f'(z) < 0) fur alle inneren Punkte z € D gilt.

Wenn f'(z) > 0 (bzw. f'(z) < 0) ist fur alle inneren Punkte z € D, dann ist f sogar streng
monoton wachsend (bzw. fallend) auf D.

Der Beweis ergibt sich in der einen Richtung (,<=") sofort aus dem MWSD: Sind z,y € D
und gilt z < y, dann gibt es ein £ €]z, y[ (£ ist dann innerer Punkt von D) mit f(y) — f(z) =
f1(&)y—z) >0, also ist

f(@) < fy).

= Istx € M fest, dannistfir alle y € D, y # x stets der Differenzenquotient % >0,

also auch f'(z) > 0. -
Ist sogar f'(x) > O fur alle inneren Punkte x € D, dann gilt auch f'(§) > 0, also folgt

fy) = f(x) =€)y —=z)>0.

19.1.16 Bemerkungen und Beispiele

(@)

(b)

(©

Die Potenzfunktion

p3:R - R

z = 2

ist streng monoton wachsend, obwohl p4(0) = 0 gilt.

Die Positivitat der Ableitung ist also lediglich ein hinreichendes Kriterium fur die strenge Mo-
notonie.
Wegen exp’(z) = exp(z) > 0 fur alle z € R ist exp : R — R streng monoton wachsend;
Wegen log'(z) = % > 0 fur z > 0 ist auch log : R, — R streng monoton wachsend.

RA

[ //ﬁ

/

=)

sin ist streng monoton wachsend in [- %, T1;
cos ist streng monoton fallend in [0, 7];

tan ist streng monoton wachsend in | — 7, 7;
cot ist streng monoton fallend in 0, 7 [.

Dort haben diese (auf diese Intervalle eingeschrankte) Funktionen Umkehrfunktionen, die im
gleichen Sinne wie die Funktionen monoton sind (vgl. ??7?)

Eine weitere Anwendung des Monotoniekriteriums sind hinreichende Bedingungen fiir Extremwerte.
Wir wissen, dass das Verschwinden der Ableitung in einem inneren Punkt a des Definitionsbe-
reichs flr eine in a differenzierbare Funktion ein notwendiges Kriterium fur ein lokales Extremum
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ist, wir wissen auch - das obige Beispiel von p3 : R = R, = — 23 und a = 0, zeigt, dass i.A. es
nicht hinreichend ist.

19.1.17 Satz (hinreichende Kriterien fiir lokale Extrema)

Ist D = Us(a), 6 > 0, eine §-Umgebung von a € R und f : D — R differenzierbar und f’(a) = 0.
Dann gilt

(a) Wechselt f' beim Durchgang durch a das Vorzeichen, das hei3t gilt fir alle z € Ujs(a)
(z —a)f'(z) > 0 (bzw. < 0), dann hat f in a ein lokales Minimum (bzw. Maximum)

IRA IRA

a ist die einzige Minimal bzw. Maximalstelle von f in Us(a), wenn a die einzige Nullstelle von
f'in Us(a) ist.

(b) Ist f in a zweimal differenzierbar und gilt f"(a) > 0 (bzw. f"(a) < 0), dann hat f in a ein
(sogar striktes) lokales Minimum (bzw. Maximum).

Beweis von (a): Der Beweis ergibt such unmittelbar aus dem Monotoniekriterium:
Gilt etwa (z — a) f'(z) < 0, dannist f in Ja — §, a] monoton fallend und in [a, a + 6] monoton
wachsend. f muss also in a ein lokales Minimum haben. Im Fall (z — a)f'(z) > 0 ist f in
]Ja — 6, a] monoton fallend und in [a,a + ] monoton wachsend, bei a liegt also ein lokales
Maximum.

O

Beweis von (b): Wir behandeln exemplarisch den Fall f”(a) > 0 (man gehe nicht von f zu —f

Uber).
Wegen
f”(a)= lim f(ac)—f(a) >0
T—>a rT—a
r#a

gibt es ein §* (0 < ¢' < §), so dass w > 0 qgilt fr alle z € Us(a) mit0 < |z — a| < &*.
Wegen f'(a) = 0 folgt hieraus f'(z) < 0fira —0* <x <aund f'(z) > 0fira <z < a+ §*;
fistalsoin Ja — 6*,a[ streng monoton fallend und in ]a, a + §*[ streng monoton wachsend. f
besitzt also in a ein striktes lokales Minimum.

O

Bemerkung zum letzten Beweis:
Hatten wir vorausgesetzt, dass sogar f € C?(D) gilt, dann hatten man aus der Stetigkeit von f’
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Yy 3

Abbildung 20: Graph der Funktion z*

auch direkt auf die Existenz eines weiteren §* schliel3en kdnnen.

19.1.18 Beispiele und Bemerkungen

@)

(b)

Das einfache Beispiel

ps:R — R

z —

mit @ = 0 zeigt, dass das Kriterium (b) nicht notwendig fir das Vorliegen eines lokalen
Extremum ist.
Es gilt p4(0) = 0 und p4 hatin z = 0 ein lokales Minimum. (siehe Abb. 20)

Zur Entscheidung kann man in einem solchen Fall die hoheren Ableitungen herausziehen:
Offensichtlich gilt p, (z) = 423, p(z) = 1222, p}' = 24z und p{") = 24, insbesondere p{* =
24> 0.

Ob ein Extremum vorliegt, kann man haufig mit Hilfe der Taylorschen Formel (vgl. ??7?) ent-
scheiden. Im konkreten Fall ist offensichtlich, dass an der Stelle a < 0 sogar ein globales
Minimum von p, vorliegt.

Das aus der Schulmathematik bekannte Verfahren zur Extremwertbestimmung findet also
durch Satz 19.1.17 eine Rechtfertigung. Ob eine gegebene Funktion an einer Stelle a € D
ein lokales Extremum hat, ist haufig ein schwer zu entscheidendes Problem. Hat man nur
notwendige Kriterien zur Verfiigung, so ergibt sich haufig aus der Fragestellung selbst oder
auf Grund der Herkunft aus einem naturwissenschaftlichen oder geometrischen Problem
oder einem Problem aus einem anderen Anwendungsgebiet die Moglichkeit zu entschei-
den, welche nach den notwendigen Bedingungen in Frage kommende Stellen die gesuchten
Extremalstellen sind. Eine solche Uberlegung ist haufig aufschlussreicher, als die formale
Anwendung hinreichender Kriterien. Dennoch geben wir ein paar Beispiele fur diese, um die
Bandbreite der Anwendungen auszudehnen.
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(c) Wir bemerken noch eine interessante Eigenschaft der Ableitung einer differenzierbaren Funk-
tion f auf einem Intervall (in der Literatur haufig als Satz von Darboux zitiert:
Ist fa,b] — R differenzierbar und ist ¢ eine Zahl mit

f'(a) < c< f'(b) oder f'(b) <c< f'(a),

dann gibt es ein & €]a, b[ mit f'(§) = c.

Zum Beweis betrachte man

h:la,b)) = R
z = f(z)—cx

Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion hat also die ,Zwischenwerteigenschaft‘. Da
es differenzierbare, aber nicht stetig differenzierbare Funktionen gibt (vgl. ???), zeigt dies
nochmals, dass die Zwischenwerteigenschaft die stetigen Funktionen nicht charakterisiert.
Aul3erdem zeigt der Satz von Darboux, dass eine Funktion f : D — R hochstens dann eine
Stammfunktion F' haben kann, wenn f(= F') die Zwischenwerteigenschaften hat.

19.1.19 Beispiele fur Extremwertaufgaben (wird nachgetragen)

19.1.20 Konvexe Funktionen

Ist eine Funktion f : D — R zweimal differenzierbar, dann gibt die zweite Ableitung die Anderung
der Tangenrichtungen an, beschreibt also wie sich der Graph von f krimmt®“.

Eine prazise Definition des Begriffs ,Krimmung“ geben wir erst spater.

Vollig ohne Differezierbarkeitsvoraussetzungen kann man den Begriff der konvexen Funktionen
einflhren, ist f allerdings zuséatzlich zweimal differenzierbar, so ergibt sich ein einfaches Kon-
vexitatskriterium tber die zweite Ableitung (f"(x) > 0 fur alle z € D).

Zentrale Ungleichungen der Analysis beruhen auf der Konvexitat einfacher Funktionen.

19.1.21 Definition (konvexe und konkave Funktion)

Ist D C R ein echtes Intervall:
Eine Funktion f : D — R heil3t konvex, wenn fiir je zwei Punkte z1,z2 € D und alle A € [0, 1] gilt

[£((1= N1 +Aez) < (1= NS (@1) + A (@2) |

f heil3t konkav <= — f konvex ist.

Die Félle A = 0 oder A = 1 kdnnen wir dabei unbericksichtigt lassen, da die obige Ungleichung fir
diese Werte automatisch erfiillt ist. Auch der Fall x; = z» ist ohne Bedeutung, so dass wir oBdA
immer z; < z2 und A €]0, 1] annehmen kdnnen und sollen.



1V. Grundlagen der Integral- und Differentialrechnung 287

19.1.22 Geometrische Interpretation der Konvexitat

Istz; < x4, dann durchlauft der Punkt () = (1 —A)z1 + Azz = 21 + A(z2 —21) gerade das Intervall
]z1, z2[, wenn X das Intervall |0, 1] durchlauft. Durchlauft A das Intervall ]0, 1], so durchléauft wegen

f@2) = f(21)

Iy — T1

z(A) = (L= N f(21) + Af(z2) = f(21) + A(f(22) — f(21)) = f(21) + (@A) —21)

der Punkt (z()\), f(z)) gerade das Geradenstiick s zwischen den Punkten P, = (1, f(z1)) und
P, = (z2, f(z2)) auf dem Graphen von f. s ist ein Stlick der Sekanten durch die Punkte P, und P;.

Konvexitat von f bedeutet also, dass der Graph von f zwischen zwei Punkten z; und z immer un-
terhalb der Sehne (Sekante) s verlauft. Konkavitat bedeutet, dass s immer unterhalb der Graphen
von f liegt.

ml\ R4
f(x(N))

f(p) === 2
FOX )1
fx\)

2
x xN % R

Man kdnnte etwas unprazise, aber anschaulich sagen:

f konvex bedeutet, dass der Graph von f mit wachsenden Argumenten eine ,Linkskurve* be-
schreibt (stellen Sie sich vor, der Graph von f ist in einer Ebene irgendwie markiert und Sie fahren
auf der Markierung mit dem Fahrrad entlang).

Ubungsaufgabe:
Ist f : D — R konvex und besitzt f in o € D ein lokales Minimum, so ist dieses auch globales
Minimum fur f.

Konvexitat bzw. Konkavitat lasst sich bei differenzierbaren Funktionen mit Hilfe der zweiten Ablei-
tung charakterisieren:

19.1.23 Satz

Ist f : D — R zweimal differenzierbar, dann ist f genau dann konvex (bzw. konkav), wenn
f"(x) > 0 (bzw. f"(x) < 0) fur alle inneren Punkte z € D gilt.

Beweis : ,,<="*
Sei f"(x) > 0 fur alle inneren Punkt € D. Dann ist nach 19.1.15 f| : D — R monoton
wachsend.
Seien z1,22 € D und 0BdA z; < zz und X €]0,1[und z = z(A\) = (1 — Nz + Aze. Es ist
dann z; < z < z3. Wir wenden den MWSD auf die Intervalle [z1, z] und [z, z5] an:
Es existieren daher &; €]z, z[ und &2 €]z, z2[ mit

f(.fL') - f(wl) — fl(é—l) < fl(£2) — f(':v?) - f(.'L')

r — I Io — T
(die mittlere Ungleichung gilt, da f| monoton wéachst). Da nun

z—x1=Mzxo—2x1) Uund z2 —z = (1 — N)(x2 — 21)
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gilt, folgt
f@) = f(&1) _ f(z2) — f(2)
A - 1-X

oder auch
f@) = f(z(A) <A =N f(z1) + Af(z2),

d.h.: f ist konvex.

113

—
Sei umgekehrt f : D — R konvex.

Wir fihren einen indirekten Beweis und nehmen an, dass nicht f"(x) > 0 fur alle inneren
Punkte z € D gilt. Dann gibt es einen inneren Punkt zo € D, fur den f"(x¢) > 0 gilt. Sei
l:= f'(zo) und ¢ : D — R definiert durch z — f(z) — l(z — o).

Dann ist ¢ zweimal differenzierbar und ¢(zo) = 0 und " (z) = f"(x0) < 0. ¢ hat also nach
19.1.17(b) in z, ein striktes lokales Maximum. Es gibt also ein h > 0, so dass [zo—h, zo+h] C
D und p(zo — h) < @(zo) und p(zo + h) < ¢(xo) gilt. Hieraus folgt aber

F(z0) = plz0) > 5 (o0 — b) +plan + B)) = 5 (7@ — h) + (w0 + )

Setzt man nun

1 :=x9—h, T2 :=xzo+ h, A := %,
soist z_(1 — A)z1 + \z2, also
f((Q=XNz1 + Az2) > (1= A)f(21) + Af(22)-

Diese Ungleichung steht aber im Widerspruch zur vorausgesetzten Konvexitat von f.
Also war unsere Annahme falsch. Wenn f konvex ist, gilt daher f"(x) fir alle inneren Punkte
z€D.

O

Eine einfache, aber wichtige Anwendung der Konvexitat von exp ist die folgende Ungleichung.

19.1.24 Satz (Youngsche Ungleichung)

Seien p, ¢ €]1,00[ mit £ + 1 =1.
Dann qilt fur alle a, b € Ry die Unlgeichung

a? | b?
a-b§p+q

Der Beweis ergibt sich einfach fur a,b > 0. (fir ab = 0 ist die Ungleichung richtig) Mit z := loga
und y := log b folgt wegen der Konvexitéat von exp

ab =exp(z)exp(y) = exp(z+y)
1 1
= exp(=pz + —qy)
P q

1 1
< ’ exp(pr) + a(eXp qy)

a b
_w bk
p q
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(man verwende die Konvexitatsbedingung mit1 — A = % und A = %).

Die Youngsche Ungleichung ist die Quelle fiir viele wichtige Ungleichungen etwa die Hdldersche Un-
gleichung fur die p-Normen im R™ oder C" als Spezialfall die CSU fiur das Standardskalarprodukt
im K™ die Minkowskische Ungleichung in K™ und auch die entsprechende Ungleichungen fiir In-
tegrale.

Zum Schluss sei bemerkt, dass die Konvexitat eine Funktion eine sehr starke Eigenschatft ist. Ist
f : D — R konvex, dann ist f in allen inneren Punkten stetig. (man kann sogar zeigen, dass fir
alle inneren Punkte z € D f links- und rechtsseitig differenzierbar und, dass f' (z) < f/ (z) gilt.

In Randpunkten gilt dies i.A. nicht, wie das einfache Beispiel f : [-1,1] — R mit

fz) = 2, fallsz=-1 oder z=1;
PZ 22, fallsze]—1,1]

zeigt.

=

19.1.25 Beispiel (Wendepunkte)

Sei f : D — R eine Funktion (auf einem echten Intervall D). Dann heil3t a € D Wendepunkt
von f, wenn a innerer Punkt von D ist und ein § > 0 existiert, so dass f auf [a — §, a] konvex
und auf [a,a + 8] konkav ist oder umgekehrt. Ist f in a differenzierbar, dann heif3t die Tangente
z — f(a) + f'(a)(z — a) an den Graphen von f im Punkt (a, f(a)) Wendepunkt von f in a. Sie
durchsetzt den Graphen im Punkt (a, f(a)).

ZEICHNUNG

Ist a innerer Punkt und in einer Umgebung von a differenzierbar und im Punkt a zweimal differen-
zierbar, dann ist f"(a) = 0 eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines Wendepunkts von
fina, da f'im Wendepunkt dann ein lokales Extremum hat. Ein hinreichendes Kriterium enthalt

19.1.26 Satz

Ist D C R ein echtes Intervall, a € D ein innerer Punkt. Ferner sei n > 3 ungerade. Ist dann f(»—1)
in a differenzierbar und gilt

fa)=...=f"V =0, f"(a) £0,

so hat f in a einen Wendepunkt.

Beweis : f" wechselt beim Durchgang durch a das Vorzeichen.
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20 Zusammenhang zwischen Integral- und Differenzialrechnung: Der
Hauptsatz und seine Anwendungen

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass Integralrechnung und Differentialrechnung, die aus vollig
verschiedenen Motiven entwickelt wurden (etwa Flacheninhaltsproblem bzw. Tangentenproblem)
Uber den sog. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung eng miteinander verquickt sind.
Wir werden auch sehen, wie man das Umkehrproblem der Differentialrechnung, d.h. zu einer vor-
gegebenen Funktion f : D — R(oder C) eine Stammfunktion zu finden, d.h. eine differenzierbare
Funktion F' : D — R(oder C) mit F' = f, zumindest fur stetige F' auf Intervallen 16sen kann. Der
Hauptsatz wird uns auch schlagkréftige Methoden zur Integralberechnung zur Verfigung stellen.
Dass Integration und Differentiation Umkehroperationen von einander sind, kommt insbesondere
in der algebraischen Formulierung des Hauptsatzes zum Ausdruck. SchlieR3lich werden wir und mit
einigen Anwendungen des Hauptsatzes beschaftigen.

20.1 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Ist D C R ein echtes Intervall und f : D — R(oder C) eine Funktion, dann ist bis jetzt nicht klar,
welche Eigenschaften f erfullen muss, damit es eine differenzierbare Funktion F' : D — R(oder
C) mit F' = f gibt (Problem der Existenz einer Stammfunktion). Das ,abschreckende Beispiel“ aus
??? zeigt, dass auch unstetige Funktionen Stammfunktionen haben kénnen. Naturlich kann man
in konkreten Fallen mit den Rechenregeln fir Ableitungen sofort bestétigen, dass eine Funktion F'
Stammfunktion einer Funktion f ist.

Wahlt man z.B. D = R und f := cos und F := sin, dann ist ' = sin’ = cos, also ist der Sinus (und
zwar auf ganz R) eine Stammfunktion von cos. Sicherlich gibt es nicht fir jede Funktion f : D — R
eine Stammfunktion, denn nach dem Satz von Darboux (vergl. ???), muss f jedes Teilintervall
Dy C D wieder auf ein Intervall abbilden. So kann etwa die Treppenfunktion ¢ : [-1,1] — R mit

Ha) = 1, furo <z <1;
r 1, fuir —1<z<0

keine Stammfunktion haben (obwohl ¢ als Treppenfunktion und damit als Regelfunktion) natirlich
integrierbar ist (das Integral ist Null).
Ein Kandidat fur eine Stammfunktion ware

F:[-1,1] - R
z = |z,

IR

Sy
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also die Einschrankung der Betrags auf [—1, 1], aber F ist in 0 nicht differenzierbar.

Fasst man den Stammfunktionsbegriff allgemeiner (vergl. Kénigsberger, Analysis 1, 5.Auflage.,
Seite ??7?), lasst also abzahlbare Ausnahmemengen A C D zu, in denen F' nicht differenzierbar
zu ein braucht und fordert von einer Stammfunktion F': D — R die Eigenschaften

(a) F ist stetig;
(b) In D — Aist F differenzierbar und fiir z € D — A gilt F'(z) = f(z);

dann ware F' mit F'(z) = |z| fir —1 < 2 < 1 eine Stammfunktion von f auf [-1,1]. Nach dem
Zwischenwertsatz haben aber stetige reellwertige Funktionen auf Intervallen die Zwischenwert-
eingenschaft (,das stetige Bild eines Intervalls ist eine Intervall*), wenn wir daher f als stetig vor-
aussetzen, widerspricht der Satz von Dauboux auf jeden Fall nicht der mdglichen Existenz einer
Stammfunktion. Der Hauptsatz besagt u.a., dass die Stetigkeit auch hinreichend fiir Existenz einer
Stammfunktion ist und dass umgekehrt einer Regelfunktion f, die auf einem kompakten Intervall
[a, b] eine Stammfunktion besitzt, auch stetig ist. Wir wollen folgende Vereinbarungen treffen:

Ist D C R ein echtes Intervall, und f : D — K (K = R oder C) eine Funktion, dann hei3t f
Regelfunktion, wenn die Einschrankung von f auf jedes kompakte Teilintervall [a,b] C D eine Re-
gelfunktion (im bisherigen Sinne) ist.

20.1.1 Theorem (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, 1. Version)

(@) Ist D C R ein echtes Intervall und f : D — R(oder C) eine Regelfunktion, dann besitzt f
genau dann eine Stammfunktion, wenn f stetig ist.
Ist f stetig, a € D, so ist eine Stammfunktion F : D — R gegeben durch die Integralfunktion
T

z— [ f(t)dt.
Zusatz:

{F + ¢; ¢ € R} ist dann die Menge aller Stammfunktionen von f.

(b) Ist G eine beliebige Stammfunktion von f € C([a, b]), dann gilt

/ F(t)dt = G(b) — G(a)

Beweis: (a) Sei zunéchst f stetig in zo € D und F(z) := [ f(t)dt.

a
Wir zeigen, dass F' in x, differenzierbar ist und F'(z) = f(zo) gilt. Wenn f in jedem Punkt stetig
ist, ist also gezeigt, dass f eine Stammfunktion auf D besitzt, namlich F'.
Wir geben zwei Beweisvarianten:

Bei der ersten wird der 1. Mittelwertsatz der Integralrechnung (vgl. ???) verwendet:
Nach diesem gibt es ein £ in [b,z] bzw. [z,b] (M.a.W. £ = ¢ + ¥z — zp), 0 < ¥ < 1)

F(z) — F(zy) = / F(tydt - / F(tydt = / F()dt = £(€)(z — z0)



1V. Grundlagen der Integral- und Differentialrechnung 293

Fir z # =z folgt

r — X9
Fur z — xo folgt dabei wegen der Stetigkeit von f in zg
F(z)-F
Fl(ag) = lim DO ZLC0) g

T—T0 r — Xg

Wegen der Wichtigkeit des Satzes geben wir einen zweiten Beweis (¢ — §—Beweis):
Dabei schreiben wir die Differenz F(z) — F(xo) in der Form

/ fydt = / f(wo)dt + / (F(8) - f(zo))dt

zo

1 man beachte: der Integrand z; ist konstant
(x — o) f(0) + (z — 20)0(2)

mit

% falls z # zo;

r—To

T (F()—f(zo))at
o(z) ==

0, fallsz = x.
Damit haben wir also
F(z) — F(zo) = (z — o) f(x0) + (z — z0)0().

Nach dem Aquivalenzsatz tiber Differenzierbarkeit miissen wir lediglich noch nachweisen, dass o
an der Stelle z, stetig ist (denn dann ist F'(z¢) = f(zo)).
Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Wegen der Stetigkeit von f in zq gibt es dazu ein § > 0, mit

|7 (&) = f(zo)| <el

fur alle t € D mit |t — zo| < 4.
Dann gilt zunachst fir x > z

T

/ (f(t) — f(z0))dt

Zo

< [150) = sGaolde < [ dt = elo - ao

Zo

Diese Abschatzung funktioniert genauso, wenn z < x, sein sollte.
Insgesamt folgt also |o(z)| < ¢ fur alle z € D mit |z — 2| < 4. g ist also stetig in z¢, damit gilt

F'(z0) = f ().

Damit haben wir also gezeigt:

‘Jede stetige Funktion auf einem Intervall besitzt eine Stammfunktion.
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Jetzt sei umgekehrt f : D — R eine Regelfunktion, die eine Stammfunktion F' besitzt. Wir zeigen
die Stetigkeit von f in o € D in folgender Weise:
Da f eine Regelfunktion ist, existieren in jedem inneren Punkt zo € D die links- und rechtsseitigen
Grenzwerte f(zo_) und f(zo,) (in den Randpunkten nur die einseitigen).
Sei (z,,) eine Folge mit z,, € D und z,, > zo und lim z,, = xy. Nach dem MWSD gibt es dann ein
n—oe
& €]zg, zp[ mit
F(x) — F(x
M =F'(&) = f(&n), o < &n < n.
r — g
Die linke Seite konvergiert nach Voraussetzung gegen F'(xy) = f(x¢), die rechte Seite aber gegen
f(=zo, ), also folgt
f(@o) = f(zo,)-

Analog zeigt man f(zq) = f(zo_) (falls o nicht linker Randpunkt von D ist.

Insgesamt gilt also: f ist stetig in 2o. Da wir schon wissen (vgl. ???), dass wenn eine Funktion
f : D = K eine Stammfunktion F' besitzt, eine weitere Funktion G : D — K genau dann auch
Stammfunktion von f ist, wenn G = F + ¢ mit irgendeiner Konstanten Funktion gilt, ist die Aussage
Uber die Menge aller Stammfunktionen Klar.

(b) Nach (a) ist fir stetige f : [a, b] — K die Integralfunktion

eine Stammfunktion von f mit F(a) = [ f = 0. Fir eine beliebige Stammfunktion G von f gilt nach

a
(a) dann G = F' + ¢ mit einer Konstanten ¢ und damit

Gb)-Gla) = (F(b)+c)=(F(a)+0)
= F(b) — F(a)
b
= F@) :/f.

20.1.2 Bemerkungen

(a) Der Hauptsatz garantiert die Existenz von Stammfunktionen zu allen stetigen Funktionen auf
Intervallen. Darin liegt seine grof3e theoretische Bedeutung. Fur konkrete Funktionen kann
es jedoch schwierig oder sogar unmdéglich sein, Stammfunktionen mit Hilfe bereits bekannter
Funktionen auszudriicken.

(b) Diese Phdnomen kann man schon an folgenden Beispielen sehen:
Betrachtet man

j:]0,00[ —

T

8= =

dann ist der Logarithmus
L :=log :]0,00[— R
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(©

eine Stammfunktion von j:

fur alle z €]0, 0o[. Man beachte hier zum einen: j ist eine rationale Funktion, L aber nicht
(warum?). Der Ubergang zu Stammfunktionen kann also durchaus aus einer Klasse von
Funktionen herausfilhren. Zum anderen: Wenn wir den Logarithmus nicht schon gekannt
hatten, der ja als Umkehrung von exp definiert wurde, hatten wir keine Stammfunktion expli-
zit angeben kdnnen.

Wie in Aufgabe ??7? von Blatt ??? zu sehen ist, kdnnte man sogar umgekehrt L := log :

10, 00[— R durch 2 — L(z) = [ 1dt definieren, Eigenschaften von L beweisen (Differenzier-

1
barkeit, strenge Monotonie, Funktionalgleichung) und dann exp als Umkehrfunktion von L
definieren.
Diesen Weg in der Schulmathematik einzuschlagen, wurde von Felix Klein angeregt. Nach
den géngigen Lehrplanen ist dies aber kaum mdglich, da die Exponentialfunktion (Wachs-
tum und Zerfallsprozesse) sogar auch in anderen Fachern (Physik, Biologie) bendétigt wird,
zu einem Zeitpunkt also, wo der Integralbegriff noch nicht zur Verfigung steht.
Nach den Rechenregeln fur Ableitungen hat arcsin in ] — 1, 1] die Ableitung

1
V1 -—12

Auch hier kénnte man umgekehrt vorgehen und fir z €] — 1,1]

arcsin'(z) =

a(z) := arcsin(z

definieren und dann den Sinus als Umkehrfunktion. Die Kreiszahl 7 wird in diesem Fall als
Z:= lim a(z) definiert.

z — 1

z <0
Dieses Vorgehen hat Vorteile: Man hat gleich die richtige Interpretation von z als Bogenlénge.
Der entscheidende Nachteil ist, dass man zur Definition das Integral braucht, das man auch
noch in die Punkte x = —1 und z = 1 fortsetzen muss. Aul3erdem ist die Periodizitat von sin
nicht offensichtlich: Man muss sin zu einer periodischen Funktion auf ganz R fortsetzen.

Die grof3e praktische Bedeutung des Hauptsatzes liegt darin, dass es eine aul3erst elegante
und bequeme Methode darstellt, Integrale zu berechnen (deren Existenz ohnehin gesichert
ist), wenn man eine explizite Stammfunktion kennt: es ist ja

@ [ f@d=6 - 6@

mit irgendeiner Stammfunktion G von f.
Man fihrt fiir die rechte Seite von (z) auch die Notation

G(z)" oder [G(z)]"

a

ein. So ist z.B.

\wl:

cos(z)dz = sin(x)|

(V]
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Die in ??? mit etwas Miihe berechneten Integrale fallen uns nun in den Schoss, etwa

NS
Y

b
/exp(x)dm = exp(b) — exp(a)

oder

b potl — gatl

(a#1, a,b>0)

a+1

a

(d) Fur eine Stammfunktion F' von f wird in der Literatur haufig auch das Symbol

/f(x)dx

verwendet und ,unbestimmtes Integral® von f genannt (im Gegensatz zum ,bestimmten”
b
Integral [ f(x)dz mit festen Grenzen).

a
Man beachte aber, dass in der Literatur unter diesem Symbol auch haufig die Menge aller
Stammfunktionen von f verstanden wird.
Aus

1 1
/w3dx = —z* und /;U3dx =—z'+17
4 4
kann man jedoch nicht auf ”21—4 = $4—4 + 17 fur alle z € R schlie3en. Also ist

[ t@ds = Fiz)

zu lesen: F ist eine Stammfunktion von f. Der Nachteil dieser Schreibweise ist auch, dass
kein Definitionsbereich angegeben ist. Aus [ f(z)dz)F(x) und [ f(z) = G(z) darf man le-
diglich G = F' + ¢ schlief3en.

Aus jedem aus der Differentialrechnung gewonnenen Resultat, ergibt sich umgekehrt eine
Aussage Uber Integrale (sofern die Ableitungen stetig sind). Bevor wir eine Liste von Grun-
dintegralen zusammenstellen, seien noch weitere Versionen des Hauptsatzes aufgefuhrt:

Ist f : D — R stetig differenzierbar, dann liefert der Hauptsatz fur z € D und 2o € D
f@) = flan) + [ £(0)t
Zo
speziell fir stetig differenzierbares f : [a,b] = R
b
1) = 1@+ [ £oa.

Man gewinnt also die Funktion f (bis auf eine Konstante) aus ihrer Ableitung (,Anderungsra-
te") zurick.
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Diese Version des Hauptsatzes wird von vielen Autoren als das wichtigere Resultat betrach-
tet (wegen weittragenden Anwendungen in den Naturwissenschaften).

20.1.3 Theorem (2.Version des Hauptsatzes)

Ist D C R ein echtes Intervall, f € C*(D), dann gilt fur alle z,z € D

(@) = f(zo) + [ f()dt

speziell fUr [a,b] C D ist

Wir geben noch eine weitere Formulierung des Hauptsatzes in der Sprache der Linearen Algebra,
indem wir Ableitung und Integration als lineare Operatoren (lineare Abbildungen) auffassen. Diese
Version zeigt Uberdeutlich, dass Integration und Differentiation Umkehroperationen voneinander
sind.

Fiir ein kompaktes Intervall [a, b] C R (a < b) betrachten wir die R-Vektorrdume

V=A{f:[a,b] > R, fstetig}=: C([a,b])
und den Untervektorraum
W ={f:[a,b] = R, fstetig differenzierbar} =: C"([a, b]).

Man definiert den Ableitungsoperator D : W — V durch f — Df mit (Df)(z) = f'(x).
Nach den Rechenregeln ??? ist D ein linearer Operator (eine lineare Abbildung). Weiter definiert
man

I:v - W

f = If mi (If)(m):/f(t)dt.

Nach der ersten Version des Hauptsatzes liegt F' := I f in W, ferner ist nach Grundeigenschaften
des Integrals I auch eine lineare Abbildung (Integrationsoperator) und es gilt wegen DF = D(If) =

I
(*) Dol =idy.

Veaw
Startet man umgekehrt mit einem f € W, dann erhalt man nach der 2. Version des Hauptsatzes
(12D)1)(@) = 1ON@) = [©N W= [ £1) = 1) - f(@)

Man erhalt also f bis auf eine Konstante zuriick. Will man den Sachverhalt, dass Integration und
Differentiation wirklich Umkehroperationen voneinander sind (also Bijektionen), dann muss man
den Unterraum Wy := {f € W; f(a) = 0} von W einflhren. Fur f € W, gilt dann auch

(%) IoD =idw,

Da Do I = idy immer gilt, haben wir die folgende algebraische Formulierung des Hauptsatzes mit
Hilfe linearer Operatoren:
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20.1.4 Theorem (algebraische Form des Hauptsatzes)

Die Abbildung
I;V - Ws
= If
ist ein Isomorphismus mit der Umkehrabbildung
D:Wo —» V
f — Df.

20.1.5 Bemerkung

Der Vektorraum V' = C([a, b]) ist isomorph zum echten Unterraum Wy. Aus der Linearen Algebra
sollte man wissen, dass ein endlich dimensionaler Vektorraum nie zu einem echten Unterraum iso-
morph sein kann.

Wir stellen eine (sehr kleine) Liste von Stammfunktionen stetiger Funktionen zusammen, links
steht eine stetige Funktion f, in der Mitte eine Stammfunktion von f, in der dritten Spalte stehen
Angaben zum Gultigkeitsbereich:

Diese Liste sollte man beherrschen ohne ein Tafelwerk oder ein CAS zur Hilfe zu nehmen. In klas-
sischen Tafelwerken findet man Tausende von Stammfunktionen.
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20.1.6 Eine Kkleine Liste von Stammfunktionen (Grundintegralen)

f(x) F(z) = [ f(z)d= Gultigkeitsbereich, Bemerkungen
ok ke, k#—1 P zeR fur k>0, z #0firk < —2
z* a€R, a# -1 “ZZ: z>0
1 log || x>0 oder <0
sin(z) — cos(x) reR
cos(x) sin(z) zeR
tan(z) —log | cos(z)| v#(k+3)m, kel
cot(x) log | sin(x)| x#km, kel
ot = L +tan’(2) | tan(z) c#(k+bmke
m — cot(x) r#kr,k€Z
a® (a #1) % z€R
exp(az), a € C, a # 0 %exp(aw) z €R
exp(ix) —iexp(iz) zeR
sinh(x) cosh(z) z€eR
cosh(z) sinh(z) zeR
—~— arcsin(z) lz| < 1
Jli? Arsinh(z) r€eR
o log |z + V22 — 1] |z| > 1
e arctan(z) reR
% log | f(z)] Intervalle, in denen f(z) # 0 ist.
ap+ a1+ ...+ apz™ | apx + ‘“;2 +o g™tz €R
(n € Ny,a; € R)
k§0 arz® (ar € R) k§0 ekt x im Konvergenzintervall der Potenzreihe

20.1.7 Bemerkung

Verschafft man sich Stammfunktionen mit Hilfe eines Computeralgebrasystems, etwa Maple oder
Mathematica, so sollte man zur Sicherheit immer den Differentiations-Operator D anwenden, um
zu testen, ob tatsachlich die Ausgangsfunktion herauskommt.

Mit Hilfe des Hauptsatzes lassen sich Aussagen der Differentialrechnung in Aussagen der Inte-
gralrechnung transformieren. Hierauf beruhen die folgenden Integrationstechniken.

20.2 Integrationstechniken, erste Anwendungen des Hauptsatzes

,Differentiation ist Technik, Integration ist Kunst* (N..N.)
Auch im Zeitalter der Coputeralgebrasysteme, in dem einem etwa fiir die Funktion f mit

o —at 41

f@)=— =

(x #0, z #=£1)
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in Bruchteilen von Sekunden eine Stammfunktion angeboten wird, etwa F' mit

2 1 1 Vz?—1
F(a:)=x2\/;c2—1—§(:v2—1)3/2—§x\/x2—1+§10g(m+\/w2—1)+ ad ,

X

sollte jede(r) einige Grundtechniken zur Integralrechnung beherrschen. Zwei dieser Techniken beru-
hen auf der Umkehrung der Produktregel bzw. der Kettenregel der Differentiation. Man kann sie fur
das unbestimmte oder das bestimmte Integral formulieren. Diese Regeln ermdglichen es in Fallen,
in denen eine Stammfunktion nicht unmittelbar erkennbar ist, den Integranden in geeigneter Form
in der Hoffnung umzuformen, doch eine Stammfunktion zu finden oder ein bestimmtes Integral
explizit zu berechnen.

20.2.1 Satz (Partielle Integration oder Produktintegration)

Ist D C R ein echtes Intervall, f : D — R(oder C) stetig und F' eine Stammfunktion von f(auf D)
und g : D — R (oder C) sei stetig differenzierbar.
Dann gilt

/ f(@)g(@)de = F@)g(z) - / F(2)g (z)dz.

Ist D = [a, b], dann gilt

20.2.2 Korollar

Sind u,v : D — R(oder C) stetig differenzierbar, dann gilt

/u'(m)v(m)dx = u(z)v(z) — /u(m)v'(m)dx

Kirzer: [vdu = wv — [udv und fir D = [a, b] gilt

Ju!(z)v(z)de = u(x)v(m)|z - fbu(m)v’(w)dm

a

Der Beweis von 22.2.1 ergibt sich unmittelbar aus der Produktregel:
(Fg)'=F'g+Fg' = fg+Fg,

also ist F'g eine Stammfunktion von fg+ Fg’ und daher (die Bildung von Stammfunktionen ist eine
lineare Operation)

/ f(@)g(x)dz = F(z)g(x) - / F(2)g(2)da.

Das Korollar ergibt sich mit w' = f, FF =« und g = v oder auch direkt aus (uv)' = u'v + uv'.

20.2.3 Beispiel

Zu berechnen sei [ zexp(z)dz.
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1.Ansatz: u'(z) = z, v(z) = exp(x).
Dann ist z — 1z? eine Stammfunktion von u’ und v'(z) exp(z). Folglich ist

1 2
/wexp(x)dm = 5:32 exp(zr) — / %exp(x)dm.
Das letzte Integral ist aber komplizierter als das Ausgangsintegral, der Ansatz hat keine Vereinfa-
chung gebracht.

2.Ansatz: u'(z) = exp(z), v(z) = z, also u(z) = exp(z) und v'(z) = 1.
Man erhalt so

/mexp(a:) =zexp(z) — / 1-exp(z)dz = rexp(z) — exp(z) = (z — 1) exp(z),

also ist z — (z — 1) exp(x) eine Stammfunktion von z — z exp(z) (auf ganz R).

20.2.4 Bemerkungen und Beispiele

(a) Strategie bei der Anwendung der Methode der partiellen Integration sollte es sein, auf der
rechten Seite der Formel im nicht ausintegrierten Bestandteil ein Integral zu erhalten, das
einfacher ist als das Ausgangsintegral. Das erfordert ein gewisses Geschick und Ubung.
Ferner ist es zweckmafiig im Ausgangsintegral, den Faktor der im Laufe der Rechnung diffe-
renziert wird mit einem nach unten weisenden Pfeil (,|") und den Faktor, der integriert wird,
mit einem nach oben weisenden Pfeil (,1*) zu bezeichnen. Nach Mdglichkeit sollte man den
Faktor differenzieren, der bei der Differetiation einfacher wird und den Faktor integrieren, der
sich bei der Integration wenigstens nicht allzu verkompliziert.

(b) Um eine Stammfunktion von z — logz (z > 0) also [logz, zu berechnen, beachte man
1-logz = log z. So erhalt man

/logmdm = /llog;cd;c
T4

1
zlogx — /x—da:
x

= a:log:z:—/lda:
= zlogzx—=z
= z(logz —1).

(c) Bei Integration vom Typ
/x" exp(Az)dz (A € C) oder /ac” sin zdz oder /x" cos zdz, n €Ny,

ergeben sich so Rekursionsformeln. Ist z.B.

I, := /a,"" exp (z)dzr = 2™ exp(z) — n/m"_l exp(z)dr = z" exp(z) — nlp_1.
Lot

Diese Rekursionsformeln fihren I,, schlieflich auf Io = [ exp(z)dz = exp(z) zuriick.

1
(d) Furm,n € Ny sei I, = [ 2™(1 — z)™dz zu berechnen.
0

1
Partielle Integration I,, ,,, = [ 2"(1 — z)™dz ergibt die Rekursionsformel
ot 1

m

= n—HIn+l,mfl-

n,m
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(e)

(f)

Mit Iy ym,0 = folgt schlief3lich

nlm/!
mn+m+1)!°

In,m -

1
damit kann man auch das Integral I := [ (1 + z)™(1 — z)™dz leicht berechnen.

Setzt man z := 2t — 1, so erhalt man mit der Substitutionsformel (vgl. 22.2.1), die wir hier

vorwegnehmen,
1

= gt / (1 —t™)dt = 2",
0

Um [ arctan zdz zu berechnen, beachten wir wieder 1 - arctanz = arctan z und erhalten

/arctan zdx = / 1-arctanzdr = wzarctanx — / L.dm
* . 1+ 22
‘ 1 / 2x
= garctanz — = iy
2) 1422

1 .
= czarctanx — 3 log(1 + 2?).

Man beachte, dass im letzten Integral [ 1122 dx im Zahler die Ableitung des Nenners steht,

ein solches Integral ist ein Grundintegral (vgl. 20.1.6).
Furz € [-1,1] gilt

/\/1 —x2dr = :1:\/1 — x2 + arcsinx).

Zunachst sei z €] — 1, 1], dann erhélt man

= 1—$2dm=/1- 1—22de = zvV1-—22— /
v 1 V1~ v zm
= =z 1—$2+/7dm
V1—12
= zvV1-—22 -

1
+ [ —dr —
/v;c2—1 \/1—:1;2
= z 1—x2+arcsinx—/\/1—w2dx

= zv1—22+arcsinz — I,

also

1
2] = z+/1— 2% + arcsinz oder [ = i(x\/l — 22 + arcsin z).

Da die Ableitungsregel arcsin’(z) = ﬁ nur fiir z €] — 1, 1] gilt, gilt die abgeleitete Formel
zuné&chst nur fir die 2 im offenen Intervall | — 1,1][.

Dass sie auch fir die Randpunkte, also fir alle € [—1, 1] gilt, folgt aus dem folgenden all-
gemeinen bemerkenswerten

Hilfssatz:

Ist D C R ein echtes Intervall und sind f und G stetige Funktionen auf D und ist a € D ein
fester Punkt. Fiir alle z € D, z # a, sei G differenzierbar bei z und G'(z) = f(z). Dann ist G
auch in a differenzierbar und es gilt G'(a) = f(a).

Zum Beweis beachten wir, dass f nach dem Hauptsatz eine Stammfunktion F' : D — R
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(@

besitzt. Die Menge D — {a} besteht entweder aus zwei getrennten Intervallen oder ist (im
Fall, dass a ein Randpunkt ist) ein Teilintervall von D. Auf diesem Intervall ist die Differenz
G — F jeweils konstant, aber weil beide Funktionen auf D stetig sind, ist G — F' insgesamt
konstant, etwa G — F = c oder G = F + ¢. Da F'in a differenzierbar ist und F'(a) = f(a) qilt,
ist auch G in a differenzierbar und es gilt G'(a) = f(a).

Wendet man diesen Hilfssatz auf f(z) = v1 — 22 und G(z) = 1(zv/1 — 22 + arcsinz) an (
einmal fir ¢ = 1 und einmal fur a = —1), erhalt man fiir alle z € [-1, 1]

JV1—2? = (zv1—2? + arcsinz)

O

Anwendung: Die Flache des Einheitskreises

Als Anwendung von (f) erhalten wir, dass der Flacheninhalt des Einheitskreises  ist. Wir
betrachten dazu zunachst den straffierten Sektor in der und nennen seinen Flacheninhalt
1

=F.

2

RA

P=(xy)

=
Y

1
(Es setzt sich aus dem Dreieck OPz und dem durch [ +/1 — ¢2dt gegebenen Flacheninhalt

T
zwischen dem Graphen von z — /1 — z2 und der reellen Achse zwischen Punkten z und 1
zusammen).
Wegen der Kreisgleichung =2 + y? = 1 gilt

1

/1 — 22 + (tV/1 — £ + arcsint)

T

1
F:wy+2/\/1—t2dt
x

arcsinl — arccosx

7T .
= 5 — arcsimx = arccosx.

Speziell fir z = —1 erhélt man wegen arccos(—1) = 7 den Flacheninhalt des Einheitskreises
(besser der Einheitskreisscheibe).

Der Flacheninhalt der Einheitskreisscheibe ist also .

Man beachte, dass wir 7 als kleinste positive Nullstelle den cos : R — R eingefiihrt haben.
« hat also auch eine klassische Bedeutung. Wie wir wissen (und auch nochmals sehen wer-
den) ist 27 die Lédnge der Einheitskreislinie.

Gehort zum Punkt P € S! := {(z,y) € R?; 22 + y? = 1} der im BogenmalRl gemessene
Winkel ¢, so ist also cost = x oder t = arccosz. Der im Bogenmall gemessene Winkel ist
also gleich dem doppelten Flacheninhalt des straffierten Sektors oder:

Der straffierte Sektor hat den Flacheninhalt 1¢.
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RA

Die die Einheitskreislinie die Lange 27 hat, ergibt sich nochmals, das = der Flacheninhalt der
Einheitskreisscheibe ist.

Eine schone Anwendung der Produktintegration ist der sog. Wallis’sche Produktformel fur %.

20.2.5 Die Wallische Produktformel fur % (John Wallis, Arithmetica Infiniforum, 1666)
Ist

Wnp =

2-2 2n - 2n ﬁ o 4k?
1-3 777 (2n-1)2n+1 2k—1 2k+1) oo 4k? —1

fir n € N, dann ist die Folge (w,,) konvergent und es gilt

4k _r

lim w, = lim H 1 5

A2 _1
n—oo n—)oo k2—1

Zum Beweis betrachten wir die Folge (Iy), k € Ny mit

Iy := [ sin® zdz

O\MH

Dannist I = T und I; = 1 und far £ > 2 erhalt man

I, = sin (z) sin * =1 (z)dx

T +

o\m:

— cos z sin® | o -1) / cos?(z) sin* 2 (z)dz
0

(k—1) [ (1 —sin®(z)) sin*~2(z)dz,

O\m:

also

-1
I = (k — 1)Ik_2 — (k — l)Ik oder I; = k Ip_»5 fur k > 2.

Ist k gerade, also k = 2n, n € Ny, so endet der iterative Abstieg bei 0 und man erhalt wegen
IO = %
2n—1 2n -3 3 1

Lypy="—— "—— .. == Ip.
T o -2 47277
Ist jedoch k ungerade; k = 2n + 1, n € Ny, so ergibt sich analog wegen I; =1
2n 2n — 2 4 2
Lypy1=—— —— .. o= 1.

2n+1 2n-1 5 3
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Weil fur z € [0, Z] gilt sin®" ™ z < sin®**' z < sin®" folgt

(%) Iyyo < Iopyr < Ioy,.
RA
sin0
; sin!
sin2
m R
2

Nach Definition ist w,, = g% Es bleibt also lim IZI"¢ =1 zu zeigen.
2n n—oo <27
Aus (x) folgt aber

I I
(**) 2n+2 S 2n+1 S 1
I2n I2n
und wegen
I 2 1 1
lim 2042 = Jim 22 i (1— =1
n—oo Iy, n—oo 2n + 2 n—oo 2n + 2

folgt nach dem Sandwich-Theorem auch lim IZI"J =1, also ist
n—oo 12n

. . 2
lim w, = lim 4k4§—1 =3
n—o00 n—00 p_"1 -

O

o0
Fiir den Limes in der Mitte verwendet man auch die Bezeichnung [] 4;2% und nennt einen sol-
k=1
chen Ausdruck auch ein unendliches Produkt.
Wegen der Sonderrolle der Null beziglich der Multiplikation ist die Konvergenztheorie fur unendli-

che Produkte schwieriger als fur Reihen. Wir gehen hier nicht darauf ein.

20.2.6 Bemerkung

Die Wallis'sche-Produktformel fir 7 wird uns nitzlich sein im Zusammenhang mit der Theorie der
Gamma-Funktion (sie erlaubt eine einfache Bestimmung des Funktionswertes I'(3)(= +/7) und im
Zusammenhang mit der Stirlingschen Formel (Wachstum von n!).

Man vergleiche hierzu den Abschnitt 22. Zur numerischen Berechnung von 7 ist die Wallis’sche
Produktformel nicht besonders gut geeignet, da die Folge (w,) sehr langsam konvergiert:

n Wn,
1] w :% =1,333333...
2| wp, =2 =1,422222. ..
3| ws _‘f'g;g =1,46286. ..
S| 2 Do
Wws = =1,
10| wpo = =1,53385...
100 | wigo = =1,56689. ..
1000 w1000 = =1,57040

Der ,exakte” Wert von 7 ist § = 1,5707963267 .. ..
Immerhin stimmt also wiggo in den ersten drei Nachkommastellen mit dem exakten Wert tberein.
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Die heutigen schnellen Algorithmen zur Berechnung von = liefern auch die Moglichkeit, einzelne
(Dezimal- bzw. Hexadezimal- )Stellen ,jrgendwo” in = zu berechnen. Eine solche Formel ist etwa

o)
_ 1 (4 2 1 _ 1
™= k;) 6% (8k+1 8k+4  8k+5 8k+6)

Diese sog. BBP-Reihe wurde mit dem Computer entdeckt, man kann sie mit Hilfe des Vertau-
schungssatzes fir Integration und Summation relativ einfach beweis. Vergleiche hierzu:

Davis H.Bailey, Jonathan M.Borwein, Peter B.Borwein und Simon Plouffe:
The Quest for Pi, The mathematical Intelligencer,
Vol.19(1997), No.1, 50-56.

oder auch

Hort S. Holdgriin: Analysis, Band 1, Leins-Verlag, 1998,
dort Abschnitt 38.20 und 38.21

Ist s,, die n-te Partialsumme der obigen Reihe, so gilt |s, — 7| < . Berechnet man 25

Summanden der Partialsumme sa4, SO erhalt man
s24 = 3,14 15 92 653 589 793 238 462 643 383 279 50.. ..
Der ,exakte" Wert von 7 ist
m = 3,14 1592 653 589 793 238 462 643 383 279 502 884 ... .,

die ersten 32 Nachkommastellen von ss4 sind also korrekt.

Die Darstellung von = mit der BBP-Reihe erlaubt es auch, eine beliebige Ziffer in der Hexa-
Dezimal-Darstellung von 7 zu berechnen, ohne dass man die vorausgehende Ziffern zu kennen
braucht. dabei gentigt etwas Ausdauer und ein einfacher Taschenrechner! Versuchen Sie es!
Nebenbei: Die 20 billionste Hexadezimalstelle von = ist A", die 10 milliardste Hexadezimalstelle
ist eine ,9“.

1
30(n+1)16™

Die Substitutionsmethode erhalt man durch Umkehrung der Kettenregel der Differentiation. Dazu
seien M, N C R echte Intervalle, ¢ : M — R stetige differenzierbare Funktion mit (M) C N und
F : N — R stetig differenzierbar. Dazu ist auch die Zusammensetzung G = F o ¢ : M — R stetig
differenzierbar und fur ¢t € M gilt

G'(t) = F'((1)#' (2)-
Ubergang zu Stammfunktionen auf beiden Seiten liefert

/ Flo(t)g! (t)dt = G(t) = F(p(t))
Setzt man z = ¢(t) und F'(z) = f(z), so erhalt man
/ He®)g (t)dt = / f(@)dal,_ 0 -

Wobei die Schreibweise rechts bedeuten soll, dass man in der Stammfunktion F(z) und f(x) fur
z die Funktion o(t) einzusetzen hat.
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20.2.7 Satz (Substitutionsregel)

(&) Sind M,N C R echte Intervalle, ¢ : M — R stetig differenzierbar mit o(M) C N und
f: N — R stetig, so gilt mit z = ¢(¢)

/ o) (t)dt = / f(@)dal,_

(b) Ist M = [a, b], so gilt speziell

b »(b)
/ )¢ (t)dt = / F(z)de.
a (a)

Dabei ergibt sich (b) so: Ist F' eine Stammfunktion von f, dann ist F' o ¢ eine Stammfunktion
von (f o p)y', also

b @(b)
/ Fo®)e! (Hdt = Fp(t)]', = F(p(b)) — F(p(a) = / f(@)da
a v(a)

20.2.8 Bemerkung

Unter Verwendung der Leibniz’'scher Schreibweise (man kann diese durch das Rechnen mit Diffe-
rentialen rechtfertigen) dz = dp(t) = ¢'(t)dt lautet die Substitutionsregel einfach

/ Fo®)g' (t)dt = / o) dp(t) = / f(z)dz.

Analog fur das bestimmte Integral

b b @ (b)
/ Fo®)g (t)dt = / Fo@)dp(t) = / f(z)dz.
a a ¢(a)

Man hat einfach z durch ¢(t) zu ersetzen: Lauft ¢ von a nach b, so lauft z = ¢(t) von y(a) nach
d

¢(b). dabei hat man die Konvention [ f = — [ f zu beachten.
c d

20.2.9 Beispiele und Bemerkungen

Die Substitutionsregel Iasst sich fiir unbestimmte und bestimmte Integrale in zwei Richtungen an-
wenden: Von links nach rechts und von rechts nach links. Wir behandeln jeweils typische Beispiele.

(@) Zu berechnen sei fet2 - tdt.
Setzt man versuchsweise = = ¢(t) = t2, so folgt ¢/ (t) = 2t , also mit f(z) = e®

2/et2-tdt:/ezda: (x =1t%),
2

.2 1, € ¢€
tdt = = =2 -2

/e 2/6 2 =72

Mit einem scharfer Blick hatte man auch sofort erkennen kénnen, dass %fetZ - 2tdt =

2
1 foedy — € — € j
5 [efde = & = & ist.

folglich
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(b) Zu berechnen sei [ (sin®¢ + et cos tdt).
Man sieht direkt, dass G mit G(t) = 1 sin®¢ + e*i" ¢ eine Stammfunktion ist, also ist

/(sin3 t+ e costdt = 1 sin® ¢ + e*in?

%
(c) I:= [sin®t- costdt ist zu berechnen mit f(z) = z° und = = ¢(t) = sint erhalt man
0

us

1

2 H 1
4
I= /sin3tcostdt= /f(<p(t))<p’(t)dt = /m3dx = %
0
0 0

0

1

(d) Das Integral I = [(cost + cos® t)dt hat zunachst nicht die bendtigte Form, um 20.2.7(a) von
links nach rechts anwenden zu konnen. Beachtet man aber

I= /(1 + cos® t) costdt = /(2 — sin® t) cos tdt

und setzt jetzt sint := ¢(t) = z, dz = costdt, So erhalt man

23
I:/(2—m2)dm|z:5int = [2:1:— ?]

Ky

Fir das bestimmte Integral I, = [(cost + cos® t)dt erhalt man so z.B.
5

0
3 0

. o _ T _ _1 __23

Io—/(Q a:)dm_<2:c —3);_ (1 —24)_ 21

1
2

1
= (2sint — 3 sin® t)

r=sint

(e) Ist f = F' und a # 0, so gilt
/fat+ﬂ /fat+ﬂadt /f x)dz|,_ at+ﬁ—l F(at + B).
Hiermit ergibt sich z.B. (fiir a # 0)
/t“’—l-#cﬂdt = %/ﬁdt = al—z(aarctang) = 2arctan§

und fur bestimmte Integrale als Spezialfélle

(%) fft+adt ff )dz und
a+c
b
(x%) [ flat)dt =1 f f(x)dz (a#0)

(f) Istp : M — R stetig differenzierbar und ¢'(t) # 0 fur alle ¢ € [a, b], dann ist

[ Ea=1osleto)] (1) = 3: o = o)

Fira,b € M ist also

b
')
J¢@w—mwmm

(siehe auch die Tabelle der Grundintegrale)
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(9) Fira,be]—Z,Z[ gilt

272
b b

int
/tantdtz/sm dt:—logcost|[;
cost

a a

4

(h) Zu berechnen sei [(1 + z)\/zdz.

@

1
Hier wird man versuchen die Substitutionsformel von rechts nach links anzuwenden. Um die
Wurzel zu beseitigen, setzen wir z = ¢(t) = t?, dz = ¢'(t)dt = 2tdt und rechnen die Grenzen
um: z; = 1 wird fir ¢; = 1 und z» = 4 wird fur £ = 2 angenommen. Damit erhalten wir

4 2 2
/(1+w)\/5dx=/(1+t2)t-2tdt = 2/(t2+t4)dt
1 1 1
2
= 2(1t3+15t5)
3 1
14 62 256
- 35T

2
Zu berechnen sei I = [ z+/5z — 1dz.
1
Wir wollen ¢ so bestimmen, dass 1/5¢(t) — 1 = t wird. Dazu l6sen wir v/5z — 1 = ¢t nach z

auf und erhalten . 5
:—t2 1 d :—tdt
z=Z(+1), do=

und erhalten mit¢; = /521 —1=2und t3 = /522 — 1 =3

2 3
1 2
/:1:\/5:1:—1 = /g(t2+1)t-gtdt
1 2
9 3
_ = 4 2
= 25/(7: + t%)dt
2

2 (5 3|

% (3 + 5)

Durch Einsetzen der Grenzen erhalt man den gesuchten Integralwert.

Hier haben wir eine geeignete Subsitutionsfunktion gefunden, indem wir die Gleichung /5z — 1 =
t nach z aufgeldst haben, d.h. wir haben die Umkehrfunktion von z — +/5z — 1 bestimmt oder

Vv5z — 1 = 4(t) gesetzt, wobei ¢ die Umkehrfunktion von ¢ ist.
Das hat funktioniert, weil

2

¢:[2,3] = [1,2]
t - é(t2+1)

bijektiv ist mit der Umkehrfunktion
¢:[12] = [2,3]
z = or—1.

Ist ¢ : M — N bijektiv mit der Umkehrabbildung ¢ : N — M, dann kann man die Substituti-
onsformel auch in der Form (z1,z2 € N)

P(z2)

/ )¢ (t)dt = / f(z)de
P(w1) z1
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schreiben.

1
() Zu berechnensei [ V1 — z%dz.
-1

In der geometrischen Interpretation des Integrals erhalt man also den halben Flacheninhalt
der Einheitskreises. Unsere Berechnung sollte also den Wert 7 ergeben.

Hier liegt die Substitution = = (t) = cost nahe:

Wir integrieren unbestimmt und erhalten

/\/1—x2da::—/\/l—cosztsintdt:—/sithdt.

[ sin® ¢ kann man mit partieller Integration berechnen oder unter Beachtung von sin®t =
(1 — cos(2t)). Das folgt aus den Additionstheoremen

cos(2z) = cos®’t —sin®t und 1 = cos®t + sin?t.

Also ergibt sich

/\/1—:U2dx = —/sinztdt

1
= —E(t—sintcost)
= larccos:z: +I/1-a2
= 5 5 .
Fir das bestimmte Integral ergibt sich daher

1

1 ;
(—5 arccosx + g 1- :1:2>

1
/ V1 —z2dx

-1
21

I 142 (—1)
= 2 arccos 2 arccos

1 T
0+§7T—§

in Ubereinstimmung mit unseren frilheren Resultaten.

Die Beispiele zeigen, dass ein wesentlicher Teil der ,Kunst der Integration” in der Auffindung einer
geeigneten Substitution besteht. Durch raffinierte Substitutionen, die wie ein Zaubertrick wirken,
lassen sich manchmal sehr komplizierte Integrale so vereinfachen, dass man Stammfunktion an-
geben oder die Integrale berechnen kann.

7 . . . .
Um z.B. das Integral [ -#dz zu berechnen, kann man durch u := z* eine neue Variable einfiihren,
und man erhalt sofort

z7 1 u 1 fu+2-2 1 1 1 1
_ = — = — _ = — ——1 2) = — 4——1 4 2).
/w4+2dw 4/u+2du 4/ =" du G 2og;(u+ ) 1% 20g(:1: +2)
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Das gleiche Resultat, allerdings mit erheblich mehr Aufwand, hétte man mit der Methode der Parti-
albruchzerlegung einer rationalen Funktion erhalten kénnen.

Wie schon festgestellt, garantiert der Hauptsatz zwar, das jede stetige Funktion f auf einem Inter-
vall D eine Stammfunktion besitzt. Doch ist damit noch lange nicht gesagt, dass eine Stammfunk-
tion zu Klasse der elementaren Funktionen gehdren muss. Unter der elementaren Funktion versteht
man dabei die Gesamtheit aller Funktionen, die sich aus Polynomen, der Exponentialfunktionen,
dem Sinus und allen denjenigen Abbildungen zusammensetzt, die sich hieraus mittels der vier
,<Grundrechenarten“ (Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division), sowie den Operationen
»LZusammensetzen“ und Bildung der Umkehrfunktionen in endlich vielen Schritten gewonnen wer-
den kénnen.

Aus unseren friiheren Uberlegungen folgt:

Die Ableitung einer elementaren Funktion ist wieder eine elementare Funktion.

Bei Stammfunktionen elementarer Funktionen braucht dies nicht der Fall zu sein.

Systematisch hat sich wohl zuerst J.Liouville (1833) damit beschéftigt. Er hat flir eine grofRe Klasse
stetiger Funktionen nachgewiesen, dass sie nicht elementar invertierbar sind. In jlingster Zeit hat
man sich mit dem Aufkommen der Coputeralgebrasystemenen wieder mit dieser Frage beschaftigt
und dabei grof3e Fortschritte erzielt (vgl. z.B. R.H.Risch: The problem of integration in finite terms,
Transac.Amer.Math.Soc.139 (1969)167-183).

Durch Integration lassen sich aus gegebenen Funktionen neue Funktionen gewinnen, manche ha-
ben wegen ihrer Wichtigkeit einen eigenen Namen:

Der Integralsinus Si(z) ist definiert durch

T
e8]
.Z'2k+1

. int
Sz(m):/s—dt P e

0 k=0

Die Fehlerfunktion (Errorfunction) ist definiert durch
2k+1

E = et
r{ \/_/ = fz kT

Durch die angegebenen Reihenentwicklungen rechts lassen sich jedoch die Funktionswerte belie-
big genau berechnen.
Der Integralalgorithmus definiert durch

Dazu gehdren auch die sog. elliptischen Integrale, wie

1— k22 )
und/ ﬁdt 0<k*#1)

1
/ V(I -82)(1- k2t2)dt

(sog. Legendiesche Normalintegrale) oder die Weierstrass’schen Normalintegrale

1 t
/ —dt oder / —_—dt
4t3 - g2t — g3 4t3 - g2t — 93

wobei die Konstanten g», g3 die Bedingung A(g», g3) := g3 —27g3 # 0 erfillen sollen. Das bedeutet,
dass das kubische Polynom unter der Wurzel keine mehrfachen Nullstellen hat.

Historisch am Anfang dieser Integralbehandlungen (G.C.Fagnano, 1718) steht das elliptische inte-
gral

dt, 0<zx<1.

Jote
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Die Umkehrfunktion von E, nennen wir sie G, besitzt eine Fortsetzung als (meromorphe) Funktion
nach C, die Fortsetzung G ist doppelt-periodisch, d.h. es gibt zwei tiber R-linear unabhangige kom-
plexe Zahlen wy, w, (Perioden), mit G(z + wy) = G(z + wy) = G(z). Da unter den elementaren
Funktionen keine doppelt-periodischen vorkommen, kann G nicht zu den elementaren Funktionen

zahlen.

Im folgenden Abschnitt werden wir jedoch zeigen, dass rationale Funktionen elementar invertierbar
sind. Diese Aussage werden wir noch wesentlich prazisieren kdnnen.

20.3 Partialbruchzerlegung und die Integration der rationalen Funktionen

Dieser Abschnitt wird nachgetragen.

Als weitere Anwendung des Hauptsatzes beschaftigen wir uns mit der Frage der Vertauschbarkeit
von Differentiation mit Grenzprozessen.

20.4 \ertraglichkeit der Differentiation mit Grenzprozessen

Wir gehen von folgender Fragestellung aus: Ist D C R ein echtes Intervall und (f,,) eine Folge von
differenzierbaren Funktionen f,, : D — R, die gegen eine Funktion f : D — R konvergiert (etwa
punktweise oder gleichmafRig).

Die Frage, die sich automatisch stellt: Ist dann f auch differenzierbar und gilt etwa f’' = nh_{g@ 2

(1) Die schlechten Erfahrungen, die wir bei punktweisen Konvergenz gemacht haben, lassen
vermuten, dass f i.A. nicht mehr differenzierbar ist. Das einfache Beispiel f,, : [0,1] — R mit
fx) = =™ zeigt, dass die Grenzfunktion nicht einmal stetig, geschweige denn differenzierbar
ist.

(2) Auch die gleichmaRige Konvergenz garantiert nicht die Differenzierbarkeit der Grenzfunktion:
Dazu geben wir eine Folge (f,) von Funktionen f, : [-1,1] — R an, die gleichméaRig gegen

abs:[-1,1] — R
x +— abs(z) = |z|

konvergiert. Dazu definieren wir

2?4+ L fur|z| <L
_ 2 2n >
fn(w) - { |:L.|7 " far |$| > g
IR/
11| L1 R
2 2

Kritische sind die Punkte —1 und L. Dort haben beide Funktionen rechts in der Definition
die Steigung -1 bzw. 1. Das Minimum von f,, liegt bei 0 und hat den Wert %n, daher ist

1
1o = absl] < 5.
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fn konvergiert also gleichmaf3ig gegen abs, alle f,, sind differenzierbar, die Grenzfunktion abs
ist aber nicht differenzierbar (in Null).

Nach dem Weierstrass'schen Approximationssatz (siehe Kap VI) ist jede stetige Funktion f :
[a,b] — R gleichmafiige Limes einer Folge von Polynomfunktionen p,,. Jedes p,, € C*([a, b]),
eine beliebige stetige Funktion braucht aber nicht differenzierbar zu sein.

(3) Selbst wenn die Grenzfunktion f eine gleichmafiig konvergente Folge differenzierbarer Funk-
tionen f, differenzierbar ist, braucht nicht f' = lim f; zu gelten.
n—oo

Seidazufirn e N

fm:R = R

sin nx
T ,
n

(fn) istwegen |sinz| < 1 gleichmafig konvergent mit dem Nullfunktion f = 0 als Grenzfunk-
tion.

Es ist aber f;(z) = cosnz, (f,(x)) konvergiert z.B. fir x = 0, f/(0) = cos0 = 1, aber
lim f1,(0) =1 0= /'(0).

(4) Analoge Beispiele lassen sich bei Reihen differenzierbarer Funktionen finden:

o0 . o0

Die Reihe > Sl';g—;”) konvergiert gleichmaRig auf R, die Ableitung ) <312 konvergiert aber
n=1 n=1

z.B. nicht fur z = 0.

Ein Vertauschungssatz fir die Differentiation und Grenzwertbildung muss also etwa komplizierter
aussehen.

20.4.1 Satz (Vertauschbarkeit von Differentiation mit Grenzprozessen)

Ist D C R ein echtes Intervall und gegeben sei eine Folge (f,) von differenzierbaren Funktionen
fn:D >R
Wir machen folgende Voraussetzungen:

(a) Die Folge (f,) konvergiert in mindestens einem Punkt zy € D.

(b) Die Funktionen f!, n € N, sind stetig (m.a.W. f,, € C1(D))

(c) Die Folge (f),) konvergiere gleichméRig. ( es reicht: gleichméaRig auf jedem kompakten Teilin-
tervall [o, ] C D.

Dann konvergiert die Folge (f,) gegen eine differenzierbare Funktion f : D — R und es gilt
f= 1i_>m f} oder suggestiver

(i, ) = ln I

Zusatz: Ist D = [a,b] eine kompaktes Intervall, so konvergiert die Folge (f,) gleichmafig gegen
f. Die Grenzfunktion der Folge (f}) sei g. Als gleichmafiges Limes stetiger Funktionen ist g stetig
(vgl. ??7?). Auf Grund des Hauptsatzes gilt

fa(@) = frlzo) +/f7’l(t)dt fior z € D und ne N

Zo
Nach dem Stabilitatssatz (vgl. ???) gilt

T T

lim [ ()dt = / g(t)dt furalle z € D

n—oe
Zo zo
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und damit existiert

T

f(z) :== lim f,(z) = nlgr;o frn(o) +/g(t)dt = f(=zo) +/f(t)dt furalle z € D

n—oo
To To

Der Hauptsatz liefert nun fir alle z € D

f'(@) = g(z) = lim f,(x).

n—oo

Beweis des Zusatzes:
Ist D = [a,b] ein kompaktes Intervall, so folgt aus der Ungleichung

@) — F@)| < |fulzo) — f(@0)] + / fi(t)dt - / o(t)dt
< falo) = f(@o)| + |z = zolllf, — ol
< fulzo) — flzo)| + (b—a)lIFh — gl

fur alle z € [a, b] die gleichmafige Konvergenz von (f,) gegen f.
Wendet man den Satz auf die Partialsummen einer Funktionenreihe an, so erhalt man

20.4.2 Korollar

Ist D C R ein echtes Intervall, (f,,) eine Folge von stetig differenzierbaren Funktionen mit folgen-
den Eigenschaften:

Es gibt einen Punkt 2y € D, so dass die Folge (F,) = (Z fk) der Partialsummen in zy konver-
k=0
giert.
Die Folge (F)) = (Z f,g) konvergiere gleichmaRig auf D( es genugt gleichmaRig auf jedem
£=0

kompakten Teilintervall). Dann konvergiert die Folge (F},) gegen eine differenzierbare Funktion

F: D — Rund es gilt
o ! o
k=0 k=0

Ist D kompakt, dann konvergiert (F;,) gleichmafig gegen F. Die wichtigste Anwendung dieses
Satzes betrifft Potenzreihen:

20.4.3 Korollar

o0
Ist 3 ax(z — a)* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius » > 0, D := U,(a) und ist
k=0

p:D —- R

o0
x - Zak(:v —a)*
k=0

die durch die Potenzreihe dargestellte Funktion, dann gilt

oo

p(z) = ikak(x —a)f 1t = Z(k + Dags1(z — a)k.
k=1

k=0
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Die Ableitung einer Potenzreihe erhalt man also (wie bei Polynomen) durch
gliedweise Differentiation der Reihe.

o0
Zusatz: g: D = Rmitg(z) :== > 75 (z — a)k*! ist eine Stammfunktion von p.
k=0

o0
Beweis: Wir wissen, dass die formal differenzierbare Reihe Y~ kay(z — a)*~! den gleichen Kon-
k=1
vergenzradius wie die Ausgangsreihe hat (das folgt auch einfach aus der Cauchy-Hadamardschen
Formel fir den Konvergenzradius). Daher erflllt p die Voraussetzungen des Korollars, weil jedes
z € Ur(a) in einem abgeschlossenen Teilintervall [a — g,a + ¢] € U,(a), in welchem die formal
abgeleitete Reihe gleichmafiig konvergiert (0 < o < r geeignet).
Durch mehrfache Anwendung folgt p € C* (D) und fur k € Ny gilt

(k)
0 = [2@

Hieraus kommen wir im ndchsten Abschnitt zurtick.

Daauch }° 74 (z — a)**+1 den Konvergenzradius r hat, gilt auch der Zusatz.

Durch Anwendung des Korollars erhalt man vollig neue Beweise fiir die Ableitungen von exp, cos,
sin, cosh, sinh, etc.

20.4.4 Beispiele und Bemerkungen

k k

(@) Wegenexp(z) = 3 &y = 1+2+ 2 +...+ 2 4. folgt

k=0
2 k+1
' _ 2 k—1
exp'(z) = 1+2!m+...+(k+1)!x +
z? z*
= 1+Z’+§+...+E+...
= exp(z)
Analog folgt fur z € R
sin’ z = cosx, cos' z = —sinx, cosh't =sinhz und sinh'z = coshx.

(b) Beim Beweis der Ableitungsformel fiir exp wurde die Funktionalgleichung (z,y € R) exp(z +
y) = exp(x) exp(y) wesentlich benutzt.
Weil3 man jetzt Uber die gliedweise Differentiation der Reihe, dass exp’ = exp gilt, so kann
man die Funktionalgleichung (das Additionstheorem) so beweisen:
Bei festem, aber beliebigen y € R, betrachte man

g:R =+ R
x +— exp(z+y)exp(—z)

Nach der Produktregel ist
9'(z) = exp(z + y) exp(y) — exp(z + y) exp(—z) = (exp(z +y) — exp(z +y)) exp(—z) = 0.

Da R ein Intervall ist, ist also g(z) = g(0) = exp(y), also

‘ exp(z +y) = exp(x) exp(y) ‘
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Damit ist die Funktionalgleichung (das Additionstheorem) von exp mit Hilfe der Differential-
gleichung von exp bewiesen.

Man beachte, dass wir in einen circuluc vitiosus geraten waren, wenn wir exp’ = exp nicht
mit Hilfe der gliedweisen Differentiation der Reihe bewiesen hatten.

20.5 Taylor’sche Formel, Taylor-Reihen, Abelscher Grenzwertsatz

Wir haben die Funktionen exp, sin, cos, sinh, cosh etc durch Potenzreihen eingefiihrt (sogar fir
komplexe Argumente). Potenzreihen sind offensichtliche Verallgemeinerungen von Polynomen,,
diese wiederum sind sehr gut handhabbare Funktionen mit angenehmen Eigenschaften (stetig,
beliebig oft differenzierbar). In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns systematisch mit der Ent-
wicklung von Funktionen in Potenzreihen. Wir werden sehen: Ist eine Funktion Gberhaupt in eine
Potenzreihe entwickelbar, dann ist diese Potenzreihe notwendig die Taylor-Reihe, zunachst zur
Erinnerung.

Ist f: D - R (D C R ein echtes Intervall) a € D und f in a differenzierbar, dann approximiert die
Tangente

T:D - R
z = f(a)+ f(a)(z —a)

an den Graphen von f die Funktion f in einer Umgebung von a so gut, dass sogar
(%) lim

gilt.
Ferner ist f(a) = T'(a) und f'(a) = T'(a). Ty := T ist ein Polynom von Grad < 1. Wir wollen in
Verallgemeinerung dieser Situation von folgender Problemstellung ausgehen:
Gegeben sei eine echtes Intervall D C R, eine hinreichend oft differenzierbare Funktion, sagen
wir n-mal differenzierbare Funktion (n € N). Gesucht ist ein Polynom T}, : R — R vom Grad < n
mit der folgenden Eigenschaft:

(%) Tu(a) = fa) = fO(a),

Ti(a) = f'(a),...,T™(a) = f™(a).

Wir machen fiir das Polynom T, versuchsweise den Ansatz
To(z) =Y ap(z—a)*  (ar €R; 0<k<n)

weil wir f in einer Umgebung von a approximieren wollen.
Wegen Ték)(a) = klay fur 0 < k < n, ergibt sich, dass die a; durch f eindeutig bestimmt sind:

(%) (g (k)
ak:T"k_!():fk_!(a)'k:O,”"n_

20.5.1 Satz und Definition
Es gibt genau ein Polynom T;, : R — R vom Grad < n, das (xx) erfillt ist, nAmlich
T:-R - R
o o Tu@) = TaalNE) = £(@) + F@@-a) + oot T Do = 3 L@ (o g
k=0

k! k!
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Abbildung 21: Schmiegparabeln der Grade 1, 2, 3 der Exponentialfunktion am Punkt O

T, heil3t n-tes Taylor-Polynom von f zum Punkt a. (B. Taylor 1685-1721, Schiler von I.Newton)

ap = % heil3t der k-te Taylor-Koeffizient von f im Punkt a.
Wir werden sehen, dass fiir den Fall, dass f n-mal stetig differenzierbar ist, in Verallgemeinerung

von (x) gilt

f 1@ = Taala) _

z—a (;1: — a)"
Das Taylor-Polynom T; ist die Tangente an den Graphen von f, das Taylor-Polynom T, eine Pa-
rabel, falls f"(a) # 0. Den Graphen von T}, ,(f) nennt man auch Schmiegeparabel n-ten Grades
von f in a. (siehe Abb.21, Abb. 22 und Abb. 23)
Um die Gute der Approximation von f durch T, ,(f) zu messen, bezeichnen wir die Differenz
(Abweichung) f — T, o (f) Mit Rpyq:

Rt (2) = f(2) = Tna(f)(2).

Ob und in wieweit Taylor-Polynome als brauchbare N&herungen fur f (wenigstens ,nahe bei a*) zu
betrachten sind, kann erst durch Analyse dieses Fehlers beantwortet werden. Es gilt nun

20.5.2 Satz (Taylor’sche Formel mit Integralrestglied)

Ist D C R ein echtes Intervall, f € C"t1(D) (f also n + 1-mal stetig differenzierbar), a € D.
Dann gilt fur alle x € D

n (n)
f@=t@+ e+ LG —ap s+ LD R )

mit

T

Roa(e) = o [ (0= 071000,

a

also f(z) = Tn,a(f)(@) + Rt ().
Bemerkung: Der Rest R, 1 hangt nattrlich auch (wie das Taylor-Polynom) von f und der Stelle a.
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0.8 /

Y,

0.4

0.2+

Abbildung 22: Schmiegparabeln der Grade 1, 3, 5, 7, 9 des Sinus am Punkt O

0.8+

0.6

0.4+

0.2+

Abbildung 23: Schmiegparabeln der Grade 0, 2, 4, 6, 8 des Cosinus am Punkt O
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Diese Abhangigkeit bringen wir jedoch in der Notation (im Gegensatz zum Taylor-Polynom) nicht
extra zum Ausdruck.

Beweis von 20.5.2: Im Fall n = 0 lautet die Aussage f(z) = f(a) + [ f'(¢)dt, das ist genau die

a
Aussage des Hauptsatzes (Version 2 fir stetig differenzierbare Funktionen f). Es bietet sich
also ein Induktionsbeweis mit der Induktionsverankerung n = 0 an.
Schluss von n — 1 auf n:
Wir nehmen an, dass die Formel fir n — 1 gilt:

ﬁ /(a: )t ) ()

R, (z)

(*) f(.'E) = Tnfl,a(f)(m) +

Mit partieller Integration folgt

z

(z—t)"
n!

. () (q
+ % /(w oy D (e = n'( Mo —a) + R (o).

a

Ry (z) = - £ )

a

~ v

Rny1(z)

Setzt man diesen Wert fur R,,(z) in die Darstellung (x) ein, so folgt

1@) = Tor D) + LD )" + R (@) = To()) + R 2)

und das ist die Aussage fir n.

O

Obwohl man an der Integralform des Restgliedes schon einiges ablesen kann, ist die folgende
Form des Restgliedes fur Anwendungen haufig guinstiger.

20.5.3 Satz (Lagrange’sche Form des Restgliedes)

Ist D C R ein echtes Intervall, f € C"*}(D), a,z € D. Dann gibt es ein £ mit £ € [a,z] oder
& € [z,a] mit

FmE)
=T A 7]
1@) = Toa()@) + Ty

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (vgl. ???) existiert ein &, so dass gilt

(z —t)"“]m _ ()
m+1D! | (n+1)

(x —a)"

n+1

Ronl@) = o [(a=0r s 0a = foe(9) [ E-Da = s |

a a

Man kann die Voraussetzung noch abschwéachen.

(z—a)

20.5.4 Satz

Sei f € C*(D) und f( : D — R noch differenzierbar in alle inneren Punkten von D. Dann gibt es

zua€eDundz e Deindmitd < <1, sodass gilt

ft(a+9(z — a))
(n+1)!

(x —a)™t
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Beweis : Man betrachte flr festes x

! f(n)u n 1 n+1
o) = £@) = £0) = P~ ) = oo - E @ o e

wobei die Konstante o € [a, z] bzw [z, a] gewahlt sei und so bestimmt wird, dass g(a) = 0 gilt.
Da auRerdem g(z) = 0, gibt es nach dem Satz von Rolle ein ¢ €]0, 1[ mit ¢’'(ag+¥(z—a)) = 0.
Andererseits folgt

) =~ P ) )"+ ()"

und damit folgt o = £tV (ag + ¥(z — a)).

Man beachte, dass dieser Satz im Fall n = 0 gerade der MWSD ist.

20.5.5 Folgerung

Ist f € C™(D) und f("+1) =, dann ist f ein Polynom vom Grad < n.
Denn das Restglied im letzten Satz ist dann immer Null und f reduziert sich auf das Taylor-
Polynom von Grad < n.

Alle Polynome vom Grad < n sind also Losungen der Differentialgleichung
(1) = 0 (sogar auf ganz R)

Die verschiedenen Darstellungen des Restgliedes werden wir fir Abschatzungen der GroR3e des
Fehlers als auch (speziell die Lagrange Form) zur Bestimmung des Vorzeichens des Fehlers be-
nutzen.

20.5.6 Beispiele und Bemerkungen

(a) Esgilt sin,cos € C*°(D) und fur a = 0 ist

3 a:.2n+1

. x
sy = x — g + e + (—l)nm + R2n+3($)
mit -
sin“" (&) 4 cosé
R n — n+3 _ -1 n+1 2n+3
n+3(2) = o TR 0 ®
mit £ zwischen 0 und z, und damit gilt fur alle z € R
n 2k+1 |w|2n+3
ing — Y (=1)k — <
— ;( V@D S Gnran

Als einfaches Beispiel berechnen wir den relativen Fehler r(z), wenn man im Intervall ]0, 7]
den Sinus durch des Taylor-Polynom P(z) := T3(x) := = — g—? approximiert. Es ist (beachte

sinz > 0)
_ sinz — P(z) z°
0<rie)= sinz ~ blsinz’
Fur0 <z < 7 ist aber
‘ 3 72 2
sma:Z;c—ﬁ =z(1 y) 23:(1—42—_3!),
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also

z* d

<
5!(1 - 4§-23!) 4t 5! (1 - 4§_23!)

0<r(z) <

< 0,0036 (Taschenrechner oder Maple)

Also ist der relative Fehler kleiner als 0, 36%.
Analog gilt fiir alle z € R:

n 2k |$|2n+2

coST = kzzo(_l)k (;k)! S @nt2)

(b) Furexp € C*°(R) und a = 0 folgt

(E2 " $"+1

ot =+ ——€"

Tr . —
e’ :=exp(z) =1+2z+ o A

mit0 <J < 1.
Will man etwa exp im Intervall [—1, 1] durch ein Polynom bis auf 2 Stellen nach dem Komma
genau approximieren, so leistet das Taylor-Polynom T5 das Gewuinschte:

So ist namlich

22 2 ot Al

e e

P(x) =T, =1
(z) 5,0(exp)(z) T 6 24 120

und damit 6
=2 et < © 20,0038

T_p —
le @) = 755 720

Aus der obigen Darstellung von exp z ergibt sich fur z = 1 auch die Abschatzung

3

0<e—-E, < —
¢ (n+1)!

n
fir alle n € Ny, dabeiist E, = 3 7.
k=0
Aus dieser Abschatzung ergibt sich (vgl. ???) leicht die Irrationalitét von e.

Die hinreichende Kriterien fur lokale Extrema oder Wendepunkte (vgl. ???) versagen schon
in einfachen Beispielen: P;(z) = z* oder Ps(z) = z°

Mit Hilfe des Lagrange’schen Restgliedes erhalt man folgendes hinreichende Kriterium fir
lokale Extrema.

20.5.7 Satz (hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema)
Sei D C R ein echtes Intervall, f € C™"t1(D). In einem Punkt a € D gelte f'(a) = f"(a) = ... =
f™(a) = 0, jedoch f(®*+1(a) # 0. Dann hat f ina

(a) ein strenges (striktes) lokales Minimum, falls n. ungerade und ("t (a) < 0 gilt;
(b) ein strenges lokales Maximum, falls n un gerade und f("+1)(a) < 0,
(c) kein Extremum, falls n gerade ist.

Man hat die Differenz f(z) — f(a) zu betrachten. Zunachst besagt die Voraussetzung

FrDE)

= m(w — Cl)n+1 = Rn+1($)

flz) -

Wir betrachten den Fall f**1(a) > 0 und wahlen ein moglicherweise kleines Intervall Us(a), SO
dass fiir alle z € Us(a) N D gilt £+ (z) > 0, insbesondere ist f(**+1)(¢) > 0.
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Ist nun n ungerade, also n + 1 = 2k gerade, dann gilt fiir z € Us(a) N D immer (z — a)?¥2°, wobei
das Gleichheitszeichen nur fir z = a gilt. Es ist also R,+1(z) > 0 fur alle z € Us(a); = # a. An
der Stelle a liegt also ein strenges lokales Minimum vor. Die Aussage fur den Maximum erhalt man
durch Ubergang zu —f.

Ist jedoch n gerade, also n + 1 ungerade, soist R,,y1(x) > 0 furz > a und R, 4;(x) < 0 furz < a;
In a kann in diesem fall weder ein Maximum noch ein Minimum vorliegen.

O

Wir beweisen nun die angekiindigte Verallgemeinerung der Formel (x) aus der Einfiihrung zu die-
sem Abschnitt:

20.5.8 Satz (qualitative Form der Taylorschen Formel)

Ist D C R ein echtes Intervall und f € C™*(D), n € N, a € D. Dann gilt fir alle x € D

(x)  f(@) =Tna(H)(@) + (2 — a)"o(),

dabei ist p : D — R eine in a stetige Funktion mit g(a) = 0.

Man sagt hierfiir auch: f und T}, o f stimmen in a in n-ten Ordnung Gberein.
Zum Beweis gehen wir von (Lagrangesches Restglied)

n—1 (k)
F@) ~ToraN@) = @) -3 D@ - ay

k=0
(n)
S il

aus.

Man beachte: wir haben nur f € C™(D) vorausgesetzt.
Dann folgt

(n) () (g) — £l
£@) ~ TaralP@) = L0 q )  LHO T @ gy

o(a)
Da £ zwischen a und z liegt, also die Gestalt £ = £(z) = a+¥(z —a) hat mit 0 < 9 < 1, folgt wegen
der Stetigkeit von f(™

FMEm) = f™(a)

lim p(z) = lim ‘ =0,
E ;» a T—ra n:

d.h. g ist stetig in a und p(a) = 0.

20.5.9 Beispiele und Bemerkungen
(a) Die Gleichung (x) in 20.5.(8) ist &quivalent mit
@) = Ta(N@) _

z — a (;L'—a/)n
x a

Im Fall n = 1 erhalt man also einfach die Charakterisierung der Differezierbarkeit durch die
lineare Approximierbarkeit. Das Taylor-Polynom T}, ,(f) ist durch (x) charakterisiert, denn es

gilt:
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(b)

Ist p, : R = R ein Polynom vom Grad < n, mit zhina % =0, dann ist p,, = T, o(f),

z #a
denn aus der Voraussetzung folgt dann auch

i Tna (@) = pa2)

z a _ n
=y (x —a)

=0

das gehr aber nur wenn T, ,(f) — pn, das Nullpolynom ist.

Haufig verwendete Naherungsformelnberuhen auf der qualitativen Form des Taylorschen Sat-
zes.
(@) Vitzm14E-— % (}63 g2t

B) 1zz1—%m+8m—16w

(7) 15 ~ 1+ z (|z| immer hinreichend klein).

i

Haufig beniigt man sich z.B. im Fall (a) schon mit /1 + 2 =1+ £ + p(z) (ig% o(z) =0)
(hier wird
fI-1L,1 - R
z = 1+z

betrachtet, a = 0)

Wir benutzen die obige Formel, um ganz einfach

Jlim (Vo +vn—vn) =3

Zu zeigen.
Firn > 1 ist namlich

1 1
\/n+vn= n(1+% = vn Hﬁ

1 11
= \/_(1+W+Q(_nj\/_)
= Vn+tsg +@(%)

. . 1 _
Hieraus folgt aber wegen nh—>néo g(\/ﬁ =0(0)=0

nlgrgo( n-l-\/——\/ﬁ):%

Ist nun D C R ein echtes Intervall und f € C*°(D), a € D, dann ist ja inshesondere

f € C™(D) fur jedes n € Ny und man kann fur jedes n das n-te Taylor-Polynom T, .(f)(z) =

Z " )(“) (z—a)* betrachten und fragen: Existiert lim T, o(f)(2) = lim > %(x—a)k?
n— o0 k=0 *

k=0
Das fuhrt zu folgender Definition:

20.5.10 Definition (Taylor-Reihe von f € C*°(D)

Ist D C R ein echtes Intervall, f € C*(D), a € D. Dann hei3t die Potenzreihe T, ,(f)(z) :=

3 %(m — a)* die Taylor-Reihe von f im Punkt a (oder zum Entwicklungspunkt a).

£=0
Dabei stellt sich die Frage:
Konvergiert die Taylor-Reihe -wenn sie denn konvergiert- immer gegen f ?
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20.5.11 Bemerkungen und Beispiele

@)

(b)

(©

(d)

Auf Grund des Taylor'schen Formel mit Restglied konvergiert die Taylorreihe T o (f) () fur
x € D genau dann gegen f(z), wenn lim R,4,(z) = 0. Oder aquivalent: Die Folge (T, (f))
n—oo

der Taylor-Polynome konvergiert genau dann und T, . f stellt dann die Funktion f ander
Stelle z dar, wenn die Folge (R,1(x) der Reste eine Nullfolge ist.

Weiss man, dass f irgendwie um a in eine Potenzreihe entwickelt werden kann, gibt es
also eine Potenzreihe Y ax(z — a)* mit positivem konvergenzradius r > 0, so dass fir alle
z € U.(a) N D gilt

f(.’L') = Zak(m - a)ka
k=0

dann folgt aus dem Satz Uber die gliedweise Differenzierbarkeit einer Potenzreihe fur k£ € Ny,

ap =

£*) (a)
k!

d.h. die Potenzreihe stimmt mit der Taylor-Reihe tiberein. Es gillt also T o (f)(z) = f(z) und
unsere obige Folge ist positiv zu beantworten.

Eine Potenzreihe kann aber auch nur fir den Entwicklungsopunkt a konvergieren (Kon-
vergenzradius Null). Es kann tatsachlich vorkommen, dass die Taylorreihe einer Funktion
f € C*(D) nur fur den Entwicklungspunkt a konvergiert. Ein solches Beispiel wird z.B.
durch die Funktion f € C*°(R) mit (z € R,a = 0)

f@) =3 2ik cos(kz)
k=1

geliefert. (vgl. z.B. Barner-Flohr: Analysis 1, 9.5)
Fir die Funktion f ¢ C*°(R) mit
_ exp(—wl—2, furz #0
f(m)_{o, fiir z = 0
gilt (vgl. Ubungsaufgabe ??? vom Blatt ??2?) f € C°°(R) und f*)(0) = 0 fur alle k € Ny.

Two,0f(z) konvergiert also fur alle z € R, aber nur fiir z = 0 wird die Funktion dargestellt.
Obwohl hier der Konvergenzradius der Taylor-Reihe positiv ist, stellt sie nur fiir den Entwick-
lungspunkt die Funktion dar.

Aus der Bemerkung (b) folgt der bemerkenswerte

20.5.12 Eindeutigkeitssatz (Identitatssatz) fur Potenzreihen

Konvergieren die Potenzreihen

Zak(x —a)* und Zbk(x —a)*
k=0

in Ur(a) (R > 0) und stellen sie dort dieselbe Funktion dar, dann gilt a, = by, fur alle k € Ny.

Beweis : Die dargestellte Funktion sei etwa f. Dann gilt nach (b) einerseits % = ayg, aber auch

f(kk)!(a) = b, fur alle k € Ny, d.h. aj, = by.

O
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Die beiden wichtigsten Interpretationen des Satzes sind:

(1) Wenn es uberhaupt moglich ist eine Funktion in Ug(a) =]a — R, a + R][ als Potenzreihe mit
Entwicklungspunkt a darzustellen, dann nur als Taylor-Reihe:

(k)
£@) = TalH@) = 3 D0 — e
k=0
(2) Wird eine Funktion f auf zwei verschieden Weisen als Potenzreihe mit Entwicklungspunkt a
dargestellt, dann sind die Koeffizienten entsprechender (x — a)™-Potenzen gleich.
In dieser Form nennt man Satz auch Satz von Koeffizientenvergleich.
Mit ihm gelangt man haufig zu nicht-trivialen Beziehungen.
Der Satz enthalt auch als Spezialfall den Identitatssatz fur Polynome.

20.5.13 Satz (Hinreichnende Bedingung fiir die Darstellbarkeit einer C°°-Funktion durch ihre Taylor-
Reihe)

Ist f € C>°(D), a € D und gibt es Konstanten A und B, so dass firr alle z € D und alle n € N, die
Abschéatzung | f(™ (z)| < AB™ gilt, dann gilt

f(@) = Too,a(f)(2)
Unter dieser Voraussetzung ist namlich

AM”+1|.’17 _ a|n+1 _ (B|.’I? _ al)n+1

Brall < = e =4 g

und die Folge rechts ist eine Nullfolge.

Zusatz: Gilt sogar |f(™) (z)| < M fir alle z € D und alle n € Ny, dann gilt lim R, (z) = 0.
n—oo

20.5.14 Weitere Beispiele fur Taylor-Reihen

(a) Die C'*°-Funktionen sin, cos, sinh, cosh, exp wurden durch ihre Taylor-Reihe zum Entwick-
lungspunkt O eingefiihrt.
Es gilt aber fiir allea € R, z.B. sinz = T, o(sin)(x) bzw. cosz = T, 4 (cos)(z) bzw.

. oxp®)(a
exp(@) = Tooalep)r) = 3 2o )
k=0 '
s,
k=0 '

sin, cos, exp werden also fur alle a € R durch ihre Taylor-Reihe dargestellt und zwar auf ganz
R

Denn es gilt |sin®) ()] < 1 und | cos®® (z)| < 1 fir alle z € R und alle k € Ny, daher folgt aus
dem Zusatz von 20.5.13 die Behauptung.

Fur die Exponentialfunktion kann man analog schlie3en:

Man nimmt die Lagrange’sche Form des Restgliedes R,1+1(z) =
€ € [a, ] oder € € [z, a] gilt. Ist dann k& = max{a,z}, so ist

exp" ) ()

g (T — a)"*1, wobei

|exp™ ()] = |exp(é)] < exp(b) =: M,
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(b)

(©

also ist,
M|z — a|"1
< -
|ILH4($)|— (n-Flﬂ
und damit lim R,41(z) =0firallez € R.
n—o0

Im Fall der Exponentialfunktion hatte man auch mittels der Funktionalgleichung auf exp(z) =
Too,q(exp)(z) fur alle a € R und alle z € R schlieRen kénnen:
Esistja

exp(z) = exp(a)exp(z —a)

o Nk
= exp(a)z (z —a) (nach Def. von exp)

k=0

In Spezialféllen kann man ohne Benutzung der Darstellungen in ??? das Restglied erhalten:
Sei dazu

f:R-{1} —- R
1
11—z

T

Nach der Summenformel fiir die geometrische Reihe ist fur |z] < 1

Daher P, (z) := Too(f)(x) = kzijo ",

Statt aber das Restglied aus der Potenzreihendarstellung abzulesen, was dieses nur fur
|z| < 1 liefern wirde, beachten wir, dass fir z # 1 gilt

+1 — pntl n
1 _ " _ 1 " ::jz:xk
11—z 11—z 11—z

Es ist also fur alle = # 1 (d.h. in] — oo, 1] bzw. ]1, oo[)

xn+1
Rpyi(z) =

1-z°

Firz > —1 sei f(z) = log(1 + =) (beachte f'(z) = 3).
Wir wollen die Taylor-Reihe von f zum Entwicklungspunkt ¢ = 0 aufstellen und nach Méglich-
keit nur wenige Ableitungen ausrechnen.

Dazu beachten wir, dass nach dem Hauptsatz gilt

@) = / l%tdt.

Fur |z| < 1 gilt daher
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Nun konvergiert 3~ (—1)¥t* gleichméaRig auf [—|z|, |z|]. Mit ??? folgt daher
k=0

xz

@) =togl1 +2) = (1)t [ tkar =3 e

k=0 0 k=0

Damit haben wir: Fur |z] < 1 gilt

Da die Reihe rechts auch noch (nach dem Leibniz-Kriterium) fir = 1 konvergiert, ist zu
vermuten, dass die Darstellung auch noch fiir z = 1 gilt, dass also

)k:l

log2—2:(1 =l-i4+Li-14+LiF...

Wl
Lol
S

gilt.
Dazu benutzen wir die Taylorsche Formel mit dem Lagrange’schen Restglied (0 < ¢ < 1)

1 1 — S 1 k—1 mk (_1)" 1 n+1
og(l+2) =3 (-1) Tt nrias o’
k=1 N _

~~

Rnt1(z)

Fir0 <z <listdann1+9z < 1,also 0 <
lim R,y1(z) =0, speziellist lim R,41(1) = 1.
n—oo n—oo

< 1 und damit [R,4+1(z)| < also

1+19 n+1 !

Fassen wir zusammen:
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20.5.15 Satz

Fur alle z €] — 1,1] gilt

k
k=1
Speziell gilt:
1 1 1
10g2—1—§+g—1 5 ~0
20.5.16 Bemerkung
Da lim log(l + x) = —oo gilt und die rechte Seite fir z — —1 (z > —1) ebenfalls diesen unei-
z = 1
z > —1
gentlichen Grenzwert hat, gilt die Darstellung bei grof3zuigiger Interpretation auch noch fir z = —1.

Auf die Konvergenz der Taylor-Reihe im Punkt 2z = 1 hatte man auch mit Hilfe des folgenden sehr
nitzlichen Satzes schliel3en kénnen.

20.5.17 Satz (Abelscher Grenzwertsatz, N.H.Abel, 1826)

Die Potenzreihe 3 a;z* besitze den endlichen und positiven Konvergenzradius r. Die Reihe 3 ay,z*
sei noch fur z = r konvergent. Dann ist die durch die Potenzreihe dargestellte Funktion f :]—r, r] —
R in r noch (rechtsseitig) stetig, d.h. es gilt

Beweis : Wir kdnnen oBdA r = 1 annehmen, denn hat die Potenzreihe }" a,2™ den Konvergenz-
radius r > 0, so hat die Reihe Y byz* mit by, := ayr* offensichtlich den Konvergenzradius 1
und 3~ brx® ist dann und nur dann fur z = 1 konvergent, wenn 3" axz* fur z = r konvergent
ist.

Wir setzen s_; :=0und s, :=ag + a1 + ...+ a, und erhalten fur |z| < 1

n n n—1
Z apz® = (s — sp—1)z" = (1 —x) Z spz® + spa”
k=0 k=0 k=0

und damit (n — oo) fir |z| < 1
fl@)=>1-2) ZSkxk.
k=0

Ist

o o
s= lim s, = lim E ak:E ak,
n—0o0 n— o0

k=1 k=0

dann folgt wegen (1 —z) 3 =¥ =1 (|z| < 1) (Summenformel fur die geometrische Reihe)
k=0

oo

(%) f@)—s=(1-2) Z(sk — 8)z*.

k=0
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Wegen s = li_>m sn, gibt es zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0 ein N € N, so dass fur alle
n—oo

n > N gilt |s, — s < §.

Fiir 0 < z < 1 folgt dann aus (x)

f@)—s] < 1-2)3 |sn—sa*

< (1—1') |Sk—8|+—.
Wahlen wir nun ein § €]0, 1], so dass fir alle z €]1 — 4, 1] gilt

N-1 .
(l—a:)kz_o|sk—s|<§,

so folgt fir diese z
f@)—sl < S +2 ==,
d.h. esist

lim f(z)=s= iak.
k=0

—
<

o

O

Um die Tragweite des Abelschen Grenzwertsatzes zu demonstrieren, beweisen wir an dieser Stel-
le einen Satz Uber das Cauchy-Produkt nicht notwendig absolut konvergenter Reihen.

20.5.18 Satz (N.H. Abel, 1826)

n

Sind die drei (reellen) Reihen > ag, > b und Y ¢, mitec, := > agbn—i konvergent und sind A, B

k=0
bzw. C ihre Summen, dann gilt C = A - B oder explizit
2oCn= 2 ak- ) b
n=0 k=0 =0

Man beachte, dass hier keine absolute Konvergenz vorausgesetzt wird.
Firz € [0,1] sei

A(z) =Y ape®, B(z) =Y bie! und C) = Y cqa”
k=0 =0 n=0

und es gilt A(z)B(z) = C(z) fur 0 < z < 1. Wegen der vorausgesetzten Konvergenz von
> ak, > b und Y ¢, besitzen die Funktionen nach dem Abelschen Grenzwertsatz einen Grenz-

wert furz — 1 (z < 1).

Aus A(z)B(z) = C(z) folgt daher wegen lim A(z) = A, lim B(z) =B und lim C(z) =C,
z < z z <1

auch
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(d) Als weiteres Beispiel behandeln wir die Taylor-Reihe von arctan und gehen ahnlich wie bei

Beispiel (c) vor.

Wir nehmen das Ergebnis vorweg:

20.5.19 Satz

Fur alle z € R mit |z| < 1 gilt

(e)

PR S 00 p2k+1
t =r—-——+——-—=%...= —1)k
arctanz = x 3+5 7 1;)( )2k+1
Speziell gilt
T 1 1 1
tanl = —=1— -+ - — =+ ...
arctan 1 3 + R 7
Denn fur |z| < 1 gilt
xr x xr
1 = k 42k = k 2k = k gk
arctanx = /H——tzdt: /Z(—l) t dtzz:(—l) /t dt = Z(—l) TR
0 o k=0 k=0 0 k=0

(da >>(—1)*¢* auf [0, |z|] gleichmaRig konvergiert)
Fur z = 1 folgt die Gultigkeit der Formel aus dem Abelschen Grenzwertsatz, da nach dem
Leibniz-Kriterium die Reihe kE_:O %lﬁ konvergiert.

Da der Abelsche Grenzwertsatz aber auch fiir den Fall gilt, dass die Potenzreihe Y ajz*
noch fiir x = —r konvergiert, gilt die Darstellung fur alle z € R mit |z| < 1.

Bemerkung: Zur praktischen Berechnung von = ist die Formel

" 101 01 1 1
m_qoti
1 3T5 7to 1

nicht sonderlich gut geeignet, da die Reihe zu langsam konvergiert.

Der BBP-Algorithmus (vgl. ???) ist da wesentlich effizienter.
Im Vor-Computer-Zeitalter hat man mit der Darstellung (sog. Machinsche Formel)

T 4 arctan 1 arctan L
— =4 arctan — — —
4 5 239

gearbeitet, die schneller konvergiert.

Binomische Reihe
Eine wichtige Reihe, die als Spezialfall sowohl die binomische Formel als auch die geome-
trische Reihe umfasst, ist die binomische Reihe, dahinter versteht man die Reihe

ba(x)::i(z>wk, aelR

k=0

( : ) ist dabei der schon in ??? definierte Binomialkoeffizient

(5)=n ()= wen
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Wir werden sehen, dass durch diese Reihe die Potenzfunktion z — (1+ z)® = exp(alog(1l +
x)) wenigstens in | — 1, 1] dargestellt wird. Berechnet man namlich die Taylor-Koeffizienten
von f(z) = (1 + z)* zum Entwicklungspunkt a = 0, so erhalt man

fB@)y=al@—1)...(a—k+ 1)1 +z)** =k ( Z > (1+z)**k

und damit %91 = ( Z ) und daher

TeaN@) =3 (4 ) = b

k=0

Die Frage ist zunachst, fiir welche z € R die Binomialreihe b, (x) konvergiert.
Um triviale Falle auszuschlieBen, nehmen wir o ¢ Ny und z # 0 an.

Wir wenden das Quotientenkriterium mit a,, := (TJ: z™ an:
a :L.n+1
.| Gpg1 . n+1 . n
lim = lim [——F——| =|z| lim = |z|.
n—o00 an n—o0 o n—oo | N + ].
mn ,
n -1

Ist also |z| < 1, so ist die Binomialreihe nach der Limesform des Quotientenkriteriums kon-
vergent.

Um zu zeigen, dass fir |z| < 1 gilt

(1+x)a=§( ‘; )wk = by(z)

oder m.a.W. (mit f(z) = (1 + z)%)

f(.Z’) = Too,O(f)(x) = ba(x)a

kdnnte man zeigen, dass das entsprechende Restglied R, ;(z) fur |z| < 1 gegen Null kon-
vergiert. Das ist im Prinzip moglich, wir gehen aber anders vor und benutzen einen Differeti-
algleichungstrick.

Aus o
b (z) =Z( ‘; )mk (Jz| < 1)
k=0
folgt . .
b, () :Zk( . )x’c—l =S (k+1) ( - );ck“.
k=1 k=0
Da aber

Q ala—1)...(a—k+1)(a—k) a—1
(k+1)(k+1>:(k+1) 1-2-... k- (k+1) :a( k )

gilt, ergibt sich weiter
b, (z) = aba—1(z).
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Nun ist aber

1+ 2)bg—1(z) = (1+x)§:< a;l )CL’k

Il
NE
VS
> Q
N——

H?r

k=0
Also gilt fur alle z € R mit |z| < 1 die (Differential-)Gleichung
(%) (1 + 2)by,(z) = aba().

Da fur |z| < 1 aber (1 + z)* # 0 gilt, so folgt aus (x), dass z +— b, (z)(1 + )~ in | — 1,1[ die
Ableitung Null hat, dass also = — b, (z)(1 + =)~ dort konstant ist.
Fir z = 0 erhalt man, dass die Konstante gleich 1 sein muss. Daher gilt

(1 +2)% = ba(2)

fur alle z €] — 1,1[ und beliebige a € R.

Ohne Beweis sei mitgeteilt, dass die Formel auch noch im Fall x = —1 gilt, falls & > 0 ist und
im Fall z = 1, falls @ > —1. Zu allen anderen Féllen divergiert die Binomialreihe b, (z) (man
beachte a ¢ Ny fur a € Ny ,erstarrt* die Binomialreihe zur Binomischen Formel).

Fassen wir zusammen:

20.5.20 Satz
Fira € R — N gilt
) o |.CL'| < 1,
(1+x)"=z< >:ck, falls z=-1, unda>0
k
k=0 z=1, unda > —1.

Fir alle anderen z € R divergiert die Binomialreihe.

20.5.21 Beispiele und Bemerkungen zur Binomialreihe

(&) Fura = —1 mit ( -1 ) = (=1)*, daher ergibt sich fiir = —1 aus der binomischen Reihe

k
for |z| <1
1 o0
g :1—:U+:52—a:3ﬂ:...:k2_0(—1)kmk.

Ersetzt man z durch —z, so ergibt sich

1 oo
— =1 x .’L'2 .'L'3 .= il?k.
= ltrrat it ;O
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Die geometrische Reihe ist also ein Spezialfall der Binomischen Reihe.
Die haufig verwendeten Naherungsformel

1
~1 bzw.
1—z T 1+z

(fur kleine |z[) sind nun evident.
Wichtige Spezialfalle sind @ = { und o = —3. Berechnet man im Fall « = 1 die ersten
Binomialkoeffizienten, so erhalt man

(§)=1 (
( ):@)—%)—%):L (
1.2-3 167

und damit fur |z| < 1

LaN= Of=
NN e L

dabei steht O(z) fur eine Potenzreihe, die mit dem Glied cz® (c € R beginnt.

Wie schon friher im Fall der linearen Approximation /1 +z ~ 1 + 7 ausgeflihrt, kann man
diese Formel benutzen um Wurzeln ndherungsweise zu berechnen und den dabei gemach-
ten Fehler abzuschatzen. Um etwa /10 naherungsweise zu berechnen, kdnnte man in erster
Naherung v/10 = V1 + 9 = 1+§ =5, 5 rechnen, der Naherungswert ist aber viel zu schlecht.
Um die Formel fur |z| < 1 zu benutzen, schreiben wir

10 1 1 1 11
VI0=1/9- = =34 /1+-=3(14+————+...)=3+-——— +...~3,162.
0=1/9- 5 =3-/1+3 3(+2_9 Tt ) 3+t 3,16

Der ,exakte" Wert ist
V10 = 3,1622776602. . .

Fur = —% erhalt man

() (-

furk > 1, also z.B.

D=

3 1-3-5-...(2k—1)
>_(_1)k 2-4-...-2k

und daher (fur |z| < 1)

1 _1_1 3,2 _ 5 .33 354
m—l 5T+ 3T 162° + 1952 F---

Anwendung: Nach A.Einstein betragt die Energie einer ,relativistischen® Teilchens der Masse

m = 1T€£)2 (mo Ruhemasse, v die Geschwindigkeit des Teilchens, ¢ Lichtgeschwindigkeit)

E =md.
Die kinetische Energie ist definiert durch

Erin = mc® — moc?.
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Ist v < ¢, SO kann man zur Berechnung von Ey;, die binomische Reihe (mit x = —(%)2)
verwenden:

Eyin =

= mgc? (1(9)2 n

SR+ SO+ TP )

1
= 5Mov +zm v( )2 + Glieder hoherer Ordnung
Cc

Der Term %mofu2 reprasentiert die kinetische Energie im klassischen Fall (v sehr klein ge-

genuber ¢), der sog. ,3/8-Term* %movz(%)z ist das Glied niedrigster Ordnung der Abweichung
zwischen dem relativistischen und nicht-relativistischen Fall.

Die Beispiele haben gezeigt, dass zum Aufstellen der Taylor-Entwicklung einer Funktion die Benut-

zung der Taylorschen Formel mit Restglied und dem Nachweis lim R, ;(x) = 0 h&aufig schwerfallig
n—oe

ist. Es ist haufig glinstiger, bekannte Reihen zu differenzieren oder zu integrieren (vgl. die Beispie-

le 2?7?).

Ferner kann man versuchen, die gegebene Funktion als Summe und/oder Produkt von Funktionen

mit bekannten Reihenentwicklung darzustellen, z.B.

1
coshz = §(GXP($)+QXP(_$))
L I AU R
- 2 T+ 4l — L
9 2! 3! 2! 3!
_ e P R
= +—+E+_+ z .’L‘E )
pardl
cos
= cosz
11—z -

oo
3

=0

1\ , 1\ , 11\ 4
2!>$ +(1—a>$ +(1—a+ﬂ>x +..., Jz| <1

In der folgenden Tabelle sind einige haufig benutzte Taylor-Entwicklungen zusammengestellt.
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Funktion Taylor-Reihe um a = 0 Glltigkeitsbereich
) .

— > zF (geom. Reihe) lz] <1
£=0
Xk

exp > z€eR
k=0

H <~ k_a?kt? z3 z®

sinz LD G =5+ 5+ zeR
x 2k 2 4

cos T kzo(—l)k(gk)v =1-%5-4+ zeR

A o) 228+ 28 z5

sinh z k20(2k+1)!=x+5+5+... zeR
X 2k 2 4

cosh z kZo(gk)':1+%+%+ z€R

«@ . « k

(1+2) Z(k)x |z <1(a€R—-Ny)

k=0
Q+a2)7 |1+3z—La?+La% - St £, lz] <1
(1+2)72 [1- Lo+ 32% - Za® + 3oty lz| <1

o0

log(1 + ) kX_:O (;i)lkxk+1=x—w2—2+§— -1<z<1

arctan kzo%mzk“ :a:—$3—3+z5—5— -1<2<1
0 _1

arcsin z pOCEVE ( 2 ) e =r+iT 13 —1<z<1
B 1
beachte: (—1)’“( 2 ) = 1350kl fgr >

Die Reihenentwicklung von arcsin erhalt man aus der Reihenentwicklung der Ableitung arcsin’ z =

1

i (Jz| < 1) und durch Anwendung des Abelschen Grenzwertsatzes durch gliedweise Integra-

tion.



