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|. Zahlsysteme

,Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk
(Leopold Kronecker, 1886).

,Die Zahlen sind freie Schopfungen des menschlichen Geistes, sie dienen als Mittel, um die Ver-
schiedenheit der Dinge leichter und scharfer aufzufassen. Durch den rein logischen Aufbau der
Zahlenwissenschaft und durch das in ihr gewonnene stetige Zahlen-Reich sind wir erst im Stand
gesetzt, unsere Vorstellung von Raum und Zeit genau zu untersuchen, indem wir dieselben auf
dieses in unserem Geiste geschaffene Zahlen-Reich beziehen.”

(Richard Dedekind (1888) in ,Was sind und was sollen die Zahlen?*“

Dieses erste Kapitel handelt von ,Zahlsystemen®. Zahlen stellen eine wichtige Grundlage der ge-
samten Mathematik, speziell aber der Analysis dar. Man kann den von Dedekind und Kronecker
ausgedruckten Standpunkt einnehmen und etwa die reellen Zahlen, ausgehend von den ,natirli-
chen Zahlen“ Giber die ,ganzen Zahlen" und die ,rationalen Zahlen* konstruieren. Doch stellt sich
gleich die Frage: ,Was ist eine natlrliche Zahl?“. Man kann — nach dem Vorbild von Peano und
Dedekind (1888)— die natirlichen Zahlen mittels eines Axiomensystems (sog. Peano-Axiome) cha-
rakterisieren und aus diesen Grundannahmen alle Aussagen tber das Rechnen mit nattrlichen
Zahlen, so wie man es von der Schule gewohnt ist, ableiten. Mit relativ einfachen algebraischen
Mitteln, lassen sich aus den natirlichen Zahlen dann die ganzen Zahlemnd die rationalen Zahlen
konstruieren. Der Ubergang von den rationalen Zahlerzu den reellen Zahlenerfordert jedoch kom-
pliziertere Begriffsbildungen aus der Analysis bzw. Algebra. Wir werden deshalb nicht so vorgehen,
sondern den Standpunkt einnehmen, dass jede(r) intuitiv weil3, was reelle Zahlen sind.

Was aber ist eine reelle Zahl?“

Wie die Diskussion in der Vorlesung lber diese Frage ergeben hat, ist die Antwort hierauf gar nicht
so einfach.

1 Axiomatische Einfuhrung der reellen Zahlen

Um eine tragfahige Basis fir den Aufbau der Analysis zu schaffen, fixieren wir den Begriff der
reellen Zahl, indem wir Axiome @ir die reellen Zahlerangeben: Grundeigenschaften, die wir als wahr
betrachten und nicht weiter hinterfragen, aus denen sich aber alle weiteren Aussagen Uber reelle
Zahlen auf rein logischem Weg ableiten lassen. Diese Axiome sind

I. die Korperaxiome (1.1)
Il. die Anordnungsaxiome (1.2)
lll. (ein) Vollstandigkeitsaxiom (1.3)
(GA): Wir nehmen also an, dass eine Menge R gibt — R heil3t Menge der reellen Zahlen —, die

den obigen Axiomen geniigt. Was das im einzelnen bedeutet, wird im Folgenden erklart. Statt ,a
ist eine reelle Zahl*, schreiben wir ¢ € R (Sprechweise: ,a ist Element von R").

1.1 Die Korperaxiome

Hier werden solche Grundeigenschaften aufgelistet, die zur Begriindung des ,Rechnens d. h. der
Addition, der Subtraktion, der Multiplikation und der Division, ausreichen. In den Axiomen kommen



nur Addition und Multiplikation vor, Subtraktion und Division werden aus diesen abgeleitet.

1.1.1 Axiome der Addition

Wir nehmen folgendes an:

Je zwei reellen Zahlen a,b ist genau eine weitere reelle Zahl a + b ihre Summezugeordnet und
diese Additiongenannte Zuordnung geniigt den folgenden Bedingungen:

(A;) Furalle a,b € R gilt

a+b=b+a (Kommutativitat beziglich der Addition)
(Ay) Faralle a,b, c € R gilt

(a+bd)+c=a+(b+¢) (Assoziativitat beziiglich der Addition)

(A3) Es gibt ein spezielles (eindeutig bestimmtes) Element 0 € R, genannt Null(element), so dass
fur alle a € R gilt

a+0=a (Existenz eines neutralen Elements bezuglich der Addition).
(A4) Zu jeder reellen Zahl a gibt es eine reelle Zahl (—a) (genannt ,Negatives von a“) mit der

Eigenschaft

a+(—a)=0 (Existenz eines Negativen).

1.1.2 Axiome der Multiplikation

Wir nehmen weiter an:

Je zwei Zahlen a,b € R ist genau eine weitere reelle Zahl a - b, ihr Produkt zugeordnet und diese
Multiplikation genannte Zuordnung erfillt folgende Bedingung

(M) Fur alle a,b € R gilt

a-b=b-a (Kommutativitéat bzgl.. der Multiplikation)
(M) Fir alle a,b,c € R gilt

(a-b)-c=a-(b-c) (Assoziativitat bzgl. der Multiplikation)

(M3) Es gibt ein spezielles, (eindeutig bestimmtes,) von 0 verschiedenes Element 1 € R, genannt
Eins(element), so dass fur alle a € R gilt

a-1=a (Existenz eines neutralen Elements bzgl. der Multiplikation)
(My) Zu jedem a € R,a # 0, existiert eine weitere reelle Zahl a~! (genannt Inverses von a), so

dass gilt

a-a”l=1 (Existenz eines Inversen)

Ferner soll folgendes Axiom uber die Verbindung von Addition und Multiplikatioerfillt sein:

(D) Fur alle a,b,c € R gilt
a-(b+c)=(a-b)+(a-c) (Distributivgesetz)



1.1.3 Bemerkung

Die Axiome besagen, dass die reellen Zahlen R mit den Verknupfungen der Addition und Multipli-
kation einen Korper bilden,

wenn man darunter eine Menge K versteht, in welcher je zwei Elementen eine Summe a + b und
ein Produkt « - b so zugeordnet sind, dass fur die Elemente von K die (A;) bis (A4), My bis (My)
und (D) entsprechenden Regeln gelten.

Wir werden noch zahlreiche Beispiele weiterer Kérper kennen lernen. Der Korperbegriff wird auch
in der Vorlesung Uber ,Lineare Algebra 1“ ausfuhrlich behandelt. Aus dem Schulunterricht gelaufi-
ge Rechenregeln, wie

(—a)(—b) = ab, speziell (—1)(—1) =1 oder
(a —b)(a+b) =a?— b2

lassen sich aus den obigen Axiomen einfach ableiten.
Zur Vereinfachung der Schreibweise treffen wir zunéchst die folgenden Vereinbarungen:
(a) Statt a - b schreiben wir meistens einfach ab.

(b) Wir vereinbaren die ,, Vorfahrtsregel”

JPunktrechnung geht vor Strichrechnung”.
Dann schreibt sich z. B. das Distributivgesetz einfacher
a(b+c) =ab+ ac

Wir ziehen einige Folgerungen aus den Axiomen, wobei wir zun&chst nur die Axiome der Addition
benutzen.

1.1.4 Folgerungen aus den Axiomen der Addition

(2) Die Summe der Zahlen a,b,c € R ist unabhangig von Klammerung und Reihenfolge der
Summanden. Man schreibt daher einfach a + b + ¢.

(b) Das Element Null in (A3) ist eindeutig bestimmt.
(c) Das Negative zu a in (A44) ist eindeutig bestimmt.
(d) Fir je zwei Zahlen a,b € R hat die Gleichung
at+x=1"b
genau eine Losung = in R namlich z = b+ (—a)
(e) Fur alle a,b € R qilt (Vorzeichenregel)

—(—a)=a und —(a+b)=-a-—>b

Beweis:

(a) Wiederholte Anwendung von (A1) und (A2).



(b)

(©

(d)

(e)

Es gelte sowohl

(*) a+0=afuralle a € Rund auch
(xx) a+ 0 =afuralleacR.

Zu zeigenist: 0 =10,

Setzt man in (x) a = 0/, so folgt
0+0=0

setzt man in (xx)a = 0 so folgt
0+0"=0.

Nach (A1) ist aber 0 + 0" = 0’ + 0, daher
0=0".
Es sei sowohl
a+(—a)=0, alsauch a+a =0.
Zu zeigen ist: —a = a’. Nun ist
—a=—a+0
=—a+ (a+a)
=-a+d +a
=d +(—a)+a
=d +a+(—a)
=da +0
= a/
In der Tat ist x := b+ (—a) eine Losung der Gleichung
at+x=b
wie man durch Einsetzen bestatigt:
a+b+(—a)=a+(—a)+b=0+b=b+0=0b.

Ist umgekehrt z € R eine Losung von

a + x = b, so folgt wie oben
r=z+0=x+a+(—a)=a+z+ (—a) =b+ (—a).

Statt b + (—a) schreiben wir einfach b — « und nennen diese Zahl die Differenz (vorb unda).

Damit ist auch die Subtraktionvon reellen Zahlen definiert. Man beachte, dass das Minus—
Zeichen ,—" jetzt in zweierlei Bedeutung verwendet wird, einmal bedeutet —a die zu a ne-
gative Zahl, in b — a := (b + (—a)) bedeutet das ,—" eine Rechenoperation, namlich die
Subtraktion.

Nach Definition des Negativen ist

(~a) + (~(~a) = 0.

Andererseits ist auch
(—a)+a=0

Wegen der Eindeutigkeit des Negativen ist daher

—(—a)=a.



Die zweite Behauptung beweist man etwa so: —(a + b) und (—a) + (—b)
sind Lésungen der Gleichung (a + b) + x = 0.
Wegen der eindeutigen Ldsbarkeit dieser Gleichung muss

—(a+b) = (=a) + (=b)

gelten.

Voéllig analoge Folgerungen kann man nun aus den Axiomen der Multiplikation ziehen, wir
fassen uns kurz:

1.1.5 Folgerungen aus den Axiomen der Multiplikation

(a) Das Produkt der Zahlen a, b, ¢ € R ist unabhangig von der Klammerung und Reihenfolge der
Faktoren, wir schreiben einfach
abc .

(b) Es gibtin R genau ein Einselement, dasEinselement.
() Zujedem a € R,a # 0, gibt es genau ein Inverses a~! € R, das Inversevon a.
(d) Fur je zwei reelle zahlen a,b mit a # 0 hat die Gleichung

ar=">

genau eine Losung = € R, namlich z = a~'b. Statt =1 schreibt man auch b/a oder 3 und
nennt eine solche Zahl Quotient(oder auch Bruch). Damit ist auch die Division durch reelle
Zahlen # 0 definiert (als Umkehrung der Multiplikation).

(e) Furalle a € R,a # 0 gilt

() t=a und
(b))t =b"tat=a"tb71,
falls a #£ 0 und b # 0 gilt. (Vgl. 1.1.6.(b))

Beweis:Man schlieRt wie im Beweis von 1.1.4, indem man -+ durch - ersetzt.

Mit Hilfe des Distributivgesetzesrgeben sich weitere Folgerungen.

1.1.6 Folgerungen, in denen zi@zlich (D) benutzt wird
(a) Furalle a e Rqilta-0=0.
(b) Fir alle a,b € R gilt: ab = 0 genau dann, wenn a = 0 oder b = 0. (Nullteilersatz)

(c) Furalle a,b € R gilt
(—a)b = a(=b) = —(ab) .

(d) Furalle a,b € R gilt (die Vorzeichenregel)
(—a)(—b) = ab, speziell (—-1)(-1)=1.

e) Regeln der ,Bruchrechnung“:
Fur alle a,b,c,d € R, b #£ 0, d # 0 qgilt



(@)
)]
Q0]

(¥)

genau dann, wenn ad = be. Speziell gilt fir alle x # 0 : 37 = 7.

e
alo

e
H

c _ adtbe
d~—  bd -
. — ac

d ~ bd’

alolls IR

= 44 (falls auch c¢ # 0).

Beweis: (a) Aus 0+ 0 = 0 folgt nach (D)

(b)

(©)

(d)

(e)

a-0+a-0=a(0+0)=a-0.
Wegen der eindeutigen Losbarkeit der Gleichung (bzgl. y).
a-04+y=a-0

muss a - 0 = 0 sein.

Ist b = 0, dann gilt nach (a) a - 0 = 0.

Genauso gilt natirlich 0-b = 0. Sei umgekehrt a - b = 0. Dann ist zu zeigen: a = 0 oder b = 0.
Ist b = 0, dann braucht nichts bewiesen werden. Ist aber b # 0, dann existiert b=!, und es
folgt

O=a-b'=(a-bbp'=ab-bH=a-1=a.

Beachte: Fir die 2 x 2-Matrizen

Frage: Was ist BA?

Wir beweisen z. B. a(—b) = —(ab). Esist b+ (—=b) = 0 und daherab + a(—b) = a(b+ (-b)) =
a-0=0.

a(—b) I18st also die Gleichung ab + = = 0. Andererseits ist nach Def. ab + (—(ab)) = 0, daher
ist a(—b) = —(ab) = —ab.

Es ist
(—a)(=b) = —(a(=b)) nach (c)
= —(—(ab)) nach (c)
=ab nach 1.1.4(e) .

Speziell gilt also (—1)(—1) = 1.

Ubung: Versuchen Sie die letzte Gleichung direkt zu beweisen, indem Sie von 1 + (—1) =0
ausgehen.

Bei den Regeln der Bruchrechnung beweisen wir exemplarisch («) und (5):

Fir reelle Zahlen a, b, ¢, d mit b # 0 und d # 0 gilt:

% = g genau dann, wenn gilt: ad = be .



Die Richtung (=) in («) : Wir multiplizieren die linke Gleichung mit bd und erhalten:

(ab™1)(bd) = (cd™1)(bd) oder
a(b™'b)d = c(d~d)b oder
ald = clb also

ad =cb=bc.

Es folgt also ad = be, die rechte Gleichung.

Die Richtung (<) in («) : Ist jetzt ad = be, dann folgt durch Division dieser Gleichung durch

bd(# 0):

Folgerung: Fur jedes z € R mit x # 0 ist deshalb auch:

a_ar (Erweitern und Kirzen)
b bx

(6) : Es ist (— dabei wird die obige Folgerung verwendet —)

a c_ad b _ad be
b d bd db bd bd  bd
(Beachte: Aus b # 0 und d # 0 folgt bd # 0.)

d b d b d+b
n a c a ca—i—c.

ad + be

Ubung: Geben Sie einen etwas anderen Beweis, indem Sie benutzen, dass die ein-

deutig bestimmte Losung der Gleichung bd x = ad + bc ist.

1.1.7 Ein ausfihrliches Beispiel

Fur alle a,b € R gilt die binomische Formel

’(a+b)2:a2+2ab+b2.

Beweis:Zunachst ist 2 := 1 + 1 und fiir x € R ist 22 := 2.

(a+b)* = (a+b)(a+D) nach Def.
= (a+b)a+ (a+b)b nach (D)
=a(a+b)+bla+b) nach (A4;)
= (aa + ab) + (ba + bb) nach (D)
= ((aa + ab) + ba) + bb nach (A,)
= (aa + (ab + ab)) + bb nach (As) und (M)
= (aa+ (ab-1+4ab-1)) + bb nach (Ms)
= (aa+ab(1+1))+bb nach (Ms3) und (D)
=aa+ (14 1)ab+bb nach (M)
=a® + 2ab+ b? nach Def.



Wenn bis jetzt auch nur Altbekanntes - wie z. B. die Vorzeichenregeln, die binomische Formel
(im Spezialfall) o der die Regeln der Bruchrechnung herausgekommen sind, hat die axiomatische
Methode den Vorteil, dass die aus den Korperaxiomen abgeleiteten Regeln fir alle Korper gelten.

Davon gibt es - wie schon bemerkt -  sehr viele®, z.B. bilden die rationalen Zahlen oder die komple-
xen Zahlen Kdrper bzgl. der jeweils dort definierten Operationen Addition und Multiplikation. Einen
,Skurrilen® Korper erhalt man in folgendem

1.1.8 Beispiel: Korper mit 2 Elementen
Nach Def. muss ein Kdrper mindestens zwei Elemente enthalten (wegen 1 # 0).
Sei K = {0,1} eine Menge mit 0 # 1.

Wir definieren eine Addition und Multiplikation durch folgende Tabellen:

Die Korperaxiome sind leicht nachzuprifen, K ist tatsachlich ein Korper, in dem
1+1=0

gilt. In der Algebra zeigt man, dass es zu jeder Primzahlp einen Kérper mit p Elementen gibt,
allgemeiner gibt es zu jeder Primzahlpotenz p™, n eine natirliche Zahl, einen Kérper mit p™ Ele-
menten. Also gibt es z. B. Kdrper mit 4, 8,9, 16, 65536 oder auch 65537 Elementen, oder auch mit
213466917 _ 1 Elementen. Der Korper K = {0, 1} ist der kleinste Korper, den man sich vorstellen
kann. In der Literatur wird er auch haufig mit Fy oder Z/2Z bezeichnet.

Dass auch in R die Gleichung
1+1=0

gilt, kdénnen wir also bisher nicht ausschlieRen. Aus den Anordnungsaxiomen wird sich jedoch
ergeben, dass R die Gleichung
1+1=0

nicht erflllt sein kann.

1.2 Die Anordnungsaxiome

Die Anordnungsaxiome, welchen wir uns nun zuwenden wollen, stellen die Grundlage fur das
Rechnen mit Ungleichungenfiir Absctatzungerund auch fur die elementare Fehlerrechnurdgar. Un-
gleichungen sind in der Analysis (mindestens) so wichtig, wie Gleichungen in der Algebra.

Wir nehmen folgendes an:

In R ist eine Teilmenge P, genannt die positiven Zahlerr ausgezeichnet, so dass folgende Eigen-
schaften gelten:

(AnO;) : Fir jede reelle Zahl « gilt genau eine der folgenden Aussagen:
a € P,a=0oder (—a) € P

(AnO,) : Fir beliebige a,b € Pgilta+b € P.

(AnO3) : Fir beliebige a,b € P gilt ab € P.



Sprechweise:Statt ,a € P* sagen wir auch ,a ist positiv‘ und verwenden daftr die Abklirzung a > 0.
Ist —a € P, dann heil3t a negativ, Abkiirzung a < 0.

Eine reelle Zahl ist also entweder positiv oder negativ oder gleich Null. Durch Auszeichnung der
positiven reellen Zahlen kann man auch zwei reelle Zahlen der GrofRe nach vergleichen. Man
definiert fir a,b € R

a<b & b>a & b—acP

a<b & b>a & [a <b oder a=b

Sprechweise:a kleiner b und b groBer a, bzw. o kleinergleich b und b gréergleich a.

Die Beziehungen
a<bbzw. a<b

nennt man auch , Ungleichungen; in manchen Zusammenhangen auch , Absctatzungen®

1.2.1 Definition (Angeordneter Korper)

Die reellen Zahlen R bilden einen (an)geordneten &rper, wenn man darunter einen Korper K
versteht, in welchem ein Positivitatsbereich P so ausgezeichnet ist, dass die Grundeigenschaft
(AnO1), (AnO3) und (AnOs3) gelten. Die rationalen Zahlen bilden auch einen angeordneten Korper.

1.2.2 Eigenschaften von' < “und “ < “
(a) Trichotomiegeset#=ir je zwei reelle Zahlen a, b gilt genau eine der Aussagen:
a<b oder a=0b oder a>b
(b) Transitivitat: Fir beliebige a, b, ¢ € R gilt:
Ausa <bund b < cfolgta < ¢
(c) Vertraglichkeit mit der AdditionFur beliebige a, b, ¢, d € R gilt: Aus
a<b und c<d folgt

a+c < b+d

,Gleichsinnige” Ungleichungen darf man also addieren.
Insbesondere folgt aus a < b fur beliebiges ¢ € R

at+c<b+ec.

(d) Vertraglichkeit mit der MultiplikationFur beliebige a, b, ¢ € R mit ¢ # 0 gilt:
Aus a < b und ¢ > 0 folgt ac < be.
Aus a < b und ¢ < 0 folgt ac > be.

(d) Aus0<a<bund 0 <c¢ < dfolgt0 < ac < bd.

Kurz: Ungleichungen zwischen nicht negativen Zahlen, darf man multiplizieren.



Abbildung 1: Graph der Funktioffi :]0, co[—]0, 00|, f(z) = 1/z.

(e) ., SpiegelungseigenschaftFir a,b € R gilt:
a < b genau dann, wenn —a > —b

() VergleichbarkeitFur a,b € R gilt:
Aus a < bundb < afolgt a = b.

(9) Furjede a € R mita # 0 ist a®> > 0, insbesondere ist 1 = 12 > 0 und —1 < 0, also auch
—1 # 22 fur alle z € R.

(h) Fur a € R gilt: Es ist a > 0 gleich bedeutend mit a=! > 0.

() Fira,b e Rmit0 < a < b folgt
at>p!

Hieraus folgt z.B. dass die Funktion aus der Abbildung 1

f: P — R streng monoton fallt.
1

xr = —
X

Bemerkung:

Veranschaulicht man sich die Menge R der reellen Zahlen als die Punkte auf einer Geraden, auf
der zwei verschiedene Punkte 0 und 1 als Wahl vom Ursprung (Nullpunkt) und MaReinheit markiert
sind und zwar so, dass 1 rechts von 0 liegt, dann liegen die positiven Zahlen rechts vom Nullpunkt,
die negativen links davon. Von zwei Zahlen ist diejenige grol3er, die weiter rechts liegt. Addition
einer Zahl bedeutet eine Verschiebung (Translation). Der Ubergang von « zu —a bedeutet eine
Spiegelung am Nullpunkivobei die Rollen von rechts und links vertauscht werden.



Gelegentlich werden wir auch Ungleichungen verketten.

Statt « < b undb < ¢, schreiben wir kurz
a<b<e z.B.
0<1l<2

Dabei sollte man jedoch immer nur ,gleichsinnige Ungleichungen” verketten.

Beweis vonl.2.2

(@)

(b)

(©

(d)

(€)
()

(@)

Man muss nur die Definition einsetzen:
a < b bedeutet b—acP
a=10> bedeutet b—a=0

a>0b bedeutet a —b=—(b—a)e P

Nach (AnO,) tritt fir jede reelle Zahl x genau eine dieser Félle ein.
Ausa <b, d. h.b—ae Pund
b<ec¢, d.h.c—beP

folgt nach (AnOy)
(c—b)+ (b—a) € P, das heildt aber
(¢ — a) € P und das bedeutet a < c.

Wir behandeln zunachst den Fall ¢ < d. Dann besagen die Voraussetzungen
(b—a)e Pund (d—c) e P,
dann gilt nach (AnOy)

(b—a)+(d-c)eP.

Es ist aber

(b—a)+(d—c)=b+d— (a+c),also
a+c<b+d

Fir ¢ = d schlieBt man analog: a + ¢ < b + ¢ ist gleich bedeutend mit (b + ¢) — (a + ¢) € P.
Esistaber (b+c¢)—(a+c¢)=(b—-a)+(c—c)=(b—a)+0=b—ac P.

Aus a < bfolgt fur beliebiges ¢ € R dann a+c¢ < b+c. Das bedeutet eine Translationsinvarianz
fur Ungleichungen.

Sei zunéachst ¢ > 0, dann ist zu zeigen, dass aus a < b folgt: ac < be oder be — ac € P.

Nach Voraussetzung ist aber a < b, d.h. b — a € P, und nach (AnO,) folgt fir ¢ > 0 auch
(b—a)ce P.

(b — a)c ist aber nach dem Distributivgesetz bc — ac, also gilt bc — ac € P, d.h. ac < be. Der
Beweis im Fall ¢ < 0 (dann ist —c > 0) verlauft vollig analog.

Aus a < b folgt durch Addition von —b—a nach 1.2.1 (c) —b—a+a < —b—a+b, also —b < —a.

Zu zeigen: Aus a < bund b < a folgt a = b. a < b bedeutet: a = b oder a < b. b < a bedeutet:
b = a oder b < a. Wegen der Trichotomie kdnnen a < b und b < a nicht gleichzeitig gelten,
also muss a = b gelten.

Ist @ > 0, so ist auch a? > 0 nach (AnO3). Ist a < 0, so ist (—a) > 0, also (—a)(—a) > 0.

Es ist aber

(—a)(=a) = —(a(-a))



Der endliche Korper o aus Beispiel 1.1.8 lasst sich nicht anordnen.
Wegen 1 # 0 musste die Alternative 0 < 1 oder 1 < 0 gelten.

Durch Addition von 1 zur linken Ungleichung folgt 1 = 0+1 < 141 = 0, also ein Widerspruch,
da nicht gleichzeitig 0 < 1 und 1 < 0 gelten kann.

Vollig analog schlieBt man, falls 1 < 0 sein sollte. Auch der Korper C der komplexen Zahlen
lasst sich nicht anordnen, weil es eine komplexe Zahl i gibt, fur die i2 = —1 gilt.

Erst jetzt sieht man, dass R mehr Zahlen als nur die Zahlen 0 und 1 enthalt:

Definiertman2:=1+1, 3:=2+1,... sofolgtjetzt 0 <1, 1<141=2,1+41<2+1=23,
also 2 < 3 etc. R enthalt also mindestens alle Zahlen, die man durch sukzessive Addition
von 1 aus Null (bzw. 1) erhalt.

(h) Ista > 0,dannista™! #0,daa-a~! =1 # 0 ist (Nullteilersatz).
Ware a=! = 1 <0, dann folgt mit (d)

aa_1:1<0,

das steht aber im Widerspruch zu 1.2.2(8). Also folgt aus ¢ > 0 auch a=! = % > 0. Insbe-
sondere ist 0 < § < 1. Die Umkehrung gilt nattirlich auch:
Aus ¢~ > 0 folgt a > 0.
Man verwendet den gleichen Schluss wie eben und beachtet (a=!)~! = a.
(i) Man zeigt etwas allgemeiner:
Unter der Voraussetzung ab > 0 gilt:

a < b genau dann, wenn } < 1.

Es ist
1.1 _b-a
a b ab
~="“Istnun a < b, dannist b—a > 0 und auch gilt (ab)~* > 0, also ist die rechte Seite positiv,
das heif3t L1 L1
——=>0 oder - < —.
a b b a
~="1 Ist die linke Seite positiv, dann muss wegen ab > 0 auch b — a > 0 gelten, d.h. es ist
a <b.
1.2.3 Kleine Anwendungen
(a) Furalle a,b € Rmita < b gilt
a+b
a< <b.

a+b

Ala,b) == hei3t das arithmetische Mittel’on a und b.
Zwischen je zwei verschiedenen reellen Zahlen gibt es stets weitere reelle Zahlen.

Der Beweis ist offensichtlich:
Ausa < bfolgta+a <a+bunda+b< b+ balso auch

3a+a<a+bd <b+b und damit
a(l+1)<a+b <b(1+1) und mit der Definiton2:=1+1 >0
a+b
a < <b.

2



(b)

(©

(d)

Sind a,b € R, dann ist

(1.1) 0<(a—0)?=a®—2ab+b?, also
(1.2) 2ab < a® 4+ b , und damit
a2 + b2
b<
W=7

Addiert man in (1.2) auf beiden Seiten 2ab, so folgt
4ab < a® + 2ab +b* = (a +b)? oder
2
ab < (a + b> .
2
Sind a,b > 0, so kann man hierfur (unter der Verwendung der Existenz von Quadratwurzeln
aus nicht negativen Zahlen) auch

a+b

G(a,b) := Vab < 5

=: A(a,b)

schreiben. Das ist die Ungleichung zwischen dem geometrischen und arithmetischen Mittel.

Fir welche z € R hat der Ausdruck

27 p—
x :E+4

seinen kleinsten Wert (Minimum), d. h. gibt es ein oder mehrere z, € R, so dass

xz—x+1>m2—x —|—1
4=70 0Ty

fur alle z € R qilt?
Es ist aber

xQ—x—l—l— x—l 2>O
4 2) =7

. . . . . 1
wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn z = z¢ := 3

Geometrische Interpretation ?
Man kann die Ungleichung auch in der Form schreiben:

x—x2< oder

)

z(1l—2) < = furallez e R.

g N

Die geometrische Interpretation dieser Ungleichung ist, dass fur die Funktion

f:R—>R, z—z(l—x)

. . | . . 1 1
aus der Abbildung 2 die Stelle zy := 3 die einzige Maximalstelle ist und f (2> =1 das

Maximum von f auf R ist.

Fehlerabschtzungeniir Naherungswerte

Haufig verwendet man in physikalischen Anwendungen Naherungswerte, z.B. fur y :=

1
Vi+zx
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Abbildung 2: Graph der Funktiofi : R — R, f(z) = z(1 — x).

. 1 3 1
den Naherungswert yg := 1— §x+—m2 oder manchmal nur 1— 2% und steht dann vor dem Pro-
blem, den relativen Fehler (bezogen auf den wahren Wert bzw. N&aherungswert) abzuschatzen.

Wir betrachten ein einfacheres Beispiel:

Firy = T (z klein) (aufgefasst als ,wahrer Wert") wird haufig der Naherungswert
xr
Yo :=1—=a
verwendet.
Fur den Fehler
1 1 1— 22 1 x? it
Cy=1—7— — - =—
Yo—¥ 142 14z 14z 1+x g
Yyo—y<0 fur alle z > —1 und
—y > — ﬁ 1 furallexeRmit—i<x<i
A S T 0-""10"
Der relative Fehler(bezogen auf den wahren Wert)
Y 2<0 fir alle z € R und
Y
1 1 1
> - — furalle x € R mit — — <z<—.
= 7100 v 10 ="=10

Das folgende Lemma wird manchmal ,Fundamentallemma der Analysis *“ genannt, wir werden
es haufig anwenden.



1.2.4 (Fundamental-)Lemma

Ist a € R und gilt fUr jedepositive reelle Zahl ¢ die Ungleichung
(*) a<e,

dann gilta < 0.
Zusatz: Ist zusatzlich a > 0, dann muss a = 0 sein.

Beweis(durch Widerspruch).

Wir nehmen an, dass a > 0, dann ist ¢ := % ebenfalls positiv und eine zuldssige Wahl. Da die

Ungleichung () fur alle positiven ¢ > 0 gilt, muss sie speziell also auch ¢ := § gelten und damit
2a < a oder a < 0 im Widerspruch zur Annahme a > 0.

O

Mit Hilfe der Anordnung der reellen Zahlen lassen sich wichtige Teilmengen von R definieren, die
Intervalle

Die meisten (reellen) Funktionen, die wir betrachten werden, haben Intervalle als Definitionsbe-
reich, oder die Definitionsbereiche setzen sich aus Intervallen in einfacher Weise zusammen.
Angaben wie 3,14 < 7 < 3,15 oder 1,414 < /2 < 1,415 bedeuten, dass 7 im Intervall zwischen
3,14 und 3, 15 bzw. dass v/2 im Intervall zwischen 1,414 und 1,415 liegt.

1.2.5 Definition (Intervalle)
Jede der in der folgenden Liste aufgefiihrte Teilmenge von R heil3t Intervall.
1. Abgeschlossene (sogar kompakte) Intervalle
(@) Fura,beRmita <bseia,b]:={xeR; a<z<b}.
(b) Fura="bseila,a] :={a}.
2. Offene Intervalle
@) Ja,b={z eR;a<z<b}(a<d)
(b) ImFall a = bist ]a,a[:= 0,
wir fassen die leere Menge also auch als Intervall auf.
3. Halboffene Intervalle
@) [a,b[={z€eR; a<z<b}
(b) Ja,b)={zr €eR; a <z <b}
4. Abgeschlossene Halbstrahlen
@) [a,0[={zr€eR; z>a}
(b) ] —o0,b] ={z €R; 2 <b}
5. Offene Halbstrahlen
@) Ja,0[={z€eR; z>a}
(b) ] —o0,bl={z €R; = <b}



6. Die Zahlengeradé — oo, oo[:= R.

Mit der leeren Menge @, den einpunktigen Intervallen {a} und ganz R gibt es also genau 11
Intervalltypen

Die Bezeichnungen “abgeschlossenes”, “kompaktes”, “offenes”, ..., Intervall sind im Augenblick
nur Namen. In den Fallen 1., 2. und 3. heil3t ¢ := b — a die Langedes jeweiligen Intervalls.

Der Unterschied zwischen dem abgeschlossenen Intervall [a,b] und dem offenen Intervall |a, b]
besteht offensichtlich darin, dass im ersten Fall die beiden ,Randpunkte” ¢ und b zum Intervall
gehoren, im zweiten Fall aber nicht zum Intervall gerechnet werden.

Auf diese Begriffsbildungen kommen wir spater ausfihrlich zurtick. Fir unsere spateren Kover-
genzbetrachtungen wichtiges Intervall erhalt man so:

Ista € Rund e € R, € > 0, dann heil3t das offene IntervallJa — ¢, a + [ auch e-Umgebung von.
a—c¢ a a-+e¢

Bezeichnung: U.(a) :=]a — ¢, a + ¢ Veranschaulichung: ] [

Mit Hilfe der Anordnung von R kénnen wir einen wichtigen Begriff der Analysis einfuhren, den
Betrag. Gleichzeitig erhalten wir ein Beispiel fur eine wichtige Funktion (die stetig ist, aber im Null-
punkt nicht differenzierbar ist).

1.2.6 Definition (Betrag)

Ist a € R so heil’t die Zahl
a, falls a>0

la| = 0, falls a=0
—a, falls a<0

der Betragvon a.
Ordnet man jeder reellen Zahl x ihren Betrag |x| zu erh&lt man eine Funktion:

l[|: R — R,

= af,
deren Graph die bekannte Gestalt aus der Abbildung 3 hat. Der Betrag ignoriert das Vorzeichen

(Signum)einer reellen Zahl, das man formal durch

1, falls a>0
sign(a) = 0, falls a=0
-1 falls a<0

definieren kann.

Offenbar gilt
jal = asign(a)
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Abbildung 3: Graph der Betrag—Funktian— |x|.

1.2.7 Hilfssatz

Fire,x € R, e > 0 gilt

’ x| <e ist gleichbedeutend mit —e<zx<e

insbesondere ist stets
—lz] <z <|z|.
Beweis: Die Richtung (=):
Sei|z| <e.
Istz >0,s0ist || =z,als0 —e <0<z =|z|<e.
Istz <0,s0ist |z| = —z,als0 —e < —Jz| =2 <0<e.
Die Richtung («=):
Seijetzt —e <x <e¢.
Istz >0,s0ist|z| =z <e.
Istz <0,soist(z] = —z also) —|z| =z > —¢ .
Durch Multiplikation mit (—1) folgt daher

lz| <e.

Die Folgerung erhéalt man, indem man
e = |z
wabhlt. Sie folgt auch direkt aus der Definition von |z|.
Es gilt naturlich auch fur e > 0: |z| < ¢ ist gleichbedeutend mit —c < z < ¢.



1.2.8 Satz: (Eigenschaften des Betrags)
Fur a,b € R gilt
(@ Ja|>0und[la] =0 & a=0].

(b) |ab] =|a| |b] (Multiplikativitat), speziell — a| = |a| ,
y 1) = lal

®) ’b’* g fallsb #0.

(¢) |a £b| < |a| + |b| (Dreiecksungleichung) ,

(d)

la| — |b| ‘ < |a + b| (Dreiecksungleichungif Absctatzungen nach unten).

Beweis:
(a) folgt unmittelbar aus der Definition
(b) Wegen |ab| > 0 und |al|b] > 0 gilt stets |ab| = +ab = |a] |b].
Man kann den Beweis auch durch Fallunterscheidungen fihren, man hat dann vier Félle zu
unterscheiden (siehe Vorlesung).
(b’) folgt wegen % - b = a aus der Multiplikativitat (b).

Man kann den Beweis auch durch Fallunterscheidungen fihren, man hat dann vier Falle zu
unterscheiden (siehe Vorlesung).
(c) Aus
—la] <a < |alund
—[b] < b < |b| folgt (nach 1.2.2(c))
—(la|l + |b] < a+ b < |a| + |b| und damit nach Hilfssatz 1.2.7
|+ 0] < |a| +[b].

Ersetzt man b durch —b in |a + b| < |a| + |b], SO erhalt man
la =0 < |al +| =0 = |a| + [0].
(d) Mit (c) folgt:
la| = [(a — b) + b < |a — b| + |b], daher
la| = [b] <[a—b].
Vertauscht man die Rollen von a und b, so folgt
|b| — |a| < |b—a| = |a — b, daher

ol - |b\ <la—b],

Ersetzt man b durch —b, so folgt auch

laf - |b|] _

|a—|—b|] <Ja—(=b)| = a+1].

Bemerkungen:

¢ Definiert man als Abstand von «,b € R die Zahl d(a,b) := |a — b|, dann besagt (d), dass der
Abstand von a und b mindestens so groR ist, wie der Abstand ihrer Betrage.



e Auch in hoheren Dimensionen, schon in R?, besagt die Dreiecksungleichung, dass zwei
Seiten eines Dreiecks zusammen immer mindestens so lang sind wie die dritte Seite.

o

A d(A,C) < d(A, B) + d(B,C)

In der Dimension eins, degeneriert das Dreieck zu drei Punkten auf der Zahlengeraden
die Aussage der Dreiecksungleichungen bleiben dennoch richtig, wir werden sie z. B. im
nachsten Kapitel (Folgen und Reihen) dauernd verwenden.

e Ein Korper K zusammen mit einer Abbildung | | : K — R mit den folgenden Eigenschaften:

(@) |a] > 0 furalle a € K und |a| = 0 genau dann, wenn a = 0 ist,
(b) |a b| = |a| |b| fur alle a,b € K,
(©) |a+0b| <la|+ 0| fur alle a,b € K,

heil3t bewerteter Korper.

R ist also ein bewerteter Kdrper. Wir werden sehen, dass der Kérper der komplexen Zahlen
kein angeordneter Korper aber ein bewerteter Korper ist.

Ferner gibt es fiur jede Primzahl p eine Bewertung | |, fir den Korper der rationalen Zahlen

Q:

=p a,beZ,a#0,b#0,ueZ, a,bnichtteilbar durch p,|0], :=0.

Zeigen Sie als Ubung:

(@) Furalle a € Rgilt |a| = | — a|, indem Sie die Definition des Betrags verwenden und nicht auf
die Multiplikativitat und —a = (—1)a zurlckgreifen.

(b) Fur alle a € R gilt |a] > 0 und |a|? = a®. Zeigen Sie, dass diese Eigenschaften den Betrag
charakterisieren, d.h. ist z € R, z > 0 und z? = a2, dann ist z = |a|. Verwenden Sie diese
Charakterisierung, um die Multiplikativitat |a b| = |a| |b] anders zu beweisen.

Yo~y
Yy

< L firallex eR

Fir das in 1.2.3(d) behandelte Beispiel gilt also fur den relativen Fehler 00

mit |z| < .

Als weiteres Beispiel behandeln wir die folgende



1.2.9 Aufgabe

Zu bestimmen ist die Menge

9

Ferner soll M moglichst einfach mit Hilfe von Intervallen dargestellt werden.

5
M:={£ER;x7é0, —+z
x

L6sung der Aufgabe:
Es gelten folgende Aquivalenzen fir x € R, x # 0:
)
zeM & -4+ <6

X

5 2
& ’ kil P

x

5 2

& 5+ a7 <6
Ed

& |5 + 22| < 6|z
& 5+ 2% < 6|z
& z? —6lz|+5<0
& |z|? — 6|z| +9 < 4
& (Jz| — 3)? < 22
& | |lz| -3 ] <2
& —2<|z|—-3<2
& 1<lz| <5
& x €]—5-1[U]L,5].

M ist also die Vereinigung der (offenen) Intervalle | — 5, —1[ und |1, 5][.

Die geometrische Veranschaulichung ist in der Abbildung 4 festgehalten. Als Vorbereitung fur das
Vollstandigkeitsaxiom fiihren wir noch die Begriffe Maximum und Minimum einer Teilmenge M C R
ein.

1.2.10 Definition (Maximum, Minimum)

Ist M C R dann heil3t eine reelle Zahl ¢ Maximumvon M — in Zeichen ¢ = max M —, falls gilt:
@ceM
(b) Fur alle z € M qilt z < c.

Vollig analog definiert man das Minimum von M, in Zeichen min M.

Bemerkung: Wegen 1.2.2(f) hat jede Teilmenge M C R hochstens ein Maximum bzw. Minimum.
Die Bezeichnungen max M und min M sind also sinnvoll.

Beispiele:

(@) Furalle a € R gilt |a| = max{a, —a}
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Abbildung 4: Graph der Funktionen— —6, z — 2 + z, = — +6.

(b) Furalle a,b € R mit a < b gilt max|a, b] = max]a, b] = max] — c0,b] = b
(c) Furalle a,b € R mit a < b gilt min[a, b] = min[a, b[= min [a, co[=a

(d) Dagegen hat das offene Intervall a, b[ kein Maximum, denn zu jedem z €]a, b[ gibt es ein
y €la,b] mity > z, etwa

_ Tt b
5
(e) Genauso sieht man, dass die Intervalle
[a,b], ]—o00,b], [a,o0[, Ja,00[ und |—oo0,00[=R
kein Maximum, und die Intervalle
la,b[, la,b], Ja,o0[, ]—o00,b], ]—o00,b] und |—oo0,0[=R

kein Minimum haben.

(f) Eine Teilmenge M C R hat genau dann ein Maximum (Minimum), falls die am ,Nullpunkt
gespiegelte Menge*
—M:={xeR,—z €M}

ein Minimum (Maximum) hat. Es ist dann max M = — min(—M) bzw. min M = — max(—M).

Wir betrachten das spezielle Intervall
M={zeR; z<1}=]—-o00,1]

M hat nach Beispiel (a) kein Maximum, die Zahl 1 die als Kandidat fur ein Maximum ins Auge
springt, gehdort aber nicht zur Menge M.



Jedoch haben alle Elemente « € M die Eigenschaft, dass = < 1 gilt, 1 ist also eine ,obere Schran-
ke fur M* im Sinne der folgenden Definition:

1.2.11 Definition (obere und untere Schranke)

Ist M C R, so heil3t eine Zahl s € R obere (bzw. untere) Schranke von M, falls fur alle x € M die
Ungleichung
x<s (bzw. z > s)

gilt.

Ist s eine obere (bzw. untere) Schranke von M, dann ist auch jede groRRere (bzw. kleinere) Zahl s’
obere (bzw. untere) Schranke von M.

Besitzt M ein Maximum ¢, dann ist ¢ obere Schranke von M und offensichtlich das Minimum in der
Menge der oberen Schranken von M.

1.2.12 Definition (Beschénktheit)

Eine Menge M C R heif3t nach oben (unten) besdmki falls M eine obere (untere) Schranke besitzt.
M heil3t beschankt wenn M sowohl nach oben als auch nach unten beschrankt ist.

Die Zahl 1 ist obere Schranke von
M={zeR;z<1l}=]-00,1].

Sie ist sogar eine besondere obere Schranke, namlich die kleinste unter allen oberen Schranken
(also wieder das Minimum in der Menge aller oberen Schranken von M).

Wir behaupten:

Ist s eine obere Schranke von M dann ist s > 1.

Beweis : Wir fuhren einen Widerspruchsbeweis, nehmen also an, es gebe eine obere Schranke s
von M mit s < 1.

Wir betrachten dann die Zahl (das arithmetische Mittel von s und 1)

s+ 1
T = ,

2

fur sie gilt s < = < 1, also ist x € M, aber x > s, das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung,
dass s obere Schranke von M ist.

Unser Ergebnis lautet:
M={zecR;z<1}

ist nach oben beschrankt. M besitzt kein Maximum, aber die (nicht zur Menge gehérende Zahl
1 ist kleinste obere Schranke von M, d.h. das Minimum in der Menge der oberen Schranken
von M.



Dass jedenicht leere nach oben beschrankte Menge reeller Zahlen eine kleinste obere Schran-
ke hat, ist die letzte Grundvoraussetzung, die wir Gber die reellen Zahlen machen.
O

1.3 \ollstandigkeitsaxiom

(V) Jede nicht leere nach oben beschrankte Menge M reeller Zahlen besitzt eine kleinste
obere Schranke, d.h. es gibt s; € R mit folgenden Eigenschaften:

— Furalle x € M istx < sg (d.h. s ist obere Schranke);
— Fir jedeobere Schranke s von M gilt sg < s;

Bemerkung: Ist S(M) = { s € R ; s obere Schranke von M }, so ist also
so = min S(M) .

Als Minimum einer Menge ist sq eindeutig bestimmt (das folgt auch direkt aus der Definition).

Wir halten fest:

Bemerkung: Die kleinste obere Schranke einer nicht leeren nach oben beschrankten Menge M C
R ist eindeutig bestimmit.

Wir bezeichnen diese reelle Zahl mit sup M. Sie kann zur Menge M gehoren oder auch nicht.

Bemerkung: Ist M C R nach oben beschrankt, dann ist die am Nullpunkt gespiegelte Menge
—-M={zeR; —zeM}
nach unten beschrankt. Es ergibt sich:

Folgerung: Ist M eine nicht leere nach unten beschréankte Menge reeller Zahlen, dann besitzt M
eine eindeutig bestimmte groSte untere Schranké&ir die die Bezeichnung inf M (Infimum von M)
verwendet wird.

Halten wir nochmals fest:

Bemerkung: Ist M eine Menge von reellen Zahlen, die ein Maximum bzw. Minimum besitzt, dann
ist
max M =sup M € M bzw. min M =inf M € M .

Existieren umgekehrt sup M bzw. inf M und gilt sup M € M bzw. inf M € M, dann ist sup M =
max M bzw. inf M = min M.

1.3.1 Satz {—Charakterisierung von sup bzw. inf)

Ist sp € R eine obere (untere) Schranke der nicht leeren Teilmenge M C R, dann ist sg = sup M
(bzw. s = inf M) genau dann, wenn es zu jedem e € R, ¢ > 0, einx € M mit sg — e < x (bzw.
x < sg+¢)gibt.



Beweis : Sei zunachst s = sup M und wir nehmen an, es gabe ein £ > 0 mit der Eigenschaft
r<sy—cfliralez e M.

Dann ware auch sy — ¢ eine obere Schranke von M und wegen sy — ¢ < sg eine kleinere
obere Schranke als sg. Widerspruch.

Zum Beweis der Umkehrung ( — die e—Bedingung sei als erfiillt — ) betrachten wir neben sq
eine weitere obere Schranke s von M. Wéare nun s < sg, dann gibt es nach Voraussetzung
(zue :=s9—s>0)einx € M Mir s < x. Das widerspricht der Voraussetzung, dasss obere
Schranke von M ist. Daher ist sy < s fUr jede obere Schranke s von M. sq ist also das
Supremum von M.

O

Wir werden sehen, dass das Vollstandigkeitsaxiom (V) die rationalen Zahlenvon den reellen Zah-
len unterscheidet. Die rationalen Zahlen, die Standardbezeichnung ist Q, bilden ebenfalls einen
angeordneten Korper, in welchem die Gleichung

r?=2
jedoch keine Lésung hat, d.h. es gibt keine rationale r mit 72 = 2. Schlagwort v/2 ist irrational.

Wir zeigen als Anwendung des Vollstandigkeitsaxioms, dass es zu jeder nicht negativen reellen
Zahl a eine eindeutig bestimmte nicht negative reelle Zahl x gibt, fur die 22 = a gilt.

1.3.2 Satz (Existenzsatzifr Quadratwurzeln)

Zu jeder reellen Zahl a mit a > 0 existiert eine eindeutig bestimmte nicht negative reelle Zahl x mit

J]QZG.

z heifdt die Quadratwurzel aus a und wird mit \/a bezeichnet.

Beweis:

1. Fall: a =0.

Obwohl man den Fall « = 0 im Folgenden mitbehandeln kénnte, behandeln wir ihn vorab.
Die Gleichung z2 = 0 hat nach der Nullteilerregel nur die Lésung = = 0. Wir setzen daher

VO=0.

2. Fall: a > 0.
(a) ExistenzWir betrachten die folgende Menge
M:={yeR;y>0;y"<a}.
Erinnerung 2 := yy.

Wegen 02 = 0 < aist 0 € M, also M # (). Offensichtlich ist a + 1 eine obere Schranke von
M, dennisty >a+1,s0isty? > (a+1)?=a’+2a+1 > a.

Istalso y € M, dannisty < a + 1. M besitzt also nach dem Vollstandigkeitsaxiom (V) ein
Supremum: x := sup M.

Behauptungz > 0 und 22 = a.

Wegen 0 € M ist 0 < z. Offensichtlich ist o := min{1,a} € M, daher 0 < yg < z, also z > 0.



Wir zeigen 22 = a, indem wir die Annahmen z2 < a und 22 > a jeweils zu einem Widerspruch
fuhren. Nach dem Trichotomiegesetz muss also z2? = a gelten.

Ware z2 > a, dann ist auch

>0

eine obere Schranke von M mit s < x, denn es gilt:

2 2
2 _.TJ—CL
2= (- T5)

2 _ 2_,\?2
29,8 a+<x a)

2z 2z
———
>0
2
9 —a
>zt —2
* . 2z
=22 — (22 —a)
=a.
Es folgt dann fir jedes y € M:
y2 <a< 52

und hieraus (wegen y > 0 und s > 0)
y<s,

das heil3t, s ware auch eine obere Schranke fur M. Das widerspricht der Voraussetzung,
dass z kleinsteobere Schranke von M ist.

Ware z? < a, dann setzen wir

afxz

0 :=min{ 1, 23074—1}
Dann ist offensichtlich § > 0 und
(x +6)% = 2% 4 226 + 6
<ax?+205+6 (wegen 6 < 1)
= 2%+ (224 1)8
a — 332

<z?+(2x+1
<a®+ (2 4+ )2x+1

=22 4 (a — 2?)

:a’

alsoistauchx+4d € M,und x + ¢ > =x.

Damit wére z nicht obere Schranke von M. Also ist auch 22 < a unmdglich. Daher bleibt nur

£C2:a.

(b) Eindeutigkeit Ware fiir eine positive Zahl z; auch z? = q, so folgt:

(x—x)(z+z)=2>-27=a—-a=0,
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Abbildung 5: Graph der Funktiofi : R>¢ — Rxq, f(z) = /.

Wegen z + z; > = > 0 folgt aus der Nullteilerregel
r—x1 =0, also r=2x.

Die Schreibweise +/a fir die Zahl x ist also gerechtfertigt.

Ubung: Man zeige, dass fiir alle a,b € R,a > 0,b > 0 gilt:
Vab=+vavb.

Ferner beweise man die Monotonie—Eigenschaffius 0 < a < b folgt 0 < \/a < v/b.

Ordnet man jeder nicht negativen reellen Zahl ihre Quadratwurzel zu, so erhalt man eine Funktion
(Abbildung 5)
V iRy ={zeR >0} >R 2z~ Vz.

Man beachte: Es gilt V22 = |z| (und nicht etwa z) fur alle = € R.

Bemerkung: /a ist eine Losung der Gleichung z? = a. Aber ihr Negatives —./a ist auch Losungen
der Gleichung 2 = a. Man konnte jeder nicht negativen reellen Zahl a auch die negative Zahl
—+/a zuordnen und erhalt dadurch ebenfalls eine Funktion (der sog. ,Nebenzweig der Quadrat-
wurzel“, Abbildung 6), die meistens in der reellen Analysis unterschlagen wird. /a und —+/a sind
also Losungen der Gleichung 22 = a, die verschieden sind, wenn a > 0 ist, und nur im Fall a = 0
zusammenfallen.

Bemerkung: Es gibt ein véllig analogen Existenzsatz fir k—te Wurzeln, k eine natirliche Zahl k > 2:
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Abbildung 6: Graph der Funktiofi : R>o — R<o, f(z) = —/.

1.3.3 Satz (Existenzsatzlir k—te Wurzeln)

Zu jeder nicht negativen reellen Zahl a und zu jeder natirlichen Zahl & > 2 gibt es genau eine nicht
negative reelle Zahl z, fiir die z* = a gilt.  heilt die k—te Wurzel aus a und wird mit

Ya oder al’k

bezeichnet.

Man kann den Beweis in volliger Analogie zum Beweis des letzten Satzes fuhren, wir verzichten
aber hier darauf, weil wir die Existenz der k—ten Wurzeln auf verschiedene andere Weisen bewei-
sen werden.

Schlussbemerkung:Durch die Kérperaxiome, die Anordnungsaxiome und den Vollstandigkeitsaxi-
om (V) ist das System der reellen Zahlen eindeutig ,bis auf Isometrie festgelegt. Ohne diesen
Begriff zu prazisieren, sei angemerkt, dass wir z.B. spater zeigen werden, dass sich jede reelle
Zahl mit Hilfe der in den Axiomen auftretenden Zahlen 0 und 1 eindeutig als Dualbruchdarstellen
l&sst.



2 Naturliche Zahlen (vollstandige Induktion) ganze Zahlen, rationale
Zahlen

In einem beliebigen Korper K gibt es zumindest die Elemente 0 und 1. Um weitere ,Zahlen* zu defi-
nieren, liegt es nahe, einfach sukzessive die 1 zu addieren, also 2 := 1+1, 3 :=2 =241, 4 := 3+1,
usw. und die so erhaltenen Zahlen als natirliche Zahlenin K zu bezeichnen. Das Beispiel Fy des
endlichen Korpers mit zwei Elementen zeigt jedoch, dass dieses Verfahren nicht unseren Vorstel-
lungen entspricht, deninFist2:=1+1 = 0.

Auf Grund der Anordnungsaxiomen in R kénnen jedoch in dem angeordneten Korper R (das Glei-
che gilt fir jeden angeordneten Kérper K) solche Pathologien nicht auftreten.

Wir skizzieren im folgenden, wie man die natirlichen Zahlen (Standardbezeichnung ist N) als Teil-
menge von R definieren kann (R denken wir uns auf Grund der Grundannahme (GA) und der
Korper- und Anordnungsaxiome gegeben. Als Nebenprodukt erhalten wir das Beweisprinzip der
Jvollstandigen Induktion®. Dieses ist ein beweisbarer Satz und kein Axiom (wie etwa im Buch von
Forster oder bei Konigsberger). Unsere Vorstellung von den nattrlichen Zahlen ist, dass man einen
Anfang des Zhlenshat, namlich 1, und wenn wir irgendeine noch so grof3e natirliche Zahl, sagen
wir N konstruiert haben, gibt es noch eine groRere, z.B. (N + 1). Die natiirlichen Zahlen werden
,groier und groler, die Menge der natirlichen Zahlen hat sicher kein Maximum. Aber sind die
nattrlichen Zahlen vielleicht doch durch eine reelle Zahl nach oben beschrankt?

Relativ klar ist auch, dass es unendlich viele natirliche Zahlen gibt. Aber was heifl3t das genau?
Auch das werden wir (aber erst spater) prazisieren.

2.1 Die nafirlichen Zahlen

Die folgende Definition der natirlichen Zahlen mag auf den ersten Blick merkwurdig erscheinen,
hat aber den Vorteil exakt zu sein, weil die Unbestimmtheit und das zeitliche Moment, die im Be-
griff der ,sukzessiven Addition* enthalten sind, vermieden werden.

2.1.1 Definition (Zahimenge)

Eine Teilmenge Z C R heil3t ,Z&himenge (induktiv oder Nachfolgemenge) falls gilt
(@ 1eZz
(b) Furalle x € Z ist auch stets (z + 1) € Z.

R selbst ist Z&himenge (eine ziemlich groRBe), aberauch R, :={z € R; 2 >0 }.
R—{2}:={xz €R; z #2} istkeine Zdhimenge.

Wir wollen die natirlichen Zahlen als ,kleinste” Zahimenge einfiihren.

2.1.2 Definition und Satz (natirliche Zahl)

Eine reelle Zahl n heil3t natirlich, wenn n in jeder Zahlmenge von R enthalten ist.

N := {n € R; n naturlich} wird als Menge der natiirlichen Zahlerbezeichnet.



N ist selber Zédhimenge und zwar die kleinste Zahimenge, weil N in jeder anderen Zahimenge
enthalten ist: Mit Hilfe des Durchschnittes kann man auch schreiben

N=n{Z; Z c R Zahimenge}.

Da N in jeder Z&hlmenge enthalten ist, ist nur noch nachzuweisen, dass N selber wieder eine
Zahlmenge ist. Dazu ist zu zeigen:

(@) 1 € N, das ist aber klar, da 1 € Z fir jede Zahlmenge Z gilt.

(b) Ist x eine beliebige reelle Zahl, die in N liegt, dann liegt = in jeder Zahlmenge Z, dann ist
auch (x + 1) € Z. Da dies fur jede Zahimenge gilt, ist auch (z + 1) € N,

Damit haben wir gezeigt, dass N die kleinste Teilmenggon R ist, die alle uns vom Zahlen her be-
kannten ,natirlichen” Zahlen 1,2, 3, ... enthalt. Die natirlichen Zahlen sind also genau das, was

wir uns unter ihnen vorstellen. Als beweisbaren Satz erhalten wir nun den

2.1.3 Satz (Induktionssatz)
Ist M C N eine Teilmenge, fur die gilt
@ 1eM

(b) Furallen € M = n+1 € M. Dann ist bereits M = N.

Beweis:
Nach Voraussetzung ist M C N. Da aber N in jeder Zaéhlmenge Z enthalten ist, und M eine Zahl-
menge ist, muss also auch N C M gelten. Das bedeutet aber insgesamt M = N.

Auf dem Induktionssatz beruht das Beweisprinzip der Vollgindigen Induktion

2.1.4 Satz (Beweisprinzip der Vollsindigen Induktion)

Fir jede natirliche Zahl n sei A(n) eine Aussage (Behauptung) gegeben (A(n) kann wahr oder
falsch sein), und es gelte

(I A) A(1) istwahr. (Induktionsanfang oder Induktionsverankerung)

(I'S) Furallee N: A(n) = A(n+1) (Induktionsschritt)

((A(n) nennt man auch Induktionsvoraussetzung und A(n + 1) die Induktionsbehauptung).

Dann gilt A(n) fur alle naturlichen Zahlen n.
Zum Beweisbraucht man nur zu beachten, dass die Menge
M = {n € N; A(n) ist wahr} C N eine Zahlmenge ist, also nach Satz 2.1.3. mit N identisch ist.

Auf Beispiele fur das Beweisprinzip der vollstdndigen Induktion gehen wir in Abschnitt 2.4 ein.
Es sei bemerkt, dass man aus unserer Definition der natirlichen Zahlen, die folgenden Peano-
Eigenschaften der natichen ZahlerN ableiten kann



2.1.5 Satz (Peano-Eigenschaften der natichen Zahlen)
(P1): 1 €N (1isteine natlrliche Zahl)

(P,) : Jede naturliche Zahl n besitzt eine eindeutig bestimmte natiirliche Zahl »’(= n+1) als Nach-
folger.

(Ps) : 1ist nicht Nachfolger einer natirlichen Zahl (n’ # 1 fur alle n € N)

(Py) : Verschiedene naturliche Zahlen haben verschiedene Nachfolger:
Sind n,m € N und ist n # m, dann ist auch n’ # m’.

(Ps) : Ist M c N mit den Eigenschaften (a) 1 € M (b). Firallen € M = n+1 € M, dann ist
M = N.

Man kann umgekehrt diese Eigenschaften der natirlichen Zahlen als Axiome an den Anfang stel-
len, wie es R. Dedekind (1888) und G. Peano (1889) getan haben. Man kann dann aus den naturli-
chen Zahlen N die ganzen Zahlen Z, die rationalen Zahlen Q und schlielich die reellen Zahlen R
konstruieren. Eine klassische Darstellung findet man bei E. Landau: ,Grundlagen der Analysis",
eine modernere in dem sehr empfehlenswerten Analysisbuch von Amann-Escher (vgl. Literatur-
verzeichnis). Wir stellen noch einige Eigenschaften von N zusammen.

2.1.6 Eigenschaften vomN
(a) Fur jede natirliche Zahl n gilt n > 1;
(b) Summe und Produkt nattrlicher Zahlen sind wieder natirliche Zahlen;
(c) Die Differenz n — m zweier nattrlicher Zahlen ist wieder eine natirliche Zahl falls n > m gilt;

(d) Ist n eine beliebige natirliche Zahl, dann gibt es keine natirliche Zahl z mitn < z <n + 1.

Zwischen n und n + 1 existiert also keine weitere natirliche Zahl. Insbesondere folgt fur
n € N:

(e) IstA, :={zeN;z<n}=1{12,...,n}, dannist

An+1:AnU{n+1}:{1,,n,n+1},

(f) Wohlordnungsssatzlede nicht leere Teilmenge B C N besitzt ein Minimum;

Diese Eigenschaften lassen sich alle leicht mit vollstéandiger Induktion beweisen.

Wir beweisen nur den Wohlordnungsssatz (f), dessen Aussage offensichtlich ist, der aber dennoch
bewiesen werden muss.

Beweis : Dazu nehmen wir an, es gebe eine nicht leere Teilmenge B C N, die kein Minimum besitzt
und betrachten die folgenden Menge von natirlichen Zahlen M := {n € N; fiir alle k € B ist
n < k}, M besteht also aus allen naturlichen Zahlen, die untere Schranken von B sind. Dann
ist 1 € M, denn jede natirliche Zahl k ist > 1. Ist n € M, dann enthalt B nur Zahlen > n.
Waére jetzt n in B enthalten, so ware n die kleinste Zahl in B, B hat aber nach Voraussetzung
kein Minimum. Daher enthalt B nur Zahlen > n + 1, das bedeutet aber n + 1 € M.

Damit ist M eine induktive Teilmenge von N, also M = N nach dem Induktionssatz. Dann
muss B aber leer sein, denn wenn es n € B gibt, soistn+ 1 ¢ M, M ist aber gleich N.



Dabher ist doch B = () im Widerspruch zur Voraussetzung B # (.

Zugegeben, die Beweisstruktur ist etwas kompliziert.

Bemerkung: Man kann zeigen, dass umgekehrt aus dem Wohlordnungssatz der Induktionssatz
abgeleitet werden kann. Versuchen Sie dies zu beweisen !

Bemerkung: Die A,, sind Prototypen endlicher Mengen mit genau n Elementen. Wir nennen eine
Menge endlich wenn M = () ist oder wenn man die Elemente von M mit den Zahlen 1,2,...,n
so durchnummerieren kann, dass M = { my,ma,...,m, } gilt, jedes m € M also eine Nummer
erhalt und verschiedene Elemente auch verschiedene Nummern erhalten:

Aus j # k (1 < 4,k < n)folgt m; # my.

Man kann leicht zeigen (Induktion nach n), dass dieses n eindeutig bestimmt ist und man nennt n
die Elementanzahl von M.

Eine nicht endliche Menge nennen wir unendlich
Aufgabe: Zeigen Sie: N ist unendlich.

Die Menge der natiirlichen Zahlen besitzt kein Maximum, weil mit jeder natirlichen Zahl N auch
N + 1 eine grof3ere natirliche Zahl ist. Eine naturliche Zahl kann also nicht obere Schranke der
Menge N sein. Moglich wére jedoch, dass eine nicht zu N gehdrende reelle Zahl s obere Schranke
von N ist. Dass dies nicht der Fall ist, [&sst sich mit Hilfe des Vollstédndigkeitsaxioms zeigen.

2.2 Die Archimedische Anordnung vonR
2.2.1 Satz (Archimedische Eigenschaft voR)

Die Menge N der naturlichen Zahlen ist nicht nach oben beschrankt.

Man kann das auch so ausdriicken: Zu jeder reellen Zahl z gibt es eine natirliche Zahl n. mit
n>4ux.

Beweis : Wenn N nach oben beschrankt ware, misste N nach dem Vollstandigkeitsaxiom (V)
eine kleinste obere Schranke s, besitzen. Fir jedes n € N musste also n < sy gelten.
Andererseits muss es eine natirliche Zahl N mit N > sy — 1 geben, da sonst s, — 1 obere
Schranke von N ware, also s nicht die kleinste obere Schranke von N sein konnte.

Aus N > sg—1 folgt aber N +1 > sq, im Widerspruch zur Tatsache, dass s, obere Schranke
von N ist. Daher kann nicht n < sq fur alle n € N gelten.

O

Aus diesem Satz ergibt sich die folgende Folgerung, die schon in der griechischen Mathematik
(Eudoxos, 408?7—-355? v.Chr. — Archimedes 2877-212 v.Chr. ) eine Rolle spielte.



2.2.2 Satz (Eudoxos - Archimedes)
Zu jeder reellen Zahl ¢ > 0 und jedem b € R gibt es eine naturliche Zahl n mit
na > b.

Beweis : Wenn es eine solche natirliche Zahl n nicht geben wiirde, misste also fur alle natirlichen
Zahlen gelten

n <

ISERS

g ware also eine obere Schranke fir N im Widerspruch zu Satz 2.2.1.

O

Bemerkung: Satz 2.2.1 und Satz 2.2.1 (die Ubrigens &quivalente Aussagen beinhalten) bedeuten,
dass der Korper der reellen Zahlen archimedisch angeordnist.

Bemerkung: Es gibt angeordnete Korper, in denen diese Aussage nicht gilt; es gibt also ange-
ordnete Korper, die nicht archimedisch angeordnet sind. Wir werden spéter (nach Einfiihrung der
rationalen Zahlen) sehen, dass aus der Archimedischen Eigenschaft der reellen Zahlen folgt, dass
zwischen je zwei reellen Zahlen stets eine (und damit auch unendlich viele) rationale Zahlen lie-
gen, man sagt:

]@ liegt dicht in R

(Hinweis: Satz 2.3.5)

Als Folgerung wollen wir noch festhalten:

2.2.3 Folgerung

Ist £ eine beliebige positive reelle Zahl (also ¢ > 0), dann gibt es eine natirliche Zahl N mit

T <e
N .

Zum Beweis wahle man in Satz 2.2.2n =N, a=eund b = 1.
Man kann auch direkt mit 2.2.1 schlief3en:
Zu der positiven reellen Zahl % gibt es eine naturliche Zahl N mit N > é

Diese Ungleichung ist aber aquivalent zu +; < e. Erst recht gilt dann fiir alle natiirlichen Zahlen
n > N, dass auch 1 < ¢ gilt.

Diese Eigenschaft bedeutet, dass die Folge (%) eine Nullfolge ist.

2.3 Ganze Zahlen und rationale Zahlen

Die natirlichen Zahlen haben eine diirftige algebraische Struktur. Zwar ist mit je zwei nattrlichen
Zahlen m und n auch m +n und m-n eine nattrliche Zahl und fir die nattrliche Zahl 1 gilt1-n =n
fur alle n € N, aber N besitzt kein neutrales Element beziglich der Addition und fir n € N ist
(—n) ¢ N. Daher erweitert man N zundchst durch Hinzunahme der Null zu

No:=NU{0} ={0,1,2,3,... }



Jetzt ist zwar Null ein neutrales Element bezuglich der Addition in Ny, aber die Gleichung 2+x =1
besitzt keine Losung x € Ny. Deshalb erweitert man Ny nochmals.

2.3.1 Definition (ganze Zahlen)

Eine reelle Zahl z heil3t ganz falls x € N oder x = 0 oder —z € N gilt.

Z := {z € R;x ganz} hei3t Menge der ganzen Zahleim aufzahlender Schreibweise also
Z={..,-4,-3-2,-1,01,2,3,4,...}

Die auf R erklarte Addition und Multiplikation vererben sich auf Z.

Z ist beziglich der Addition eine abelsche Gruppémit dem neutralen Element Null) und beziglich
der Addition und Multiplikation ein kommutativer Ring (mit den neutralen Elementen 0 und 1).

In einem kommutativen Ring mit Einselement gelten die Axiome (A4;) bis (44), (M1), (M), (Ms)
und (D). Allerdings braucht (M) nicht zu gelten.

Ein kommutativer Ring unterscheidet sich von einem Korper dadurch, dass nicht alle von Null ver-
schiedenen Elemente ein Inverses (beziglich der Multiplikation) besitzen.

So sind z. B. 1 und —1 die einzigen Elemente in Z, die bezulglich der Multiplikation ein Inverses in
Z besitzen.

Diesem Mangel wird abgeholfen durch Einfihrung der rationalen Zahlen

2.3.2 Definition (rationale Zahlen)

Die Menge
Q::{xER; EsgibtmEZ,neZ,n;«éO,mitx:%}

heil3t Menge der rationalen Zahlen
Eine reelle Zahl, die nicht rational ist, heil3t irrational

Als Nenner in der Darstellung z = ™ kann man statt der ganzen Zahl n # 0 stets eine natrli-
che Zahl wahlen, weil man ein Vorzeichen im Nenner in den Zahler verlagern kann. Man be-
achte, dass die Darstellung einer rationalen Zahl in der Form z = %, m,n € Z, n # 0, nicht
eindeutig ist. Nach den Regeln der Bruchrechnung aus 1.1.6 gilt ™+ = 77’;— genau dann, wenn
mn' =nm’ (m',n’ € Z,n #0) ist.

2.3.3 Ubungsaufgabe

Zeigen Sie, dass Q mit den von R geerbten Operationen Addition und Multiplikation ein angeord-
neter Korper ist, in dem auch die archimedische Eigenschatft gilt.

Wie wir schon friher bemerkt haben, gibt es keine rationale Zahl r mit r> = 2. Die Menge
M = {y € Q;y > 0,y> < 2} besitzt kein Supremum s, in Q, weil fur dieses s3 = 2 gelten
msste. Vergleiche hierzu den Beweis von Satz 1.3.1.

Trotz dieser Lickenhaftigkeit der rationalen Zahlen werden wir gleich zeigen, dass Q in einem ge-
wissen Sinne ,dicht” in R ist. Dazu bendtigen wir einen aus der archimedischen Eigenschaft von R
folgenden Satz.



234 Satz

Zu jedem z € R existieren eindeutig bestimmte ganze Zahlen p und ¢ mit
@ p<z<p+1l bzw.
b) g—1<x<q

Bezeichnungen:

p = [z] = | =] = floor x = groRte ganze Zahl kleiner oder gleich x. [x] hei3t auch Gauf3-Klammewon
xZ.

g = [z] = ceil z = kleinste ganz Zahl grof3er oder gleich z.

Beispiele:

E)
I

|
3
—_
I
-~ W
0
3
JR—)
I

|
w

dabei sei 7 = 3,141519265. ...
Bemerkung:

Firz e Rgilt: |z] = [z] © 2 € Z.

Beweis : Wir beweisen nur (a).

Wir nehmen zunéchst « > 0 an. Nach der archimedischen Eigenschaft gibt es ein n € N mit
n > x und nach dem Wohlordnungssatz existiert dann

m = min{n € N;n > z}.
Definiert man daher p := m — 1, dann gilt
p<z<p+1.
Diese ganze Zahl p ist eindeutig bestimmt. Denn wenn fiir eine ganze Zahl ¢ # p auch
g<zx<q+1

gilt, dann kdnnen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit ¢ < p annehmen.

Dann folgt aber
g+1<p < x<qg+1, also
g+1 < g+1.

Daher muss p = ¢ sein.

Dem Fall z < 0 fihrt man auf den eben behandelten Fall dadurch zuriick, dass man ein
geeignetes k € Z zu x addiert, so dass

r+ k>0

gilt. Ein solches k existiert wieder nach der archimedischen Eigenschaft.



235 SatzQliegtdichtin R)

Sind a,b € R und gilt a < b, dann gibt es im Intervall ]a, b[ sowohl rationale als auch nicht rationale
(= irrationale) Zahlen.
Hieraus folgt: Fir jedes 2 € R und jedes ¢ > 0 gibtes einr € Q mit |r — x| < e.

Beweis : Wir wahlen nach der Archimedischen Eigenschaft zunachst eine natirliche Zahl n > 2~
oder % < b%‘l und suchen ein m € Z mit
m m+1

a< —<
n

< b.

Eine geeignete Wahlistm :=[n-a]+ 1l,alsomeZundm—1=[n-a] <n-a<m.

Es ist dann namlich

1 -1 2
a<@<m+ _m +—-—<a+(b—a)=0.
n n n n

m m—+1
ry = — und ro =
n n

in la, b,

damit auch ry := 112,
Es ist damit offensichtlich, dass sogar ,beliebig viele® rationale Zahlen in |a, b[ liegen.
Sind r; und r, die obigen rationalen Zahlen, dann ist fur jedes k € N

T2 —T1

k2

eine irrationale Zahl mit r; < x;, < ro (weil sonst /2 rational ware).

T =11+

Zwischen je zwei rationalen Zahlen liegen also ,unendlich viele” irrationale Zahlen, insbe-
sondere liegen wegen [rq, 2] Cla, b[ unendlich viele irrationale Zahlen im Intervall Ja, b].

O

Bemerkung: Aus 2.3.4 folgt, dass sich jede reelle Zahl x eindeutig in der Form
x=[z]+p, re€ZundpeR,0<p<1

darstellen lasst.

Hieraus ergibt sich ein einfacher Beweis eines wichtigen Satzes der elementaren Zahlentheorie:

2.3.6 Satz (Division mit Rest)

Zu einer ganzen Zahl n und einer positiven ganzen Zahl g gibt s eindeutig bestimmte ganze Zahlen
q,r mit
n=qg+r, 0<r<g.
r heil3t der reduzierte Rest modulg
Zum Beweis braucht man nur die obige Bemerkung auf := g anzuwenden. Offensichtlich ist dann

q:= [ﬂ und r :=n — qg.



2.4 Beispiele zum Beweisprinzip der vollgtndigen Induktion

Im Folgenden sind einige Beispiele flr Beweise mit Hilfe des Beweisprinzips der ,vollstandigen
Induktion“ zusammengestellt.

Man kann es anwenden, wenn eine Aussage A(n) fur alle naturlichen Zahlen n bewiesen wer-
den soll. Induktionsbeweise spielen in allen Zweigen der Mathematik eine wichtige Rolle. Wir be-
schranken uns auf Beispiele aus der Analysis, Zahlentheorie und Geometrie. Wir werden dabei
auch Varianten des Induktionsprinzips kennen lernen. Ferner kann man das Prinzip der vollstandi-
gen Induktion auch zur rekursiven Definition einsetzen.

(1) Summenformeln

Beweise von Summenformeln gelten allgemein als Inbegriff des Induktionsbeweises, dabei dienen
sie nun zum Eindben des Induktionsschemas. Entdeckendes Lernen kann man dabei nicht prakti-
zieren, zumal die zu beweisenden Formeln meist wie vom Heiligen Geist gegeben erscheinen. Der
Weg zur Formel liefert meist schon den Beweis, das Induktionsschema ist dann meist umstandli-
cher.

Wir geben dennoch einige typische Beispiele

1. Fur alle n € N gilt

An): [1+243+4+...n= w
Beweis : InduktionsanfangA(1) ist wahr:
A() 1:1~(1+1)
2
InduktionsschrittWir zeigen:
Furalle n € Ngilt: A(n) = A(n +1).
Wir betrachten
1
1+2+---4+n +(n+1) = §n(n+1)+(n+l)
N———

=n(n+1)/2
Induktionsvoraussetzung !

(1) | o1 ]

i 1 2
AI50|st1+2+---+n+(n+1):%_

Wir haben aus A(n) die Aussage A(n + 1) gefolgert.

Nach dem Induktionssatz gilt dann A(n) fur alle n.



Nach C. F. GauR! ( — der diese Summe als siebenjéhriger Schiiler im Spezialfall n = 100
nach anderen Quellen fiir n = 60 berechnet hat — ) kann man so schlie3en:

Ist
s=14+24.---4+n, so ist auch
s=n+m-1)4+---+1, und durch Addition der Gleichungen folgt
2s=(n+1)+n+1)---+...(n+1)
n mal
41
=n(n+1), a|3082@.

2. Fur alle n € N gilt die Aussage A(n): 1 +3+5+ -+ (2n — 1) = n?.
Beweis : InduktionsanfangA(1) ist wahr: 1 = 12
InduktionsschrittFur alle n € N zeigen wir:
An) = A(n+1).

Es ist
14345 +2n—1)+2n+1)=n*+2n+1)=(n+1)2.

2
=n
nach Induktionsvoraussetzung !

also gilt A(n +1).
Damit gilt die Summenformel fur alle n € N.
O

Wie man die letzten beiden Summenformeln vollig elementar mit Hilfe von konfigurierten Zah-
lenbeweisen kann, wurde in der Vorlesung gezeigt.

3. Fur alle n € N gilt die Aussage

nin+1)

A(n) : 13+23+---+n3:( 5

2
) =(1+2+ - +n)
Die rechte Gleichheit gilt wegen 1.
2

2
InduktionsanfangA(1): 13 :<1'2> = 12 ist wahr.

InduktionsschrittWir zeigen A(n) = A(n + 1):

Betrachte

1 1
P42 4.4 n? +(n+1)3:inz(n+1)2+(n+1)3=(n+1)2 {471/2—&-(714-1)]

=n?(n+1)?/4
nach Induktionsvoraussetzung !

- (n+1)27n2+in+4 = (n+1)27(n22)2
B ( (n+1)(n+2) )2
-\ 2 )

Ein Computeralgebrasystem berechnet solche Formeln schneller. Wir haben sie dennoch
bewiesen, weil wir solche Formeln in der Integralrechnung benétigen.

Der kurze maple —Code fiir die Berechnung der Formel fur 17 +2P 4. . - +nP als geschlossener
Ausdruck in Abhangigkeit von n einschliel3lich Faktorisierung ist:

1Carl Friedrich GauR+ 30 April 1777 in Braunschwei¢,23 Februar 1855 in &ttingen



for p from 1 to 10 do
print(p,  factor( sum(k"p,’k'=1..n) ) );
od;

Die Ergebnisse sind dann:

1
1, §n(n+1)
1
2, 6n(n—|—1)(2n—|—1)
3 1ng(n—ﬁ—l)2
’ 4
1 2
4, %n(n+1)(2n+)(3n +3n—1)
1 2 2 2
5, 2" 2n*+n—-1)(n+1)
1
6, En(n+1)(2n+)(3n4+6n3—3n—|—1)
1 f
7, ﬂn2(3n4+ nd—n? —4n+2)(n+1)>2
1
8, %n(n—l—1)(2n+)(5n6+15n5+5n4—15n3—n2+9n—3)
9, 2—0n2(n2+n7)(2n4+4n37n273n+3)(n+1)2
1
10, %n@n—i—l)(n—i—)(n?—l—n—1)(3n6+9n5+2n4—11n3+3n2+10n—5)
1 , ,
11 —n2(2n® + n" +4n5 —16n° —5n* + 260> — 3n% — 200 +10) (n + 1)?

’ 24

Nur eine leichte KTeX—Anpassung wurde vorgenommen. Der ISTEX—Code wurde von maple
exportiert. Jacob Bernoulli (1654-1705) kannte schon die Struktur fir die Summenformeln

’ Shi=1"+24+p+---+nf p,n€N.

Er zeigte ndmlich, dass gilt:

1 1
Sh = P 1n”+1 + §np +cporn? ey P 4+ n
wobei ¢,_1,cp—2, ..., c1 rationale Zahlen sind, die eng mit den nach ihm benannten Bernoul-

lischen Zahlen zusammenhangen.

. Geometrische Summenformel:
Fir alle n € Nund alle g € R gilt

Amy: [A- @ tq... 1) =1 ¢

Beweis :
A1) (1-q)(1+q) =1—g*
Wir zeigen: Fir alle n € N gilt: A(n) = A(n+1)



Betrachte:

I-q)1+-+¢"+¢" ) =0-q)(1+-+q¢") + (1—qq"""
-1 qn—i-l + qn+1 _ q7L+2

:lfqn+2a

d.h. aus A(n) haben wir A(n + 1) gefolgert.

Bemerkung: Hier bietet sich natirlich auch ein direkter Beweis an:

=) +g++q¢")=1+qg+¢ + - +¢"
_q_q2_'_._qn_qn+1:1_qn+1'

Als letzte Summenformel beweisen wir die binomische FormelDazu sind einige Vorbereitun-
gen erforderlich:

2.4.1 Definition (Binomialkoeffizienten)

Fir o € Rund k € Ny := N U {0} definiert man den Binomialkoeffizienter(i) durch

a 1 firk =0,
k)| Meslelack ) g >
Dann gilt fur alle « € R und k£ € Ny
) « n a _(a+1
k E+1) \k+1

Beweis : Firk=0gilt () + ($) =1+a=a+1= (21,

Fiark > 1ist

1-20v-ns E-(k+1)

daher

Im Folgenden sei « =n € N.

5. Binomischer Satz (oder binomische Forméfiir a,b € R und n € N gilt

(akbyl<g)a”%<?>a”1b%<;)a"2b2+~~~+<z>b”




Beweis : Induktiv nach n.
n=1: (a+b)'=a+b.
Seialson > 1 und A(n) die Aussage

n __ n n n n—1 n n—=212 . n n
(a+ D) —<O>a +(1>a b—|—<2)a b° + +(n>b )

Multipliziert man diese Rechnung mit (a + b), verwendet das Distributivgesetz und die
Additionsformel (x), dann folgt:

(@+5)" = (a+b)(a+b)" =ala+bh)" +ba+b)"
- (g) o + (:L) a”b+ (Z)anﬂbz +oo (n 71 1) a®p" !t 4 (Z) ab™
+(glamer (P e ()t e (7 Jaom o+ (D)ot

SN () e () e (8w (e
N — [ —— [ —— N —

- =(6)+(1) =(1)+(3) =(2)+ () -

und das ist die Aussage A(n + 1). Man vergleiche hierzu auch den in der Vorlesung
etwas anders gefiihrten Beweis.

O

Auf Grund des Additionstheorems (x) kann man die Binomialkoeffizienten (}) mit Hilfe des soge-
nannten Pascalschen Dreiecks berechnen. Der kurze* maple —Code:

X = n-> seq( binomial(n,i) , i=0..n );
for n from 0 to 17 do print( x(n) ); od;

liefert dann sofort das Ergebnis aus der Abbildung 7 an der Seite 53.
Es hat die Eigenschaften

1. Die erste und die letzte Zahl jeder Zeile ist 1.

2. Die (k — 1)-te und die k-te Zahl in der n-ten Zeile haben als Summe die k-te Zahl in der
(n+1)-ten Zeile.

3. Die Zahlen des Pascalschen Dreiecks sind ,symmetrisch zur Héhe", das bedeutet

n - n

k) \n—-k)°
Die Eigenschaft 1. ist die Tatsache, dass (j) = () = 1 gilt.
2. ist gerade das Additionstheorem (x). Um 3. einzusehen, schreiben wir die Binomialkoeffiziente
(}) ein bisschen um. Definiert man fiir n € N

n=1-2-3...nund 0! =1
(gesprochen n Fakultat), dann ist offensichtlich n! das Produkt der ersten n natirlichen Zahlen
n\ nn-1)---(n—k+1)
k 1-2---k
nn—1)--(n—k+1) (n—k)---1
1.2...k (n—Fk)---1
n! n! n!

En—k)!  (n—Ek%  (n—FK)!(n—(mn-Ek)




1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 3 35 21 7 1
1 8 28 5 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1

1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1
1 13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286 78 13 1
91 14 1

1 14 91 364 1001 2002 3003 3432 3003 2002 1001 364

1 15 105 455 1365 3003 5005 6435 6435 5005 3003 1365 455 105 15 1
120 16 1

1 16 120 560 1820 4368 8008 11440 12870 11440 8008 4368 1820 560
380 680 136 17 1

1 17 136 680 2380 6188 12376 19448 24310 24310 19448 2376 6188 2

Abbildung 7: DaseAscALsche Dreieck



Kleine Tabelleifir n!

=1

21=2

3l=6

41 =24

5! =120

6! =720

7! = 5040

8! = 40320
9! = 362880
10! = 3628800

11! = 39916800

12! = 479001600

13! = 6227020800

14! = 87178291200

15! = 1307674368000

16! = 20922789888000

17! = 355687428096000

18! = 6402373705728000
19! = 121645100408832000
20! = 2432902008176640000

Man sieht, dass n! sehr schnell wachst. 100! hat z. B. schon 158 Dezimalstellen, es ist 100! =
9,3326... - 101°7.

Die symmetrische Gruppe S,, hat die Ordnung n!. S,, ist die Gruppe der bijektiven Abbildungen
von {1,2,...,2} — {1,2,...,2}.

Bemerkung: Kombinatorische Interpretationen von (2)
(Z) lasst sich interpretieren als die Anzahl der verschiedenen Teilmengen mit k Elementen in einer
Menge mit n Elementen, z.B. der Menge A; ={1,2,...,n }.

Orientiert man sich an
1. (a+b)? = a® + 2ab+ b* bzw.
2. (a+0b)® =a®+ 3a?b + 3ab® + b*
und betrachtet dazu (a+b)" = (a +b)(a + b) ... (a + b), dann wird offensichtlich, dass (a+b)" eine

n Faktoren
Summe von Zahlen der Gestalt «”~* b* ergibt.

Jeder dieser Terme taucht genau so oft auf, wie man aus den n Faktoren k Faktoren auswéahlen
kann und diese Anzahl ist (}). Das ist auch ein Beweis des binomischen Satzes!

Folgerungen:

(0)--

k=0
oder ohne Verwendung des Summenzeichens:

000"




Kombinatorische Interpretation: Eine Menge mit n Elementen hat genau 2" Teilmengen.
Durch Spezialisierung a = 1, b = —1 erhalt man aus der binomischen Formel:

(6) () (5) ()

Die folgende nach Jacob Bernoulli (1689) benannte, aber schon vorher bekannte Ungleichung
werden wir haufig anwenden:

2 Ungleichungen

2.4.2 Satz (Bernoullische Ungleichung)

Ist h € Rund h > —1, dann gilt fir alle n € N:

(I1+h)">1+nh.
Zusatz: Fur h > —1,h # 0 und n > 2 gilt die strikte Ungleichung:

(1+h)">1+nh.

Beweis : Induktion nach n
n=1 (1+h)'l=1+1-h

InduktionsschrittEs gelte fir beliebiges n € N
(14+h)™ > 1+ nh.
Dann folgt durch Multiplikation mit der nicht negativen Zahl 1 + h

(1+h)" >0 +nh)(1+h)=1+n+1h+nh>>1+ (n+1)h.

Folgerung: Ist g € R und g > 0. Dann gilt
(a) ist g > 1, dann gibt es zu jedem C € Reinn € N mit g" > C.

(b) Ist0 < g < 1,dann gibtes zu jedeme > 0einn € Nmit g" < ¢

Beweis: (a) Seih := g—1, dannist nach Voraussetzung / > 0 und die Bernoullische Ungleichung
liefert g = (1+ k)" > 1+ nh.

Nach der Archimedischen Eigenschaft von N gibt es ein n € N mit nh > C — 1. Fir
dieses n ist dann ¢g" > C.

1 . _ 1 . . 1
(b) Setzt man g; = —, dannist g; > 1 und nach (a) gibtes zu C := - einn € Nmit g > =
hieraus folgt aber

gt <e.



Frage: Fur welche n € N gilt 2" > n? ?

Kleine Tabelle:

n 41516 7 8
n2||1]4]9]16[25|36] 49 | 64
2" 112141816 |32]64 | 128 | 256

[\
w

Vermutung: Fur alle n > 5 gilt
2" > n2,
Wir verwenden zum Beweis eine Variante des Induktionssatzes:

Fir jedes n € N sei eine Behauptung A(n) gegeben.
Gilt dann

(1) A(ng) fureinng € N

(2) Fur alle n > ng gilt die Implikation A(n) = A(n + 1),
dann ist A(n) fur alle n > ny wahr.

Zum Beweis braucht man die Menge M = { n € N; A(no — 1 + n) ist wahr } zu betrachten.
Dies ist eine Zahlmenge (Beweis!) und in N enthalten, also gilt A/ = N, das bedeutet, dass
A(n) fur alle n > ngy wahr ist.

Jetzt zu unserem Beispiel zuriick:
Als Induktionsverankerungehmen wir
ng=>5 : Esgilt 2" = 2° =32 > 25 = n? .
A(n) sei die Aussage 2" > n?.
Wir mussen zeigen fir alle n > 5 gilt:
A(n) = A(n+1)
Durch Multiplikation der Ungleichung von 2" > n? mit 2 folgt
2"t > 2n?
Wir missen also nur noch die Ungleichung
2n? > (n +1)?
beweisen. Dies geschieht durch Aquivalenzumformung:
2n% > (n+ 1)? & 2n?>n?+2n+1
& n?—2n+1>2
& (n—1)*>2.
Diese Ungleichung gilt somit fur alle n > 3, ist also erst recht fir alle n > 5 richtig.

Bemerkung: Die Induktionsverankerung ist wesentlicher Bestandteil des Beweisprinzips der vollstandi-
gen Induktion;

Die Implikation
A(n) = A(n+1)

kann richtig sein, aber die Aussage A(n) gilt nicht fur allen n € N, wenn es keine Induktionsveran-
kerung gibt. Als Beispiel betrachten wir fur n € N die Aussage

n(n+1)

2002 .
5 =+ 200

A(n) : 142+--+n=



Fir jedes n > ng := 1 gilt zwar
A(n) = An+1) :

Falls fur ein n € N die Gleichheit 1 +2+---4+n = @ + 2002 wabhr ist, dann folgt:

n(n+1) (n+1)(n+2)

1+2+---+n+(n+1)= +2002+ (n+1) = -+ 2002 .
Die Aussage A(n) ist trotzdem falsch (siehe Beispiel weiter oben), der ,Induktionsbeweis” versagt,

weil A(1) nicht gilt.



3 Rekursive Definitionen, Summen, Produkte

In den neun Kérperaxiomen (A4;) bis (A4), (M) bis (My) und (D) tritt neben den Summen von
zwei Elementen auch die Summe von drei Elementen auf:

(a+b)+c
nach (A4,) gilt
(a+b)+c=a+(b+¢)

und wir hatten vereinbart, fir diesen von der Klammerung (und Reihenfolge!) unabhangigen Aus-
druck einfach
a+b+c

zu schreiben.

Hat man (fir n € N) n reelle Zahlen a4, ..., a, zu addieren, so liegt die folgende Vorgehensweise
nahe:

Man definiert (so, wie man auf einem Taschenrechner eine echte Summe ausrechnet)

S1 = aj

S92 = S1+ao =ay + as

s3 = Sy+az= (a1 +az)+as
Spn = Sp—1Ttan

Das ist eine rekursive Definition im Sinne von 3.1

Fira € R, n € N haben wir die Definition

verwendet.

Die Punktchenschreibweise ist aber unbefriedigend. Eine bessere Definition wére gewesen:

a'=aundfirneN
a"tt=a"-a

(+) und erganzend
a’ := 1(insbesodere 0° = 1)

Die ist wieder eine rekursive Definition im Sinne von 3.1.

Um aus (x) eine exakte Definition (Definition durch Induktion) zu machen, verwendet man das
Induktionsprinzip, auch zur Definition von Objekten D(n), n € N.

Wir wollen dies am Beispiel der rekursiven Definition von ™ erlautern.

Sei a € R eine feste reelle Zahl. Fur n € N sei E(n) die folgende Behauptung:
Es gibt zu jedem k£ € Nmit k < n genau eine reelle Zahl a;, so dass folgende beiden Eigenschaften
erfullt sind:
Es gilt a; = a, und fur alle £ € N mit & < n gilt
ag+1 = A - A.
Wir wollen E(n) fur alle n € N beweisen und benutzen dazu vollstandige Induktion nach n.

E(1): Man braucht noch a; := a zu setzen und E(1) lasst sich auch nur mit diesem q; erfillen.



Induktionsschritt
Setz man E(n) als richtig voraus, nimmt also an, dass fur alle ¥ € N mit & < n Zahlen a; mit den
geforderten Eigenschaften existieren, dann kann man E(n + 1) wie folgt beweisen:

Fir alle £ € N mit &k < n setze man by := aj, und auRerdem b, .1 = a, - a.

Dann ist offensichtlich b; = a; = a, und fur & < n ist auch by4+1 = ax+1 = ax - a = bya.

Fir k = n ist aber gerade b,,+1 = a, - a = b, - a definiert. Die Zahlen b, erfillen also die Existenz-
bedingungen von E(n + 1), sie sind aber auch eindeutig bestimmt.

Betrachtet man namlich die b, fur alle k < n, so sind sie geeignete Kandidaten fur die Eigenschaft
E(n), stimmen also mit den a;, Uberein; ferner muss notwendig

bpt1=bn-a=ay-a

sein.
Wir haben aber gesagt: Fur alle n € N

E(n) = E(n+1);

damit gilt E(n) fir alle n € N.

Schrieben wir, um die formale Abhangigkeit von a; von n zu verdeutlichen, statt a; etwas genauer
ax.n, dann haben wir folgendes gezeigt:

Fir alle naturlichen Zahlen k£ und n mit £ < n gibt es eindeutig bestimmte reelle Zahlen ay, ,,, SO
dass fur alle n € N folgende Eigenschaften erfullt sind:

(@) Esistay, =a;
(b) Firalle k < nist agt1,n = ark.n - a;
(c) Furalle k <nistag, = agn_1
Wir kdénnen jetzt definieren: Fur n € N sei
a” = Qp -

Dann ist

a' = ay,1 = a und

n+1 —
a - an+1,n+1 - an,n+1 - a
= apn-a=a"-a

Dann ist ™ fur alle n € N eindeutig festgelegt.

Definiert man erganzend a° := 1, dann gilt a”*! = @™ - @ auch noch im Fall n = 0 und a' = a ist
automatisch erfullt.

Das Ganze mag reichlich kompliziert erscheinen (gegeniber der ,naiven“ Definition von a™), ist
aber exakt.

Man erweitert die Definition dann fir a # 0 auf negative Potenzen durch die Festsetzung (n € N)
a” "= (a"H"™

Dann gelten die folgenden Rechenregeln

(Ry): a™a™ = a™*t™

(Ro): (a")" =

(R3) : a™b"™ = (ab)",



dabei sind n, m € Z beliebig und «, b sind reelle Zahlen, die ungleich 0 vorauszusetzen sind, wenn
negative Potenzen auftreten. Man kann alle Regeln nicht fir n € Ny mit Induktion nach n beweisen
(zu fest) und den Fall n < 0 auf den behandelten Fall zurtickfuhren.

In vélliger Analogie kann man die Summe a; + as + ... + a,, von n reellen Zahlen a4, ..., a, de-
finieren und mit vollstandiger Induktion zeigen, dass diese Summe nicht von der Beklammerung
oder der Reihenfolge abhangt.

Diese Beispiele sind Spezialfalle fir den Rekursionssatz

3.1 Rekursionssatz
(R.Dedekind, 1888)

Ist B eine Menge und fur jedes n € N sei F,, eine Vorschrift, die jedem « € B genau ein F,,(x) € B
zuordnet. Ferner sei ein Element b € B vorgegeben. Dann gibt es genau eine Zuordnung

N —- B
n —  f(n),

die folgende Bedingungen erfullt:

(@ f(1)=20
(b) f(n+1) = E,(f(n)) furalle n € N.

Bemerkung: Der Satz gilt auch dann, wenn man zur Berechnung von f(n + 1) auch alle vorherge-
hende Werte f(1), f(2),..., f(n) bendtigt.

Wir verzichten hier auf einen Beweis und verweisen auf die Literatur, insbesondere Barner-Flohr,
Analysis |, Abschnitt 2.3 oder zu ,Zahlen*(Herausgeber: Ebbinghaus, dort Teil A, Kap. 1, §2) oder
Amann-Escher: Analysis |, Satz 5.11 (siehe Literaturverzeichnis).

Fir die Definition von Summe und Produkt von n Zahlen, n € N, wahlt man
F.(zr)=z+4+a, bzw. F,(x)=ay, -z =2-a,

Die rekursive Definition

p(l) =1
p(n+1) = (n+1pn); n>1,
liefert explizit
p(n) = nl,

also die Fakultat.
Erganzend definiert man p(0) = 1.

Auch die aufwendige und unbefriedigende ,Punktchenschreibweise” beim Beweis der Summen-
formeln, wie z.B.
12422432+ ... +100%



lasst sich nun véllig vermeiden, wenn man fiir die rekursiv definierte Summe von n reellen Zahlen
ai,...,a, das Summenzeichemerwendet:

n
Zaj =ay+ax+...+an

j=1
(In Worten: ,Summe a;, j von 1 bis n").

Die rekursive Definition lautet also

1
E a; = aq
j=1

n+1

n
E a; = g a; | + Gny1-
Jj=1 Jj=1

Mit Induktion zeigt man, dass ) a; von Klammerung und der Reihenfolge der Summanden un-
j=1
abhangig ist. Die Bestandteile des Summenzeichens haben im Einzelnen die folgende Bedeutung:

.~ Obere Grenze des Laufindexes

n
> a; «— Summationsterm
Laufindex — j=1
. untere Grenze des Laufindexes

Der Laufindex j kann durch jedes andere Symbol ersetzt werden (das nicht schon eine andere
Bedeutung hat), das muss dann allerdings an allen Stellen geschehen, wo j auftritt, z.B.

n n n
Sa =Y a =Y a
j=1 k=1 =1
Folgende Manipulationen mit dem Summenzeichen sind erlaubt:

(a) Beliebige Grenzen ifi: Sei k,l € Z, nistfurl > k

l
Zaj =ag tag41+ ...t ag—1+ ag.
Jj=k

Ist k£ < [, so setzt mann
l
Zaj = 0.
=k

Die Indexmenge, Uber die summiert wird, ist leer, es wird also gar nicht summiert, das hat
bezlglich der Addition die gleiche Wirkung, wie die Addition von Null (frei nach Forster: Analy-
sis I).

(b) Aufspaltung der Summést 1 < m < n, so ist

n

n m
Y aj=>a;+ Y a; (Assoziativgesetz)
j=1 j=1

j=m+1



(c) Linearitat der SummeFur jedes A, 1 € R gilt, falls b;, 1 < j < n, weitere gegebene reelle Zahlen
sind:

n

Y (Aaj+pb) =AY aj+p) b
J=1 J=1

j=1

(d) Umnummerierung der Indizekst m < n, so gilt

n—m-+1

n
E a; = E Apy—1+47-
Jj=1 Jj=1

Versuchen Sie nicht, diese Regel klein zu machen.
Frage: Wenn die Terme a,, Gm+1, - - -, 6, zZU addieren sind, wieviele Summanden ergibt das
insgesamt?

An einer 20m langen Grenze sollen Zaunpféhle im Abstand von je einem Meter aufgestellt
werden. Wieviele Pfahle braucht man?
Ersetzt man m — 1 durch ein beliebiges k € Z, so erhalt man allgemeiner:

(e)

n n—k
D= D G
j=m j=m—k
Die mit vollstandiger Induktion bewiesene Summenformel, schreibt sich jetzt eleganter, z.B.

- n(n+1)
k= —
2
k=1
oder
> 2k —1) =n’
k=1

oder der Binomische Satz:

(a+b)”:Z( Z )w’%k (a,b € R,n € Np).

k=0

Vollig analoge Eigenschaften, wie fur die Summe von n reellen Zahlen, gelten fir das Produktvon
n reellen Zahlen a4, . . ., a,. Man definiert:

n
11 rekursiv durch
Jj=1

1
H a; = ai und
Jj=1

n+1

n
H a; = H aj cQp41-
j=1 j=1
uUnd erganzend fir m, [ € Z mitm > 1

m
Haj = a;-au1- ... ayund
j=l

m
[[ei = Lfallsm<i.
j=l



Menn mit gar nichts zu multiplizieren ist, dann hat das bezuglich der Multiplikation die selbe
Wirkung, wie, wenn man mit dem neutralen Element 1 der Multiplikation multipliziert.”

Wir erwéhnen noch das Allgemeine Kommutativ- und Distributivgesetz

Sind ay,...,a, und by, ..., b, vorgegebene reelle Zahlen, dann gilt

Yo () = {5

1<j<m

1<k<n
Die ersten beiden Gleichheitszeichen beinhalten das allgemeine Kommutativgesetz, das dritte
Gleichheitszeichen das allgemeine Distributivgesetz.

Man hat dabei jedes Glied der ersten Summe mit jedem Glied der zweiten Summe zu multiplizie-
ren und muss die entstehende Produkte a;b;, aufsummieren, z.B. nach folgendem Schema:

arbr +arbs + ...+ a1b, a1 Z b
k=1
+asgby + asbs + ... + asb, “+as Z by
k=1
n
+ambi + ambs + ...+ amby, +am Y. bi
k=1
= <Z aj) (Z bk)
j=1 k=1

Nach dem Kommutativgesetz und dem Distributivgesetz ist das Resultat unabhangig von der
Reihenfolge der Summanden und Faktoren und von Klammerungen. Man verwendet dafur die
Schreibweise als Doppelsumme:

Z ajbk.

1<j<m

1<k<n



4 Komplexe Zahlen

4.0 Motivation, historische Bemerkungen

Wir haben die reellen Zahlen als angeordneten Korper eingefiihrt, in dem zuséatzlich noch das
Vollstandigkeitsaxiom (V) gilt.

Letzteres hat uns die Existenz von Quadratwurzeln aus nicht negativen reellen Zahlen beschert
(allgemeiner die Existenz vom k-ten Wurzeln (k € N, k > 2) aus nicht negativen reellen Zahlen).
Diese Eigenschaft unterscheidet den Korper Q der rationalen Zahlen von den reellen Zahlen, in Q
ist z.B. die Gleichung z2 = 3 nicht I6sbar. Aber ganz einfache algebraische Gleichungen, wie z.B.

(x) 22+1=0 oder
(x%) 22—-22+3=0

besitzen keine Losungen = € R. Der Grund ist, dass das Quadrat einer reellen Zahl immer gré3er
oder gleich Null ist. Aufgabe:Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen

Wendet man jedoch z. B. auf (xx) formal die Lésungsformel fur quadratische Gleichungen an, so

erhalt man
Tio=1+V/1-3 =14+v-2,

also ,Quadratwurzeln aus negativen Zahlen“, solche ,Zahlen“ kdnnen aber keine reellen Zahlen
sein. In der ,Ars magna“(1545 in Nurnberg erscheinen) von G. Cardano (1501-1576) findet sich
folgende Aufgabe

Zerlege die Zahl 10 so in zwei Summanden, dass ihr Produkt 40 ergibt . ‘

Nehmen wir an, es gibt solche Zerlegungen und nennen wir die eine Zahl z, die andere y, so soll
also gelten
0=z+y und 40 = zy .

Einsetzen von y = 10 — z in die zweite Gleichung ergibt die quadratische Gleichung
2 — 10z +40 =0,
welche bei formaler Anwendung die Losungsformel
T19=5+25-40 =5+ 15,

also wieder Wurzeln aus negativen Zahlen, ergibt.

Fir eine Losung der kubischen Gleichung

’x3—15x—4:0‘

gab R. Bombelli (um 1560) den Wert

= f’/Q + V=121 + €/2 — /=121
an. Unter Beachtung von 8 Regeln mit dem Rechnen mit Wurzeln aus negativen Zahlen berech-
nete er

zr1=024+vV-1)+(2-+v-1)=4.
Als weitere Losungen gab er

$2:—2+\/§ und $3:—2—\/§



an.

Aufgabe: Bestatigen Sie durch Einsetzen in die Gleichung, dass es sich wirklich um Lésungen der
Gleichung handelt. Gibt es noch weitere Lésungen?

Fir viele Mathematiker war es ein Mysterium, dass man Uber den Umweg Uber ,imaginare” Zah-
len (nur in der Einbildung, aber nicht wirklich existierende Zahlen) zu richtigen Ergebnissen kam.
Vom ersten Auftreten bei den italienischen Mathematikern der Renaissance bis zur endgultigen
Etablierung und Akzeptierung in der Mathematik hat es dann noch ca. 300 Jahre gedauert.

Wichtige Wegbereiter waren u. a. Leonard Euler, der 1748 die Formeln

6+v\/jl + efv\/jl
Ccosv = 5 und

€+1)\/jl _ e—v\/?l
2v/—1

aufstellte, also einen Zusammenhang zwischen den Winkelfunktionen nd der Exponentialfunktion.
Von Euler wurde auch 1777 fur «/—1 die Abklrzung 7 eingefuhrt.

Der Fachausdruck ,komplexe Zahl* stammt von C. Fr. Gaul3 (1831), die heute am haufigsten ver-
wendete Einfuhrung der komplexen Zahlen lber Paare reeller Zahlen geht auf Sir W. R. Hamilton
(1837) zuriick. Unser Ziel ist es, die reellen Zahlen in ein noch groReres Zahlsytem, das wieder ein
Kdrper werden soll, so einzubetten, dass man durch Einschrankung der auf dem gréReren Korper
definierten Addition bzw. Multiplikation die bekannten Opertionen auf R erhalt. Dazu machen wir
folgende

sinv =

Annahme:
Es gibt einen Korper K, der den Korper R als Unterkdrper enthalt, und der ein Element i enthalt,
fur das i = —1 gilt. Wie hat man in einem solchen Kérper zu rechnen?

Als erstes halten wir fest, dass i ¢ R gilt.
Aufgrund der Korperaxiome enthalt K dann auch alle ,Zahlen* der Gestalt
z:=a+ bi mita,b € R

und die Darstellung von z € K in dieser Form ist eindeutig, denn ist auch z = ¢+ di mit ¢, d € R,
so folgt a + bi = c + di, also ist a — ¢ = (d — b)i. Ware jetzt d # b, dann wére i = 9= € R, ein
Widerspruch zu ¢ ¢ R.

Also gilt d = b und damit auch a = c. Betrachtet man jetzt die Menge
C:={a+bieK;abeR},

so stellt man fest, dass bereits C ein Koérper bezuglich der auf K erklarten Addition und Multiplika-
tion ist.

Wir prifen nicht alle Kérperaxiome nach (das muss man auch gar nicht! Warum?), wir zeigen nun:
Fir z,w € C gilt auch z +w € C und zw € C und fiir z # 0 ist auch z~! € C.

Davon seien z = a + bi und w = ¢+ di mita,b,¢,d € R.
Dann ist
(%) zxw = (a+bi)*t(c+di)=(a+c)E£(b+d)i, alsoztweC und

ac+ bic + adi + bdi® (i* = —1)
(ac — bd) + (ad + bc)i, also auch zw € C'.

(%) Zw

Ist z = a + bi # 0 (d.h. a # b oder b # 0), dann existiert z—! in K (K ist Kérper) und man erhalt
1 1 a—bi a—bi

z a+bi (a+bi)(a—bi) a2+b2’




also
1 a -b

(%) ;:a2—|—b2+a2+b2i

und somit1/z € C .

Als Zusammenfassung erhalten wir: Wenn es Uberhaupt einen Korper gibt, der die reellen Zah-
len R als Unterkorper enthalt und in welchem es ein Element § mit 42 = —1 gibt, dann gibt es
auch einen ,kleinsten” solcher Korper, und diese minimale Erweiterung ist ,bis auf Isomorphie*
eindeutig bestimmt: Die Operationen Addition und Multiplikation und die Existenz von Inversen
von Elementen ungleich Null, sind durch die obigen Formeln (x), (xx), (* * *) mit den Operationen
auf R verknupft.

Offen geblieben in unserer heuristischen Betrachtung ist die Frage ,Was ist i“? Aber die Darstel-
lung z = a + bi, a,b € R, legt nahe, dass als wesentliches Bestimmungsstiick der nun zu definie-
renden komplexen Zahlen die reellen Zahlen a und b anzusehen sind, also das Paar (a,b) € R xR.
Das folgende Modell fiir die komplexen Zahlen geht — wie oben erwahnt — Hamilton(1831) zuriick.

4.1 Komplexe Zahlen (Konstruktion vonC)
4.1.1 Definition und Satz
(a) Eine komplexe Zahist ein Element aus der Menge
C:=R%*:={(a,b); a € R, b R},
also ein (geordnetes) Zahlenpaar:

(a,b) = (c,d) & (a=cund b=d).

(b) Definiert man auf C eine Addition fur (a,b) € C und (¢,d) € C durch:

(A) : (a,b) + (c,d) := (a+ c,b+ d) und eine Multiplikation durch
M) : (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc), so ist (C, +, -) ein Korper.

Neutrale Elemente sind 0 = (0,0) (bzgl. Addition) und 1 = (1, 0) (bzgl. Multiplikation).
Das Negativezu (a,b) ist (—a, —b), das Inverse zu (a,b) # (0,0) ist

a —b
=535 53 -
(@?) (a2+b2’ a2+b2)

(c) Einbettung vorR in C.

C enthalt als Teilmenge eine Kopie von R. Definiert man namlich
Cr:={(a,0); a€R},

dann addieren und multiplizieren sich die Elemente aus Cg wie die entsprechenden reellen
Zahlen, das bedeutet, es gilt (a,b,c,a’ € R)

(a,0) + (c,0) = (a+¢c0)
(a,0) o (c,0) = (ac,0)
und
(a,0)=(a’,0) & a=4d.



(d)

(€)

()

Die Abbildung j : R — Cg, a — (a,0) ist daher ein Korperisomorphismus. Wir identifizieren
daher R mit seiner Kopie Cg C C, schreiben also statt dem Paar (a,0) einfach a. Ferner ergibt
die Multiplikation von (a,b) € C = R? mit der Zahl (r,0) € Cr das Resultat

(r,0)(a,b) = (ra,rd),

das Resultat stimmt also tUberein mit dem ,Produkt r - (a,b) := (ra,rb), das man bei der
Multiplikation mit Skalaren im R-Vektorraum R x R betrachtet. Die Multiplikation mit Skalaren
aus R ist also durch die Multiplikation im Korper C festgelegt.

Die imagirare Einheit

Es gilt
(0,1)>=(0,1)-(0,1) =(0-0—1-1,0-1+1-0) = (-1,0) = —1.

Definiert man also i := (0,1) € C, dannist i2 = —1.

Wir nennen i die imaginare Einheit.
i ist also eine Losung der Gleichung z? + 1 = 0.
Diese Gleichung wird nur noch von —i gelost.

Standarddarstellung komplexer Zahlen

Ist z = (a,b) € C, dann gilt:
z = (a,b) = (a,0) + (0,b) =a+ (b,0)(0,1) =a+b(0,1) =a+bi .

In dieser eindeutigen Darstellung von z ( — man vergleiche die Einfuhrung —) heil3t a Realteil
von z und b Imagin arteil von z.

Bezeichnungen: a = Re z, b =1Im z.

Durch die Eigenschaften, dass C die reellen Zahlen als Unterkdrper (bis auf Isomorphie)
enthalt, dass es in C ein Element i mit > = —1 gibt und dass sich jedes z € C in der Ge-
stalt z = a + bi, a,b € R, ist C bis auf Isomorphie festgelegt.

Beweis : Wir priifen nicht alle neun Korperaxiome nach. Wir weisen lediglich die Kommutativitat

der Multiplikation und das Assoziativgesetz bzgl. der Multiplikation (fiir Unglaubige) nach:
Ist z = (a,b) € Cund 2’ = (a/,V') € C, dannist zz’ = 2’z zu eigen. Nun ist nach Definition:

22" = (a,b)(a’,V) := (ad’ — b, ab + ba’) Definition des Produkts in C
2’z = (d,V)(a,b) :=(ad'a—bb,a'b+Va) Definition des Produkts in C

Unter Verwendung der Kommutativitdt des Produkts und der Summe in R, sieht man die
Gleichheit

(aa’ — bb',ab’ + ba’) (a'a—Vb'b,a’b+Va) also
!

27 = 2z

Zur Uberpriifung des Assoziativgesetzes setzen wir

z = (a,b) € C, 7 =(d,b)eC und 2" =(d",b") eC.



Dann gilt:

()" = ( (@, b)(a', V) )(a", ")
= (ad —bb , abl +ba" )(a" V")
= ((ad’ —bV')a" — (ab + ba" V" , (aa’ — b )b" + (ab’ + ba')a")
= ((aa")a" — (bb")a" — (ab" V" — (ba" V", (aa")b" — (bU")V" + (ab')a” + (ba')a")

und weiter wegen der Assoziativitat des Produkts in R !
— ( a(a/a//) _ b(b/a/l) _ a(b/b//) _ b(a/b//) , a(a/b//) _ b(b/bl/) + a(bla//) _|_ b(a/a//) )

und weiter wegen der Kommutativitat der Summe in R !

= (a(d'a”) —a(®'V") = b(b'a”) —b(a'b") , a(a’V") + a(b'a’”) — b(H'V") + b(a’a’) )
=(a(da" =V =bl'a" +a'b"), ala'b” +¥ba") - b’V —d'a"))

= (a(d'ad” =0'b") —b/a" +d'b"), a(b'a” +a'b") — b’V —d'a"))

= (a,b)(d'a” = V0", b'a” +a'b")

= (a,b)( (a/’b/)(a”vb“) )

= 2(2'2")

4.1.2 Bemerkungen

(@)

(b)

Da C ein Kdorper ist, gelten in C alle in R abgeleiteten Rechenregeln, bei denen nur die
Kdrpereigenschaften benutzt waren.
Z.B. gilt fir alle n € Ny und alle a, b € C die binomische Formel:

(a +0)" =a"+ (?) a" b a <n i 1) ab™ " 4 b7

und die geometrische Summenformel

1-@+q+¢@+-+¢")=1-¢"t") q¢eC,neNy.

Die Formel fur die Multiplikation komplexer Zahlen braucht man sich nicht zu merken. Ist etwa
z = 2—06iund w = 1+ 4, so rechnet man zw mit Hilfe des Distributivgesetzes und unter
Verwendung von i2 = —1 und erhalt
cw=(2-6i)(1+i)=2-1+2-i—6i-1—6i-i
=242 —6i—6i>=2+2i—6i—6(—1)=8—4i.

Die Standarddarstellung fur einen Quotienten wie z.B.
mit 3 + 44:

245i  (2+450)(3+4i) 6+15i+8 —20 —14+23% 14 23

22 berechnet man durch Erweiterung

3-4i (3-4)(3+4) 9+ 16 25 25 25

N4
Soll man die Standarddarstellung etwa von z := (g;;) bestimmen, so berechnet man zunachst

8—i (8—2')(5—1')_40—5i—8z'—1_@_gi_g_li_g(g_i)
5+i  (b+i)(5b—1i) 25+ 1 26 26 2 2 2




und verwendet dann die binomische Formel:

1 a1y 3. 2.2 3 .4
=181 :E(?’ —4-3%+6-3%% —4-3i° +i%)
1 28—96i 7
=—(81—108i — 54+ 12i+1)= —— = — —6i.
16(8 08; — 54 +12i 4+ 1) 16 1 64

(c) Die Definition der Multiplikation komplexer Zahlen mag gekunstelt erscheinen, ist aber durch
die VorlUberlegung in 3.0 motiviert.

Die komponentenweise Multiplikation (a,b) * (¢, d) := (ac, bd) als multiplikative Verkniipfung zu
nehmen, scheitert deshalb, weil in jedem Korper K die Nullteilerregel gilt:
Fir z,w € K gilt zw = 0 genau dann, wenn z = 0 oder w = 0 ist.

Bei komponentenweiser Multiplikation ware aber z.B. (1,0) % (0,1) = (1-0,0- 1) = (0,0).
Die komponentenweise Multiplikation der Paare ist aber immerhin noch kommutativ, assoziativ
und distributiv bzgl. der Addition. Priifen Sie dies als Ubungsaufgabe nach.

4.1.3 Wichtige Bemerkung

C lasst sich nicht anordnen ! \

In C gibt es also keine Teilmenge P, so dass fur P die Axiome (A0;), (AO3) und (AO3) gelten.
Denn in einem angeordneten Korper gilt fir ein Element z # 0 stets z?> € P. Insbesondere ist
1 =12 ¢ P,also —1 ¢ P. In C gilt aber i> = —1. Wenn sich C anordnen lieBe, misste einerseits
(wegen i # 0) i2 € P gelten, andererseits ist i? = —1 ¢ P.

Wir kénnen uns an dieser Stelle nur mit wenigen elementaren geometrischen und algebraischen
Eigenschaften von C beschaftigen. AuRer den in der Einfihrung genannten Griinden, den Korper
der reellen Zahlen nochmals zu erweitern, gibt es viele zahlreiche weitere, z.B. viele innerma-
thematische Griinde, aber auch etwa fur die moderne Quantenmechanik (Schlagwort: Vertau-
schungsaxiom fur Orts— und Impuls—Operator, Schrodinger—Gleichung, Hamilton—Operator) sind
die komplexen Zahlen unverzichtbar.

Analysis, die systematisch auf C aufbaut, heif3t im deutschen Sprachgebrauch auch Funktionen-
theorie

Wir werden uns hier nur mit Rudimenten der komplexen Analysis (=Funktionentheorie) beschafti-
gen. Im Folgenden stellen wir einige elementare Eigenschaften von C zusammen.

4.2 Elementare Eigenschaften vor

Die komplexen Zahlen sind insbesondere ein R-Vektorraum mit der speziellen Basis 1(= (1,0))
und i(= (0,1)). Ein Vektorraum hat bekanntlich ,viele* Basen. Die Auswahl von 1 und i ist also in
gewisser Weise willkirlich. Die Wahl von 1 = (1,0) als Basiselement ist aber dadurch gerechtfer-
tigt, dass 1 neutrales Element bezuglich der Multiplikation in C ist und ¢ = (0, 1) 16st die Gleichung
22 4+ 1 = 0. Aber auch —i = (0, —1) lost diese Gleichung (sonst gibt es keine weiteren Losungen).
Dass man im Prinzip dieselbe Struktur erhalt, wenn man in allen Rechnungen mit komplexen Zah-
len ¢ durch —i ersetzt, wird sich im Folgenden ergeben.



Den R-Vektorraum C = R? mit der ausgezeichneten Basis 1 = (1,0) und i = (0,1) nennt man
auch Gauf3sche Zahlenebenad veranschaulicht sich komplexe Zahlen als Punkte oder Vektoren:

A zZ+w
Im Im

Y
N

[ =
D

(1’0) Re Re

z

R = R x {0} nennt man die reelle Achseund iR = {0} x R die imagirére AchseDie Summez + w
von zwei komplexen Zahlen z und w ist der vierte Eckpunkt des durch 0,z und w bestimmten
Parallelogramms (falls diese Punkte nicht alle drei auf einer Geraden liegen). z + w kann man
auch als den Punkt beschreiben, der durch Translation um w aus z oder durch Translation um z
aus w entsteht.

Eine geometrische Deutung fiir das Produkt zw zweier komplexer Zahlen geben wir weiter unten.
Die Gleichberechtigung von i und —: begriindet die Wichtigkeit, der Abbildung

T:C—oCiz=x+4yi—x—yi.

4.2.1 Definition (konjugiert komplexe Zahl)
Ist z =z +yi, x,y € R, dann heil3t Z = x — yi die zu z konjugierte komplexe Zahind die Abbildung
T C—-Cz—zZ

die komplexe Konjugation
Geometrisch bedeutet der Ubergang von z zu z eine Spiegelung an der reellen Achse.

4.2.2 Eigenschaftenvonm : C - C,z+— Z

For alle z,w € C qilt:

@ ztw=z+w,zw=z-w

(b) z=1=

(c) Re(z) =2+4+7%/2, Im(z) =z —Z/2i

() zeR«<= 2=7%, z €iR < 2z = —Z (im letzteren Fall nennt man z rein imagirér)
) 2z=22+42>>0 (z=a+yi,r,y €R)

(9) Ist z =x +yi # 0 (d. h. z # 0 oder y # 0), dann ist

1 z T — Yl T —y

= — = —_ Z’-
|Z|2 1'2+y2 x2+y2 +$2+y2




Die Eigenschaften lassen sich kurz zusammenfassen:

— : C — C ist ein involutorischer Automorphismugon C mit der Fixpunktmenge R. Involuto-
risch bedeutet: Fir alle z € C gilt: Z = z, insbesondere ist = : C — C bijektiv. Nach (e) ist
{z € C;z =z} = R, also ist R die genaue Fixpunktmenge von ~ : C — C.

Beweis : Die Rechenregeln ergeben sich alle unmittelbar aus der Definition. Wir beschranken uns
auf den Nachweis der Formel zw = zw.

Ist
z = z+4+yi, z,yeR
w = u-+vi, u,v€R, soist
zw = (x—yi)(u—vi)=(zu—yv)— (zv+ yu)i = Zw

4.2.3 Ein Beispiel zu54.2.2(g)

<1+¢>1 1
V2 ) V2
Wir knlipfen an (f) an:

Ist 2 = . + yi, z,y € R, dann ist 22 + 2 > 0 und vz z = /22 + 2, das ist nach dem Satz des
Pythagoras der Abstandvon z vom Nullpunkt Diese reelle Zahl nennen wir den Betrag vonz. Ist
z € R, so stimmt die neue Definition mit der Betragsdefinition auf R tberein.

4.2.4 Definition und Satz (Betrag einer komplexen Zahl)

A

Ist z = = + yi (z,y € R) eine komplexe Zahl, Im z=x+yi=(z,y)
dann heif3t die (nicht negative) reelle Zahl
2] i=VzZ = Va2 +¢? 2]
Y

der Betrag vorr. |z| ist der euklidische Abstand
des Punktes z = z + yi = (z,¢) vom Nullpunkt.

Offensichtlich ist |z| = |z| fur alle z € C.

Eigenschaften des Betraddir alle z, w € C gilt
(B1) |12/ >0; |2|=0<2=0

E]

w|*

(B2) |zw| = |z| |w| (Multiplikativitat oder ,Produktregel®).Ist w # 0, dann ist | 2|
(Bs) [Re z| < |z], [Im 2| < [2].
(B,) Dreiecksungleichungen:

(@) |z+w| <|z| + |w| (fir Abschatzungen nach oben),
(b) |z —w| > ||z| — |w]|| (fur Abschatzungen nach unten).



Bemerkung(C lasst sich zwar nicht mehr anordnen, aber durch | | ist eine Bewertung auf C definiert
(vgl. ???)

Beweis : Wir beweisen exemplarisch (B5) und (By)(a):
(B2): Es qgilt
zwl? = (zw)(Z0) = (2w) (ZW) = (22) (w) = [2*|w]?
und damit |zw| = || |w].
Zu (By)(a): Es qilt

z+w)? = (z+w)(ztw)=(z+w)(Z+D)
= 2ZZ+ twzZ+ 2w + ww

|22 + 2Re(wZ) + |wl|?

|22 + 2{wz| + |w]?

212 + 2Ju]fz] + [

|2* + 2l2]|w] + [w]?

(2] + Jw])®

I I VAN |

Hieraus folgt wegen der Monotonie von v
2 +w| < [z] + |w].

Die Dreiecksungleichung fur Abschatzungen nach unten beweist man wie im reellen Fall (vgl.
???).

O

4.2.5 Bemerkungen

(a) Die Identitat

|22 + 2 Re (wZ) + |wl|?
|2 + 2 Re (20) + |w]?

|z + wl

(Beachte: Re(wz) = Re(wz) = Re (wz) = Re(zw)) wollen wir aus einem unten erlauterten
Grund Cosinus-Satnennen.

(b) Die im Beweis verwendete Ungleichung
[Re (wz] = [Re (2w)] < |2| w]
ist die Cauchy-SchwarzscHéngleichung (C.S.U.) in C = R2. Schreibt man namlich

z = x4y, z, y €Rz
w = u-+wvi, u,v €R dannist
Re(zw) = Re(zw) = zu + yv

und das ist das (Standard)-Skalarproduktier Vektoren z = (z,y) € R? und w = (u,v) € R2.
In aquivalenter Form lautet die C.S.U.:



4.2.6 Satz (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Fur alle z,y, u,v € R gilt
|zu +yol? < (22 + y?) (u® + v?)

oder fir alle z,w € C qilt
(2, w)[? < [z Jwl?,

wenn wir fir das Skalarprodukt von z und w die Bezeichnung (z, w) verwenden.

BemerkungDefiniert man fur beliebige z,w € C
den Abstand vorr undw durch

23
d(z,w) := |z —w|,
dann gilt fr beliebige 21, 25,23 € C
() [d(z1,2) < d(z1,22) + d(z2,25) - 2

Der Name ,Dreiecksungleichung” wird jetzt geometrisch verstandlich.

(x) folgt aus der speziellen Dreiecksgleichung (Dreieck mit den Ecken 0, z, w)). Wegen
21—23:(21—22)+(22—23) f0|gt ‘21—23‘ < ‘21—22‘+|2’2—23|

und das ist (x).

Der Abstand d in C hat die Eigenschaften(z1, z2, z3 € C beliebig)

(Ml) d(zlsz) =0& Z1 = 22

(Mz) d(21,22) = d(z2,21) (Symmetrie)

(Ms) d(z1,23) < d(z1,22) + d(z2, 23) (Dreiecksungleichung)

C mit dieser Abstandsfunktion ist ein metrischer Raunfgenauso wie R mit der Abstandsdefinition

d(a,b) = |a —b|;a,b € R).

Mit Hilfe des Betrages bzw. des Abstandes in C erden wichtige Teilmengen von C definiert:

4.2.7 Definition (Einheitskreislinie)
St = {z € C;|z| = 1} heiBt Einheitskreislinie.

Sie hat die bemerkenswerte Eigenschaft, dass sie beziiglich der Multiplikation eine Gruppeist (Un-
tergruppe von C* := C—{0}). Sind z, w € S', so gilt auch zw € S* und 2 € S*. Ferneristz~! = z.
Etwas allgemeiner ist

4.2.8 Definition (Kreisscheibe)
Firz, e Cunde € R, € > 0, heil3t
Ue(z0) :== {2 € C;[2 — 20| < &}
die offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt, und Radius ¢ oder auch e-Umgebung vorz, und

U(20) = {2 € C; |z — 20| < &}



die abgeschlossene Kreisscherhi Mittelpunkt zo und Radius . Und
Se(z0) :={z€C;lz — 2| = ¢}

Sphare mitMittelpunkt 2, und Radius . Fir zp = 0 und ¢ = 1, verwendet man die obige Bezeich-
nung
Sl = Sl (0)

Wir wollen noch die Abbildung (Inversion)
j: C-{0} — C-{0},
1
z = -
z

etwas genauer betrachten. Die Formel
1 1

z P
fur das Inverse einer komplexen Zahl z # 0 zeigt, dass % die ,Richtung“ von z hat. Wie kann man
1/z geometrisch konstruieren?

z

4.2.9 Definition (Spiegelung am Einheitskreis)

Sind 2/, 2z € C* = C — {0}, dann lieBen z und 2’ Spiegelpunktéeziglich der Einheitskreislinie S!,
wenn gilt

(@) 2’ = az miteinema € R,a > 0.
(b) [2'[ 2] =1.

(a) bedeutet, dass 2’ und z auf dem selben von 0 ausgehenden Halbstrahl liegen.
Setzt man die Gleichung 2’ = az in (b) ein, so folgt,

12| |2] = |az| |z| = |a| |2]* = azZ = 1, also

1 .

a = — und damit
74
1

7 = ==z
zZz

Wegen % = % z = 2/ erhalt man daher 1/z, indem man den Punkt 2’ an der reellen Achse spie-

gelt.

Man erhélt also 1/z durch zwei Spiegelungen: Spiegelung am Einheitskreis (ergibt z’) und dann
Spiegelung an der reellen Achse (ergibt 1/z). Zum gleichen Resultat kommt man, indem man
zuerst an der reellen Achse und dann am Einheitskreis spiegelt. Die Punkte z’ sind bei der Spie-
gelung am Kreis Fixpunkte. Den Punkt 2’ kann man geometrisch mit verschiedenen Methoden
konstruieren, in den folgenden Abbildungen sind zwei angedeutet.

1k|m




4.2.10 Geometrische Interpretation der Multiplikation

Die geometrische Interpretation der Multiplikation komplexer Zahlen erfordert etwas mehr Auf-
wand. Ist ¢/ = a + bi € C, a,b € R und ¢ # 0, dann betrachten wir die C-lineare Abbildung

pe: C — C,
z = (z) =Lz

und zerlegen sie wie folgt:
Die Abbildung

~
IS

z
C —- C C C

ist eine ,Streckung“ mit dem Zentrum 0 und dem
Streckungsfaktor |¢|. Es ist also p; = jujg © fta.
Istd := 7, dann ist |d| = 1 und

pa: C — C, Y

z +— dz
ist langentreu (,abstandstreu®), denn

lpa(z1) — pa(ze)| | = |dz1 — dzs]
= |d(z1 — 22)|
= |d| |21 — 22|
= |21 — 2]

Ferner ist g C-linear (insbesondere R-linear) und bijektiv:
Die Abbildung

z + dz wird durch

1
W o und umgekehrt.

Die Abbildung p4 flhrt die Basisvektoren 1 und ¢ in d - 1 bzw. d - i Uber.

(e 59)-(h )

Ihre Determinante ist |d|?> = 1.

1tq iSt also eine langentreue, orientierungserhaltende lineare Abbildung von C = R?, eine solche
heil3t ,Drehung” um den Nullpunkt.

Zusammengefasst:
Die Abbildung (I € C, I # 0)

w:C — C
z — Lz
ist eine Drehstreckung Im
Ubersichtlicher wird die geometrische Beschrei- z
bung der Multiplikation komplexer Zahlen durch r=|z|
Verwendung von Polarkoordinaten
SO >
Re




4.2.11 Satz (Polarkoordinaten inC = R?)

Jedes z € C kann in der Form
z=r(cosp +isinp)

mit r, o € R, r > 0, dargestellt werden. Dabei ist » = |z| eindeutig bestimmt, ¢ fuir z # 0 eindeutig
bis auf Addition ganzzahliger Vielfacher von 27 und ¢ ist beliebig fur z = 0. ¢ ist der in Bogenmaf
gemessene orientierte Winkel zwischen der positiven reellen Achse und dem Ortsvektor von z. r
und ¢ nennt man Polarkoordinatenon z.

Zum Beweis dieser Darstellung bendétigt man Eigenschaften der Funktionen cos und sin, die wir
spater herleiten werden und die wir hier kurz zusammenstellen:

1. Additionstheoremef=irr beliebiges ¢, 1) € R ist

sin (¢ + 1)) = sin ¢ cos ¥ + cos psin
cos (¢ + ¥) = cos pcost — sin psiny

2. Die Funktionen sin und cos sind periodischmit der Periode 27, d. h. fur beliebiges ¢ € R ist
sin(p + 27) = sin g, cos(p + 27) = cos @

3. Zu jedem Punkt (a,b) € RZ mita® +b> =1 (d. h. a + bi € S?) gibt es ein p € R mit a = cos ¢
und b = siny

Wahlt man z.B. ¢ im Intervall [0,2x] oder im Intervall | — 7, 7], dann ist ¢ eindeutig bestimmt.
Umgekehrt gilt fiir jedes ¢ € R,cosp + isinp € S'. Generell ist ¢ die Lange des Bogens vom
Punkt (1,0) zum Punkt (a,b) € S*. Es gilt fir p, ¢’ € R

(cos g, sinp) = (cos ¢, sin ') <= ¢ — ¢’ = 27k, k € Z.

Soviel zu den Voraussetzungen.
Ist nun z € C, z # 0, dann liegt Bl auf der Kreislinie S!, es gibt also ein ¢ € R mit m =
cos ¢ + isin p, daher ist

’z = |z|(cos p + isinp) = |2|E (¢) ‘

mit der Abkurzung E(y) := cos ¢ + isin . Damit hat man die Existenz einer Polarkoordinatenstel-
lung. Ist auBerdem auch z = r’(cos ¢’ 4 ist ') mit ' > 0 und ¢’ € R, dann folgt

|z = r'\/(cos @)% + (sin¢')2 = 7,
also r =/ und dann ¢ — ¢’ = 27k mit k € Z.

Jedes ¢ € R mit z = rE (¢) heil3t ein Argument vor:. Eine komplexe Zahl hat also ,viele* Argu-
mente. Wenn man Eindeutigkeit erreichen will, wahilt man ¢ z.B. im Intervall | — 7, 7] und spricht
dann vom Hauptwert des Argument®n z und schreibt manchmal ¢ =Arg z.

Beispiele:
. T
Arg(l) = 55 Arg(=1) =,

Arg(—i) = %W;Arg(l) = 0.

Sind nun z,w € C und z = rE(p) bzw. w = pE(¢) Polarkoordinatendarstellungen von z bzw. w,
dann ist

zw = rp(E(p) E(¥)) = 1pE (¢ + 1)
denn die Additionstheoreme fiir cos und sin sind mit

E(p+1v) = E(p)E(¥)



aquivalent.

Daraus ergibt sich:

Komplexe Zahlen werden multipliziert, indem man ihre Betrage multipliziert
und ihre Argumente addiert.

Speziell ergibt sich, wenn man etwa w := ¢ = pE(p) € C* fest wahlt, dass die Abbildung

NZ:C - (Cv

z = Uz

eine Drehstreckung ist, eine Drehung um den Nullpunkt mit dem Drehwinkel ¢ und eine Streckung
mit dem Streckungsfaktor |I| und 0 als Streckungszentrum.

Auch die Inversionerhélt nun eine einfache Interpretation: Ist z = rE(p), r > 0, ¢ € R, dann gilt fur
den Spiegelpunkt 2’ beziglich der Einheitskreislinie S*

2 = pE(p) mit rp=1 und 2=~ =pE(—p) .

1
z
Wir haben die komplexen Zahlen eingefiihrt, um die Gleichung z2 + 1 = 0 zu l6sen. Uberraschend
und fundamental fir die Anwendung der komplexen Zahlen ist die Tatsache, dass beliebige alge-
braische Gleichungen Losungen in C besitzen. Das ist die Aussage des

Fundamentalsatzes der AlgebraSind ag, . .., a, € C; a, # 0,n € N, beliebig vorgegebene Zahlen,
dann besitzt die Gleichung
2"+ apn_12" P+ +ag=0

mindestens eine Losung in z € C. Eine dquivalente Formulierung ist:
Jedes nicht konstante komplexe Polynom besitzt if© mindestens eine Nullstelle.

Obwohl der Satz ,Fundamentalsatz der Algebra“ heif3t, muss man bei den Beweisen auf Hilfsmit-
tel der Analysis zurtickgreifen. Sechs verschiedene Beweise finden sich in: Freitag/Busam: Funk-
tionentheorie 1, Springer-Verlag, 3. Auflage, 2000. Es gibt ein Buch (Rosenberger/ ?) in welchem
200 Beweise aufgefihrt sind!

Ein Spezialfall des Fundamentalsatzes ist der folgende Satz, der sich elementar beweisen lasst.

4.2.12 Existenzsatzifr n-te Wurzeln

Sein € Nund w € C. Ist w = 0, dann hat die Gleichung 2" = w nur die Lésung z = 0. Istw # 0
und w = rE(p) eine Polarkoordinaten-Darstellung von w, dann ist zo := {/r E (%) eine Losung



der Gleichung 2™ = w, d.h. eine n-te Wurzel aus w. Ist

2 2 2
Cn ::E(ﬂ-) :cos—w—&—isin—ﬂ-7

n n n

dann sind die n verschiedenen Zahlen
o2rk
== 7B (T b=0d

samtlichen-ten Wurzeln aus w. Sie bilden die Eckpunkte eines regelmafigen n-Ecks, dessen Um-
kreis den Kreis um 0 mit dem Radius {/r ist.

Insbesondere bilden im Fall w = 1 die Lésungen von z" = 1, also die Zahlen

2
Cn,k’:E(ﬂ-k>, k:(],...,n—l,
n

die sogenannten n-ten Einheitswurzelrdie Eckpunkte eines regelmafigen n-Ecks (und einer Ecke
in 1), dessen Umkreis die Einheitskreislinie S! ist.

n=4 n=5

D —

Mit )
Cn ::E(”k) gilt Cop=CH0<k<n-—1
n
Wir erlautern zum Schluss noch, warum wir die Gleichung
|z + w|* = |2)* 4+ 2Re (wZ) + |w|?

Cosinus-Satgenannt haben. Ist w = pE(v), z = rE(y), dannist Z = rE(—¢) und wz = |w| |z|E(¢¥ —
). Fur das Skalarprodukt ergibt sich

< w,z >= Re (wz) = |w||z| cos a,

wenn « der ,\Winkel zwischen z und w" ist (vergl. die Bezeichnungen in der Abbildung). Wegen
J+ a =7 gilt
cosa = —cos

und somit

|z + w|? = |2]? + |w|? — 2|z| |w| cos ¥ = |2]? + |w|? + 2|2| |w] cosa‘

Im Cosinus-Satz ist im Spezialfall ¥ = 7 (also cos?) = 0) der Satz des Pythagoras enthalten.



Aber wie ist eigentlich ein Winkel zwischen zwei
Vektoren zu definieren und zu messen?

Bevor man einen Winkel messen kann, muss
man ihn erst mal definieren!

Im néchsten Paragrafen werden wir uns mit Ska-
larprodukten beschéftigen. Im Falle des Stan-
dardvektorraums R™ werden wir dann auch
Winkel zwischen Vektoren“ definieren kénnen.

a=1—-¢

|2 + w|

z4+w




5 Vektorr aume mit Skalarprodukt, insbes. die Standardvektoriaume
R"” und C"

Im Vektorraum C = R? lieR sich neben der bekannten Addition von Summanden(Vektoren) eine
Zusatzstruktur, namlich eine Multiplikation so einfihren, dass C mit der vorhandenen Addition und
dieser Multiplikation ein Korper wird. (vgl. §4) Man kann namlich fragen, ob man auch fiur n > 2
auf dem R, auf dem eine Addition (siehe unten) erklart ist, eine Multiplikation so definieren kann,
dass wieder eine Korperstruktur herauskommt.

Dass man in C = R? noch eine Korperstruktur erklaren kann, ist kein Zufall.

Es gilt der folgende Eindeutigkeitssatz

Sei K ein Kdrper, der den Korper der reellen Zahlen als Unterkorper enthalt und der ein endlich
dimensionaler Vektorraum dber R ist, dimg K = n < oo, dann gilt:

entweder ist n = 2 und K ist als Korper isomorph zum Karper der komplexen Zahlen,

oder es ist n = 1 und K ist isomorph zum Korper R der reellen Zahlen. 2.

Im Fall n = 3 gibt es das auch fiir viele physikalische Anwendungen wichtige VektorproduktKreuz-
produkt), das ist die Abbildung: fir z = (21, 22, 23), ¥ = (y1, Y2, y3)

R3xR> — RS
(z,y) — xAy:=xXxy:=(Toys — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)

Diese Abbildung ist bilinear, hat auch sonst weitere angenehme Eigenschaften, aber es qilt z.B.
y x x = —(z x y), insbesondere ist firalle x € R3: x x 2 =0.3

Verzichtet man auf die Kommutativitat der Multiplikation, so besitzt der R* = C x C noch eine
Struktur als Schieflorper.

Der abstrakte Begriff des Vektorraums, wie es in der heutigen Mathematik, speziell der Analysis
verwendet wird, ist aus elementargeometrischen und physikalischen Ansatzen aus der anschauli-

chen ,Vektorrechnung mit Pfeilen“ entwickelt worden.
Eine geometrisch anschauliche Interpretation

von Vektoren in C = R? ist im letzten Paragra-

phen verwendet worden. Dabei konnte man ei- R
nerseits die Elemente z €¢ C = R? als ,Punk-
te" auffassen und aus Punkten bestehende Teil-
mengen von C betrachten, oder aber auch als
Vektoren, genauer als Translationen. Betrachtet
man die Addition zwischen komplexen Zahlen z
und w, also die Summe z + w und konstruiert
diese Zahl mit Hilfe des Kréafteparallelogramms,
so kann man auch sagen:

Man erhalt z + w, indem man die Translation w ~ R
auf den Punkt z oder die Translation z auf den
Punkt w anwendet. Analog kann man die Ad-
dition in den Standardvektorraumen R"™ bzw. C
interpretieren.

Diese Raume tragen eine wichtige Zusatzstruktur, die sie eigentlich erst richtig interessant macht,
weil man mit Hilfe dieser Zusatzstruktur, LangefNormen) von Vektorenund Winkel zwischen Vek-
toren erklaren kann und z.B. sagen kann, wann zwei Vektoren senkrecht aufeinandstehen.

24w

Diese Zusatzstruktur erhadlt man mir Hilfe eines SkalarproduktsEine solche haben wir im Fall

2Firr einen Beweis vergleiche man den Artikel von R.Remriiber komplexe Zahlen igZahlen”; Herausgeber: Ebbinghaus Kap.3;
Springer Verlag 1988 (siehe Literaturverzeichnis)
3Naheres findet man etwa bei G.Fischer: Lineare Algebra, 11agefl



C = R? schon betrachtet. Eine Verallgemeinerung auf R liegt auf der Hand.

Aber zunachst als Wiederholung aus der Linearen Algebra.

Ist K =R oder K = C, so besteht fur n € N der Standardvektorraum K™ aus allen n-Tupeln
T = (3}17...7l'n)7 T; € K, 1 <ji<n

x; hei3t dabei die j-te Komponenteion x.
Man vereinbart die Gleichheit von n-Tupeln

(@1, @n) = (Y1, Yn) <= x;=y; fUrl<j<n

Der Punkt 0 := (0, ...,0) € K" heif3t Nullpunkt oder Ursprung in K".

Die Additionin K™ ist fur x = (x1, ..., ) und y = (y1, ..., yn) erkléart durch
x4y :i=(x1+y1,T2+ Y2,y T+ Yn) (also komponentenweise)
und die skalare Multiplikation fir A € K durch
At = (Axq, .y ATp)

Beziglich der so definierten Addition und Multiplikation ist K" ein Vektorraum der Dimension n,
denn es ist etwa

er = (1,0,0,0,...,0)
es = (0,1,0,0,...,0)
es = (0,0,1,0,...,0)
en = (0,0,0,...,0,1)

eine Basis.

Neutrales Element beziglich der Addition ist der Nullvektor. 0 = (0,...,0) und das Negative zu
= (21, .., Tp) ISt —x = (=21, ..., —Tp)

Pflichtlekttre fur alle (nicht nur f Gr Physiker!)
Abschnit2.6 ,, Was sind Vektoren? * in K.&hisch: Lineare Algebra; Springer-Verlag; 8. Afl. 2001
(dort siehe Seite 38 bis 50).

In C = R? wird fir z = (21.y1) und w = (2, %) die reelle Zahl
(z,w) = 191 + T2y2

das Standardskalarprodugenannt.

Eine Verallgemeinerung auf beliebiges n liegt nahe.



5.1 Definition und Satz

Definiert man fur = (21, ...,z,) € R*und y = (y1,...,yn) € R"

(z,y) '=x1y1 + T2y2 + - + Ton ,

dann heil3t die so definierte reelle Zahl das Standardskalarprodukbn z und y.

Die nicht negative reelle Zahl

ol := llzlle = /@ a) = \Ja? +a3 + -+ a2

heil3t die euklidische lAngeoder euklidische Normvon x und die (ebenfalls) nicht negative Zahl

lz =yl :=v(x1 —91)? + (@2 — ¥2)*> + - + (€0 — Yn)?

der euklidische Abstangon x und y.

Wir schreiben die wichtigsten Eigenschaftedes Skalarprodukts, der LAnge(Norm) und des Abstan-
des:

Das Standardskalarprodukt

(,):R"xR" — R
(,y) — (z,9)

hat die folgenden Eigenschaften: fiir alle z,y, z € R™, A\, u € R gilt

(SPy): Az + py, z) = Mz, z) + p(y, z) (Linearitat im ersten Bestandteil)
(SPy): (y, ) = (x,y) (Symmetrie)
(P): (z,y) >0,und (z,2) =0 <= =0 (Positive Definitheit)

Ferner gilt fur alle z,y € R™ die Ungleichung
(C.S.U): [z, y)| < |lz|llly]| oder explizit

n

) xjyj‘S\/$?+“-+w%-\/yf+---+y%
f

Man nennt sie Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung (in R™).

Die euklidische Normhat folgende Eigenschaften: fur alle z,y € R™ und A € R gilt

(N1): |lz|| 20, und |jz|| =0 <= =0
(V2): Azl = Al [le] | |
(N3): |z +yl < ||z + |lyll (Dreiecksungleichung)

Der euklidische Abstand(x,y) = ||z — y|| hat folgende Eigenschaften: fur alle z,y, z € R" gilt

(My): d(z,y)=0 < x=y

(M) = d(z,y) = d(y, ) (Symmetrie)

(M3): d(z,z) <d(z,y)+d(y,z) (Dreiecksungleichung)
y) =

(dass d(z, 0 ist, folgt aus (M) und (Ms) )

Bemerkungen zum Beweis
Die genannten Eigenschaften des Skalarproduktes, der euklidischen Norm und des euklidischen



Abstandes, bis auf die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, folgen alle unmittelbar aus der Defi-
nition, bei der (SP;) bendtigt man eine kleine Rechnung. Aus (SP,) folgt auch die Linearitat im
zweiten Bestandteil des Skalarprodukts: fur alle x, y, = € R™ und alle \, u € R gilt:

(y, \y + :uz> = Mz, y) + u(x,z>

Man sagt: Das Standardskalarprodukt ist eine positiv definite(wegen (P)) symmetrische Bilinearform
auf R™.

Auf den Beweis der Cauchy-Schwarz-schen Ungleichung gehen wir gleich im etwas allgemeineren
Rahmen ein.

5.2 Definition (Vektorraum mit Skalarprodukt)
Sei V ein beliebiger K-Vektorraum. Eine Abbildung
(,):VxV — K

(v,w) +— (v,w)

heil3t Skalarprodukt auf Vfalls fir alle v,v’,w,w’ € V und alle A € K gilt:

ImFall K =R ImFallK =C

(BFy): (v+v',w) = (v,w) + (v, w) || (HF1): (v+20,w) = (v,w) + (v, w)
(A, w) = v, w) (M, w) = Mo, w

)
(BFy) : (v,w+w) = (v,w) + (v,w') || (HF): (v,w+w') = {(v,w) + (v,w')
(v, Aw) = (v, w) (v, Aw) = v, w)

(BS) : (v,w) = (w,v) (HS): (v,w) = (w,v)
(P): (v,v) >0und (v,v) =0 <= v=0

5.3 Bemerkungen

(d) Im Fall K = R ist ein Skalarprodukt eine positiv definite Bilinearform im Fall K = C eine positiv
definite hermitesche Form

(b) (BF) und (HF3) sind eigentlich tuberflissig. Diese beiden Eigenschaften folgen aus (BF})
und (BS) bzw. (HFy) und (HS). Da diese Eigenschaften aber dauernd gebraucht werden,
haben wir sie unter die Grundeigenschaften aufgenommen.

(c) Ein Vektorraum mit Skalarprodukt heif3t im Fall K = R auch ein euklidischer Viektorraumind im
Fall R = C auch unitarer VektorraumMan beachte, dass im Fall K = C wegen (v, w) = (w, v)
die Zahl (v,v) eine nicht negative reelle Zahl ist. Man nennt auch hier:

[0l == v/ (v, v)

die (aus dem Skalarprodukt abgeleitete) Norm vonv und fur v,w € V' ||v — w|| den Abstand von
v undw.



v, w € V heilBen orthogonal- in Zeichen v_Lw —, falls (v, w) = 0 gilt.

5.4 Beispiele

(@) Auf V =R"ist (z,y) := z1y1 + - - - + z,y, €in Skalarprodukt, das Standardskalarprodukdabei

(b)

(©

(d)

seien z = (z1,...,x,) € R, y = (y1,...,yn) € R™ und es gilt e; Le;, fur k # 5.

Man sagt auch: Die Standardbasis (eq, €2, ..., €,,) ist eine Orthonormalbasis
Auf V = R? ist aber auch z.B.

Y2

(x,y)s == (x1,22) - S - ( Y )

mit S := < % é ) ein Skalarprodukt auf R?, expliziter

(z,¥)s = 2z191 + T1y2 + T2y + 3T2Y2

IstV =C"und z = (21, ..., 2n), w = (w1, ...,wy,), dann ist
(z,w) 1= Zywy + Zowa + -+ - + Zpwy

ein Skalarprodukt auf C™, man nennt es wieder das Standardskalarproduk®ind alle Kompo-
nenten reell, fallt es mit dem Standardskalarprodukt im R™ zusammen.

Ist M =[0,1]]und V ={f:[0,1] — K}
der Vektorraum der stetigen, K-wertigen Funktionen auf M, so erhalt man fur f,g € V

1. Im Fall K = R durch )
(frg) = [ f(t)g(t) dt
/

und
2. Im Fall K = C durch

ein Skalarprodukt auf V.

Definiert man auf V' = R* fir 2 = (t, 21, 22, x3) und y = (s, 91,2, Y3)

(x,y) = st — T1y1 — Tay2 — T3Y3

dannist { , )1 eine Bilinearform auf R, die so genannte Lorentz-Form sie spielt speziell in der
Relativitatstheorie eine wichtige Rolle.

(R*, (, V1) heiBt Minkowski-Raum { , ), ist allerdings nicht positiv definit, denn z.B. fiir den
Vektor z = (1,—1,0,0) # 0 gilt

(z,2),=1-1-1-1-0-0-0-0=0



und far z = (1,1,1,1) gilt

(o) =1-1-1-1-1-1-1-1=-2

Die Dreiecksungleichung fiir die entsprechende Normen bzw. Metriken spielen in den Anwendun-
gen eine wichtige Rolle.

Wir beweisen deshalb die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fir einen beliebigen K-Vektorraum
mit Skalarprodukt.

5.5 Satz (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)

Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt ( , ), dann gilt fur alle v,w € V die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung

[(€sU): [(v,w)] < [lv]| [lw]]

Beweis : Wir behandeln zunachst den Fall K = R.

Fur beliebige v, w € V und beliebige ¢ € R gilt dann nach (P)
0< (v—tw,v—tw) = (v,0)—2t,w)+t*(w,w)
= ol* = 2t(v, w) + *|w]?

Ist w = 0, so steht in der C.S.U. auf beiden Seiten Null. Wir kdnnen daher w # 0 annehmen,
dann ist aber ||w| > 0 und wir kdnnen fiir ¢t den speziellen Wert ¢t = ¢, = m”r} einsetzen und

erhalten
2
0 < o - 2<v’w><02’ w) <v’wé oder
[[]] [[o]]
0 < [l w]? = 2(v, w)* + (v, w)* oder
(v, w)? < ||v||?||w]? oder (durch Wurzelziehen)
[{v, w)] < [Jol] {wl]
O
5.6 Bemerkung
Fir ¢ € R ist durch
P(t) = At* + 2Bt + C
mit A = ||w||?, B = —(v,w) und C = |[v||?> eine nach oben gedffnete Parabel definiert, deren
Graph oberhalb der z-Achse verlauft und die ihr Minimum im Punkt ¢y = —% annimmt.

Dort ist der Funktionswert %‘232 und dieser ist im Fall A > 0 genau dann gréRer oder gleich Null,
wenn B2 < AC gilt. Denn im Fall A # 0 kann man P(t) in folgender Form schreiben:

B>2+AC—BQ

P(t)—A(t+A ye



Aus dieser Darstellung kann man die Behauptung ablesen.
B? < AC ist gerade die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.

Der Beweisim komplexen Fall ist eine kleine Modifikation des Beweises im Fall K = R, besitzt aber
nicht mehr die geometrische Interpretation. Man benutzt genauso die positive Definitheit und die
Eigenschaften des Skalarproduktes:

Fir alle t € C gilt:

0< (v—tw,v—tw)=|v|]|* —t{v,w) -1 (v,w) + v, w)

Ist wieder w = 0, so gilt in der C.S.U. das Gleichheitszeichen.
Ist w # 0, so wahle man

(v, w)
t= to =
[w]]?
so erhalt man durch Multiplikation mit ||w||?
0 < Jol*fwl? = (v, w){v,w) = [[v]*|lw]|* — [(v,w)|* oder
[(ww)* < ol

Zusatz: In der C.S.U. gilt genau dann das Gleichheitszeichen, wenn (v, w) ein linear abhangiges
System ist.

5.7 Bemerkungen

(&) Man beachte, dass beim Beweis die C.S.U. die Dimension von V keine Rolle gespielt hat.

(b) Fir V =R" bzw. V = C" mit dem Standardskalarprodukt lautet die C.S.U. explizit

(5.1) Yoy < NI
j=1 j=1 Jj=1
bzw.
(5.2) Szw| < S Izl D wyl?
j=1 Jj=1 J=1

(5.1) ist dabei wieder ein Spezialfall von (5.2).

Diese Ungleichungen fur endliche Summen kann man auch durch vollstandige Induktion be-
weisen. Das ist aber recht muhselig.
(5.1) ist &quivalent zur Gleichung




(©)

und (5.2) ist aquivalent zur Gleichung

n n n
> Iz < JZ%PJ > w2,

j=1 j=1

dabei kann man z; auch durch z; ersetzen (wegen |z;| = |z;|)
Diese Ungleichungen werden deshalb haufig auch als Cauchy-Schwarzsche Ungleichungen
bezeichnet.

Im Beispiel lautet die C.S.U.

/f(t)g(t) < (O/f(t)2 dt) (O/g(t)2 dt)

0
bzw.

/ fgltydt| < (/ |f<t>|2dt) (/ g<t>2dt) .

Dass die euklidische Norm in R™ (ebenso in C") und die euklidische Metrik, die in §5.1 auf-
gezahlten Eigenschaften haben, ist schon offensichtlich bis auf die Dreiecksungleichung:
Diese ergibt sich (in einem beliebigen Vektorraum mit Skalarprodukt ( , )) so:

Man berechnet fur v, w € V das Skalarprodukt v + w mit sich selbst

lv+w|?=@w+wov+w) = (uv)+ (wv)+ vw) + (ww)

[0]* + (v, w) + (v, w), [|w]|?

= [vll* + 2Re(v, w) + |w|/?

lv||? + 2| (v, w)| + ||Jw||* (da |Re(z)| < || fur alle z € C)
[o[* + 2[]| [lw]| + [|w]* (nach C.S.U.)

(ol + llwl)?

IN A

Wegen der Monotonie der Quadratwurzel folgt die Dreiecksungleichung
[v + wl| < f|vf] + [lwl] .
Die entsprechende Dreiecksungleichung fir die induzierte Metrik
d(v,w) = [lv—w]

folgt aus der Dreiecksungleichung fur die Norm.
Setzt man v := vy — v1; w = v3 — vy, dann ist

V+w=1v3— V1

und es folgt

A

o]l + [l

[ve —v1]| + [[vr — v

d(v1,v3) = [lor = w3l = [lvs — o1 ]| = [lv + w]]

= |lvr — w2 + [lv2 — vs|
= d(vl,vg)+d(v2,vg)



v+ w

U2

Jeder Vektorraum V' mit Skalarprodukt ist ein normierter Raumm Sinne der folgenden Definiti-
on.

5.8 Definition (Norm, normierter Raum)

Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung
v —- R
v~
hei3t Normauf V, falls fur alle v,w € V und alle \ € K gilt

(N1): vl =0 <= v=0
(Na) = [|Aw]l = [A] [lv]]
(N3) : |lv+w|| <|lv|| + |lw|| (Dreiecksungleichung)

Die (nicht negative!) reelle Zahl ||v|| heil3t Norm (auch Betrag, Léange) des Vektors v. Ein Vektor v
mit ||v|| = 1 hei3t Einheitsvektor

Ein Vektorraum V' zusammen mit einer Norm || || auf V" heil3t normierter Raum

Beispiele
(@ V =R; |z|| = |z| = Betrag von z; (v € R)
(b) V =C=R? |z =|z| =Betrag von z; (z € C)

(c) V=K"; K=RoderK=C
Izl = Izl = V121> + -+ + [20]?> = /{2, 2) , dabei sei (z, z) das Standardskalarprodukt.

(d) Ist V ein beliebiger K-Vektorraum mit Skalarprodukt ( , ), dann ist Norm der bewiesene Satz
(diese heil3t auch manchmal Hilbert-Norrm)).
Auch der Begriff des Abstandes lasst sich axiomatisieren.

5.9 Definition (Metrik, metrischer Raum)
Ist X eine nicht leere Menge. Eine Abbildung
d: XxX — R
(z,y) = d=z,y)



heil3t Metrik auf X, falls fur alle z,y, z € X gilt:

(M) : d(z,y) =0 <= z=y
(MQ) : d(xay) = d(y,[l?) (Symmetrle)
(M3) : d(z,z) <d(z,y) + d(y,z) (Dreiecksungleichung)

Die (nicht negative!) reelle Zahl d(x,y) heiBe Abstandoder Distanzzwischen z und y.
X zusammen mit einer Metrik d auf X heil3t metrischer Raum

5.10 Beispiele
(a) Ist V ein normierter K-Vektorraum, dann ist fur alle v,w € V durch
d(v, w) := [[v —w]|

eine Metrik auf V' definiert.
Speziell sind V = R, V = C = R? und allgemeiner V = R" bzw. V = C" metrische Raume
beziiglich der mit der euklidischen Norm definierten Metrik.

(b) Nicht jede Metrik stammt von einer Norm, z.B. gilt dies fir das folgende Beispiel:
IstV =R und .
_J o, firz=y
O,y) = { 1, furz £y

dann ist ¢ eine Metrik auf X . Sie heil3t diskrete Metrikauf R.

(c) Auch stammt nicht jede Norm von einem Skalarprodukt, denn wenn eine Norm von einem
Skalarprodukt abgeleitet ist, dann muss fiir alle v, w € V gelten

lv+wl? + [lo — w]|* = 2(|ol|* + w]?)

(Parallelogrammidentitat) und im Fall K = R
2 2 1
lv+wl” = v —w|* = (v, w)

(sog. Polarisationsgleichung
Geben Sie fur den Fall V = R? geometrische Interpretation von dieser Gleichung.
Eine wichtige Norm auf R? (auch auf C) ist die Maximumsnorm

5.11 Definition (Maximumsnorm)

Fir z = (21, ...,z,) € K" heildt

z|lco = maz{|z1], |22], ..., |20 |}

die Maximumsnornmvon z.

Dass es sich tatsachlich um eine Norm handelt ist leicht nachzurechnen. Die Maximumsnorm
stammt aber nicht von einem Skalarprodukt auf K™, denn sie erflllt nicht die Parallelogramm-
Identitat.



Vergleicht man ||z||.. mit der euklidischen Norm ||z||; auf K", so gelte offensichtlich die Unglei-
chung

i < maz{|z1], . [on]} = 2o < V021 + -+ |z = ||z < V2]l

5.12 Definition (Eins-Norm)

Eine weitere Norm auf K" ist fir = (21, ..., z,,) € K" die Definition

|zl == " |as|  (sog. Eins-Forn)
i=1

Hier gilt

1
n 2 n 2
lellz < 2l und |x||1=21-|xi|s(212> -(zw) = Vitllzlls
i=1 i=1

i=1

(letztes nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung)

Fassen wir zusammen:

5.13 Satz

Fir die drei Normen || ||1, || |2 und || || auf K™ gelten die Ungleichungen

[2]loo < fl2ll2 < VR [l2]lo
und

< lzlle < [l

el

Analoge Ungleichungen gelten fur die an diesen Normen abgeleiteten Metriken. Fir die Konver-
genztheorie in R™ hat das zu Folge, dass man jeweils den gleichen Konvergenzbegriff erhalt.
Definiert man namlich fir ¢ € K™ und ¢ > 0, die sog. K-Kugel beziglich der entsprechenden
Metriken ds, doo, dy

U%(a) := {x € K"; do(x,a) < €},
Ud=(a) == {x € K"; doo(x,a) < €} ,
U (a) == {x € K"; di(z,a) <€},

dann gilt

U (a) C U= (a) C VnU®(a)
Udt(a) C UL (a) C VUM (a) .

Fur den Fall n = 2, a = 0 und € = 1 sind die Inklusionen in den folgenden Skizzen veranschaulicht.



Hierauf kommen wir im nachsten Kapitel (C = R?) und in der Vorlesung Analysis 2 zuriick.

Wir geben zum Schluss fur den Fall V' = R™ mit dem Standardskalarprodukt noch eine geometrische
Interpretation des Skalarproduktad der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
Wir gehen aus von folgendem Problem

Gegeben seien z, v € R™ und v sei ein Einheitsvektor, d.h. |[v|| = ||Jv]j2 = 1.
Wir suchen auf der Geraden
g :=Ruv:= {tv,t € R}

einen Punkt, der minimalen Anstand von z hat, mit anderen Worten: wir suchen das Minimum von

[l —tv| furt € R,
falls es ein solches gibt.
Wir nehmen zunéchst = ¢ g an. Wir vermuten,
dass die ,orthogonale Projektion* von z auf g
gerade dieses Minimum ergibt.

Dazu betrachten wir das Quadrat des Abstan-
des eines beliebigen Punktes tv € g von z: 0 v

Nl
Il
-l
<

|z —tv]]? = (z—tv,x—tv) =
(x,z) — t(v, ) — t{z,v) + 1*(v,v) =
= |z)* = 2t{x,v) +t*  ((v,0) =1)
=zl = (z,0)? + (z,0) — t)°

Da ({x,v) — t)? als Quadrat immer groRer oder gleich Null ist und gleich Null genau dann, wenn
t = (z,v) gilt, sieht man, dass tatséchlich ein Minimum existiert und dass fir die reelle ¢t = (z,v)
erreicht wird.

Damit haben wir folgendes:

Satz: Seien z,v € R",||v|| = 1, g := Ru, dann gibt es einen eindeutig bestimmten Punkt y € g, der
von z minimalen Abstand hat. Dieser Punkt ist gegeben durch y := Pz := (z,v)v.

Fir das Abstandsquadrat gilt:

@) |lz — Pz|* = [|z]|* — (z,v)* (Pythagoras)
Wegen ||z — Pz||? > 0 folgt

(0) (z,v)* < [l
Fir alle ¢t € R gilt r — Pz

() (z — Px,tv)=0,
d.h. der Richtungsvektor x — Px ist ortho-
gonal zu g, d.h. zu allen Vektoren aus g. v 9
Px ist also der Fusspunkt des Lotes
von z auf g, deshalb heil3t Pz auch die
orthogonale Projektiomon x auf g.




Die Relation (c) lasst sich leicht nachprifen (beachte dabei (v, v) = 1):

(v — Pz, tv) = (xr— (z,v),tv
= t(x,v) — ((z,v)v,tv)
= t{z,v) —

= t({z,v) — (x,v)) =0

<

Aus (1) erhalt man ganz einfach die Cauchy-Schwarzsche UngleichungRh:
Fur alle z,y € R™ gilt
(@, y)] < ]| |yl

wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn das System (x, y) linear abhangig ist.

Beweis : Sei y = 0, dann ist
(z,y) = (2,0) = 0 = [l [ly] ,
und z, y sind linear abhangig. (Weil einer der Vektoren des Systems ein Nullvektor ist)
Ist y # 0, so kénnen wir den Einheitsvektor v = HyTH betrachten. Es ist also y = ||y|| - v mit
|lv]| = 1. Nach (b) folgt daher
[z, )| = K, Nyl o)l = [yl (o)) < llyll =] = [l ly]]-

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn |{x, v)| = ||z|| und das bedeutet nach (a)

(z,v)
x=(r,v)v= Y=y
AT

mit \ := <|T§;T|> € R, das bedeutet, dass = und y linear abhangig sind.

Fur Vektoren z,y € R™, = £ 0, y # 0 kann man die C.S.U.

[z, 9) < ll=[l vl

in der Form
(z,y)

=zl i

<1
schreiben.

Ein Blick auf den Graphen des CosinugAbb. 8) zeigt, dass die reelle Zahl % im Wertebereich
von cos liegt.

Da cos im Intervall [0, 7] streng monoton féllt (das werden wir spéter beweisen), gibt es genau ein
¢ € [0, 7] mit

(z,y)

|| lyll

© heil3t ,Winkel zwischen: undy“. Schreibweise: ¢ = £L(a,b).

cos p = |

Die Definition lautet also:

(z,y)
=l lyll

p=4L(z,y) <= 0< <7 und cosp =



L | N /1 N,

I
I
)

Abbildung 8: Graph der Funktiofi(z) = cosz.

oder fur Formelglaubige (falls man den arccos kennt)

(z,y)
[ Tyl

@ = arccos I

Wegen

N 1 71 I [E]

wird cos £(z,y) auch als Richtungscosinus vog in Richtungz bzw. als Richtungscosinus vom in
Richtungy interpretiert.

Nach der obigen Formel ist aber

(@) = |l2] lyl] cos £(z,9)| (%)

Diese Formel gilt auch noch, wenn z = 0 oder y = 0 ist.
Die Identitat

lz + gl = [l + 2||z[| lyll cos o + [ly]*
schreibt sich jetzt mit £(z,y) =: ¢ so:

[l + yl1? = ll]1? + 2l Iyl cos o + Iy ]

Man kann diese Formel als Cosinus-Satinter- Tty
pretieren. Wenn man 6 + ¢ = 7 beachtet, erhalt
man die klassische Form

[l + yl* = llll? — 2Jl=]l ly] cos 6 + [1y]|? |

Dies Aussage des Satzes von Pythagoras gilt Y
genau dann, wenn z Ly, d.h. 6 = ¢ = 7 qilt.

In physikalischen Anwendungen (z.B. Arbeit = Kraft - Weg) wird das Skalarprodukt zwischen zwei
Vektoren = und y manchmal durch die Gleichung (x) definiert: x

(z,y) = llz|l llyll cos £(z,y) ,

¢ = 4L(z,y)
wobei ||z|| cos £(z,y) die Lange der orthogona- © -
len Projektion Px von z auf die Gerade g = Ry Y Pz
ist.

(z,y)
Tyl

[|z|| cos £L(xz,y)=



Allerdings muss man das Vorzeichen beachten

_J >0, falls0 < L(z,y) < §
cos £(z,y) = { <0, falls T < L(z,y) <7

Na .
Yy
Dass in R? die obige Winkeldefinition mit der iiblichen* tibereinstimmt, kann man mittels Polar-

koordinaten zeigen. Wir stellen zum Abschluss (ohne Beweis) einige Eigenschaften von £(z,y)
zusammen.

Eigenschaften vod (z,y):
@) £L(z,y) = £(y, x)
(b) £L(z,—y) =7 — L(x,y)

L(x,y), fallsrs >0

(©) £L(rz,sy) = { 7 — &(z,y), falls rs <0

d) A(x,y):{ 2 — esgibteinreRmite = ry

(e) £L(z,y) = % — <Ji,y> =0 <= zly

(f) In Fall n = 3, also in R3 gelten folgende Zusammenhange zwischen Skalarprodukt, Vektor-
produkt und £ (z, y):

Fur alle z,y, z € R? gilt:

1 2 x(yxz)=(x,2)y—(x,y)zbzw. (z x y) X z = (z, 2)y — (y, 2)x
(GraBmann-Identitaten)
2. |z x yl|? = |=|2|lyl|* — (=, y)? (spezielle Lagrangesche Identitat)

( (z x y) ist ein Vektor, der auf der von x und y aufgespannten Ebene (x und y seien dabei
linear unabhangig) senkrecht steht und dessen Lange (Norm) den Flacheninhalt des von z
und y aufgespannten Parallelogramms ist.)

Ferner gilt die sog. Jacobi-Identt

(axb)xc+(bxec)xa+(exa)xb=0



6 Einige nitzliche Ungleichungen

Wir stellen im Folgenden einige nitzliche Ungleichungemusammen, die wir zum Basiswissemech-
nen und die in jedem Zusammenhang richtig erkannt werden sollten.

Fur z € R gilt stets
6.1 22 >0, und z? = 0 ist mit z = 0 Aquivalent.

Aus 6.1 folgt schon eine Reihe von Ungleichungen, die lediglich Aquivalenzumformungen von 6.1
sind.

Fur alle a,b € R gilt:
6.2 a?+b% > 2ab bzw.

6.3 (‘%b)2 > ab (binomische Ungleichung)

Beweis : Setzt man z := a — b, dann gilt z2 > 0 nach 6.1 und

0<2?=(a—0b)?=a>—2ab+b?
2ab < a® + b?

2ab + 2ab < a® + b% + 2ab
4ab < (a + b)*

a+b 2
< .

rree

Sind a,b € C, so sind |a|, |b] € R und es gilt fir beliebige komplexe Zahlen a, b

6.4 |af [b] = |abl < 3(af® + [b]*).

Das ist ein Spezialfall der sog. Young-schen Ungleichung

lab| < Saf? + Z[b|e

a,beC; p,quR{mitp7q>1und%+§:1.
Sind a, b € Rundista > 0 und b > 0, dann folgt aus 6.2 und 6.3

6.5 2tb > /ab bzw.

6.6 Vab> 24 bzw.

a+b a2+b2
6.7 atb < /[

Nennt man (vergleiche Ubungsblatt 1):



A(a,b) ==« das arithmetische

G(a,b) :== Vab das geometrische _

H(a,b) = 22 das harmonische Mittel von a und b,
Q(a,b) = /<= das quadratische

so gilt also die Ungleichungskette

| min{a,b} < H(a,b) < G(a,b) < A(a,b) < Q(a,) < maz{a, b} |

Man beachte, jede der Ungleichungen 6.2, 6.3, 6.4, 6.5, 6.6, 6.7 istim Fall a # 0, b # 0 mit

M+M > 2 und damit mit
bl lal

1 .o
r+— > 2 fur > 0 aquivalent.
X

Diese Ungleichungen lassen sich durch Induktion nach n sofort auf n reelle Zahlen verallgemei-
nern.

Definiert man fur aq,...,a, € R

ar+as+...+ay

Alay, ... ay) = (arithmetisches Mittel)
n
a?+...+a? . :
Qay,...,ap) =/ ————*= (quadratisches Mittel)
n
G(ay,...,an) = Yajas...an (geometrisches Mittel)
(hier wird a; > 0, ..., a, > 0 vorausgesetzt)
und
n
H(ah 7an):$+£+”'+i:
= ﬁ (harmonisches Mittel)
a1’ an

wobei man hier a; # 0, ..., a, # 0 voraussetzen muss, dann gilt die Ungleichungskettéur positive
a1y .., 0p)

6.8 min{a;; 1 <j <n}

A

< H(ay,...,a,) < G(ar,...,an) <

< Alar,..a0) < Q(ar, .. an) < maz{ay; 1< j < n}

Wir skizzieren, wie man etwa

(%) G(ay,...,an) < Aag,...,ay)

beweisen kann.
OBdA konnen wir a; > 0,...,a, > 0 annehmen. Die Félle n = 1 und n = 2 sind Klar.

Also kdnnen wir mit Induktion schlieRen:

Die Ungleichung (x) gelte fiir je n positive reelle Zahlen. Sind nun n + 1 positive reelle Zahlen
ai, ..., Gn, any1 VOrgegeben, so kdnnen wir durch Umnummerieren a,+1 > a1, ..., a, erreichen.



Dann ist offensichtlich

ay+...+apn < an+1+ +an+1

o= < o
n n n
1 1
= (n—|—...—|—n>an+1
1
= nﬁan+1 = Ap+1 ,
. L Ap+1 — &
also: h := m >

Mit der Bernoullischen Ungleichung 6.9 folgt jetzt

ay +ag+...+an el
(n+1)a

= (1+Rh)" > 14 (n+1)h =20+
(0%

Mit der Induktionsvoraussetzung (1.V.) folgt hieraus

n+1
ar+as+ ...+ aps Apt1 (V)
nt >a”+1L:a"an+12a1~...-an~an+1.
n+1 a

In §2.4.2 haben wir die Bernoullische Ungleichung bewiesen:

6.9 Bernoullische Unigeichung

Firalle h € Rmit h > —1 und alle n € N gilt

(14+h)">1+nh.

Zusatze:
Die Bernoullische Ungleichung gilt sogar fur alle h € R mit h > —2 und alle n € N. Ist h > —1,
h # 0, dann gilt fir n > 2 die strikte Ungleichung (1 + h)™ > 1 + nh.

Der Beweis der Zusétze sei als Ubungsaufgabe gestellt.

6.10 Abschatzung fir die endliche geometrische Reihe
Firge Rmit0 < ¢ < 1und alle n € N gilt

l+g+¢*+...+q¢" < 1=,

nach der Summenformel §2.4(1) gilt fiir ¢ # 1
l+g+¢*+...+¢" =

dennl—g¢"t! <1 <« 0 < ¢"*! (beachte ¢ > 0).

Fir einen beliebigen K-Vektorraum V' mit Skalarprodukt { , ) haben wir die Cauchy-Schwarzsche-
Ungleichungbewiesen und fir den Fall des Standardvektorraumes R”™ einen einfachen geometri-
schen Beweis gegeben.

Wir formulieren die C.S.U. nochmal fir den Standardvektorraum K™ mit dem Standardskalarpro-
dukt

n
(z,w) := Zéjwj )
j=1



dabei sei

z2:=(21,...,2n) E K", w:= (wy,...,w,) € K"

Die C.S.U. lautet:

n _ n n
6.11 |3 Zjw;| < [ X0 [%% ) 20 |wil?,
Jj=1 j=1 j=1
Da sie fir alle zq, ..., z, € C gilt, ist 6.11 aquivalent mit
n n n
6.12 | > zjw;| <[>0 22 20 lwil?
j=1 j=1 j=1

Sind die z; bzw. w; alle reell, so kann man auf der rechten Seite die Betrage weglassen. Manchmal
nennt man auch die Ungleichung

6.13 ) |zjw;| < [ > %1%/ > Jw;|* Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung.
1 j=1 j=1

6.12 folgt nach der Dreiecksungleichung

n

n n n n
D zwi| <3 lzwil =D Lzl fwgl < D1zl | D w2
i=1 i=1 =1 =1

Jj=1

sofort aus 6.13.

Es gilt aber auch die Umkehrung:

Gilt n&mlich 6.11 fur alle z; bzw. w; € K, so gilt die Ungleichung auch, wenn man z; bzw. w; durch
|zj| bzw. |w;| ersetzt. Das ist aber gerade die Ungleichung 6.13. (Den &uRReren Betrag kann man
dann weglassen.)

Wir geben hier fiir 6.13 und damit fiir 6.12 einen weiteren Beweis, der sich auf die elementare
Ungleichung 6.4

1
jab| = la] [b] < 5 (lal* + [bI?)

fur beliebige komplexe a, b stitzt.

Sei A:= /> |z|% B:= [ |wj|%
j=1 \/j:l

Da im Fall A = B = 0 nichts zu beweisen ist, konnen wir A > 0 und B > 0 annehmen. Mit
aj = % bj = ‘“g', 1 < j < n geht die Ungleichung 6.13 in die aquivalente Ungleichung

n

Zajbj S 1

Jj=1

Uber. Deren Richtigkeit ist aber mit 6.4 evident:
Es ist namlich




Wir weisen aber ausdricklich darauf hin, dass wir die C.S.U. fur jedenK-Vektorraum mit Skalar-
produkt bewiesen haben. Inshesondere gilt sie auch fir den Vektorraum V' der stetigen komplex-
wertigen Funktionen auf einem Intervall [a, b] C R mit dem Skalarprodukt

b
<ﬁg>:/f@mﬂﬁ

bzw. fur den Hilbertschen Folgenrauii = (?(C) der quadratsummierbaren Folgen (vergleiche Auf-
gabenblatt 9)

Es sei auch nochmal ausdricklich bemerkt, dass aus der C.S.U. fir einen Vektorraum mit Skalar-
produkt die Dreiecksungleichung fur die entsprechende Norm folgt:
Ist ||z]| = /< z,z >, dann gilt fur alle z,y € V

[z +yll < [l +[lyll -

Dies ist ein Spezialfall der sog. Minkowskischen Ungleichun¢H.Minkowski, 1864-1909)
Im Fall V = K" lautet diese fur p-Norm (p € (NU {o0}))

6.14 [z +yllp < llzll, + Iyl

Dabeiist ||z|, = (|z1|? + ... + |1n|p)% farp € N, ||z||co = max{|z1,...,|znl}-

Die Minkowski Ungleichung steht in einem Zusammenhang mit der Hélderschen Ungleichun@tto
Holder, 1859-1937), deren einfachste Form so lautet:
Istp > 1, %+ % = 1undsind (ay,...,a,) € K*, (by,...,b,) € K", so gilt

q

1
n n P n
6.15 3 [a;b;| < (Z |aj|”> : <Z |bj|q)
j=1 j=1 Jj=1

Der Spezialfall p = ¢ = 2 ergibt wieder die klassische C.S.U. .

Die Holdersche Ungleichung gilt jedoch auch fur Integraleund Reihen

Spater werden wir sehen, dass sich all diese Ungleichungen aus Konvexititseigenschaftegeeigne-
ter Funktionen relativ einfach ergeben.

Zum Abschluss sei bemerkt, dass sich die Dreiecksungleichung

6.16 |z 4+ w| < |z| + |w] (z,w € C oder z,w € R)

sofort (via Induktion) auf n Summanden Ubertragt.
Fir beliebige 21, ..., 2z, € K(K =R oder K = C) gilt

6.17 |z14+ 20+ ...+ zn| < |z1|+ |22+ ...+ |2a] -



Il. Folgen und Reihen

Wie in der Einfuhrung in diese Vorlesung schon verdeutlicht wurde, steht im Mittelpunkt der Ana-
lysis die Untersuchung von GrenzwertenViele wichtige mathematische und physikalische Begrif-
fe lassen sich (nur) durch Grenzwerte definieren, z.B. die Geschwindigkeit, Beschleunigung, Ar-
beit, Energie, Leistung, Wirkung, Volumen und Oberflache, Lange und Krimmung von Kurven, die
Krimmung von Flachen. Grundidee ist dabei, dass man versucht ein unbekanntes oder schwie-
rig zu erfassendes (mathematisches oder physikalisches) Objekt durch bekannte oder leichter
zugangliche Objekte zu approximieren. Viele Gro3en (wie z.B. die Kreiszahl ) lassen sich nicht
durch einen in endlich vielen Schritten exakt berechenbaren Ausdruck darstellen, sondern nur mit
Joeliebiger Genauigkeit* approximieren.

Was das genau bedeutet, wollen wir zunachst am Beispiel reeller und komplexer Zahlenfolgen
verdeutlichen. Spater werden wir so wichtige Funktionen, wie z.B. die Exponentialfunktion oder
die Winkelfunktionen, ebenfalls mittels Grenzprozessen einfiihren.

Grenzprozesse (der verschiedensten Arten) sind ein wesentliches Kennzeichen der Analysis. ‘

Quadratwurzeln aus nicht negativen Zahlen existieren zwar in R, allgemeiner k-te Wurzeln (k €
N, k& > 2), aber wir kennen bis jetzt kein systematisches Verfahren, das den Wurzelexponenten &
und ein beliebiges a € R, a > 0 als Input akzeptiert und Zahlendaten vorgeschriebener Genauigkeit
far /a produziert.

Frage Wie berechnet ein Taschenrechner sin 23,5°?

Wir entwickeln daher ein allgemeines Konstruktionswerkzeug fiir Zahlen und Funktionen, und zwar
in zweierlei Hinsicht:

e erstens geht es darum, neue Objekte begrifflich zu konzipieren und formelmafig darzustel-

len, wie z.B. die Eulersche Zahl
w1
e = <,}ano > za)
k=0

oder die Kreiszahl .

e zweitens sollte man in die Lage versetzt werden, diese Objekte mit endlich vielen Schritten
mit beliebiger Genauigkeit (nummerisch) zu berechnen.

Ein derartiger Konstruktionswerkzeug ist der Folgenbegriffund im unmittelbaren Zusammenhang
damit steht der Begriff der ,Reihé.

7 Folgen (Begriff der Konvergenz, erste Beispiele)

7.1 Definition

Ist X eine beliebige (nicht leere) Menge, so versteht man unter einer Folge von Elementen aus
eine Zuordnung (Abbildung), die jeder nattrlichen Zahl n € N ein eindeutig bestimmtes Element
an, € X zuordnet.

Man schreibt hierfur: (a,,),en 0der suggestiver (a1, as, as, aq, . ..) oder kurz (a,,)

a,, heildt das n-te Glied der Folge, n der Folgenindex, er kann durch jedes andere Symbol ersetzt



werden. Statt die natlrlichen Zahlen als Indexbereich zu verwenden, kann man etwas allgemeine
Menge vom Typ {n € Z; n > k} mit einer Zahl k € Z betrachten, so erhalt man Folgen

(an)nzk oder (ak, Afg1, Af42, - - )

Haufig ist k = 0 oder k = 1.

Wir betrachten zuné&chst nur reelleoder komplexeZahlenfolgen, d.h. wir wahlen X = R oder X = C;
hierbei verwenden wir wieder die gemeinsame Bezeichnung K.

7.2 Beispiele

(1) Ist ¢ € K ein festes Element und setzt man a,, := ¢ fur alle n € N, so erhélt man die konstante
Folge
(an) = (¢, ¢,c,...)

(2) Setzt man a,, := n fur alle n € N, so erhalt man
(a"ﬂ) = (L 2) 37 47 57 67 . ~)7

also die Folge der natrlichen Zahlen

etz man b,, := n” fur alle n € N, so erhalt man die Fo ge der Qua ratzahlen
3) S b 2 for all N hal die Folge der Quadratzahl
(by) = (1,4,9,16,25,...) .

Offensichtlich gilt b,, = a,,-.

(4) Setzt man a,, := p,, wobei p, die n-te Primzahl in der nattrlichen Reihenfolge ist, so erhalt
man die Folge der Primzahlen

(pn) = (2,3,5,7,11,13,17,19,...)

(5) Setzt man a,, := % fur alle n € N, so erhédlt man die Folge der Stammiiche
1111
n) = 17777a7a75"'
(an) ( 2'3°1°5 )

(6) Setzt man a,, := (—1)"*! fur n € N, so erhalt man die alternierende Folge
(an) =(1,-1,1,-1,1,-1,...)

Man beachte, dass hier
{an; n e N} ={1,-1}

gilt. Man muss also zwischen einer Folge und ihrer WertemengéV (a,,) := {a,; n € N} unter-
scheiden.



(7) Fura, := #1 fir n € Ny, erhalt man
1234
(an) - (0327374a5a"')

(8) an := g% furn € N liefert

(9) Haufig sind Folgen rekursivdefiniert, z.B. erhalt man fir f; := f5 := 1 und

fn = fnfl + fnf2
fur n > 3 eine berihmte Fibonacci-Folge

(1,1,3,5,8,13,21,34,...)

(10) Fir g € Cund a, := ¢™ fur n € N erhalt man die geometrische Folge

(qn)nZ() = (17 q, (]27 q37 .- )

(11) an = (14 L), n e N, liefert

9 64 625
D=(22,2 222 ).
(an) ( 4’27’ 265 )

(12) a, := £ firn € N liefert

207
@y (L L 3 3 3 9 63
"/~ 1207200 4000 20000° 80000° 800000° 16 - 106"

Hier geben die ersten Folgenglieder einen vdllig falschen Eindruck von der ,wahren Grof3e*
der spateren Folgenglieder, hier ist z.B.

ago ~ 7217,3 und ajg ~ 0,375 - 101267

(13) a, :=i", n € Ny, liefert
(a”ﬂ) = (1ai7 _la —i, 1 7;, —1, —i, .. )

Hier gilt also a,,+4 = a,, fUr alle n € Nj.

(14) Die Folge a,, := (1 — L)(1+4) fir n € N liefert

(an)(0,12:i,§(14@,i(14®,.“) .

Bei wachsenden n verhalten sich die betrachteten Folgen sehr unterschiedlich.

Wahrend die Folge (a,) = (n) der natirlichen Zahlen ,groRer und groRer” wird, kommen die
Glieder a,, der Folge a,, = % der Zahl Null ,beliebig nahe”.

Die in der Vorlesung behandelten Beispiele zur Motivation des Konvergenzbegriffes:



Das Babylonische Wurzelziehgffiir die k-te Wurzel, k > 2)
o .Multiplizieren statt Dividiereti(L6sung der Gleichung ax = 1 fur a # 0)

Kreismessung nach Archimedgsehe Ubungsaufgabe 5 auf dem Blatt 7)

die Auswirkungen einer Investition von K Euro auf das Volkseinkommen

werden im laufenden Text als Beispiele vorkommen.

Um die obigen wagen Begriffe (wie z.B. ,beliebig nahe") zu prazisieren fithren wir den Begriff der
e -Umgebungein.

7.3 Definition (¢ -Umgebung)
Sei ¢ > 0 eine beliebige (positive) reelle Zahl und a € K. Dann heif3t (vergl. §5.13)
Ucs(a) :={z €K, |z—a| <e}

e -Umgebung von a

Im Fall a € R ist
Ucsla)={z€R; |z—a| <e}=la—¢e,a+¢€],

also das offene Intervallmit Mittelpunkt a und Randpunkten a — € bzw. a + €:

—_
—

Im Fall a € Cist U.(a) die offene Kreisscheibenit
Mittelpunkt ¢ und Radius ¢:

7.4 Definition (Konvergenz von Folgen)

Eine Folge (a,,) mit a,, € K hei3t konvergenfin K), wenn es ein a € K mit folgender Eigenschaft

gibt:

Zu jeder e-Umgebund/. (a) gibt es eine natirliche Zahl N € N, so dass fur alle n € Nmitn > N qilt:
(%) an €Ula) (&= la, —a| <e).

Die Zahl o heifl3t Grenzwert(Limesjler Folge (a,,) und man schreibt

a= lim a,
n—o0

oder
a, — afirn — oo
oder

n—oo
ap — a.



Diese Schreibweise ist jedoch erst gerechtfertigt, wenn man sich tberlegt hat, dass eine konver-
gente Folge nicht zwei verschiedene Grenzwett@ben kann: Das liegt an der sogenannten

7.5 Hausdorffsche Trennungseigenschaft voR bzw C
Sind a,b € K, a # b, dann gibt es stets e-Umgebungen U, (a) und U, (b) mit
Ues(a)NU:(b) =0 .

Kurz. \erschiedene Punkte lassen sich durch e-Umgebungen trennen:

Ue(b)

. b .
Wegena # biste := % > 0, und es gilt
Ues(a)NU(b) =0 .
Wenn (a,,) gegen c konvergiert, dann gibt es ein N € N, so dass fir alle n € N mitn > N gilt

an € Uc(a)

U.(a) U:(b)

In U.(b) kdnnen dann hdchstens die Glieder a4, ..., ay—_1 liegen, d.h. eine konvergente Folge kann
nicht zwei verschiedene Grenzwerte haben.

7.6 Bemerkungen

(1) Eine mit dem Grenzwert Null konvergente Folge heif3t Nullfolge.
(2) Eine nicht konvergente Folge heil3t divergent

(3) Die geometrische Bedingung (x) aus Def. 7.4 ist aquivalent zu |a,, — a| < ¢, d.h. (a,) konver-
giert genau dann gegen a, wenn die Folge (a,, — a) eine Nullfolge ist; letztes ist jedoch auch
mit ,(Ja, — a]) ist Nullfolge” &quivalent. Das bedeutet geometrisch, dass die Folge der Absinde
eine Nullfolge ist.

Man kann die Konvergenzbedingung noch schlagkréftiger formulieren, wenn man sich der fol-
genden Sprechweise bedient:



7.7 Sprechweise (fast alle, schlielich alle)

Ist E(n), n € N eine Eigenschaft, die eine natiirliche Zahl haben kann oder nicht, so sagt man:
E(n) gilt fur fast allen € N oder schiieSlich allen € N, wenn es ein N € N gibt, so dass fir alle
Indizes n € N mit n > N die Eigenschaft E(n) richtig ist.

Mit dieser Sprechweise kann man die Konvergenzdefinition dann so fassen:

Eine Folge (a,,), a, € K konvergiert genau dann gegen a € K,
wenn in jeder e-Umgebung U, (a) fast alle Glieder der Folge liegen.

Aufgabe:Formulieren Sie moglichst einfach die Aussage: Die Folge (a,) konvergiert nicht gegen
a € K.

7.8 Beispiele konvergenter und divergenter Folgen

(1) Die konstante Folge (a,) = (¢, ¢, ¢, ...), ¢ € K, ist konvergent mit dem Grenzwert ¢, denn es ist
furallen e N
a, — ¢ = 0; damit auch fur jedes ¢ > 0

an, € Ue(c), sogar fir allen € N .

(2) Obwohl wir spater einfacher beweisen kénnen, dass die Folge (a,) = (n) der natirlichen
Zahlen, nicht konvergiert, geben wir hier einen anderen Beweis:
Wir nehmen an, (a,,) = (n) sei konvergentund ¢ = lim a,,.

n—oo

Wir wahlen ¢ = 1, dann gibt es N € N, so dass fir alle n € N, n > N, gilt a,, € Uc(a), d.h.
(%) lap, —al=|n—al <1.
Die Ungleichung (x) gilt fiir alle n > N, also z.B. fur n := N und m := N + 2. Wir erhalten also
|ap, —al|=|N—a|] <1 und
|am —al =lanyy2 —al =|N+2—a|<1.
Mit der Dreiecksungleichung folgt dann aber
2=2|=|(N+2—-a)—(N—-a)|<|IN+2—qa|+|N—-a|<14+1=2,

also ein Widerspruch. 0

(3) Dass (a,) = (+) eine Nullfolge ist, ist mit der Archimedischen Eigenschafon R aquivalent:
Ist ndmlich ¢ > 0 beliebig vorgegeben, dann gibt es wegen der Archimedischen Eigenschaft
vonRein N e Nmit N > 1.

Diese Bedingung ist &quivalent zu ; < e.Istnunn € N, n > N, so gilt

1

n

1

20 —
N<

n

1
:7§ g,
n

1 ‘ B

d.h. (a,) = (1) ist eine Nullfolge.



(4)

(5)

(6)

()

Betrachtung der ersten Folgenglieder %, %, %, %, ... lassen die Vermutung aufkommen, dass

die Folge
(an) = n _(n+1-1Y\ 1 1
"o \n4+1) n+1 a n+1

den Grenzwert 1 hat, denn es ist

n+1l—n
n+1

n+1 n+1"

an1||1an’1 n ‘
n+1

1’1

Ist nun ¢ > 0 beliebig vorgegeben, so bestimmen wir wieder auf Grund der Archimedischen
Eigenschaft von R eine natirliche Zahl N mit < < e.
Fur allen € N, n > N ist dann

1 <1 1<
n+1 n N

lan, — 1] = < €,

also a, € U.(1) furalle n > N, d.h. lim a, = 1.

n—oo

Dass die Folge (a,,) = ((—1)"*1) = (1,-1,1,—1,...) divergiert, zeigt man nach dem gleichen
Muster, wie beim Beispiel(2):
Wir nehmen an, (a,,) sei konvergent und ¢ := lim a,. ZUue := 1 gibtes ein N € N, so dass

la, —a| < 1 gilt furallen > N.
Fir alle n > N folgt dann mit der Dreiecksungleichung

2=lans1 — an| = [(any1 — a) + (a — an)| < lany1 —a| +]an —al <14+1=2,

also erhalten wir den Widerspruch 2 < 2.

Welchen falschen Eindruck die ersten Glieder vermitteln kbnnen, zeigt der Beispiel
n!
(an) = (2()”) :

(an) = (0,05; 0,005; 7,5-107%; 1,5-107%;...)

Hier gilt

Es ist asp ~ 2,32 - 10~% und die Vermutung, dass (a,) eine Nullfolge ist, liegt auf der Hand.
Berechnet man jedoch agy oder a1qg, SO ergibt sich

ago ~ 7217,3; a0 ~ 0,375 - 101267

Die Folge (a,) = (;’—,’1) ist nicht (nach oben) beschrankt, und damit divergent, denn:

Eine konvergente Folge (a,,) ist beschénkt dabei hei3t eine Folge (a,), a, € K, beschankt
wenn es ein R > 0 gibt, so dass fir alle n € N gilt |a,| < R.

Alle (a,,) liegen also im komplexen Fall in ei- m
ner abgeschlossenen Kreisscheibe vom Radi- .
us R um das Nullpunkt, im reellen Fall im ab- _RWR

geschlossenen Intervall [- R, R].




(7)

(8)

Ist ndmlich @ = lim a,, sogibteszue =1ein N € N, so dass fur alle n > N qilt |a,, — a| < 1.

n— oo

Also folgt
|an| < lal + |an —a] < a[ +1

fur alle n > 1. Setzt man R := max{|a1],|az|, ..., |lan—_1|,|a| + 1}, soist |a,| < R fur alle n € N.

Mit Hilfe dieses Kriteriums erhalten wir einen viel einfacheren Beweis, dass die Folge

(an) = (n)

der natirlichen Zahlen nicht konvergent ist, denn sie ist nicht beschrankt.
Die Folge (f,) der Fibonacci-Zahlen

(1,1,2,3,5,8,17,21,34,55,...)

kann damit auch nicht konvergent sein, denn es gilt f,,.1 > n fir alle n € N, die Folge (f,,) ist
also nicht (nach oben) beschrankt.

Wir werden in Beispiel (13) sehen, dass sogar fir jedes = € C die Folge (%;) eine Nullfolge
ist, insbesondere ist (%’L) ein Nullfolge:
Das ist aquivalent mit der Eigenschaft, dass es zu jedem C' > 0 ein n € N gibt, so dass fir alle
n > N gilt

n!

e
20m ~

Eine Fille von weiteren Beispielen fir Nullfolgen erhalt man mit Hilfe des folgenden Vergleichs-
satzes.

Ist (r,,) eine reelle Nullfolge und (a,) eine beliebige Folge mit a,, € K. Gibt es dann eine
positive reelle Zahl C, so dass fur fast alle n gilt |a,| < Cr,, dann ist (a,) ebenfalls eine

Nullfolge.

Der Beweis ist evident: Da (r,,) eine (reelle) Nullfolge ist, gibt es zu jedem ¢ > 0 ein N; € N,
so dass fir alle n € N mit n > Ny gilt

£

ok

Tn = |ra] <

(Beachte: & ist ebenfalls eine positive reelle Zahl).

AuBerdem gilt fr fast alle n, etwa fir alle n > Ny, die Ungleichung |a,| < Cr,,.
Fir alle n > N := maxz{N;y, Ny} folgt daher

€ —
o=
Hieraus ergibt sich sofort, dass fir jedes k € N die Folge (n%) eine Nullfolge ist.

lan,| < Cr, < C - €.

Wir behaupten, dass auch die Folge
1
(3n) = <1+\/ﬁ>

Wir gehen dabei heuristisch vor und versuchen zu vorgegebenem ¢ > 0, ein N € N so zu
bestimmen, dass fur alle n € Nmitn > N gilt

eine Nullfolge ist.

lan, — 0| = |an| < €.

Wir gehen dabei versuchsweise von der Ungleichung, die wir beweisen sollen, aus:



Q) 1+1\M <e.

Hieraus folgt 1 + /n > 1, oder /n > 3 — 1, oder also
1 2
@ n>(2-1)2

Damit scheint das Problem gel6st: Denn wahit man eine natiirliche Zahl N > (1 —1)2, so gilt
fur alle n > N die gewiinschte Ungleichung

la, — 0] < €.
Aber. Wir haben lediglich gesagt, dass aus (1) die Ungleichung (2) folgt.

Der eigentliche Konvergenzbeweis verlauft nun so:

Zum beliebig vorgegebenem ¢ > 0, wahle man ein N € N, so dass
2
1
N > ( — 1)
9
gilt.

Fur alle n € N mitn > N gilt dann (Monotonie der Wurzel)

1 1
\/ﬁz\/ﬁ>’1’21,
g g

also

1 1
€

1++n>

(9) Fur die Folge
(an) = 2n?
W) =\ n2 +2n+3

2n? _ 2
n?+2n+3 1+2+3

legt die Umformung

die Vermutung nahe, dass lim a, = 2 gilt.

Wir betrachten zum Beweis

2n? M2 —2n% —4n —6
|an_2| = 2 - = 2 =
n®+2n+3 n®+2n+3
_ —4n—-6 |  4dn+6
T n24+2n+3] n2+2n+3
_ 4n 6 <4n 6 _z

n2+2n+3+n2+2n+3_ﬁ+%_n'

Jetzt wende man den Vergleichssatz mit C = 7 und r,, = 71—, an.

(10) Fur jedes reelle a > 0 gilt

lim /a=1

n—oo




(11)

Bemerkung: Die Existenz n-ter Wurzeln aus nicht negativen reellen Zahlen wird hier voraus-
gesetzt. Vergleiche hierfiir den im Anschluss an §1.3 formulierten Existenzsatz.

Wir benutzen: Zu jedem n € N, n > 2, und jedem a € R, gibt es genau ein x € R, mit
z" = a.

Bez: x = {/a.

Weitere Beweise flir die Existenz n-ter Wurzel werden wir in dem nachsten Paragraphen
Uber konvergente Folgen bzw. im nachsten Kapitel (Zwischenwertsatz) kennen lernen.

Im Fall « = 1 haben wir die konstante Folge (1,1,1,...).
Sei daher zunéchst a > 1.

Dann ist
Op:=13a—1>0unda=(1+6,)".

Nach dem binomischen Satz oder der Bernoullischen Ungleichung ist (1 + §,)™ > 1 + nd,,

daher . o
0<6, <2 "= (mitC=a—-1).
n n

Also folgt

slQ

|%_1|:|5n|:5n§
Damit ist ( {/a — 1) eine Nullfolge, d.h. lim {/a = 1.

n—oo

Mit den Rechenregeln aus dem nachsten Paragraphen fihrt man den Fall 0 < a < 1 auf den
oben behandelten zurtick.

Wie ,nivellierend” die n-te Wurzel ist, zeigt sich am néchsten Beispiel:

lim ¢n=1

n—oo
Auf die Vermutung, dass diese Folge den Grenzwert 1 hat, kann man mit Hilfe eines einfachen
Taschenrechners kommen. Stellt man fir die x-Taste z = n, die y-Taste y = % ein und betatigt
dann die z¥-Taste, so erhalt man etwa folgende Werte:

n=10000 a, = 1,0009215
n=100000 a, = 1,0001151
n = 106 an = 1,0000138
n =107 an = 1,0000016

Die Folge konvergiert ,langsam*” gegen 1, d.h. man braucht sehr grof3e Indizes, um der 1 be-
liebig nahe zu kommen.
Zum Beweis setzen wir wieder

(*) %:1+6rt

mit 6,, > 0 und haben lim §,, = 0 zu zeigen.

n—oo

Aus (x) folgt nach dem binomischen Satz

n:(1+5n)”21+(g>63 oder <g)53§n—1.

Nun ist aber

und daher ist firn > 2



(12)

(13)

(14)

Wahlt man jetzt zum vorgegebenem ¢ > 0 ein N € Nmit N > 8% so ist diese Bedingung
aquivalent mit 2 < 2. Daher folgt fur alle n € Nmitn > N

2 /2
Y —_ — — < — < —_— .
|\/ﬁ 1| |5n| on < \/; N <e€

Auf den ersten Blick Uberraschend ist es, dass (v/n + 1 — v/n) eine Nullfolge ist.
Nun gilt aber fur beliebige a,b € R die Formel

(a—b)(a+0b) =a®+b%.
Wendet man diese hier an mit
a=+vn+1, b=+n,

so erhalt man

. :(\/n—|— —\/ﬁ)(\/m—k\/ﬁ): n+l-n__ 1
" Vnt1+n Vn+i+yn Vn+l4yn
Also ist |a,, — 0] = |a,| < ﬁ

Der Trick a — b in der Forma — b = “erlbf mit a # —b zu schreiben, wird uns noch mehrmals
begegnen.

Fir alle z € Cist (2}) eine Nullfolge. Firr z = 0 ist dies ohnehin Klar.
[z]"

n!

Setze a,, := dann ist

] 1
ap = —ap-1 < Ap—1,
n 2

fallsn > N und N > 2|z]

(2]z)"
N!

== a, <C (;) mit C .=

Nach dem Vergleichssatz ist damit (%’;) fur alle z € C eine Nullfolge.

Geometrische Folge

Das Grenzwertverhalten der geometrische Folge (¢™) hangt von ¢ ab. Fur |¢| > 1 ist (¢™)
nicht beschrankt (nach ???), also nicht konvergent. Fir ¢ = 1 ist (¢") die konstante Folge
(1,1,1,...), also konvergent. Fir |¢| = 1, aber ¢ # 1, ist die Folge (¢™) nicht konvergent, wie
wir im nachsten Paragraphen sehen werden.

Es gilt jedoch: fur |¢| < 1 ist (¢™) eine Nullfolge. Fir ¢ = 0 ist dies klar.
Seialso 0 < |g| < 1, dann betrachten wir \71| = 1+h, dabeiistdann i > 0 und die Bernoullische
Ungleichung oder der Binomische Satz liefert

1 n
(H) =(14+h)">1+nh>nh,
q

und damit ) 1
lg" =0l =1¢"|=l¢/" = 57—~ < 7-=C"

1 .
(1+h)™ " hn n mitc' =g -



(15)

(16)

(17)

Bei der Untersuchung, wie sich eine Investition von K Euro auf das Volkseinkommen auswirkt,
waren wir nach n Konsumschritten auf die Erhdhung um
n+1

K
an=K+qK+@PK+.. +¢K=-— g4
1—gq I—gq

Euro gekommen, dabei ist ¢(0 < ¢ < 1) die Grenzneigung zum VerbraucBie damalige Ver-
mutung, dass a,, fiir groRe n durch {%_ hinreichend gut* approximiert wird, kdnnen wir jetzt

bestétigen, denn wegen lim ¢"*t! = 0, gilt tatsachlich lim a, = -£-. Eine Investition von
n—oo

n—00 1-¢’

K = 10° Euro, ergibt also eine Erhohung des Volkseinkommen auf 3 - 10° Euro.

In diesem Beispiel hat uns der Grenzwerials Naherungswert fir alle a,, mit hinreichend gro3em
Folgenindex gedient. Meist ist es aber umgekehrt:

Wir sind nicht so sehr an der Folge (a,) interessiert, sondern an ihrem Grenzwert. Dabei
werden die Folgenglieder mit hinreichend grof3em Index als Approximationen fur den nicht der
GroRRe nach bekannten Grenzwert betrachtet.

Fur jedes feste ¢ € C mit |¢| < 1 und jedes feste p € N gilt

lim nP¢" =0.
n—oo

Man sagt: ,(¢q") geht schneller gegen Null als (n?) gegen Unendlich.”

Hier sind offensichtlich zwei gegensatzliche Krafte am Werk:

Die Folge (nP) wachst uber jede Grenze, d.h. zu jedem C > 0 gibt es ein N € N, so dass
far alle n > N gilt n? > C, wéhrend (¢") fur |g| < 1 eine Nullfolge ist. Die Nullfolge bleibt bei
diesem Kraftemessen Sieger.

Zum Beweis kdnnen wir 0 < |¢| < 1 annehmen. Dann ist wieder

1 .
—=1+h mith >0.

lq|
Fur alle n > p + 1 ist dann
P p
ot - :
1+nh+...+< " )hp+1+...+ ( n )hn
p+1 n
< n? _ (p+1)!
— - 1 2
" e D (-2
p+1
< (p+1)!
- 1 2
"(“m) (“m)"'(l—p%)h”*l
_ ¢
= =,
wobei C := (pt1)! von n unabhangig ist.
(=) (k) ()

Nach dem Vergleichssatz ist also (n?¢™) eine Nullfolge.

Die Folge (H,),>1(s0g. ,Harmonische Reihe*) mit

11 1
H, =14+ -4 4.t —
SRR



ist divergent, denn sie ist nicht (nach oben) beschrankt. Betrachtet man namlich die Partial-

summe

1 /1 1 11 1 1 1 1
Hy=1+-+(z+-)+(ctz+c+= )+t |075—+ -+ ),

2 \3 4 5 6 7

so ist offensichtlich

22

1 2
H2k21+§+?+¥

8

+...

k=141 " T 9k

2k-1 k
>14 =,

+2’“ 2

also sind die Partialsummen nicht beschrankt, denn ist n > 2%, so ist H,, > Hox.

Die Folge (H,,) wachst sehr langsam. Einige Werte seien (mit Hilfe von Maple) angegeben:

n (Hn) =3 + Inn+7y
k=1

10 2.9289682539682539682539682539682539682 | 2.8798007578955785446245035447667666
10% | 5.1873775176396202608051176756582531579 | 5.1823858508896242286424949994511308
10° 7.4854708605503449126565182043339001765 | 7.4849709438836699126604864541354950
10* | 9.7876060360443822641784779048516053348 | 9.7875560368777155966784779088198592
10° | 12.090146129863427947363219363504219500 | 12.090141129871761280696469363504223
10° 14.392726722865723631381127493188587676 | 14.392726222865806964714460818188587
107 | 16.695311365859851815399118939540451884 | 16.695311315859852648732452272872951
10® | 18.997896413853898324417110394223982841 | 18.997896408853898332750443727557316
10° 21.300481502347944016685101848908346966 | 21.300481501847944016768435182241680
10'° | 23.603066594891989700785593303592711173 | 23.603066594841989700786426636926044
10" | 25.905651687841035384804409758277075381 | 25.905651687836035384804418091610408
10'? | 28.208236780830581068822409462961439588 | 28.208236780830081068822409546294772
10'3 | 30.510821873824176752840401000145803796 | 30.510821873824126752840401000979137
10" | 32.813406966818177436858392455655168004 | 32.813406966818172436858392455663501
10% | 35.115992059812218620876383910347782211 | 35.115992059812218120876383910347865
10'6 | 37.418577152806263854894375365032228919 | 37.418577152806263804894375365032229
10'7 | 39.721162245800309493912366819716593951 | 39.721162245800309488912366819716593
10"® | 42.023747338794355173430358274400958167 | 42.023747338794355172930358274400958
10" | 44.326332431788400856998349729085322375 | 44.326332431788400856948349729085322
10%° | 46.628917524782446540971341183769686583 | 46.628917524782446540966341183769686

Hos0.196 ist noch kleiner als 20, jedoch Hsgg.106 > 20. Um Uber Hundert zu kommen, braucht
man schon etwa 15 - 102 Summanden.

Ein Divergenzkriteriummit welchem man haufig leicht tber die Divergenz einer Folge entschei-
den kann, beruht auf folgender Tatsache:

(18) Ist (a,,) eine konvergente Folge mit dem Grenzwert a, dann konvergiert auch jede Teilfolgeund
jede Umordnunggegen a. Dabei heil3t eine Folge (b)) Umordnungder Folge (a,,), wenn es eine
Folge (ny) von natiirlichen Zahlen gibt, in der jede naturliche Zahl genau einmal vorkommt und

fur die by, = ay,, Qilt.

Eine Folge (b;) heil3t Teilfolge vom (a,,), falls es eine Folge (n;) natirlicher Zahlen gibt mit
ny <ng <ng<...<ng<ngy <...undfalls b, = a,, gilt.

(111l
,3757779""
eine Teilfolge von (a,) = (%), dabei ist n, = 2k — 1, k > 1 und

1
n

So ist z.B.



(19)

ist eine Umordnung von ().

Ferner konvergiert jede Folge, die aus (a,) durch Abanderung endlich vieler Gliedemntsteht,
ebenfalls gegen a.

Ist nun (a,) konvergent mit dem Grenzwert a, dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein N € N,
so dass fir alle n € N mit n > N gilt a, € U.(a). Hochstens die Folgenglieder a,, mit
n € {1,2,...,N — 1} liegen nicht in U.(a). FUr k # k' ist aber (in beiden Fallen) ny # ng,
daher gibt es hochstens N — 1 Zahlen n;, mit n, € {1,..., N — 1}, also fir fast alle k gilt
ng g{l,...,N—l}.

Daher liegt fur fast alle k das Folgenglied a,,, in U.(a), d.h. kli_)n;o ap, = a.

Ist schlie3lich (by) eine Folge, die aus (a,) durch Abanderung endlich vieler Glieder entsteht,
dann gibt ab einem N; € N b, = a,, fir alle n > Nj.

Also ist |b, — a| = |a, — a| < e furallen > M := maz{Ny, N}.

Wir schlieRen diesen Paragraphen mit einer Feststellung, die sich auch unmittelbar aus der
Tatsache ergibt, dass Q dichtin R ist (sogar mit dieser Tatsache aquivalent ist).

Jede reelle Zahl x ist Grenzwert einer Folge von rationalen Zahlen, d.h. zu jedem z € R gibt
es eine Folge (r,,), r € Q, mit lim r, = x.
n—oo

Beweis : Man kann r,, = %, n € N, nehmen. Man kann auch so schliel3en: Aus Satz 2.3.5

folgt, dass es zu jeder natirlichen Zahl n eine rationale Zahl r,, gibt mit
1
lrp — x| < —.
n

Nach dem Vergleichssatz ist also

lim r, =x.
n—oo

Zusatz: Man kann sogar erreichen, dass r,, < r,4+1 bzw. r,,.1 <, fur alle n € N gilt.



8 Rechenregeliir konvergente Folgen

Die Beispiele zeigen, dass es fur eine vorgelegte Folge mihselig sein kann nachzuweisen, dass
sie konvergiert, insbesondere, wenn sie durch einen komplizierten Rechenausdruck gegeben ist,
oder etwa rekursiv definiert ist. Die folgenden Rechenregelerleichtern die Bestimmung von Grenz-
werten, sie stellen Beziehungen her zwischen den algebraischen OperationémR bzw. C und der
Grenzwertbildundzw. zwischen der Anordnungin R und der Grenzwertbildung

Betrachten wir als Beispiel die reellen Zahlenfolgen

(an):<1—i), (bn):<1+;>, neN,

an < by, ,

dann gilt fur allen € N

aber

lim a, = lim b, =1.
n—oo n—oo

Es qilt jedoch wenigstens

8.1 Satz (Monotonie des Grenzwertes)

Sind (a,,) und (b,,) konvergente reelle Zahlenfolgen mit @ := lim a, und b := lim b, und gilt fir

n—oo
fast alle n
ap < by,

dann gilt auch
a=lima, <limb, =b.

1. Beweis durch Widerspruch.

Wir nehmen a > b an und wahlen

—_
—

Dann gilt fur fast alle n
an € Ue(a) und b, € U.(b) ,

daher ist fiir fast alle n

a—b a+b a—b
b, < b+ 5 = =a— 5 < an

ein Widerspruch zur Voraussetzung

an, < by, furfastalle n .

O

2. Beweis mit dem Fundamentallemma der Analysis, das ja (vgl. §1.2.4) besagt: Ist z € R und
x < ¢ fur jedess > 0, dannist z < 0.



Nach Voraussetzung gibt es ein n € N, so dass gleichzeitig gilt (fir jedes € > 0)
a_%<an7 angbny bn<b+%a

daher gilt auch

£ €
- <b+ oder —b
a 3 <0+ 5 a <e
fur jedess > 0, nach dem Fundamentallemma ist daher a < b. 0

8.2 Folgerung

Gilt fur eine mit dem Grenzwert a konvergente Folge (a,,) reeller Zahlen die Ungleichung (a, 8 € R)
a<ap, <f3

fur fast alle n, dann gilt auch

8.3 Satz (Sandwich-Lemma)

Sind (a,) und (b,) konvergente reelle Zahlenfolgen mit a = lim a,, = lim b,, und ist (z,) eine

n—oo

reelle Zahlenfolge mit a,, < z, < b,, fur fast alle n, dann ist auch (x,,) konvergent, und es gilt

lim z, = a.
n—oo

Beweis : Ist ¢ > 0 beliebig vorgegeben, dann liegen in U, (a) fast alle Folgenglieder (a,,) und (b,,),
wegen
an < Tn < by

liegen auch fast alle x,, in U.(a), d.h. lim z, = a.

n—o0

8.4 Beispiel

Sind ay, ..., ax, (k € N fest), nicht negative reelle Zahlen, dann ist die Folge (x,,) mit

T, = {/al +af +...+a}

konvergent, und es gilt

lim x, = maz{ay,...,ar}

n—oo




Beweis : Ist m := maxz{ay,...,a;}, dann gilt

m= vVmn < (/a?—i—...—i—azg VEmr = Vkm .

Wegen lim {/k = 1 (beachte k ist fest!) folgt nach dem Sandwich-Lemma

n—oo

m < lim /el +...+ap <m, also lim {/a?+...+a} =m.
n—oo n—oo

Betrachtet man die Folge

n+1 1 1
(5 (1) -
mit a,, = %, b, = # dann lasst es nahe zu vermuten, dass (c,) eine Nullfolge ist, da (a,) und
(br) Nullfolgen sind.

Die folgenden Permanenzeigenschaften von lim vereinfachen die Bestimmung von Grenzwerten
wesentlich. Wir betrachten dabei i.A. Folgen in K (K = R oder K = C).

8.5 Satz (Permanenzeigenschaften von lim)

Die Zahlenfolgen (a,,) und (b,,), an, b, € K, seien konvergent und a := lim a, und b:= lim b,.
Dann qilt:

(1) Die (Summen-)Folge (a,, + b,,) ist konvergent, und es gilt

lim (ay, + b,) =a+b= lim a, + lim b, .

n—oo n—oo n—oo

(2) Die (Produkt-)Folge (a,b,,) ist konvergent, und es gilt

lim (apb,) =ab= lim a, lim b, .
n—oo n—oo n—oo

Speziell ist fir A € K die Folge (\a,,) konvergent mit

lim (Aa,,) = Aa =X lim a, .

n—oo

(3) Istb # 0, dann gibt es ein n; € N, so dass b,, # 0 fur alle n > n; gilt:

Die (Quotienten-)Folge (‘;:) N ist konvergent, und es gilt
n-ni

lim a,
lim & = - =22%=
n—oo b, b lim b,

n—oo

(4) Die (reelle) Zahlenfolge (|a,,|) ist konvergent, und es gilt

lim |a,| =|a| =] lim a,]|.
n—oo n—oo



(5) Die Folge (a,) ist konvergent, und es gilt

lim a, =a= lim a,, .
n—oo n—oo

(6) Fur a, € C konvergieren die Folgen (Re(a,)) und (Im(a,)), und es gilt
lim Re(a,) = Re(a) = Re( lim a,) und

n—oo n—oo

lim Im(a,) =Im(a) =Im(lim a,) .

n—oo n—oo

Umgekehrt folgt aus der Konvergenz von (Re(a,)) und (Im(a,)) die Konvergenz von (a,),
wobei

lim a, = lim Re(a,)+4 lim Im(a,) gilt.

Beim Beweis werden folgende Prinzipien verwendet:

(@) Ist (ay) konvergent mit dem Grenzwert a und ist (b,,) konvergent mit dem Grenzwert b, dann
gibt es ein N € N, so dass fur alle n > N (gleichzeitig) gilt

an € Uc(a) und b, € UL () .

(b) Ist (z,,) eine Nullfolge und (y,,) eine beschrankte Folge, dann ist auch die Produktfolge (z,y.)
eine Nullfolge.

Beweis zu (1): Die Summenregel ist klar:
Zu jedem ¢ > 0 gibt es (nach (a)) ein N € N, so dass fur alle n > N gilt
e g
" — —und |b, —b] < = .
lan, —a| < 5 U | | < 5
Nach der Dreiecksungleichung erhalt man

\an+bn—(a+b)|§|an—a|+|bn—b|<%+%<€

fur alle n > N.

Beweis zu (2): Der Beweis fir das Produkt ist etwas trickreicher. Man benutzt die Zerlegung
anby, — ab = a,b, — ab,, + ab,, — ab = (a,, — a)b, + a(b, — b)

und die Voraussetzung, dass a,, gegen a konvergiert, also (a,, — a) eine Nullfolge ist, dass
(b,) gegen b konvergiert, also (b,, — b) eine Nullfolge ist und dass (b,,) als konvergente Folge
beschrankt ist und verwendet dann (b).

Der geneigte Leser (die geneigte Leserin) moge die Einzelheiten ausfiihren.
Den Spezialfall erhalt man, in dem man fur (b,,) die konstante Folge (b,,) = (\) wahlt. Dieser
Spezialfall lasst sich natlrlich auch einfach direkt beweisen.

O



Beweis zu (3):1Ist b # 0, dann ist ¢ := % > 0 und in U.(b) liegen fast alle Glieder der Folge (b,,),
d.h. es gibt ein n; € N, so dass fir alle n > nq gilt

10]
|b, — 0] < 5 -

Aus der Dreiecksungleichung fiir Abschéatzungen nach unter folgt daher

b . b
[b] — |bn] < b — 0] < |2| und damit |b,,| > % >0

furallen > n, .
Nun folgt nach Standardschliissen die Konvergenz von (3-),>», gegen ; aus

< 2
[on b~ [0[?

b, b

|bn - b|

1 1‘_ by, — bl

und die Konvergenz von (%2),,>,, folgt wegen $= = a,, - ;- aus (2) und dem ersten Teil von
(3)-

O
Beweis zu (4)folgt unmittelbar aus ||a,| — |a|| < |a, — al.
Beweis zu (5): Wegen |z| = |z| fUr z € C und a,, — a = a,, — a ist (5) ebenfalls Klar:
g, — a| = |an, — a| = |an, —al .
O

Beweis zu (6): Ist die komplexe Zahlenfolge (a,,) konvergent mit dem Grenzwert a, dann konver-
giert nach (5) die Folge (a,) und zwar mit dem Grenzwert a, daher konvergiert auch die
Folge

(3000 +2)) = (etan)
und zwar gegen 3(a + a) = Re(a).

Ebenso kann man fir den Imaginarteil schlieRen:

Die Konvergenz von (Re(a,)) gegen Re(a) ,
von (Im(ay,)) gegen Im(a)

ergibt sich auch aus den elementaren Abschatzungen
|Re(an, — a)| < |an, — al bzw. [Im(a, — a)| < |a, — al .
Die Umkehrung ergibt sich etwa aus der Ungleichung

|z —a|] < |Re(z —a)| + |[Im(z —a)| .



8.6 Bemerkungen und Beispiele
(a) Fur die Folge (a,) mit

18n3 + 2n? — 4711
3n3 — 172 — 11n — 19
ergibt sich durch Kombination der Rechenregeln

18+2- 140
(a”):<3—17-i—11-732—19) ’

ap =

n3
also

1
li n=—=~0.
im a 3

n—oo

(b) Was wirden Sie als Tutor einer Ubungsgruppe zur Analysis 1 zu folgendem Argument eines
Ubungsgruppenteilnehmers sagen?
Die Folge (a,) mit

(an) =

(1+2+3+...+n>

n2

ist eine Nullfolge, denn es gilt
( ) — i + 3 + i + + l
W)=\ T Ty
und jeder Summand ist eine Nullfolge.

BeachteDie Summandenregel (2) lasst sich sofort auf eine endlicheAnzahl von Summanden
ausdehnen, in diesem Beispiel wachst aber die Anzahl der Summanden mit n gegen Unend-
lich.

Korrekt kann man so schlieBen: Nach der Gauf3schen Formel ist

n(n+1)
2

fan) = () - <(n+)> (") =(0+1)

daher lim a, =1

n— oo 2

1+243+...+n= , also

(c) Der Fall 0 < a < 1 in Beispiel (10) aus §7.8 lasst sich ganz einfach behandeln. Ist ndmlich
0 <a<1,dannista™! > 1 und nach 2.5(3) ist

n

lm a=—+—=-=1.
n—00 lim Va-1 1

(d) Aus lim a, = a, folgt durch mehrfache Anwendung von 2.5(2)

lim a® =" firk e N.

n—oo

Ist daher P : K — K definiert durch

P(z):=ay+ a1z + ...+ apz™ (a; € K),



(e)

()

(9)

(P ist ein Polynom) dann folgt (mehrfache Anwendung 2.5(1) und 2.5(2))
lim P(a,) = P(a) .

n—oo

Das bedeutet, dass Polynome(in ihrem Definitionsbereich R oder C) stetige Funktionesind (vgl.
Kap.lll).

Ist s = s(K) = Abb(N; K) die Menge aller Folgen in K und ¢ = ¢(K) die Menge aller konvergenter
Folgenin K, dann kann man die Eigenschaften von Satz 2.5 auch so zusammenfassen:

¢(K) ist ein Untervektorraum von s = s(K) und Abbildung

lim: ¢(K) — K,

(an) +— lim a, .

n—oo
ist K-linear.

Was ist der Kern von lim?
Antwort: Kern(lim) = ¢o(K) := {(an) € s; (a,) ist Nullfolge}. Der Kern besteht also gerade
aus allen Nullfolgen. s(K) ist mit der Multiplikation

(an) - (bn) = (anbn)

sogar ein Ring, also insgesamt eine K-Algebra

Allerdings hat s(K) Nullteiler, wie etwa das einfache Beispiel
(an) =(1,0,0,0,...), (by)=1(0,1,0,0,...)

zeigt.

Um die Konvergenz einer komplexen Zahlenfolge zu untersuchen, braucht man sie nicht un-
bedingt in Real- und Imaginérteil zu zerlegen. Die Folge (1fm) ist eine Nullfolge in C. Eine
elementare Umformung ergibt

Die Abschéatzung (fur n > 2)

1 1 1 1 1
it > ——=1-=->1-2==
n n n 2 2
zeigt, dass ( A ) beschrankt ist:
" A 1 1
S | ‘1 < 1_ 1 Ss7=2
1+ n |Z + E| —n bl
fur n > 2, also ist (ljr%) eine Nullfolge. O

So suggestiv die Schreibweisen, wie z.B.

lim (a,, + b,) = lim a, + lim b, ,

n—oo n—oo n—oo

auch sein mogen, so muss man doch die typische Struktur beachten.
Eigentlich muss man sie von recht nach links lesen: Wenn lim a, und lim b, existieren, dann



existiert auch lim (a, + b,), und es gilt lim (a, + b,) = lim a, + lim b,.
n—oo n—oo

n—oo n—oo

Aus der Existenz von lim (a, + b,) kann man u.a. nicht schlieRen, dass die Summenformel

n—oo
gilt, denn die Folgen (a,,) und (b,,) brauchen gar nicht zu konvergieren, wenn die Summenfolge
(an, + by) konvergiert. Ein einfaches Beispiel ist

(an) = (1,-1,1,—1,...) und  (by) = (-1,1,-1,1,...).

Beide Folgen sind divergent, die Summenfolge (a,, + b,,) ist die Konstante Folge (0,0,0,...),
also konvergent.



9 Konvergenzkriterien

Wir beschéftigen uns in diesem Anschnitt mit Kriterien fiir die Konvergenz von Folgen, die ohne
Kenntnis des Grenzwerteslauben, auf die Konvergenz bzw. Divergenz einer Folge zu schlie3en.
Wir beschéftigen uns zunachst mit reellen FolgenDie entsprechenden Kriterien beruhen auf dem
Vollstandigkeitsaxiom fur R.

Zunachst erinnern wir an ein

9.1 Divergenzkriterium

Ist eine Folge (a,,) reeller oder komplexer Zahlen nicht beschrénkt, so ist sie nicht konvergent. So
ist also z.B. die Folge (n) der naturlichen Zahlen oder die Folge (f,,) der Fibonacci-Zahlen (vgl.
§7.2(9)) nicht konvergent.

9.2 Definition (Monotonie)

Eine reelleZahlenfolge (a,,) heif3t

monoton wachsend Gn < Apy1
monoton fallend . . an > a

falls fur alle n gilt no= fndl

streng monoton wachsend Gp < Apy1

streng monoton fallend Qp > Apy1

Fur monotond-olgen gilt der folgende fundamentale Konvergenzsatz:

9.3 Monotonieprinzip

Eine monotoneeelle Folge konvergiert genau dann, wenn sie beschrankt ist. Sie konvergiert ge-
gen das Supremum ihrer Wertemenge, wenn sie nach oben beschrankt und gegen das Infimum
ihrer Wertemenge, wenn sie nach unter beschréankt ist.

Beweis : Sei (ay) die gegebene Folge und etwa (aj;) monoton wachsend und M = {ax; k € N}
ihre Wertemenge, dann ist M # 0.

Da (ay,) nach oben beschrankt ist, existiert a = sup M nach dem Vollstandigkeitsaxiom. Ist nun
€ > 0 beliebig vorgegeben, dann ist a — ¢ keine obere Schranke von M mehr, es gibt daher ein
N e N,sodass a — e < ay gilt.

Wegen der Monotonie der (ax) gilt dann fiir alle n € Nmitn > N an < a,, also auch

a—e<ap,<a<a-+e.
Dabher gilt fiir jede e-Umgebung U, (a)

an, € Uc(a)



fur alle n > N, d.h.

a= lim a, .
n—oo

Fir monoton fallende, nach unter beschrankte Folgen, schlie3t man vollig analog oder verwendet
das Spiegelungsprinzigvgl. §1.2.2).

Wenn wir Beispiele betrachten, formulieren wir ein eng mit dem Monotonieprinzip verwandtes Prin-
Zip, das Intervallschachtelungsprinzip

9.4 Definition und Satz

Gegeben sei eine Folge von Intervallen ([ay,, b,])nen, an < b, fir alle n € N mit den Eigenschaften:

(@) [an+t1,bnt1] C lan, by, fliralle n e N;

(b) lim (b, —a,)=0.

Eine solche Folge nennen wir eine Intervallschachtelung
Dann existiert genau eine reelle Zahl z, die in allen Intervallen liegt: = € [a,,b,] fUr alle n € N,

m.a.W.:
m [Cln, b'n} - {I‘} .

n>1

Man sagt: Die Intervallschachtelung erfasst die Zahl x.

Ferner gilt
z= lim a, = lim b, .

n—oo n—o0

Der Beweisversteht sich fast von selbst. Aus der Voraussetzung [a,+1,bn+1] C [an, b,] fur alle
n € N ergibt sich, dass die Folge (a,,) monoton wéachst und die Folge (b,,) monoton fallt.

Andererseits sind beide Folgen (a,,) und (b,,) beschrankt, da alle Folgenglieder im Intervall [aq, b;]
liegen. Also existieren nach dem Monotonieprinzip

a:= lim a, und b:= lim b, .

n—oo n—oo

Nach Voraussetzung ist die Folge der Intervallangen (b,, — a,,) eine Nullfolge:

0= lim (a, —by) .

n—oo

Andererseits ist nach den Rechenregelnifr konvergente Folgen

lim (b, — a,) = lim b, — lim a, =b—a,

n—oo n—oo n—oo



also a = b.

Fur alle n € N gilt
an < sup{ap, k € N} =a =b=sup{bg; k € N} < by,

also ist fir alle n € N
a € [an,by] .

Ist ¢ € R eine weitere Zahl mit a,, < ¢ < b, fir alle n € N, so folgt nach dem Sandwich-Lemma
a<c<a,alsoc=a.

9.5 Beispiele und Bemerkungen zum Monotonie- und zum Intervédchachtelungs-
prinzip
(1) ,Multiplikation statt Divisiori

Ist @ > 0, so konvergiert die rekursive Folge (z,,) mit beliebigem Startwert

1
To € ]O, — [ und Tptl = 2%y — a;ci
a
fur n > 1 monoton wachsend gegen % Die Konvergenz ist sogar quadratisch.
Auf diese Folge kommt man, wenn man die Gleichung (a > 0)
(%) ax =1
zur Bestimmung von a~! aquivalent umschreibt:

(k) x=2x —az®.

x ist die von Null verschiedene Losung der Gleichung (xx).
Setzt man p(z) := 2z — ax? = x(2 — azx), So haben wir die Fixpunktgleichungr = p(x) zu lésen.

Durch die Abbildung 9 wird die rekursive Definition obiger Folge motiviert. Man wahlt einen
beliebigen Grenzwert z, €]0, 2[. Mit Induktion zeigt man leicht, dass (z,) (streng) monoton
wéchst und z,, < 1 fiir alle n € N gilt.

(z,,) ist also nach dem Monotonieprinzip konvergent und der Grenzwert ist die positive Lésung

der Gleichung (xx), also +.
=o(-2)
Tpt1 ——=—a |z, — —
a a

Aus der Beziehung
ist ersichtlich, dass die Folge (z,,) quadratisclyegen 1 konvergiert.
Fura =2, x¢ = 0,25 liefert ein primitiver Taschenrechner bereits

1 = 0,375, zo = 0,46875, x3=0,498046873 ,
x4 = 0,499992371, x5 =0,5, z6 = 0,5,

also auch z,, = 0,5 fur alle n > 6.



()

©)

Abbildung 9: ??7?

Zusatz: Man kann den Grenzwert x, sogar im grof3eren Intervall |0, %[wéhlen, dann konvergiert
die Folge (z,,) ab n = 1 monoton wachsend gegen L.

Wir wissen, dass die rationalen Zahlen Q dicht in R liegen (vgl. §2.3.5), was man auch in der
Sprache der Folgen so ausdriicken kann:

Jede reelle Zahl ist der Grenzwert einer Folge von rationalen Zahlen (vgl. §7.8(19)) Durch eine
kleine Variation des Beweisprinzips von 2.3.5 erhalt man zu einer beliebigen reellen Zahl z und
beliebigem n € N rationale Zahlen p,, und ¢,,, so dass die folgende Ungleichungskette erfullt
ist
! <pp < ! <z<z+ ! <gn<zxT+ !
X n Pn x nt 1 X xz nt 1 dn x " .

Offensichtlich ist p,, < = < ¢y, (z,) monoton wachsend und (g,,) monoton fallend, auerdem
ist

Qn — Pn < —,
n
also ist ([pn, ¢u])nen €ine Intervallschachtelung mit

r= lim p, = lim ¢, .
n—oo n—oo

Die Eulersche Zahi
Wir betrachten die Folgen (E,,) und (E,,) mit

"1
E, = —, € Ng, und E,=FE,+——,
kzzok! " 0 +n-n!

neN,
und behaupten, dass durch ([E,, EX]).cn €ine Intervallschachtelung definiert wird. Die Folge
(E,) ist offensichtlich (streng) monoton wachsend:

Eni1=E,+ also E,11 > E, .

o
(n+ 1)V



Aus
1 1 1

(n+1)! “nonl (n+1)(n+1)!

En+1 - En -

folgt
Epii=Eni1 + = < Byt —
T O D+ ) T g

d.h. die Folge (En) ist streng monoton fallend und es gelte die Ungleichung

2=F1<25=FE<...<E,<E,<..<2,75=F,<3=E.

Ferner ist

n-n!

Nach dem Intervallschachtelungsprinzip gibt es also genau eine reelle Zahl —wir nennen sie
nach dem Vorbild von L.Euler (1731) die Eulersche Zahi— mit e € [E,,, E,] fur alle n.

e ist die Basis fir den natrlichen Logarithmus.

Die Eulersche Zahl e lasst sich auch durch eine andere Intervallschachtelung erfassen.
Dazu betrachten wir die beiden Folgen (e, ) und (é,) mit

1 n 1 n+1
en:<1—|—> ,neN und én:<1—|—) ,neN
n n

und behaupten, dass ([e,, €,])»cn €benfalls eine Intervallschachtelung definiert, die dann eine
reelle Zahl ¢’ erfasst.

Wir werden zeigen, dass ¢’ = e gilt.

Die Folge (e,) taucht bei Wachstumsund Zerfallsprozessefz.B. stetige Verzinsung) auf. Das
Monotonieverhalten und die Beschranktheit der beiden Folgen ist nicht offensichtlich.
Wir betrachten zunéchst

1
€n = €n <1+> >e, (neN).
n
Wenn wir wissten, dass beide Folgen konvergent sind, folgte hieraus also

lim é, = lim e, .
n—oo n—oo

Wir zeigen, dass (e, ) (streng) monoton wachst, (é,) (streng) monoton fallt.



Fir n > 2 ist namlich

en (1+4)"

€n—1

1— ﬁ) L (nach Bernoulli)

also e, > e, furalle n > 2 oder e,,+1 > e, furalle n € N.

Andererseits ist

14+ " ) r (nach Bernoulli)

1 1
1+—1- no_ 1, beachte " > —
n) n+1 n2—1"n

alsoist é,_1 > é, furalle n > 2 oder ¢,,11 < é, fur alle n € N, d.h. die Folge (¢,,) fallt streng
monoton.

>

Es gilt also insgesamt
2=e1<2,2b=e3< ... <€, <€, <...<3,3Tb=é3<4=¢;.

Ferner ist fur alle n € N ) )
€, —€np=—e<—4,
n n
also gilt lim (é, — e,) = 0, die Voraussetzungen des Intervallschachtelungsprinzips sind also
n—oo

erfullt. Es gibt also eine eindeutig bestimmte reelle Zahle ¢’ mit

1 n 1 n+1
e = lim (1 + > = lim (1 + > .
n—00 n n—o00 n



Wir zeigen nun, dass e = ¢’ gelten muss. Dazu zeigen wir zunachst, dass fir alle n € N
en < E, gilt.

Nach dem binomischen Satz ist namlich

(+0) =2 (F )=

k=0
" nn-—1 n—k+11
n o n n k!

€n

k=1

" n 1 E+1.1
= 1 —(1=-=)-(1-

+Zn< n> ( n )k"

k=1
< 1 n 1_ n I_E
= +ZE_ZE_

k=1 k=0

Durch Grenziibergang n — oo folgt hieraus

e = lime, < lim E, =

n—oo n—oo

also e’ <e.

Wir zeigen nun, dass auch €’ > e, insgesamt also e = €’ gilt.

Dazu sei m € N zunéachst fest gewahlt und n € N, n > m. Dann folgt mit einer vollig analogen

Schlussweise
1 n n n 1
€n - (1“{‘”) —;_()(k)nk
i Enfl nkarli

n n n k!
k=1

m
n 1 E+1\ 1
1 —|1-= 1——) =
* Z n < n) < n ) k!
k=1
und hieraus nach den Rechenregeln fiir konvergente Folgen (beachte m ist fest)
¢ = lim e i 1
n—oo " — k

Weil diese Ungleichung fur allem € N gilt, folgt nun wegen der Monotonie des Limes auch

Y

e <e.

Bemerkung:
Die Folge (E,) konvergiert wesentlich schneller gegen e wie die Folge (e,). Fur die Intervalle
[én,en] Und [E,, E,] gilt fir alle n € N

- ~ 1
[Ena En] C [éna en] und L, - E,=

wahrend



gilt.
Aus

n-n!

und der strengen Monotonie von E,, und E,, erhalt man sogar die Abschéatzung

(%)

O<(3—E—n<i7 neN
n-n!
Die folgende Tabelle verdeutlicht den Sachverhalt.

n €n K, En €n

1 2 2.7182818284590452353 3 4

2 || 2.250000000 | 2.5000000000000000000 | 2.7500000000000000000 | 3.375000000

3 || 2.370370370 | 2.6666666666666666666 | 2.7222222222222222222 | 3.160493827

4 || 2.441406250 | 2.7083333333333333333 | 2.7187500000000000000 | 3.051757813

5 || 2.488320000 | 2.7166666666666666666 | 2.7183333333333333333 | 2.985984000

6 || 2.521626372 | 2.7180555555555555555 | 2.7182870370370370370 | 2.941897434

7 || 2.546499697 | 2.7182539682539682539 | 2.7182823129251700680 | 2.910285368

8 || 2.565784514 | 2.7182787698412698412 | 2.7182818700396825396 | 2.886507578

9 || 2.581174792 | 2.7182815255731922398 | 2.7182818317656280619 | 2.867971991
10 || 2.593742460 | 2.7182818011463844797 | 2.7182818287037037037 | 2.853116706
11 || 2.604199012 | 2.7182818261984928651 | 2.7182818284759572638 | 2.840944377
12 || 2.613035290 | 2.7182818282861685639 | 2.7182818284601415388 | 2.830788231
13 || 2.620600888 | 2.7182818284467590023 | 2.7182818284591121129 | 2.822185572
14 || 2.627151556 | 2.7182818284582297479 | 2.7182818284590490868 | 2.814805239
15 || 2.632878718 | 2.7182818284589944642 | 2.7182818284590454453 | 2.808403966
16 || 2.637928497 | 2.7182818284590422590 | 2.7182818284590452462 | 2.802799028
17 || 2.642414375 | 2.7182818284590450705 | 2.7182818284590452358 | 2.797850515
18 || 2.646425821 | 2.7182818284590452267 | 2.7182818284590452353 | 2.793449478
19 || 2.650034327 | 2.7182818284590452349 | 2.7182818284590452353 | 2.789509818
20 || 2.653297705 | 2.7182818284590452353 | 2.7182818284590452353 | 2.785962590
21 || 2.656263214 | 2.7182818284590452353 | 2.7182818284590452353 | 2.782751938
22 || 2.658969859 | 2.7182818284590452353 | 2.7182818284590452353 | 2.779832125
23 || 2.661450119 | 2.7182818284590452353 | 2.7182818284590452353 | 2.777165341
24 || 2.663731258 | 2.7182818284590452353 | 2.7182818284590452353 | 2.774720060
25 || 2.665836331 | 2.7182818284590452353 | 2.7182818284590452353 | 2.772469785
26 || 2.667784967 | 2.7182818284590452353 | 2.7182818284590452353 | 2.770392081
27 || 2.669593978 | 2.7182818284590452353 | 2.7182818284590452353 | 2.768467829
28 || 2.671277853 | 2.7182818284590452353 | 2.7182818284590452353 | 2.766680634
29 || 2.672849144 | 2.7182818284590452353 | 2.7182818284590452353 | 2.765016356
30 || 2.674318776 | 2.7182818284590452353 | 2.7182818284590452353 | 2.763462735
oo || 2.718281828 2.718281828 2.718281828 2.718281828

Aus (x) ergibt sich ein einfacher Beweis flr die Irrationalititvon e.



9.6 Satz: Die Eulersche Zahk ist irrational.

Wegen 2 < e < 3 ist e sicher keine ganze Zahl. Ware nun e rational, so musste sich e in der Form
e= % mit p,q € N, ¢ > 2, schreiben lassen.

Die Formel (x) liefert fur n = ¢
1

0<e—Ey<—.
q-q!

Multipliziert man diese Ungleichung mit ¢!, so folgt

Dannist g := ¢!E, € Z und eq! = p(q — 1)! ist ebenfalls eine ganze Zahl, also ist ihre Differenz
d := eq! — q eine ganze Zabhl, das steht aber im Widerspruch zu 0 < d < 1. 0

Die Eulersche Zahl e ist sogar transzender{ivgl. §10.5.17). Dies wurde zuerst von C.Hermite (1873)
bewiesen.
Mit der Eulerschen Zahl e erhalten wir auch bessere Abschéatzung fir n!

9.7 Satz (Absclatzung fur n!)

Fir alle n € N gilt

Beweis : Fur n = 1 ist die Ungleichung offensichtlich. Ist n > 2 so multipliziert man die Ungleichun-
gene, <e < ¢ furk =1,2,...,n — 1 miteinander, wobei fest ,Teleskopprodukte” entstehen,
d.h. viele Faktoren klirzen sich raus:

2 1 3 2 n—1 n—2 n n—1
€1 €2:€3" ... €Ep_1 = I . I n_2 . n_1

nnfl

1-2-(n—=2)(n—-1)

(n—1)!"
Analog erhélt man
N . n"
el '62'63""'671,_1 = (n_l)!
und damit .
n"- < en—l < n"
(n—1)!— ~(n-1)1"

woraus die Behauptung unmittelbar folgt. O



Bemerkung: Die Abschatzung fir n! werden wir spater nochmals stark verbessern (Stichwort; Stir-
lingsche Formél

Weitere Beispiele:

Als weiteres Beispiel betrachten wir das mehrfach in der Vorlesung vorgestellte ,Babylonische Wur-
zelziehehvon einem systematischen Standpunkt. Wir erhalten gleichzeitig einen neuen Existenz-
beweis fir Quadratwurzeliaus positiven reellen Zahlen.

Sei also a > 0 eine reelle Zahl, deren Quadratwurzel bestimmt werden soll. Wenn = > 0 Quadrat-
wurzel von a sein soll, also der Gleichung 22 = a geniigt, gilt x = ¢, anderfalls ist = # %. Dann
ist das arithmetische Mittel % (a: + %) vielleicht ein besserer Naherungswert fir die Quadratwurzel
und durch lteration erhalt man tatsachlich eine Folge, die gegen die Wurzel aus a konvergiert.

9.8 Satz

Seien a > 0 und z, > 0 reelle Zahlen. Die Folge (z,,),>0 sei rekursiv definiert durch

1 n a
Tpe1==|zp+— .
T T,

Dann gilt 2, > 0 fur alle n € Ny und die Folge (z,,) konvergiert monoton fallend (ab n > 1) gegen
die eindeutig bestimmt positive Losung der Gleichung 22 = a.

Die Folge (y,) mit y,, = ;- konvergiert monoton wachsend (n > 1) gegen die mit \/a berechnete
positive Losung der Gleichung z2 = a.

([ym, Zn])n>1 ist eine Intervallschachtelung mit y,, < v/a < x,(n € N).

Beweisin mehreren Schritten

(1) Far alle n gilt z,, > 0.
Induktion nach n:
Induktionsanfang: n = 0; z¢o > a > 0.
Induktionsschritt: Sei z,, > 0 fir n € N schon gezeigt. Dann folgt auch

1 a 1

Also ist y,, := - eine zulassige Bildung.

(2) Furalle n € Ngilt 22 > c.
Es ist namlich firn > 1

nach der AGM-Ungleichung.

(3) (x,) ist monoton fallend: x,,+1 < x,, fir alle n € N.



Es ist namlich

1
Pl
mﬂ,

(4) Mity, = -~ gilty2 < a fur alle n € N. Denn aus

< 1 folgt durch Multiplikation mit a?:

(5) (yn) ist monoton wachsend: y,, < y,+1 fur alle n, denn aus z,,+1 < z,, folgt i < -1 und

. . . . - :Cn,+1
durch Multiplikation mit a
a

a
yn:7<

> = Yn+1 -
L Tn+1

(6) yn < x, fur alle n € N, denn andernfalls wéare ¥, > x, > 0 und damit 32 > 22 > a mit
Widerspruch zu (4).

(7) Wegen (3) und y; < z,, fur alle n ist (z,,) nach dem Monotonieprinzip konvergent.
Falls z := lim =z, gilt, dann auch x > y; > 0.

n—oo

Wegen y,, < z,, < z1 und (5) ist (y,,) ebenfalls konvergent und fur y := lim - gilt

a

y =
X
Aus z,11 = % (:vn + zi) folgt nach den Rechenregeln fir Grenzwerte
. 1 a
lim zp,41 = lim — (xn—i— >
n—00 n—oo 2 Ty
1
= (lim T, + lim a)
2 n—oo n— 00 xn
(4 %)
= —_ €T —_
2 x
und wegen z = lim z,11 genlgt = der Gleichung
1 ( n a)
r=—-|\x+ —
2 x/)

also der Gleichung z2 = a.

Damit ist gezeigt, dass die Folge (z,,) (und auch die Folge (y.)) gegen eine Losung der Glei-
chung z? = a konvergiert.

Wegen a > y; > 0 ist es die positive Losung der Gleichung.
Bezeichnung (wie friher): x = \/a .

Damit haben wir einen weiteren Existenzbeweis fiir Wurzeln aus positiven reellen Zahlen und
ein effektives Verfahren, solche Wurzeln mit beliebiger Genauigketu berechnen.
Wegen

a
Ln



hat man bei jedem Iterationsschritt eine Fehlerabschétzung fur die gesuchte Quadratwurzel.

(8) Das [yn,x,] €ine Intervallschachtelung ist, sei als Aufgabe gestellt.

Die folgende Tabelle lasst erkennen, dass die Folge sehr schnell konvergiert, selbst bei exoti-

schen Startwerten.

a=2,170=1,2=1.414213562373095048801688724

n

Tn

a

Ty

xn_\/E

CQOWwoo~NOoOOUh, WNEO

[y

1
15
1.4166666666666666666666666666
1.4142156862745098039215686274
1.4142135623746899106262955788
1.4142135623730950488016896235
1.4142135623730950488016887242
1.4142135623730950488016887242
1.4142135623730950488016887242
1.4142135623730950488016887242
1.4142135623730950488016887242

, 7o = 0,001

Tn

2.00000000000000000000000000000
1.33333333333333333333333333333
1.41176470588235294117647058823
1.41421143847487001733102253032
1.41421356237150018697708366811
1.41421356237309504880168782491
1.41421356237309504880168872420
1.41421356237309504880168872420
1.41421356237309504880168872420
1.41421356237309504880168872420
1.41421356237309504880168872420

a

Ty

0.414213
0.085786
0.002453
0.2-107°
0.1-107%
0.8-107%4
0.2-10748
0.2-107°7

0

0

0

xn—-¢§

©CoOo~NOOODWNEO

0,001
1000,0005
500,0012499995000002499998750
250,0026249947500146249576876
125,0053124553755323058504275
62,51065588770507126201812863
31,27132521641029622436895160
15,66764078607511662341463809
7,897646211720404747756179686
4,075443110503606417024076521
2,283093646797556386781514716
1,579549005833422208853541177
1,422866604717229146669898904
1,414239873743943568329973663
1,414213562617851348203577208
1,414213562373095048822868568

2000.000000000000000000000000 | -1,4132135
0,001999999000000499999750000 | 998,590786
0,003999990000028999915500246 | 498,587036
0,007999916001049986743167514 | 248,588411
0,015999320034610218185829691 | 123,591098
0,031994545115521186719774587 | 61,0964423
0,063956355739937022460324577 | 29,8571116
0,127651637365692872097721279 | 14,2534272
0,253240009286808086291973356 | 6,48343264
0,490744183091506356538952911 | 2,66122954
0,876004364869288030925567637 | 0,86888008
1,266184203601036084486256632 | 0,16533544
1,405613142770657989990048421 | 0,00865308
1,414187251491759128077180754 | 0,00002631
1,414213562128338749442159928 | 2,3-101°
1,414213562373095048822868568 | 2,1-10"2°

Man spricht von quadratischer Konvergenzeil

1 a
|xn+1_\/6‘ = mn+1_\/&:2<xn+x>_\/6

2

|

. 2
len — val® = Clzn — Val|?

(mit C := ﬁ) gilt.

Hat man also z.B. v/2 beim n-ten Iterationsschritt mit einem Fehler < 10~™ approximiert, dann

1 (zn — Va)?

Tn

2Va



gilt beim néchsten Schritt
10—2n

2v2
Da —wie mehrfach plausibel gemacht— das Babylonische Wurzelziehen ein Spezialfall des

Newton-Verfahren ist -und dieses, wenn es konvergiert, i.A. ziemlich blitzartig konvergiert, ist
die quadratische Konvergenz nicht sehr tiberraschend.

|Zni1 — V2| < <1072,

Das Verfahren hat auRerdem den Vorteil selbstkorrigierendu sein:

Da jedepositive Zahl als Startwert verwendet werden kann, kdnnen Rechenfehler, insbesonde-
re Rundungsfehler, den Ablauf des Algorithmus nicht ganzlich verfalschen, sondern allerfalls
verzogern. Wollen wir z.B. /2 auf 100 Nachkommastellen genau berechnen, brauchten wir
im obigen Beispiel die Rechnung nicht von Anfang an mit 100-stelliger Genauigkeit durch-
zufuhren, sondern etwa mit einem N&herungswert mit 35 Nachkommastellen bestimmen und
erhielten nach zwei weiteren Iterationsschritten das gewtinschte Ergebnis.

Sind auRerdem « und der Startwert z rational so sind alle z,, rational.

Alles in Allem: Es handelt sich hier um den Idealfalleines schnell konvergierenden und stabilen
nummerischen Verfahrens
Leider sind die Verhaltnisse bei anderen nummerischen Verfahren nicht immer so ideal.

9.9 Existenzk-ter Wurzeln (k € N, k > 2)

Eine Verallgemeinerung auf k-te Wurzeln (k € N, k > 2) liegt nahe.

Sind ¢ > 0 und z¢ > 0 beliebige reelle Zahlen. Definiert man die Folge (z,),>0 rekursiv durch

1 a
$n+1:k<(k_1)x"+.kl>’

n

dann konvergiert die Folge (z,,) gegen die eindeutig bestimmte positive Losung der Gleichung
r = a.

Wie man auf diese rekursive Folge kommt, wurde in der Vorlesung begriindet.

Damit hat man einen weiteren Existenzbewei§ir k-te Wurzeln. Der Spezialfall k = 2 ist hierin ent-
halten.

Zum Beweis vergleiche man die Musterlésung zu Aufgabe 4 von Blatt 2.

9.10 Kreismessung nach Archimedes

Die Berechnung des Flacheninhalts der Einheitsscheibe E := {(z,y) € R; 2? +y* < 1} nach dem
Vorbild von Archimedes sei auf Ubungsblatt 7 Aufgabe 5 und die entsprechende Musterlésung
verwiesen.



9.11 Dezimalbruchdarstellung einer reellen Zahl

Als Vorbereitung fir die Theorie der Reihemetrachten wir ein letztes Beispiel fur eine Intervall-
schachtelung.

Istz € R, z > 0, dann sei

7z :={0,1,...,9} und
xo = [z] = maz{k e R; k < z} und

k
x1 := max{k € Z; xo + 10 <z}

x k
Zy = maz{k € Z; 1‘0—|—IT1)—|—T02 <z}
Ist z,, schon definiert, so sei
heZim+ Dy gty B
Tyl i= Max ;T — 4+ —4+—<1z,.
i 10 107 107+
Man erhalt zwei Folgen (a,,) und (b,,)
X1 In
no = —+..-+-— und
¢ SR TR TR
1
b, = —
@+ 1o

mit a,, <z < b, fur alle n € N.
Offensichtlich ist (a,,) monoton wachsend und (b,,) monoton fallend. Wegen

1
by, —an, =
10n
ist ([an, by]) eine Intervallschachtelung mit z = lim a, = lim b, . Man schreibt auch
n—oo n—oo

n
. Tk
r=ux9+ nlgr;oz ToF = To, T1X2X3T4 . ..
k=1
Die so gewonnene Darstellung von z nennt man die Dezimalbruchdarstellung van. Wir kommen
hierauf im Abschnitt Gber Reihen ausfihrlich zuriick.

Monotone und beschrankte Folgen haben also ein gutes Konvergenzverhalten.

Um unsere Satze Gber monotone Folgen auf allgemeine Folgen anwenden zu kénnen, zeigen wir
einen bemerkenswerten Satz, dass namlich jedereelle Zahlenfolge eine monotone Teilfolgéesitzt.
Betrachtet man z.B. die Folge

_1 n . X
(an) = (( ) ), n € N und die Teilfolgen
n
111
(a2k) = (a27a47a67"')_ (2,4767 ) )
1 1
(a2k’—1) = (a17a37a57"-) = (173557> )
111
(age) = (ag,a4,ag,...):(2,4,8,...>,



so sind diese alle monoton, was auf die urspriingliche Folge nicht zutrifft. Mit Hilfe der folgenden
Begriffshildung lasst sich das folgende etwas Uberraschende Lemma 9.13 beweisen.

9.12 Definition

Eine Zahl n € N heil3t Gipfelindexder reellen Zahlenfolge (a,,), falls fur alle m > n gilt a,, > a,,.

9.13 Lemma

Jede reelle Zahlenfolge (a,,) besitzt eine monotone Teilfolge.

Beweis : Zwei Falle sind denkbar:

(a) Es gibt eine Folge
ny<ng <...<ngp<nNgy1 <...

von Gipfelindizes, dann ist
Qny > QApy > Apg > .00 > Opy > Ay > oee

also (a,, ) eine (sogar streng) monoton fallende Teilfolge von (a,,).
(b) Die Menge der Gipfelindizes ist endlich: Seien etwa
np<nhj<..<n, (reN)

alle Gipfelindizes.

Man setze n; := n/. + 1. Da n; kein Gipfelindex ist, gibt es ein ny, € N mit ny > n; und
an, < an,.Da auch n, kein Gipfelindex ist, gibt es ng > ns mit a,,, < a,, etc.

Man erhalt eine monoton wachsende Teilfolge (a,, ) von (a,,).

Mit Hilfe des Lemmas ergibt sich nun ganz einfach das Auswahlprizip von Bolzano-Weierstral3

9.14 Theorem (Bolzano-Weierstral3)
(B.Bolzano(1781-1841), K.Weierstraf3 (1815-1897))

Jede beschrankte reelle Zahlenfolge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis : Jedereelle Zahlenfolge besitzt nach dem Lemma eine monotone Teilfolge. Ist die gege-
bene Folge beschrankt, dann ist auch jede Teilfolge beschrankt, insbesondere also die nach
dem Lemma existierende monotone Teilfolge. Diese ist dann nach dem Monotonieprinzip kon-
vergent. O



Bemerkung:
Ist h € R bzw. h € C der Grenzwert einer konvergenten Teilfolge einer reellen bzw. komplexen
Zahlenfolge (a,), dann nennt man h auch Haufungswertler Folge (a,,).

Man kann den Satz von Bolzano-Weierstral3 dann auch so aussprechen:

Satz Jede beschénktereelle oder komplexe Zahlenfolge besitzt einen Haufungswert.

Die Ubertragung auf den komplexen Fall erhalt man dabei sofort durch Anwendung des reellen
Satzes auf Realteil und Imaginarteil der komplexen Folge.

Wir beweisen als nachstes eine bemerkenswerte Verdichtungseigenschadfonvergenter reeller oder
komplexer Zahlenfolgen. Sei dazu (a,,) eine konvergente (reelle oder komplexe) Zahlenfolge mit
dem Grenzwert a (a € R oder a € C). Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 einen Index N € N, so dass fur
alle n > N qilt

g
lan, —a| < 7
Ist dann auch m € N und m > N, dann ist ebenso

lam — al <

| ™

Deshalb folgt fur alle n,m > N

lam —an] = |am —a+a—ay,]

= l|am —al+ |a — ay|

am —al +|an —al < 5 + 5 =¢

Ay — Q@ ap —a 5 5 =€

Etwas locker formuliert bedeutet das:

Bei einer konvergenten Folge (a,,) liegen die Folgenglieder mit hinreichend grof3em Index beliebig
dicht beieinander. Zur Prazisierung fuhrt man den folgenden Begriff ein.

9.15 Definition (Cauchy-Folge)
(A.L.Cauchy (1789-1857))

Eine reelle ode komplexe Zahlenfolge hei3t Cauchy-Folgdoder Fundamental-Folge), wenn sie
die folgende Bedingung erfullt:

(CF): Zu jedem ¢ > 0 gibt es einen Index N € N, so dass fiur alle m,n € N mitm,n > N gilt:

|am — an| < e.

Unsere obige Uberlegung hat gezeigt:

Satz Jede konvergenteeelle oder komplexe Zahlenfolge ist eine Cauchy-Folge.

Von grof3er Bedeutung ist, dass hiervon auch die Umkehrung, also das folgende Theorem gilt:



9.16 Theorem (Cauchysches Konvergenzprinzip)

Eine reelle oder komplexe Zahlenfolge ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge
ist.

Beweis : Da eine komplexe Zahlenfolge (z,) offensichtlich genau dann eine Cauchy-Folge ist,
wenn die Folgen (Re z,) und (Im z,) Cauchy-Folgen in R sind, kdnnen wir uns auf reelle
Zahlenfolgen beschranken und haben also nur noch zu zeigen:

Wenn (a,,) eine Cauchy-Folge reeller Zahlen ist, dann ist (a,,) konvergent.

Wir missen also aus der Bedingung (C'F') uns irgendwie einen Kandidaten fir einen mdglichen
Grenzwert der Folge (a,) verschaffen. Wir tun dies in drei Schritten:

1.Schritt: Jede Cauchy-Folge ist beschrankt.

2.Schritt: Jede beschrankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge (das ist die Aussage des
Satzes von Bolzano-Weierstraf)

3.Schritt: Ist a der Grenzwert der konvergenten Teilfolge, dann konvergiert auch die Ausgangs-
folge gegen a.

Zum 1.Schritt: Sei (a,,) die gegebene Cauchy-Folge. Dann erfiillt (a,,) also die Bedingung

(CF): Zujedeme > 0 gibtes ein N € N, so dass fur alle m,n € Nmit m,n > N gilt:

|am —an] < €.

Wahlt man speziell e = 1 und n = N, dann gilt |a,, — ax| < 1 fUr alle m > N. Daher
lam| = |am — an + an| < |am — an| + lan| < 1+ |ay|

fir alle m > N.

Fast alle a,, liegen also in Uy |q,((0). Ist
M := mazx{|a1],|azl,...,lany—1|} undR = maz{M,1+ |an|},

dann gilt offenbar |a,| < R fur allen € N.

Bei dieser Schlussweise war es ubrigens unwesentlich, ob (a,,) eine reelle oder komplexe
Folge ist.

Zum 2.Schritt: Nach Bolzano-Weierstral3 hat jede beschréankte (reelle oder komplexe) Zahlen-
folge eine konvergente Teilfolge. Wir kdnnen uns —wie oben bemerkt— auf den reelle Fall
beschranken, das ist aber unwesentlich.

Sei also (by) = (ay, ) die konvergente Teilfolge von (a,) und a := lim by.

n—oo



Zum 3.Schritt: @ = lim a,. Dann missen wir ausnutzen, dass (b;) gegen a konvergiert und

n—oo

(a,) die Bedingung (C'F) erfullt. Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben.
Wegen (CF) gibtes ein N € N, so dass fir alle n,m € Nmitn,m > N gilt |a,, — a,,| <e.

Wegen a = klim by = klim an, gibtesein k € N, so dass fir alle b € N mit b > k gilt
— 00 — 00
€
\bkfa|:|ankfa|<§.
Istnun n > M := max{N, k}, so ist (beachte ny; > M)
‘an - a| = |an — Qnyy + Anpp — a|

g e
< |a’ﬂ_a7lM‘+|anM_a‘<§+§:Ea

also konvergiert (a,,) gegen a.

9.17 Beispiele zum Cauchy-Kriterium

Das Cauchy-Kriterium erlaubt es Aussagen Uber die Konvergenz bzw. Divergenz einer Folge zu
machen, ohne dass man den Grenzwert kennt.

Wir benutzen es als Divergenzkriterium:
Gibt es ein ¢y > 0, so dass es fur alle N € N stets natirliche Zahlen m,n > N gibt, fur welche
|am — an| > €9 gilt, dann ist (a,,) nicht konvergent, denn (CF) ist fur ¢ nicht erfillt.

(1) Die Folge (H,,) mit

H, =1+

N |
T =

1 n
+ot g = >
k=1
ist nicht konvergent, denn wahlt man g = %7 N € N beliebig, n = N und m = 2N, dann ist

1 1 1 1 1
+ +.ot=—=>N-—=_.

H, - H —_
" N+2 2N N 2

"TN+1
Die Folge (H,,) ist also keine Cauchy-Folge, also nicht konvergent. Dies hatten wir auch schon
aus der Unbeschranktheit von (H,,) gefolgert:

Fur n > 2% ist (vgl. §7.8(17))

k k
Hy > Hyo > 145 > o
(2) Beider Folge (s,,) mit
- n (_1)k—1 B 1 1 1 (_1)n—1
0= ko lTgtyTg et

k=1

berechnet man zunéachst einige Glieder:



S1 =1

sg =1-1 =0,5

S5 :1—i+fl =0,833
S4 :1—§+§—§ =0,583..
S5 = =0,783..
S¢ = 20,616..
s7 = =0,759..
ss = =0,634.
Sg = =0,745.

Das legt die Vermutung nahe, dass die Teilfolge (sax+1) monoton féllt und die Teilfolge (sg)
monoton wachst und dass sie moglicherweise gegen den gleichen Grenzwert, der ungefahr
bei 0,7 liegt, konvergieren.

Da wir aber keine Vermutung Uber den potentiellen Grenzwert haben, verwenden wir das
Cauchy-Kriterium um die Konvergenz von (s,,) zu zeigen.

Wir kénnen im Cauchy-Kriterium oBdA m > n, also m = n + k mit k € N voraussetzen. Dann
ist

—1)" -1 n+1 -1 n+k—1
(D", (V™ ()
n+1 n-+2 n+k
1 1 1 (—1)k-1
= —1)" — et —
(=1) (n+1 ntl nas T Ttk
Wir betrachten den Klammerausdruck: Sei

1 1 N 1 +(—1)’H
n+l n+1 n+3:F'” n+k

Sm — Sn = Sn+k — Sn

Wegen % - 1«%1 > 0 ergibt sich durch Zusammenfassen zweier aufeinander folgenden Sum-
manden
1 1 1 1 = — 7% » falls k gerade,
a= ( - ) + ( - > + ...+
n+l n+2 n+3 n+4 o falls k ungerade,

dass a > 0 ist.

Lasst man in a den ersten Summanden unverandert und fasst dann je zwei aufeinander fol-
gende Summanden zusammen, so ergibt sich

1 1 1 1 1 =, falls & gerade,
a_n+1_<n+2_n+3>_(n+4_n+5)_”'_ L1 falls k ungerade.

n+k—1 n+k

Wegen ¢ — 1 > 0 folgt nun @ < — und damit folgt

[$n+k — sn| =a| < mer

Jetzt [auft der eigentliche Konvergenzbeweis routinemanig:
Zu vorgegebenem ¢ > 0, gibt es ein NV € N, so dass fiur alle n > N gilt % < €.
Fir alle n > N ist dann

1
—sp < —— <= <e.
|Sntk — Snl 1 <n <e

(sn) ist also eine Cauchy-Folge, nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium also konvergent.
Wie wir spater sehen werden ist der Grenzwert der natirliche Logarithmus von 2:

In2 =0,6931471805599. ..



(3) Setzt man im Cauchy-Kriterium m = n + 1, so erhalt man, dass die Folge (Ja,+1 — a,|) eine
Nullfolge sein muss. Hieraus folgt aber noch nicht die Konvergenz von (a,,). Im Beispiel (1) ist

1

Hn *aniv
| Hn1 | o

also ist (H,,+1 — H,,) eine Nullfolge, H(n) ist aber divergent.

Wenn jedoch die Folge |a,,+1 — a,| ,Schnell* gegen Null konvergiert, folgt auch die Konvergenz
von (a,):

Fir eine reelle oder komplexe Zahlenfolge (a,,) gelte folgende Bedingung:
(B): Es gibt ein ¢ €]0,1[ und ein C > 0 und ein N € N, so dass fur alle n > N gilt
|ant1 — an| < Cq",
dann ist (a,) konvergent.

Man zeigt, dass (a,,) eine Cauchy-Folge ist: Fir m > n > N gilt

m—1 m—1
lam — an| = Z(ak+1 —ag)| < Z |(ak+1 — ar)|
k=n k=n
m—1 m—1—n C
k _ n k n
< C};q =Cq 1;) <0

Da (¢*) eine Nullfolge ist, gibt es zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0 ein n > N mit

_ n<€’
l—qq

also mit |a,, — a,| <e, furalle m >n > N.

9.18 Zur Bedeutung des Cauchy-Kriteriums

Seine Bedeutung liegt zunachst darin, dass es ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fur
die Konvergenz einer Folge darstellt, in welchem der hypotetische Grenzwert der Folge nicht vor-
kommt. Wir haben das Cauchy-Kriterium aus dem Satz von Bolzano-Weierstral3, diesen wiederum
aus dem Monotonie-Prinzip gefolgert. Das Monotonieprinzip war eine unmittelbare Konsequenz
aus dem Vollstandigkeitsaxiom (Supremumsaxiom). Lehrbuchautoren wie O.Forster verwenden
das Cauchy-Kriterium (und das Archimedische Axiom) als Vollstandigkeitsaxiom. Letztlich sind
diese Axiome alle aquivalent. Dass das Cauchy-Kriterium besonders anschaulich ist, kann man
wohl nicht behaupten. Dennoch ist es in gewisser Weise fundamental, wenn man allgemeinere
Raume, etwa metrische Raume, betrachtet und dort den Begriff der Vollstéandigkeit definieren will.
Eine Folge (a,,) in einem metrischen Raum (X, d) hei3t konvergentwenn es ein ¢ € X mit folgen-
den Eigenschaften gibt:

In jeder e-Umgebung U, (a) liegen fast alle Folgenglieder, d.h. zu jedem ¢ > 0 gibt es ein N € N,
sodassfirallen e N,n > N, gilt d(z,,a) < ¢.

Das bedeutet nichts anderes als dass die Folge (d(z,, a)) der Abstéande eine Nullfolge in R ist. Der
Begriff der Cauchy-Folge lasst sich in jedem metrischen Raum prégen:

Eine Folge (a,,) von Elementen eines metrischen Raums (X, d) hei8t Cauchy-Folgewenn sie fol-
gende Bedingung erfullt:

(CF): Zujedem ¢ > 0 gibt es ein N € N, so dass fur alle m,n € N, mit m,n > N gilt:

d(ama an) <¢€



Jede konvergente Folge in X ist Cauchy-Folge. Dies zeigt man wie in R oder C.
(X, d) heil3t vollstandiger metrischer Raurfalls jede Cauchy-Folge in X einen Grenzwert in X hat.

Unsere Uberlegungen haben gezeigt:

’]R und C sind bezuglich der aus dem Betrag abgeleiteten Metrik vollstandige metrische Raume.

Ist X ein normierter Raunm(vgl. §5.8) und ist X bzgl. der aus der Norm abgeleiteten Metrik ein
vollstdndiger metrischer Raum, dann heil3t X ein Banach-Raum

Ist die Norm aus einem Skalarprodukauf den K-Vektorraum X abgeleitet und X vollstandig beztglich
der aus der Norm abgeleiteten Metrik, dann heil3t X ein Hilbert-Raum

R, C, R™, C™ sind Hilbert-Raume, speziell also auch Banach-Raume.

Q ist kein vollstdndiger metrische Raum beziiglich der von R geerbten Metrik, denn es gibt jede
Menge Cauchy-Folgen in Q, die nicht gegen Elemente aus Q konvergieren:

So gilt z.B. fur die durch zo := 1 und @, := 3 (mn + %) fur n > 1 definierte Folge (x,,), =, € Q
fur alle n € N: (z,,) konvergiert zwar in R mit lim z,, = /2, aber v2 ¢ Q.

n—o0

Auch die Folgen (e,) und (E,,) mit

1\" "1
=14 — . = —
n ( + n> bzw. FE, Z o
k=0
sind Cauchy-Folgen rationaler Zahlen, die aber in Q nicht konvergieren.

Bei einem konstruktiven Aufbau des Zahlensystems, ausgehend von den natirliche Zahlen N,
den ganzen Zahlen, den rationalen Zahlen, kann man reelle Zahlen als Aquivalenzklassen von
Cauchy-Folgen rationaler Zahlen einfiihren.

Die rationalen Zahlenfolgen (e,,) und (E,,) ergeben dabei dieselbe reelle Zahl, ndmlich die Euler-
sche Zahl e.

Zwei Cauchy-Folgen (a,,) und (b,) rationaler Zahlen hei3en dabei dquivalent, wenn (a,, — b,,) eine
(rationale) Nullfolge ist.

Auf der Menge der Folgen rationaler Zahlen wird hierdurch eine Aquivalenzrelation definiert. Auf
der Menge der Aquivalenzklassen kann man dann eine Addition und Multiplikation so erklaren,
dass eine Korperstruktur entsteht. Algebraisch liegt dies daran, dass die Menge aller Nullfolgen
von rationalen Zahlen ein Idealist, sogar ein maximalesund der Restklassen-Ring R/m eines Rin-
ges R nach einem maximalen Ideal m ist ein Koérper (vgl. z.B. Fischer-Sacher: Algebra; Teubner
Studienblcher, Satz 3.2.2)

Eine solche auf G.Cantor(1845-1918) zuriickgehende Konstruktion von R findet man z.B. in
W.Kaballo: Einfihrung in die Analysis 1; 3.Auflage, dort siehe §15 oder in
Amann-Escher: Analysis 1, Seite 180ff.

9.19 Haufungswerte,lim, lim, uneigentliche Konvergenz

Die konvergenten reellen oder komplexen Zahlenfolgen bilden eine auRerordentlich wichtige Klas-
se in der Gesamtheit aller reellen bzw. komplexen Zahlenfolgen (sie bilden jeweils K-Vektorraume).



Dies zeigt sich insbesondere in den einfachen Rechenregeln, die wir fiir konvergente Folgen ab-
leiten konnten.

Einfache Folgen, wie z.B. ((—1)"), sind jedoch nicht konvergent. Die Folge ((—1)™) besitzt jedoch
die beiden konvergenten Teilfolgen ((—1)%#) und ((—1)?~!), £ € N. Nach dem Satz von Bolzano-
Weierstral3 (vgl. §9.14) besitzt jedebeschrankte reelle oder komplexe Zahlenfolge eine konvergente
Teilfolge.

Besitzt eine reelle oder komplexe Zahlenfolge (a,) eine konvergente Teilfolge (a,,) und ist a =
lim a,, ihrer Grenzwert, so hatten wir diesen in §9.14 auch einen Haufungswertler Folge (a,,)

n—oo

genannt. Der Satz von Bolzano-Weierstral lasst sich also umformulieren in

Satz (Bolzano-WeierstraR):
Jede beschrankte reelle oder komplexe Zahlenfolge besitzt einen Haufungswert.

9.19.1 Beispiele

(a) Die Folge ((—1)™) hat die Haufungswerte 1 und -1 (und sonst keine weiteren, Beweis?).

(b) Die Folge ((—1)"#) besitzt die Haufungswerte 1 und -1 und sonst keine weiteren.

(c) Die nicht beschrénkte Folge (n(1 + (—1)")) besitzt den Haufungswert Null.
(d) Die Folge (i"),en hat die Haufungswerte 1,4, —1, —i und sonst keine weiteren.

(e) Eine konvergente reelle oder komplexe Zahlenfolge (a,,) besitzt genau einen Haufungspunkt,
namlich ihren Grenzwert.

Das ist offensichtlich, denn ist ¢ = lim a,, dann ist a Haufungswert von (a,,), denn durch
ny = k wird eine Teilfolge mit klim an, = a definiert.

c— 00
Ist umgekehrt h € K Haufungswert von (a,,), gibt es also eine Teilfolge (a,, ) mith = klim Ay -
Aber jedeTeilfolge von (a,,) konvergiert gegen a, also ist h = a.

Umgekehrt gilt:

(f) Ist (a,) beschrankt und besitzt (a,) genau einen Haufungswert a, dann ist (a,) konvergent

und ¢ = lim a,.
n—oo

Beweis als Ubungsaufgabe.

Unter Verwendung der Begriffe der endlichenbzw. unendlicherMenge (vgl. §2.1.6) lasst sich der
Begriff des Haufungswertes einer Zahlenfolge wie folgt charakterisieren.



9.19.2 Satz (Charakterisierung von Hwufungswerten)

SeiK=RoderK=_C.
Fir eine Folge (a,), a, € K, und einen Punkt a € K sind folgende Aussagen aquivalent:

(1) Zujedeme > 0und jedem N € Ngibteseinn € Nmitn > N und |a, — a| < €.
Beachte: zu jedem (noch so groRen) N gibt es noch groRere Indizes n mit |a,, — a| < e.

(2) Firjedes e > 0istdie Menge {n € N; |a,, — a|] < €} unendlich.

(3) Es gibt eine Teilfolge (a,,) von (a,), die gegen a konvergiert (d.h. a ist Haufungswert von

(an))-

Beweis : Wir zeigen
1) = B)=2)=(1)

und damit die Aquivalenz aller der Aussagen.

Es gelte (1). Zue = 1 und N = 1 gibt es dann eine natirliche Zahl n; mit |a,,, — a| < 1. Nun
setzte man ¢ := % und N := ny + 1. Hierzu gibt es eine nattirliche Zahl ny mit ny > n; und
lan, — a| < 3. Durch Rekursion erhalt man eine Folge (n) naturlicher Zahlen mit

1 ..
ng < ngy1 und  Jan, —al < % fur alle k € N.

Offensichtlich ist (a,, ) eine Teilfolge von (a,,) mit klim Up,, = G.
a ist also Haufungswert von (a,,).

() = (2)
Ist (br) = (ayn, ) irgendeine gegen a konvergente Teilfolge von (a,,).
Fast alle (b;,) liegen dann in U.(a) (¢ > 0 sei vorgegeben), d.h. es gibt ein K, so dass fiir alle
k> K gilt

by, — al = |an, —a|] <e.
Das bedeutet, dass alle Indizes n;, mit k > K in der Menge {m € N; |a,, —a| < ¢} liegen. Weil
aber ng > k fur alle k& gilt, kann die Menge dieser nj nicht noch nach oben beschrankt sein,
insbesondere kann sie nicht endlich sein, diese Menge ist also unendlich.

(2) = (1)
Sind ¢ > 0 und n € N beliebig vorgegeben, so muss es noch Indizes n € N geben, fir die
lan, — a| < e und n nicht< N ist, denn sonst wére die Menge {n € N; |a,, — a| < ¢} endlich. O

Als niitzliche Ubungfiir den Umgang mit Haufungswerten zeige man:
Aufgabe: Ist z € R eine beliebig vorgegebene Zahl und die Folge (a,(z)) sei definiert durch
an(x) = nx — [nz] (x e R,neNy) .

Ist = rational, dann hat die Folge unendlich viele Haufungswerte.
Ist jedoch z irrational (z.B. = = /2), so ist jede reelle Zahl a € [0, 1] Haufungswert der Folge

(an ().



Ist nun (a,) eine beschénkte reelleZahlenfolge, so wollen wir zeigen, dass es Haufungswerte o*
und a, von (a,,) gibt, so dass fiir jedenHaufungswert i von (a,,) gilt

ax < h<a*.

a* heif3t der limes superioron (a,) und a. hei3t der limes inferiorvon (a,,).

Wir geben hierfur zwei Beweise, einen ausfuhrlichen und fur den zweiten lediglich eine Beweis-
skizze.

Ist h € R ein Haufungswert der beschrankten Folge (a,,) und gilt etwa o < a,, < g fur alle n, so gilt
auch « < a,,, < g fir jede Teilfolge a,,, von (a,) und damit nach §8.2 auch

a<h=lim a, <pg.
k—oo

Die Menge H der Haufungswerte von (a,,) ist also ebenfalls nach oben (durch 3) und nach unten
(durch «) beschrankt. Also existieren a, = inf H und a* = sup H.

Wir zeigen: a, € H und a* € H, also gilt a, = min H und ¢* = max H.
Wir beschranken uns auf den Nachweis von a,, = min H.

Nach der e-Charakterisierung von inf gibt es zu jedem ¢ > 0 ein h € H mit
ay < h<ay+e.
Ist nun a, = h, dannista, = h = min H € H. Ist aber a, < h, dann gibt es ein § > 0 mit

ax <h—-0<h+d<ay,+e.

Da h Haufungswert von (a,,) ist, gibt es unendlich viele n € N mit a,, € Us(h), wegen Us(h) C
U.(a,) liegen diese a,, auch in U.(a.), d.h. es gibt unendlich viele n € N mit a,, € U.(a4), d.h. a,
ist Haufungswert von (a,,).

Fur o* schlie3t man véllig analog.

Wir haben also Folgendes bewiesen:

9.19.3 Satz (Existenz vonhim und lim)

Jede beschrankte reelle Zahlenfolge (a,,) besitzt einen gro3ten Haufungswert (limes superior) und
einen kleinsten Haufungswert (limes inferior).

Bezeichnungen: lim a, = lim supa, bzw. lim a, = lim infa,.
n—oo n—oo n—oo n—oo

Einen zweiten Beweis (iber die Existenz von lim und lim einer beschréankten reellen Zahlenfolge

(a”ﬂ)7 (an S [047ﬁ]7 n e N)



erhalt man durch folgende Uberlegung:
Fir n € N betrachten wir die Intervalle
K, = [inf{ax; k > n},sup{ar; k > n}] .
Dann gilt offenbar
[0, )] D K1 DK D...DK, D Kpi1D...

Die Folge (z,,) der linken Intervallenden
xn, = inf{ag; k > n}

ist monoton wachsend (warum?) und nach oben beschréankt (etwa durch (), die Folge (y,,) der
rechten Intervallenden
Yn = sup{ak; k > n}

ist monoton fallend (warum?) und nach unten beschrankt (etwa durch ), also sind beide Folgen
konvergent.

Seiz = hm Tp Und y : hm yn. Da eine monoton wachsende, nach oben beschrankte Folge
gegen das Supremum ihrer Wertemenge konvergiert, ist also

z:= lim z, = l1m {1nf{an,an+1,. .}} = sup{zn;n € N}

n—oo

und analog

y:= lim y, = hm {sup{an,an_H,. 3} =inf{y,;n € N} .

n—oo

Wegen z,, <y, fur alle n istauch x < y.

9.19.4 Satz

Es gilt
r=a,=minH = lima, und y=a" =maxH = lim a, .
n—oo n—oo

Wir zeigen y = o*, indem wir y € H und h < y fiir alle y € H nachweisen.

Wir verwenden die Charakterisierung von Haufungswerten aus Satz 19.9.2 und zeigen: Zu jedem
e >0undjedem N € Ngibteseinn € Nmitn > N und |a,, — y| < e. Wegen lim y, =y, gibt es

zunachst zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0 ein N € N, so dass fiir alle m € N mitm > N gilt

g
Iym—y|<§-

Nach Definition vom y,,, gibt es dann ein n > m, so dass

€
\an—ym|<§.

Fir n > N ist aber dann

g g
lan =yl < lan =yl + lym —yl < 5+ 5 =¢

y ist also Haufungswert von (a,,).

Ist andererseit h ein Haufungswert von (a,,), d.h. h € H = H(a,), dann gibt es eine Teilfolge (ay, )
von (a,) mit klim ap, = h.



Nach der Definition ist aber y,,, > a,,. Hieraus folgt

y= lim y, = lim y,, > lim a,, =h.
n—oo k—oo k—oo

Damit ist y der groRte Haufungswert von (a,,), also y = a* = max H = lim (ay,).

n—oo
Fur z = lim =z, schliel3t man véllig analog.
n—oo
Bemerkung:

Fur konvergenteeelle Folgen sind die Begriffe lim und lim eigentlich Uberflussig, weil in diesem Fall
der Grenzwert der einzige Haufungswert ist und lim und lim mit dem Grenzwert Ubereinstimmt.
Fir divergentereelle Zahlenfolgen messen lim und lim einen wichtigen Aspekt der Nichtkonver-
genz.

Als Ubung im Umgang mit lim und lim zeige man:
Aufgabe: Eine Folge (a,,) reeller Zahlen ist ganau dann konvergent gegen a € R, wenn

lim a,, = lim a, = a

n—oo n—oo

gilt.

Haufig niitzlich sind die folgenden e-Charakterisierungen vom lim und lim.

9.19.5 Satz{-Charakterisierung von lim und lim)

Ist (a,,) eine beschrankte reelle Zahlenfolge und sind a., a* € R. Dann ist

(@) a* = lim a, < wenn fur jedes ¢ > 0 gilt
n—od

(o) Fur fast alle Indizesn € Nista, <a*+¢.
(6) Es gibt unendlich viele Indizes m € Nmita,,, > a* — €.

(b) a. = lim a, genau dann, wenn fur jedes ¢ > 0 gilt:

(«) Fur fast alle Indizes nist a, — e < a,, .
(6) Es gibt unendlich viele m € Nmit a,, < a, + ¢ .

Beweis : Wir zeigen exemplarisch (a).
Sei dazu A, := {ax;k > n} und y, =supA4,, n € N. Sei ¢* = lim y, = lima, unde > 0

beliebig vorgegeben. /
Da die Folge (y,,) monoton fallt, gilt y,, > «* fur alle n.
Wegen y,, = sup 4, gibt es dann nach der e-Charakterisierung von sup ein a,, mit

Qp > Y —€>0a" —¢.

Hieraus folgt («).
Andererseits gibt es wegen lim y, = a* ein N € N, so dass y, < a* + ¢ fur allen > N.

n—oo

Hieraus folgt aber auch a,, < a* + ¢ fur alle n > N. Das ist die Bedingung (5).

Seien jetzt umgekehrt die Bedingungen («) und (5) erflllt.



Zu vorgegebenem ¢ > 0 gibt es dann ein N € N, so dass fur alle n > N gilt a,, < a* + €.
Hieraus folgt fur alle n > N y,, < a* + <.
Andererseits folgt aus (3) v, > a* — ¢ fur alle n € N, also insgesamt

|yn_a*| <e

furallen > N, d.h. lim y, = a*. O

n—oo

9.19.6 Beispiele

(@)

(b)

Fur die Folge (a,) = ((—1)" (1+ 1)) gilt

1+1,  falls n gerade,
Yn :=sup{ag; k> n} =

1+ 45, fallsnungerade,

also ist lim a, = lim y, = 1.

Wegen
-1+, falls n ungerade,
Ty = inf{ag; k> n} =
" { J — (1 + ﬁ) , falls n gerade,
giltlim, . = lim z, = —1.

n—oo

Fir die Folge (a,) = (n) der natirlichen Zahlen ist nicht nach oben beschrankt. Es ist jedoch
sinnvoll, in diesem Fall sup{ay; k& > n} = oo zu setzen und auch lim a,, = co zu definieren.

n—oo

Wegen inf{ay, k > n} = n, ist auch hier die Definition lim a,, = oo sinnvoll.
n— 00
Allgemein setzt man fur eine nicht nach oben (bzw. unten) beschréankte Folge (a,) reeller
Zahlen
lim a, =c0 bzw. lima, = —c.
Damit haben wir keine reellen Zahlen 00" bzw ,—oo" eingefuihrt, sondern lediglich eine beque-
me Sprechweise (facon de parler nach C.F.Gaul3). Wir schreiben jedoch, dass fiir jede reelle
Zahl z gelten soll
—co<rzr<oo und —oo0<oo.

Statt ,00" findet man auch die Schreibweise ,+oo".

Diese Betrachtungen hangen eng mit einer bestimmten Sorte von Divergenzeeller Zahlenfolgen
zusammen.

9.19.7 Sprechweise

Eine reelle Zahlenfolge (a,) wachst Uber jede Grenze (oder ist bestimmt divergent gegen o),
wenn es zu jedem C > 0 einen Index N € N gibt, so dass fir alle n > N gilt a,, > C.

Die reelle Folge (a,,) fallt unter jede Grenze (divergiert bestimmt gegen —oo), falls die Folge (—a,,)
Uber jede Grenze wachst.



Schreibweise:Wachst (bzw. fallt) (a,,) Uber(unter) jede Grenze, so schreibt man

lim a, =00 bzw. lim a, =-00.

n—oo n—0o0

Statt bestimmt divergemterwendet man auch den Ausdruck uneigentlich konvergent

9.19.8 Beispiele und Bemerkungen

(@)

(b)

(©

(d)

()

Die Folge (a,,) = (n) der nattrlichen Zahlen wachst tber jede Grenze.
Die Folge (a,) = (—3") fallt unter jede Grenze.

Die Folge (a,,) = ((—1)™n) divergiert, sie divergiert aber weder bestimmt gegen oo noch gegen
—o0. Jedoch wéchst die Folge (|a,|) Uber jede Grenze.

Eine Folge, die Uber jede Grenze wachst, kann nicht nach oben beschrankt sein. Die Umkeh-
rung hiervon gilt i.A. nicht, wie Beispiel (c) zeigt.

oo und —oo sind keine reellen Zahlen, vielmehr ist ihre Bedeutung durch die Definition der be-
stimmten Divergenz genau festgelegt.

Auch bei der Ubertragung der Rechenregelriir konvergente reelle Folgemuf uneigentlich konver-
gente Folgen ist Vorsicht geboten. Wenn man mit co und —oco wie mit reellen Zahlen rechnen
kdnnte, so ergeben sich leicht Widerspriche:

Istetwaa, =n, b, =1unde¢, =a, +1=n+ 1. Dannist

lima—n=o00, Ilimb,=1, Ilim ¢, =00.
n—oo n—oo n—oo

LieRRen sich die Rechenregeln Ubertragen, so mufite gelten oo + 1 = oo. Nach den Kdrperaxio-
men besitzt aber die Gleichung a + x = « die eindeutige L6ésung = 0. Man erhalt so den
Widerspruch 1 = 0.

Auf der Menge R := R U {o0, —oc} l&sst sich also keine Kdrperstruktur erklaren.

Natzlich ist der folgende Zusammenhang zwischen der bestimmten Divergenz einer Folge und
dem Begriff der Nullfolge:

9.19.9 Satz

(@)

Die reelle Folge (a,,) sei bestimmt divergent mit lim a,, = oo oder lim a, = —oc. Dann gibt

n—oo n—oo

esein N € N, so dass fur alle n € Nmitn > N gilt a,, # 0 und fir die Folge (i) N gilt

lim a, = 0.

n—oo



(b) Ist umgekehrt (a,) eine Nullfolge mit a,, > 0 fir (fast) alle n (bzw. < 0 fir (fast) alle n), dann
divergiert die Folge ( 1ﬂ> bestimmt gegen oo (bzw. —o0).

a

Der Beweis diirfte der geneigten Leserin / dem geneigten Leser keine Schwierigkeiten bereiten.

Wegen nlim "—2 =0istz.B. lim Z—Z = 00.

o
— 00 n—oo



10 Reihen

Einfuhrung: Wir betrachten einen Sprinter, der vom Punkt A zum Punkt B mit konstanter Ge-
schwindigkeit lauft:

[iny
/70

—— ool
— =
T NI

Tsec. Lsec. Tsec.

Wir nehmen an, dass die Lange der Strecke AB (gemessen in einer geeigneten Langeneinheit)
1 ist. Braucht er fur die erste Halfte der Strecke T sec., dann braucht er erfahrungsgemar fur die
Gesamtstrecke 27" sec.

Man kann das Problem aber auch so betrachten:
Braucht er fiir die halbe Strecke T sec., so braucht er fir das nachste Viertel % Sec,
fur das nachste Achtel £ sec.,

fr die k-te Teilstrecke der Lange 5 braucht er 5=+ sec.

Die Frage, wie grol3 die Summe all dieser Zeiten (Gesamtzeit) ist, scheint geklart, namlich 27. Der
Versuch die Teilzeiten aufzuaddieren flhrt auf das Problem, die unendlich vielen Zeitspannen

T T T T
72?4)87"'72]6717"'
aufzuaddieren.

Nun ist in jedem Kdrper, die Addition von endlich vielen Zahlen aq, ..., a,, erklart und die Summe
S:=a;+azx+...+ay

ist unabhangig von der Reihenfolge und moglichen Klammerungen.
Fur ,unendlich viele* Zahlen haben wir eine solche Summe aber bis jetzt nicht erklart.

Die obige Aufgabe lasst sich aber l16sen, wenn wir sie so interpretieren, dass lediglich die Folge
(t,,) der ,Teilzeiten“(Teilsummen)
T

T T
t1: =T, to:=T+—, t3=T+ —+ —
1 ) 2 +27 3 +2+45

n
also die Folge (t,) mitt, = > %% auf Konvergenz zu untersuchen ist. Tatsachlich gilt nach der
k=1

geometrischen Summenfom(;gl. §2.4(1))

. T =1 (3)"
Jdim by = Hm Y ey =T lim B ——4— =2T.
k=1 k=1 2
Der griechische Philosoph Zenon von Elea (495-435 v.Chr.) argumentierte wie folgt:
,pDer Laufer erreicht nie das Ziel, weil unendlich viele solche Zeitspannen keine endliche Gesamt-

heit ergeben kdénnen.“



Ein dhnliches von Zenon betrachtetes Beispiel ist ,Achilles und die Schildkrote®. Der berlihmte
Held Achill veranstaltet einen Wettlauf mit einer (ziemlich schnellen) Schildkréte. Achill kann zehn-
mal schneller als die Schildkrote. Als fairer Sportsman gibt er der Schildkréte einen Vorsprung von
10 Ellen (1 Elle = geeignete Langeneinheit). Die Schildkrote und Achill starten zur gleichen Zeit.
Hat Achill die ersten 10 Ellen durcheilt, so ist die Schildkrote um eine Elle vorangekommen. Hat
Achill diese Elle zurtickgelegt, betrégt der Vorsprung der Schildkrdte immer noch - Ellen. Bringt
Achill diese Strecke hinter sich, betragt der Vorsprung der Schildkréte noch 100 Ellen etc.

Der Vorsprung der Schildkréte wir zwar immer kleiner, aber er wird nie Null. Deshalb, so argumen-
tiert Zenon, kann Achill die Schildkréte ,niemals” einholen.

Die Aufklarung des Paradoxon ergibt sich, wenn man die doppelte Bedeutung der Wortes ,niemals*”
als ,nicht in endlich vielen der (immer kleiner werdenden) Schritte* bedeutet. Erst nach unendlich
vielen Schritten wir Achill die Schildkrdte erreichen. Der Treffpunkt ist der Grenzwert einer Reihe.
Das Paradoxon entsteht, weil das Wort ,niemals” zugleich als ,nicht in endlicher Zeit" verstanden
wird. Das ist jedoch ein Fehlschluss. Denn auch die fiir die einzelnen Wegabschnitte nétigen Zeit-
abschnitte werden kleiner und die Folge der Zeitabschnitte hat einen endlichen Grenzwert.

Aufgabe: Wenn Achill in einer Zeiteinheit 10 Ellen lauft, wann holt er dann die Schildkréte ein?

Folgen (s,,), bei denen die s,, solche endliche Summen der Gestalt s,, = ag + a1 + ... + a, Sind,
wobei (ay) eine weitere (reelle oder komplexe) Zahlenfolge ist, sind uns schon mehrmals begegnet:

(a) Bei der Frage der Erhohung des Volkseinkommen bei einer Investition von K Euro:
Im Wesentlichen kamen wir auf die geometrische Folge (s,,) mit

Sp=14qg+¢+...+¢"

(b) Bei der Definition der Eulerschen Zahle e:

. "1
e= lim E,, En:’;)H;

(c) Allgemeiner bei der Definition der exp-Funktion:

exp: C—C mit exp(z) = lim E,( :Z%

n—00
k=0

(d) Die Dezimaldarstellung reeller Zahlen

n

r =0+ lim Z (fk (vgl. §9.11).
k 1

Reihen, mit denen wir uns nun zu beschéftigen haben, sind Folgen spezieller Bauart. Man unter-
sucht eine Folge (s,,), in dem man sich anschaut, wie sie sich von Glied zu Glied &ndert, betrachtet
also die Differenzen:



ag = So

a1 = S1 — S0
a2 = S2 — 51
a3z = 83 — S2

So = ao

$1=ag+ a1

So =ao + a1+ az
S3=ap+ar+az+as

LEEy

Ap =8y, —Sp—1 — Sp=ap+a;+az+...+ ay.

Diese Voriberlegungen werden uns zeigen, dass Reihen und Folgen im Prinzip aquivalente Be-
griffe sind:

Jede Folge lasst sich als Reihe auffassen und jede Reihe ist eine Folge spezieller Bauart. Wir
werden das noch prazisieren.

Reihen (insbesondere Potenzreihen und Fourier-Reihen) sind eines der wichtigsten Mittel zur Kon-
struktion und Darstellung von Funktionen. So werden wir z.B. alle nicht elementarerFunktionen
(exp, cos, sin, etc.) Uber Reihen einfiihren.

10.1 Der Begriff der Reihe, erste Beispiele
10.1.1 Definition

Ist (a) k>0 €ine Folge reeller oder komplexer Zahlen, dann heif3t die Folge

n
(sp) mit s, ::Zak
k=0

die der Folge (ay) zugeordnete Reihe
Sie wird mit dem Symbol > (ay) oder > a; bezeichnet.

(ar) heildt das k-te Reihenglied (besser sollte man (ay) die Summenfolgaind a;, den k-ten Sum-
manden nennen).

sn = Y. ai heil’t die n-te Partialsummeder Reihe > ay.

k=1
k heil3t SummationsindeXWie bei endlichen Summen kann er durch jeden anderen (nicht schon
mit einer festen Bedeutung belegten) Buchstaben ersetzt werden.
Ist die Folge (s, ) der Partialsummen konvergentund der Grenzwert s von (s,,) heildt Summeoder
Wertder Reihe:

n o0
s:limsnzlimgakzzgak.
n—oo n—oo
k=0 k=0

Eine nicht konvergente Reihe heil3t divergent

10.1.2 Bemerkungen

(a) Man beachte, dass in der Literatur das Symbol > a; (gesprochen ,Reihe a;*) meist mit zwei-
erlei Bedeutung verwendet wird:

(1) >>(ax) oder > a; (alleinstehend) bedeutet nichts anderes als die Folge der Partialsum-
men:
(Sn)a Sp =00+ a1 +azx+ ...+ ay,;

(2) Die Gleichung > ax = s bedeutet, dass die Reihe Y ay, also die Folge der Partialsum-
k=0
men, konvergiert und den Grenzwert s hat.



Welche der beiden Bedeutungen gemeint ist, ist meist aus dem Zusammenhang ersichtlich.

Wir wollen zunachst versuchen, die beiden Bedeutungen auseinander zu halten, denn sie
bedeuten ja vollig verschiedene Dinge:

(1) einmal eine Folge (die Folge der Partialsummen) und
(2) im Fall der Konvergenz dieser Folge, deren Grenzwert, also eine Zahl.

(b) Auch Folgen allgemeineren Typs, etwa (ax)r>k,, ko € Z, kann man eine Reihe zuordnen:

(8n) Mt s, =ag, +aggr1+ ...+ an -

Offensichtlich ist s, = > by mit by := agy4x -

k=0
In vielen Fallen ist kg = 0 oder kg =1 .

10.1.3 Beispiele

(&) Die geometrische Reihe

(b)

Fur z € C ist die Reihe Y_(z*)>0 genau dann konvergent, wenn |z| < 1 ist und dann gilt

> 1
kE _
’;)Z_lfz

Dass die Reihe Y (z*)
wegen

k> far |z| < 1 konvergiert und die angegebene Summe hat ist klar

oo
. 1—ntt
Y=l furz#1
1-2
k=0

und der Tatsache, dass (2") fur |z| < 1 eine Nullfolge ist.
Bemerkenswert ist, dass die Menge

M= {z €C; ) (2")ist konvergent}

eine Kreisscheibe ist, namlich die Einheits- i

kreisscheibe K\
E:={z€C; |z| <1}. \\Jl .

(siehe Abb.)
Wir kommen auf diese Phanomene im Zusam-

menhang mit Potenzreihemusfuhrlich zuruck.

Fir |z| > 1 ist die geometrische Reihe divergent, denn dann ist (z*) oder aquivalent (|z|*) keine
Nullfolge, die Summenfolge (ax) einer konvergenten Reihe muss aber eine Nullfolge sein:

Eine notwendige Bedingundgiif die Konvergenz einer Reihe:
Ist > (ax) konvergent, so ist (a;) eine Nullfolge oder aquivalent:
Ist (ax) keine Nullfolge, so ist > a; nicht konvergent.



(©

Dennist (s,) = <Z ak.> konvergentund s = lim s, =

n

k=0

o0
ag, so folgt aus a,, = s, — sp—1
k=0

lim a, =s—s=0.

n—oo

Dieses leicht nachprufbare notwendige Kriterium flr die Konvergenz einer Reihe ist aber leider
nicht hinreichend, wie das folgende Beispiel zeigt.

Die harmonische Reihe

ist divergent.

Dies haben wir auf zwei verschiedene Weisen schon nachgewiesen:
Einmal, indem wir gezeigt haben, dass die Teilfolge H,. wegen Hyr > 1+ g nicht beschrankt
ist und weiter mit Hilfe des Cauchy-Kriteriums (vgl. §9.16)

Die Teilsummen der harmonischen Reihe (H,,) wachsen also Uber jede Grenze, das Wachs-
tum ist aber im ,Schneckentempo*, wie die folgende Tabelle zeigt:

M=
Bl

(Hn) =

k=1

Inn+~

2.9289682539682539682539682539682539682
5.1873775176396202608051176756582531579
7.4854708605503449126565182043339001765
9.7876060360443822641784779048516053348
12.090146129863427947363219363504219500
14.392726722865723631381127493188587676
16.695311365859851815399118939540451884
18.997896413853898324417110394223982841
21.300481502347944016685101848908346966
23.603066594891989700785593303592711173
25.905651687841035384804409758277075381
28.208236780830581068822409462961439588
30.510821873824176752840401000145803796
32.813406966818177436858392455655168004
35.115992059812218620876383910347782211
37.418577152806263854894375365032228919
39.721162245800309493912366819716593951
42.023747338794355173430358274400958167
44.326332431788400856998349729085322375
46.628917524782446540971341183769686583

2.8798007578955785446245035447667666
5.1823858508896242286424949994511308
7.4849709438836699126604864541354950
9.7875560368777155966784779088198592
12.090141129871761280696469363504223
14.392726222865806964714460818188587
16.695311315859852648732452272872951
18.997896408853898332750443727557316
21.300481501847944016768435182241680
23.603066594841989700786426636926044
25.905651687836035384804418091610408
28.208236780830081068822409546294772
30.510821873824126752840401000979137
32.813406966818172436858392455663501
35.115992059812218120876383910347865
37.418577152806263804894375365032229
39.721162245800309488912366819716593
42.023747338794355172930358274400958
44.326332431788400856948349729085322
46.628917524782446540966341183769686

Mit Hilfe der Integralrechnung werden wir zeigen, dass H,, ungefahr wie log n wachst.
Die obige Zahl ~ ist die Euler-Mascheronische-Konstante:

|
v = lim (Z - —log n> = 0,57721566490...



(d) Die Reihe Z <k(k1+1)) ist konvergent und es gilt
k>1

Z fi+i+i+ =1
]Hkk+1 1-2 2.3 3.4

Hier gelingt es fur die n -te Partialsumme einen expliziten Ausdruck anzugeben:

Wegen k(k+1) = ¢ — 7= ist némlich
y L) (Y ()
T k(D) 2 23 n n+l) " n+l
und damit

Der gleiche Trick funktioniert immer, wenn es gelingt, das Reihenglied ay, in der Form
A = T — Th—1 oder A = Tk — Th41

darzustellen.
Eine solche Reihe nennt man teleskopischweil z.B. im Fall a;, = z — x4 fur die n-te Partial-
summe qilt

Sn= (1 —x2) + (22 —x3)+ (x5 —4) + ... + (Tp — Tpt1) = T1 — Tpt1

(es bleiben nur z; und «x,,; Ubrig, die Glieder dazwischen heben sich weg).

(e) Eine teleskopische Reihe " ax mit ay = zy — xp—1 bzw. ar = xp — 41 iSt genau dann
konvergent, wenn lim x,, existiert und dann gilt

n—oo

oo oo
E ap = lim x,,1 —x¢ bzw. E ar =29 — lim X471 .

Dazu ein weiteres Beispiel:

We en ;—1 # # |St
g 2 —1 2\2%k—1  2k+1

i#—l 1-— ! also
4k2 -1 2 2n+1

k=1

S o1t
42 -1 2

k=1

(f) Die Reihe (;2) ist konvergent.

E>1
n
Betrachtet man namlich die n-te Partialsumme s, = Y~ 7, so ist (s,,) streng monoton wach-
k=1

send.



Wenn wir zeigen kdnnen, dass (s, ) nach oben beschrénkt ist, ist (s,,) also nach dem Monoto-
nieprinzip konvergent.

Fur k > 2 ist aber 5 < L

1 1
k=1 %

und damit

1
ER-1)

"1
snzzﬁ
k=1

I
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Spater werden wir sehen, dass fur den Grenzwert gilt:
n
. . 1 2
o= fim e =l ) g =

Dieses Beispiel zeigt, dass es relativ einfach ist, die Konvergenz der Reihe zu zeigen, aber
schwierig sein kann, die Summe der Reihe explizit anzugeben.

Dass Reihen und Folgen im Prinzip das Gleiche sind, wird nochmals festgehalten in folgenden
Bemerkungen.

10.1.4 Bemerkungen
Sei s(K) = Abb(Ny, K) der K-Vektorraum aller Folgen (K = R oder K = C), dann ist die Abbildung

bijektiv.
Gilt ndmlich fur zwei Folgen (ay) und (by)

D lar) = (bx)

so bedeutet das, dass fiir alle n die Partialsummen gleich sind

apg = bo
ap+ar = bo+b
ap+ay+ay = byg+by+bo
at+ar+...4+a, = bg+bi+...4+0b,
Hieraus folgt aber ag = by, a1 = by,...,a, = b, furallen € N.

Die Surjektivitat der Abbildung " haben wir schon beim Teleskoptrick benutzt.
Ist (so, s1, s2, . . .) irgendeine vorgegebene Folge, so definiert man

ag := 80} @1 := 81 — 80} ...; Q) = Sk — Sk—1 (k>1),



dannist > (ax) = (s,), Y ist also surjektiv.

Weil Reihen nur eine ganz besondere Sorte von Folgen sind, gelten folgenden

10.1.5 Rechenregelnifr Reihen

Sind (ax) und (b) Folgen in K und sind die Reihen Y a;, und Y b, konvergent, dann konvergiert
fur beliebige A, 1 € K auch die Reihe Y (Aaj + pbi) und es gilt

Z(Aak +[Lbk) = )\Zak Jr,quk .
k=0 k=0 k=0

Der Beweis folgt sofort durch Ubergang zu den Partialsummen aus den Rechenregeln fiir kon-
vergente Folgen. Man beachte jedoch, dass aus der Konvergenz von > a; und > b nicht die

Konvergenz von Y aby, zu folgen braucht. Nimmt man z.B. ap = 0 und a, = (_\/%k, k > 1, dann ist
> ay konvergent (wie wir gleich sehen werden), aber

Sa=Y1

ist die harmonische Reihe, also divergent.

10.2 Konvergenzkriterien fur Reihen

Wir wollen uns nun mit Konvergenzkriterienifr Reihenbeschaftigen, die es gestatten aus Eigen-
schaften der Reihengliedey, auf die Konvergenz von > a, zu schlieBen. Wir beginnen mit zwei
einfachen Konvergenzkriterien fir Reihen mit reellenSummanden:

10.2.1 Satz

Ist (a,) eine Folge nicht negativer reeller Zahlen, dann ist die Reihe > a; genau dann konvergent,
wenn die Folge ihrer Partialsummen nach oben beschrankt ist.

n
Beweis : Wegen der Voraussetzung a; > 0 ist die Folge der Partialsummen (s,), s, = Y. ag,
k=0

monoton wachsend, nach dem Monotonieprinzip also genau dann konvergent, wenn sie nach
oben beschrénkt ist.

Dieses Prinzip haben wir im Beispiel 10.1.3(f) schon benutzt.

Ein weiteres Kriterium betrifft reelle Reihen, bei denen die Reihenglieder abwechselnde Vorzei-

chen haben, wie z.B. die Reihe 3° ((;i)lk)po :




10.2.2 Leibniz-Kriterium f Ur alternierende Reihen (G.W.Leibniz, 1705)

Ist (ax) eine monoton fallende Nullfolge reeller Zahlen, dann ist die alternierende Reihe

Z ((_1)kak)k20

konvergent.

Fir die Partialsummen gilt
o0
Sona1 < Z(—l)kak < Sop, fur alle n ,
k=0

insbesondere approximiert die Partialsumme

m

Sy, = Z(—l)kak, m € Ny,
k=0

den Reihenwert s := Y (—1)*a; bis auf einen Fehler, der hochstens so groR ist, wie der erste

k=0
nicht berticksichtigte Summand (die Summanden sind nicht negativ!).

s — Z(_l)kak

k=0

S Am+1

(%)

Beweis : Da die Folge (ay) eine monoton fallende Nullfolge ist, ist a, > inf{a,,, n € N} = 0 fur alle

keN.
Wir zeigen, dass ([s2n+1, S2n])nen, €ine Intervallschachtelung ist, die s erfasst.

Es ist

2n41

San4+1 = S2n + (*1) nt a2n+4+1 = S2n — A2p+1 S S2n,
——
>0
Sont3 =  Sopt1 + (@2n42 — G2n43) > Son+i
—— ——
>0
Sopt2 = Sop — (G2n41 — G2n42) < Son
—_———
>0

und schlief3lich
Son — S2pn+1 = A2n41, M S I\IO 3

d.h. ([s2n+1, S2n])nen, iSt tatséchlich eine Intervallschachtelung:

[81780] D [83782] D [85784] ...




Wegen s € [s2+1, S2,] fur alle n und [s;, 41 — $m| = amy1 folgt auch die Fehlerabschéatzung (x)

m

s — Z(—l)kak
k

=0

< m41 -

10.2.3 Beispiele zum Leibniz-Kriterium

Nach dem Leibniz-Kriterium sind die Reihen
(—1)’“> ( (=1)* > ((—1)’“>
und
S () Sli), me S(50),,
konvergent.

Wie wir spater zeigen werden gilt

[e'e] _1k 1

Z(]<;—|—)1 = 1l-S+o—<+z—--=log2,
k=0

— (—1)* 1 T
£ 2k + 1 4
— (D¢ 1

Z k! e

k=0

Die Konvergenz der ersten beiden Reihen gegen die angegebenen Grenzwerte ist nicht besser
als die, die Abschéatzung (x) aus dem Leibniz-Kriterium angibt. Zur numerischen Berechnung von
7 bzw. log 2 sind die Reihen also nicht sonderlich geeignet.

Dagegen konvergiert die Reihe > (’kl!)k sehr schnell gegen % und kann zur nummerischen Be-
rechnung von é verwendet werden.

Da eine Reihe > (ay) nichts anderes als die Folge (s,,) ihrer Partialsummen ist, Ubertrégt sich das
Cauchy-Kriterium fur die Konvergenz von Folgen unmittelbar auf Reihen:

10.2.4 Cauchy’'sches Konvergenzkriteriumiir Reihen

Die Reihe " a;, (ax, € K) konvergiert genau dann, wenn es zu jedem (noch so kleinen) e > 0 einen
Index N € Ny gibt, so dass fir alle m > n > N qilt

m

>

k=n+1

<eg.

Der Beweis ergibt sich sofort durch Anwendung des Cauchy-Kriteriums fur Folgen auf die Partial-
summenfolge (s,,).
Es ist namlich (fir m > n)

(*) Sm — Sn = Z ag

k=n+1

Bemerkung: Hieraus ergibt sich nochmals, dass die Folge (ax) der Summanden eine Nullfolge
sein muss, wenn die Reihe Y a;, konvergiert.



Ferner ergibt sich, dass auch die Folge der Reihenreste (r,,)

fur eine konvergente Reihe " a;, ebenfalls eine Nullfolge ist, denn aus (x) erh&lt man fur m — oo
(bei festem n)
s:= lim s, =s,+ lim Z ar = Sp + Tn

m—00 m—00

k=n+1

und da (s — s,) eine Nullfolge ist, muss auch (s,) eine Nullfolge sein. Dies folgt tbrigens auch
sofort aus der Definition der Konvergenz einer Reihe.

Zu jeder Reihe " ai (ar € K) kann man die Reihe Y |ay| betrachten. Da |ay| stets eine nicht
negative reelle Zahl ist, ist die ,Absolutreihe” > |aix| genau dann konvergent (vgl. §10.2.1), wenn

die Folge (0,) = (Z |ak> ihrer Partialsummen nach oben beschrankt ist.
k=0

In welchem Verhaltnis stehen nun die Konvergenz von " a;, und 3 |ax|?
Bezeichnet man mit

n

n
Sp 1= Zak bzw. Oy = Z |ak|
k=0

k=0

die entstehende Partialsummen und nehmen wir an, dass (o,,) konvergiert, dann gibt es nach dem
Cauchy-Kriterium zu jedem £ > 0 ein N € Ny, so dass fir alle m,n € Ny mitm > n > N gilt

m

> lal

k=n-+1

m

= Z lak| < €.

k=n-+1

‘Um - (771,‘ ==

Nach der Dreiecksungleichung ist aber

|$m — sn| =

m m
Zak < Z lak| < e
k=n k=n

far alle m,n € Ny mit m > n > N, d.h. nach dem Cauchy-Kriterium ist auch die Reihe > a;
konvergent.

Wir haben also gezeigt:

Aus der Konvergenz von » _ |ay| folgt die Konvergenz von  ~ a.

Man fuhrt an dieser Stelle die folgende Sprechweise ein:

10.2.5 Definition

Eine Reihe > ai (ar € K) heilst absolut konvergenivenn die Reihe 3 |ay| konvergiert. (Das ist in
jedem Fall (ax, € R oder a;, € C) eine Reihe mit nicht negativen reellen Summanden.)

Wir haben also gezeigt:



10.2.6 Satz

Eine absolut konvergent Reihe > ay, ist konvergent (im gewdhnlichen Sinne), und es gilt die Drei-
ecksungleichungifr Reihen

Zak < Z |ak|

k=0 k=0

Beweis : Die zusatzliche Behauptung tber die Dreiecksungleichung ergibt sich aus

n n
> k| < la
k=0 k=0

|sn| =

durch Grenziibergang n — oo.

10.2.7 Bemerkungen

(a) Wie das einfache Beispiel der nach dem Leibniz-Kriterium konvergente alternierende Reihe

i(—nk_l 1+1 1+1 1+
E+1 2 3 4 5 6 7

k=0
zeigt, gilt die Umkehrung vom Satz i.A. nicht, denn die ,Absolutreihe” ist die harmonische
Reihe.

(b) Fur Reihen > a; mit a;, € R stimmen die Begriffe Konvergenaind absolute Konvergenz
Uberein.

(c) Die geometrische Reihg ("), ist fiir |z| < 1 absolut konvergent. Sie ist ein Beispiel fur eine
Potenzreihg” ay2*, a;. € K.
Von solchen Reihen werden wir zeigen (vgl. ???):
Wenn sie konvergieren, dann konvergieren sie sogar absolut (in geeigneten Kreisscheiben).

(d) Die grundsatzliche Bedeutung des Begriffes absolute Konvergerginer Reihe wird nun auch im
Zusammenhang mit Umordnungsatzen tir Reihendeutlich werden.

(e) Eine konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihe nennt man auch bedingt konvergent
Die obige alternierende harmonische Reihe ist hierflr ein Beispiel.

(f) Eine Folge (ax) komplexer Zahlen heift quadratsummierbawenn > (|ay|?) konvergiert.
In Ubungsaufgabe 4 von Blatt 9 haben wir gezeigt, dass fiir quadratsummierbare Folgen (ay)
und (b;,) auch die Folgen (aby) und (ay + bx) quadratsummierbar sind. Hieraus folgt, dass die
Menge 1%(Ny) der quadratsummierbaren Folgen eines C-Vektorraums ist, auf welchem durch

((ar), (br)) ==Y axby
k=0



ein Skalarprodukt definiert wird, fir welchen die C.S.U. gilt:

o0
E arby,
k=0

12(C) heift Hilbertscher Folgenraum. Er ist vollstandig, d.h. ein Banach-Raum.

o0 oo o0
<Y k] okl < (D akl? (| D (b2
k=0 k=0 k=0

Ein weiteres einfache Konvergenzkriterium beinhaltet

10.2.8 Satz

Sind (ax) und (by) Folgen in K und konvergiert die Reihe )" a; absolut und ist die Folge (by)
beschréankt, dann konvergiert auch die Reihe > a;b; absolut.

Beweis : Ist etwa |b;| < S fur alle k € Ny, dann ist

S farbel <3 Jarl S =53 Jar <53 Jaxl =50 =C,
k=0 k=0 k=0 k=0

~——

o

somit ist die Folge (Z akbk> der Partialsummen von (> |axbg|) nach oben beschrankt und
k=0

damit konvergent.
O

Sehr haufig beweist man die Konvergenz oder Divergenz einer vorgegebene Reihe durch Vergleich
mit Reihen deren Konvergenz- bzw. Divergenzverhalten bekannt ist. Eine wichtige Vergleichsreihe
ist die geometrische ReihE ¢*, q € C.

10.2.9 Theorem (Majoranten-Kriterium)

Es sei }_ aj eine Reihe mit a;, € K und (by) eine Folge nicht negativer reeller Zahlen, fur welche
die Reihe > by, konvergiert und es gelte |ai| < b fur (fast alle) £ € Ny, dann ist auch die Reihe
> ay, konvergent (sogar absolut), und es gilt

oo oo oo
Zak < Z\GH < Zbk
k=0 k=0 k=0

Beweis : Nach Voraussetzung und nach der Dreiecksungleichung ist

m m m
D ar[ < Y lal < Xl
k=n+1 k=n+1 k=n-+1

woraus nach dem Cauchy-Kriterium alles folgt.



Bemerkung: Fir die Konvergenzaussage in §10.2.9 geniigt es natdirlich |ay| < by, fur fast allek € Ny
zu fordern.

Man nennt die Reihe Y b, eine konvergente Majorantiir die Reihe > a.

Umgekehrt kann man durch Vergleich mit einer bekannten divergenten Reihe gelegentlich auf die
Divergenzeiner vorgegebenen Reihe schlieRen: Ist etwa 0 < dj, < ¢ fur fast alle £ und divergiert
die Reihe > dy, dann divergiert auch die Reihe >_ ¢.

Man nennt in diesem Fall die Reihe > d;. eine divergente Minorantéir die Reihe > ¢y.

10.2.10 Beispiele

Vom Majorantenkriterium haben wir schon mehrfach Gebrauch gemacht.

) ist

)

(a) Die Reihe Y (45),.,. p € N, ist konvergent fiir p > 2, denn fiir p > 2ist 5 < 75 und 3~ (
(

= -

e

k

konvergent. Fir p < 1list )" kip sicher divergent, da die harmonische Reihe (H,,) = (

eine divergente Minorante ist.

Wie steht es mit der allgemeinen harmonischen Reihe > (ki) s€Q?

Insbesondere: Was gilt fir s mit 1 < s < 2?

E>1

Die Antwort lautet (Verallgemeinerung von (a)):

(b) > (ki),€>1 s € Q, ist genau dann konvergent, wenn s > 1 gilt. Wahlt man namlichim Fall s > 1

zun € Neinm € N, so dass n < 2™ — 1 gilt, so wird

1 1
Sp = — < —
- (1+1) o (1+...+1)
25 35 (277171)5 (2m _ 1)5
<1+3+i+m+jii
— 9s 4s (mel)s
1 —20=s)m 1

125 ~ 1 21

Die Folge (s,,) der Partialsummen ist also nach oben beschréankt und damit konvergent. Ist
s < 1, so ergibt sich wegen % > 1

Die harmonische Reihe (H,,) %

(Z 1) ist also eine divergente Minorante.
k=1

Die sogar fiir komplexes s mit Re(s) > 1 durch

)=

k=1



definierte Funktion heil3t Riemannsche Zetafunktioie spielt fur die Verteilung der Primzahlen
eine herausragende Rolle
Wie wir spater zeigen werden, gilt etwa

(L. Euler, 1734).

(c) Ein Trivialbeispiel fiir Divergenz: (es ist im Beispiel (a) fur s =  enthalten)
Istd, = 4; k€ N,und ¢;, = ﬁ dann gilt d;, < ¢, fur alle £ € N und aus der Divergenz der
harmonischen Reihe 3 ; folgt die Divergenz von 3 ﬁ )

d > (1%)1@1 ist konvergent, dann es ist fir k& > 2

k! 1-2-3-...-k 2
27 e 2
kF k-k-...-k —k?

und mit b, = k% ist Y by eine konvergente Majorante.

Haufig kann man die geometrische Reihas konvergente Majorante wéhlen.

10.2.11 Satz (Quotientenkriterium: d’Alembert, 1768)

Ist > aj eine gegebene Reihe mit a;, € K. Es gelte a5, # 0 fur fast alle & und es gebe eine reelle
Zahl ¢ mit0 < ¢ < 1 und “ﬁ—:l < g fur fast alle k € N.

Dann ist die Reihe Y a;, (sogar absolut) konvergent. Gilt jedoch > 1 fur fast alle k, so ist die

Reihe Y a;, divergent.

Ak+1
(€23

Zusatz: (Limesform des Quotientenkriteriums):

Existiert o := klim “’C—k“ und gilt « < 1, dannist > a;, (absolut) konvergent.
— 00 v

Beweis : Fur alle kK > N gelte a; # 0 und |ax11] < g|ag|. Insbesondere ist |an+1| < glan].
Dann ist auch
|anr2| < qlars| < ¢*la

und allgemeiner fur m > N

A Gy — an _
|am| = L N el R + lan| < qlam—1lglam—2| ... qlan| = q™ N‘aN‘ .
m—1 Am—2 an
Damit gilt fur m > N
an ) . an

und damit ist die Reihe C' - Y (¢™)..>n~ €ine konvergente Majorante.
Gilt dagegen ’% > 1 fur fast alle k, so kann (a;) keine Nullfolge sein, > (a;) ist also diver-
gent.

O



Zur Limesform :
Existiert o := lim ‘M
k—oo | 9k

und ist a < 1, soist Y ay (sogar absolut) konvergent.

Dies fuhrt man sofort auf den ersten Teil zurtick: Es ist 0 < a < 1 und definiert man g := HTQ dann
gilt
1+«
I<a< % =q<1

und fur fast alle k gilt dann

denn fiir fast alle k gilt “4= € U.(«), mite = 152 > 0.

Ak+41

Gilt jedoch klim = 1, so liefert die Limesform keine Aussage. Es kann dann sowohl Diver-

genz als auch Konvergenz vorliegen, wie wir gleich sehen werden.

10.2.12 Beispiele

k

(a) Fur alle z € K konvergiert die Reihe >_ (%')zo absolut.
’ 0

Fur z = 0 ist das klar. Fur z # 0 und ay = Zk—f e;halt man

Q41
ag

< for k> 20z —1.

IR Ay R N 1
(kD) 2R E+1 T2

Wahlt man daher eine naturliche Zahl N mit N > 2|z| — 1, so gilt fUr alle £ > N

Ak+1 z 1
bl el 1
ag kE+1 2

die Voraussetzung des Quotientenkriteriums wird also erfillt. Die ,Teilreihen®

Z2k

(@), ™ (@),

sind ebenfalls fir alle z € K absolut konvergent.
Durch diese Reihe werden wichtige Funktionerdefiniert:
Im Fall K = C durch

expc:C — C
>k
z
k=0
die komplexe Exponentialfunktigrdurch

expr : R —

Ed

Tr

ERs
| &

~
Il
o

die reelle Exponentialfunktion
Offensichtlich gilt fir x € R

expe(z) = expr(z) , oder expc|R = expg .



Wir lassen also den Index C bzw. R in Zukunft weg.

Trotz der gleichen Definition und vieler gemeinsamer Eigenschaften (Stetigkeit, Differenzier-
barkeit) unterscheiden sich die komplexe und reelle Exponentialfunktion wesentlich:

Die reelle Exponentialfunktion ist streng monoton wachsend (und damit injektiv), die komplexe
Exponentialfunktion besitzt die rein imagirare—und damit im Reellen nicht sichtbare— Periode
2mi, d.h. es qgilt fur alle z € C

’ exp(z + 2mi) = exp(2) ‘

Hierauf kommen wir ausfuhrlich zuriick: Durch > (;i,:), und > % werden coshund sinh

sogar fir komplexe, insbesondere also fiir reelle Argumente, definiert.

(b) Die Reihe Y- (&2), ., ist absolut konvergent fiir |2| < e. Fur z = 0 ist die Konvergenz Kar.
Sei also z # 0 und ay, := 2 2F, dann ist

Gk+1_(k+1)!'2k+1'/€k (k+1)-kF. 2 z

arp  (k+ 1)k Kl 2k (k4 1)k (14 £)F -

a = klim e+l | existiert und es gilt o = % also ist die Reihe konvergent fur alle z € K mit
— 00
|z| <e.

Komplizierter in der Anwendung ist das weitere hinreichende Kriterium fur die absolute Konver-
genz einer Reihe, das Wurzelkriterium

10.2.13 Satz (Wurzelkriterium: Cauchy, 1821)

Gibt es eine reelle Zahl ¢ mit 0 < ¢ < 1, so dass fir fast alle Glieder der Folge (ax) gilt {/|ax| < ¢,
dann ist die Reihe > a; (sogar absolut) konvergent.

Gilt dagegen fir fast alle & {/|ax| > 1 oder gilt auch nur fiir unendlich viele k£ {/|ax| > 1, dann ist
>~ ay, divergent.

Zusatz (Limesform):
Existiert o := klim ¥/|ax| und gilt o < 1, dann ist > a; (sogar absolut) konvergent, im Fall o > 1
c— 00

ist > ay divergent, im Fall « = 1 ist keine Entscheidung maglich.

Beweis : Der Beweis folgt hier direkt aus dem Vergleich mit der geometrischen Reihe:
Gilt etwa {/|ax| < g fur alle £ > N, so folgt fir alle £ > N |ax| < ¢~.

Gilt jedoch fiir fast alle &, dass {/|ax| > 1 ist, dann ist (ax) keine Nullfolge.

Zur Limesform:
Existiert o := klim ¥/|ax| und ist oo < 1, so ist fur fast alle &
c— 00

11—« 1+«
k < g:= = 1
Vgl < qg:=a+ 5 5 <




und man ist in den Voraussetzungen des ersten Teiles des Satzes.
Ist « > 1, so ist (ax) keine Nullfolge.

Im Fall « = 1 kann Konvergenz oder Divergenz vorliegen, wie die folgenden Beispiele zeigen.

10.2.14 Beispiele

k
@ > ((Qkkjk 1) >k>1 ist konvergent, denn lim {/[ax| = lim kiﬂ =3

K? k
1
k = — — —
(b) Z( ROk >k>1 ist divergent, denn lim {/|ay| = lim 0o <1+ k) 5¢> 1.

xk

l‘k X X
Far all >0i — konvergen nn i — un lim — = |
(c) Fu aex_OstE (kk) . onvergent, denn es ist kk ’ und Jm o 0, also
T 1 B
sicher — < — fir fast alle k.
k 2

(d) Fur die Reihe > k—lg und > % liefert sowohl das Quotientenkriterium als auch das Wurzelkrite-
rium, dass die Quotienten

1

1
=1-—x1

L k2 k
k+1 k+1

L T (kr1)2

*

+

bzw.

El
=]
-

kleiner 1 sind, der limes ist aber jeweils 1, es gibt aber keinen echten Bruchy (0 < ¢ < 1) mit
% < ¢ fur fast alle k.

Die erste Reihe ist konvergent, die zweite ist divergent.

(e) Obwohl das Quotientenkriterium und das Wurzelkriterium beide auf die Konvergenz der geo-
metrischen Reihe beruhen, liefert das Wurzelkriterium in manchen Fallen noch eine Entschei-
dung, wenn das Quotientenkriterium versagt:

1 . .
Setzt man a;, = (§)k+<‘1)k fur k € Ny und betrachte die Reihe

1
D ar = + +8+ +§+E+

SO0 ist

ki1 { 2, falls k gerade,

~ 1 &, falls k ungerade,

ag ]

das Quotientenkriterium ist also nicht anwendbar. Beachtet man jedoch

k
= 1 <2 L fir k>0
W oErnr =2 \g) MR

so sieht man, dass das Wurzelkriterium anwendbar ist.



Wir beschlieRBen die Reihe der Konvergenzkriterien mit zwei nutzlichen Kriterien, die nach Abel
(N.H.Abel, 1801-1829) und Dirichlet (P.G.L. Dirichlet, 1805-1859) benannt sind und auf dem Prin-
zip der Abelschen partiellen Summatidreruhen.

10.2.15 Satz (Abelsche partielle Summation: N.H.Abel, 182

Seien (ax) und (bx) zwei Folgen in K.

Setzt man A,, := > ax, m € Ny, so ist fur alle n € Ny (mit A_; := 0)
k=0
n n—1
Z agby = Z A (b — brg1) + Apby,
k=0 k=0

Beweis : Mit der Fortsetzung A_; = 0 gilt

n

Sarby = > (A= Ap_)be =Y Apbr— > Ap_aby
k=0

k=0 k=0 k=0
n n—1
= ZAkbk - Z Agbg 1
k=0 k=0
n—1
= Z A (b, — bry1) + Anby,
k=0

Abelsche partielle Summation kann man haufig dann anwenden, wenn das allgemeine Reihen-
glied ¢, die Gestalt ¢, = axby, mit geeigneten Zahlen a; bzw. b, hat.

10.2.16 Satz (Abelsches Konvergenzkriterium)

Ist die Reihe > a) konvergent, a;, € C und ist (b;) eine monotone und beschrankte Folge reeller
Zahlen, dann ist auch die Reihe > ab; konvergent.

Beweis : Nach §10.2.15 ist

n n—1
Zakbk = Z Ak(bk — bk+1) + Anby, .
k=0 k=0

n

Da die Folge (A,) = (Z ak> der Partialsummen von > a; konvergiert und > (b — bgy1)
k=0
wegen der Monotonie der Folge (by) sogar absolut konvergiert, konvergiert nach §10.2.8 auch

die Reihe
> Aklbr — b)) -

Wegen der Konvergenz der Folge (A,,b,,) ist die Folge (Z akbk> dann ebenfalls konvergent.
k=0
O



10.2.17 Satz (Konvergenzkriterium von Dirichlet)

n

Ist (ax) eine Folge komplexer Zahlen fur welche die Folge (A,) = (Z ak> der Partialsummen
k=0

beschrankt ist und ist (b;) eine monotone Nullfolge reeller Zahlen, dann ist die Reihe > axby

konvergent.

Beweis : Nach der Formel fur die abelsche partielle Summation ist fir n € Ny

n—1

Zakbk = Z A (b — by1) + Anby, .
- k=0

Die Folge (A,b.,) konvergiert gegen Null, und die Reihe 3" Ay (by — bi+1) konvergiert (wieder
nach §10.2.8). Daher ist > a;bi konvergent.
O

Beispiel:
Mit Hilfe des Dirichlet-Kriteriums erhalt man einen weiteren Beweis fur das Leibnizkriterium (vgl.
§10.2.2)
Ist ar, = (—1)*, dann bildet 3" a, = >_(—1)* beschrankte Partialsummen. Ist dann (b;) eine mo-
notone Nullfolge, so ist > (—1)*b;, konvergent. (Beachte: Die Rolle der a;, in §10.2.2 tibernehmen
jetzt die by).
Hauptanwendung des Dirichlet-Kriterium ist eine Anwendung auf sog. Dirichlet-Reihe; das sind
Reihen vom Typ

a—k, a, € C, s € C,

ks
z.B.ist> 75,5 € C, Re(s) > 1, (hierist a;, = 1 fur alle k) eine berihmte Dirichlet-Reihe. Durch sie
wird die Riemannsche Zetafunktidfiir Re(s) > 1) definiert.

10.2.18 Bemerkung

Eine wichtige Technik zum Untersuchen der Konvergenz bzw. Divergenz einer Reihe ist der Ver-
gleich mit Integralen.

So kann man etwa die Partialsumme Z _ der Reihe }" () mit dem Integral f dz verglei-
k=

chen. Wir kommen hierauf spater (im Zusammenhang mit der Integralrechnung) zuruck

Es gibt zahlreiche weitere hinreichende Konvergenzkriterien fir Reihen, wie z.B. das Verdichtungs-
kriterium (vgl. Ubungsblatt 10 Aufgabe 67). Wenn man gar nicht mehr weiterkommt, konsultiere
man das 1921 in erster Auflage und 1996 in 6. Auflage erschienene meisterhafte Werk von Konrad
Knopp Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, Springer-Verlag, HD.



10.3 Exkurs: Die g-al Darstellung reeller Zahlen

In diesem Exkurs beschaftigen wir uns mit der Darstellung reeller Zahlen z.B. als Dezimalzahlen
Die Grundzahl 10 ist aber mathematisch nicht ausgezeichnet, wir wahlen daher eine beliebige
natirliche Zahl g € N, g > 2, als Grundzahl. Bei der Darstellung reeller Zahlen bzw. ihrer rationalen
Approximationen im Computer sind die Grundzahlen g = 2, g = 8 bzw. g = 16 von Bedeutung.

Fir die Darstellung reeller Zahlen im Computeergleiche man die Ausfiihrungen von O.Forster in
Analysis 1, (6.Aufl., S.49-51).

Zunéachst einige Bemerkungen uber natirliche Zahlen und ihre Darstellungen in verschiedenen
Positionssystemen (Stellenwertsystemen).

Bei der Beschéaftigung mit Zahlen misste man eigentlich unterscheiden zwischen dem ,Zahlwort",
z.B. ,Neun* und dem zugehdrigen ,Zahlzeichen®, z.B. 9 oder IX (im rémischen Zahlensystem). /2
ist die Bezeichnung fiir die eindeutig bestimmte positive reelle Zahl z, fur die z2 = 2 gilt.

Im taglichen Leben verwendet man das Dezimalsystem, ein Stellenwertsystem mit der Grundzahl
g = 10. Man kommt dabei mit 10 Zahlzeichen (zZiffern) aus: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 .

Die Dezimalzahl 444 ist eine Abkiirzung fiir 4 - 102 + 4 - 10" 4+ 4 - 10° .

Die Ziffer 4 hat also im Zahlzeichen 444 einen unterschiedlichen Stellenwert.

Wie aus der 6.Klasse (Lehrplan Ba-Wu) bekannt, kann man nattrliche Zahlen z.B. auch mit Hilfe
von Zweierpotenzen schreiben (Grundzahl g = 2). So ist z.B.

25=1-24+1-2240-224+0-2' +1-2° = (11001)5 .

Es qilt aber auch etwa
25=2-32+2-3"+1-3" = (221)3 .

Zum Verdeutlichen um welche Grundzahl es sich bei der Darstellung handelt, schreibt man die
Grundzahl als Index an die Ziffernfolge.

Bei der Grundzahl ¢ = 2 braucht man nur die Ziffern 0 und 1 (haufig wird 0 und L verwendet). Ist
die Grundzahl g < 10, so benétigt man nur die Ziffern 0,1,...,g — 1. Ist die Grundzahl ¢ jedoch
> 10, so missen, um Zweideutigkeit zu vermeiden, neue Ziffern eingefuhrt werden.

Fir die Grundzahl ¢ = 12 (Duodezimalsystem) verwendet man z.B. fir die Dezimalzahl 10 die
Bezeichnung A und fur die Dezimal Zahl 11 die Bezeichnung B. Dann ist z.B.

275 =1-122 410124+ 11-12° = (14AB)1 .

Wiirde man fir 10 und 11 im Dezimalsystem keine neuen Ziffern einfihren so kdnnte das Zahlwort
(101)12
entweder 1-12%+0-12' +1-12° =145

oder 10-12' +1-12° =121

bedeuten.

Die Grundzahl 10 ist hdchstens aufgrund historischer, kultureller oder praktischer Griinde ausge-
zeichnet (jeder Mensch hat nun mal 10 Finger, die man in allen Kulturen und schon immer zum
Zahlen zu Hilfe genommen hat). Von mathematischem Gesichtspunkt ist die Grundzahl g = 10
aber nicht die beste und zweckmafigste.

Mit vollstandiger Induktion lasst sich leicht folgender Satz beweisen:

10.3.1 Satz (g-al-Darstellung natrlicher Zahlen)
Jedes a € N lasst sich bei gegebenem g € N, g > 2, auf genau eine Weise in der Form
a=a,9" +Tp19" "+ ...+ 219 + 20"

mit n € No, z, > 0und z; € {0,1,...,9 — 1} fir 0 < j < n darstellen.



Kurzschreibweise: a = (x,2n—1...%0)4

10.3.2 Beispiele
(@ 24=2-32+2-3"+0-3° = (220)3

(b) 36 =1-52+2-5' +1-50 = (121);

(c) 45054 = (AFFE)6
Wenn man im Hexadezimalsystem (g = 16) fir die Dezimalzahlen

10 11 12 13 14 15 die Bezeichnungen

A B C D E F

verwendet.
Steht an den Ziffernfolge kein Index, so ist in der Regel das Zahlwort mit Hilfe der Basis g = 10
geschrieben.

10.3.3 Bemerkung

g-al-Ziffern erhalt man einfach durch fortgesetzte Division mit Rest durch die Grundzahl g:

24 = 21240
12 = 2640
6 = 2-340
3 = 2-1+1
1 2-0+1

und damit
24 = (11000)5 .

Man beachte die umgekehrten Reihenfolgen in der Ziffernfolge.

45054 = 16-2815+ 14
2815 = 16-175+4+15
175 = 16-10+15
10 = 16-0+ 10, also
(45054)19 = (AFFE)ss.

Die Darstellung naturlicher Zahlen mit einer beliebigen Grundzahl g € N, g > 2, wollen wir nun auf
beliebige reelle Zahlen verallgemeinern.

Dabei werden wir unsere Kenntnisse tiber Reihenentscheidend benutzen. Die auftretende konver-
gente Majorante ist dabei die geometrische Reihe. Bekanntlich ist

0,4999... = 0,49



eine Abkurzung fur die Reihe

4 9 9 9 4 9 11
1704'17024'@4'@4— - ].O+].02(1+10+100+'“):
_ 40 1
10102 1-4%
49 10
BERCETCAY

4 1 5 1

0710 10 2
Durch die Reihe wird also die rationale Zahl % dargestellt. Andererseits ist aber auch

L_5 =0,5=0,5000
5=15=-25=0 e
Man hat also fiir die rationale Zahl 3 zwei Darstellungen:

%:0,5:0,500...:074999...20745_).

Um Eindeutigkeit zu erreichen, werden wir uns im Folgenden fir die Darstellung entscheiden
(Grundzahl g = 10), in der ,Neunerperioden“ ausgeschlossen sind (analog fur andere Grund-
zahlen).

Ist nun x eine beliebige reelle Zahl > 0, dann gilt
x=[z]+r, wobei 0<r <1 und [z] €Ny

gilt.
Fur den ,Rest" r geben wir im Folgenden eine Intervallschachtelung an, die r erfasst.

10.3.4 Theorem (g-al-Darstellung)
EsseireR, 0<r<1,undgeN, g>2, dann gilt
(a) Es gibt genau eine Folge (z;) von ,Ziffern®
zj € Zg:={0,1,...,9 — 1},

so dass fir jedes n € N gilt

n n
%5 Z o1
) )SEETED LB S
j=1 J=1
Insbesondere ist
r = lim = — .
—)oo; g] J; g]

(b) Fir jede Folge (z;) mit der Eigenschaft (x) gilt nichtfiir fast alle j € N

Zj:g—l.

(c) Fur jede Folge (z;) mit z; € Z, fur alle j und fur die nicht z; = g — 1 fiir fast alle j gilt, gibt es
genau eine reelle Zahl » mit (x) und 0 < r < 1.



Vor dem Beweis Uberlegen wir uns, wie man im Fall der Grundzahl g = 10 die Ziffern der Zahl

r:=0,1234567...
durch r ausdriicken kann.
Esist10r =1,23.., also [10r] = 1.
Esist 100r =12,3..., also [100r] =12 und damit [100r] — 10[10r] = 2,
Esist 1000r = 123,4..., also [1000r] = 123 und damit [1000r] — 10[1007] = 3,

entsprechend ist 4 = [10*r] — 10[1037], etc.

Beweis des Satzes:

(a) Der folgende Algorithmus (g-al-Algorithmus) ist eine Verallgemeinerung der Division mit
Rest. Wir definieren

20:=0, ro:=7r und z; :=[rj_19g], rj :=7rj_19 — 2
furj > 1undfirn e N

n
a; 1
Ay = E —; und bn::an—f——n.
P g

Mittels Induktion folgt dann

(%) 2 = [g"r] — glg" 7]
und
(k) l9"r] = g"an

fur jedes n € N und damit
g an =[g"r] < g"r <[g"r]+1=g"an+1=g"b,
und damit fur jedes n € N
ap <r <b,.
Das ist die Behauptung (x) von (a).

Man beachte dabei, dass fiir jedes reelle y nach Definition der GauR-Klammer gilt

Y <y<[y+1.

Zur Eindeutigkeit der Folge (z,,):
Ist (z,,) eine Folge, fiir die () gilt, so folgt mittels (x x x)

n_lanfl) _ [gnr} _ g[gn—lr] ,

zp, ist also gleich der durch (xx) eindeutig bestimmten Zahl.

Zn = 9" (an — apn_1) = g"an — g(g

Zu zeigen bleibt: z,, € Z,,.
Furn =1 gilt
0<[gr]=2z1<gr<g, also 0<z <g.

Fur n > 1 benutzen wir r < b,,_; und erhalten mit (s) und (x * x)

0<[g"r] < g"r=g(g" ') < g(g" 'buo1) = 9(g" an—1 +1) =glg" 'r]+g.
Hieraus folgt aber
0<[g"r]—glg" 'r] <g,
also0 <z, <gfirallen € N.

Als Differenz ganzer Zahlen ist z,, eine ganze Zahl und wegen 0 < z, < g gilt daher
Zn € Zg .



(b) ist eine unmittelbare Folgerung aus (). Gébe es ein N € N, so dass fur alle n > N gilt
zn =g —1,danngiltfurn > N b, = by, also a, <z < by.

Wahlt man n so grof3, dass n > N und ﬁ < by — r gilt, so folgt

1 1
T<bN—97:bn—97:an,

also erhalten wir den Widerspruch r < a,,.

(c) Ist (z;) eine Folge mit z; € Z, und gilt nicht fur fast alle j z; = g — 1, dann gilt fur

n
Zi 1
Qp = E Zound b, =a, + —
= 9’ g
an < apt1 < bn+1 fur alle n € N.
Ferner ist
n+1 n n
a; 1 a;  (apt1+1) a; 1
b= 2y S e D = by.
+1 F1 = +1
= g g = g’ g" = g’ g"

Also gilt a,, < ans1 < bpy1 < b, furallen € Nund wegen b,,—a,, = ﬁ gilt lim (b,—a,) = 0.

- n— 00

([an, bn])nen ist also eine Intervallschachtelung, die genau eine reelle Zahl r erfasst:
a, <r <b,firallen €N, also

alganganJrlSrganrlenSbl-

Esqgilt 0 < % =ay und b; = %1 + % < 1. Da nicht z,, = g — 1 fur fast alle n gilt, gibt es ein
n € Nmit z,41 < g. Damit gilt sogar b,11 < b, und daraus folgt

0<r<1.

10.3.5 Bemerkungen

(@)

(b)

Die Darstellung r = _ Z—z heiRt g-al-Darstellungron r.
— g
Jj=1

Ist z, = 0 fur alle n > ny und z,, # 0, dann nennt man r auch eine endliche, n,-stellige
g-al-Zahl, andernfalls heif3t » eine unendliche g-al-Zahl. Im ersten Fall sagt man auch, dass r
eine (mit Null) abbrechendg-al-Darstellung besitzt, im zweiten Fall spricht man auch von einer
nicht abbrechenden Darstellung.

Gibtes ! € Nund p € N, so dass z;4, = z; fur alle j > [ gilt, dann nennt man die g-al-
Darstellung periodisch

Istr = ¢, a,b €N, a <b, eine rationale Zahl, so gehoren die Reste r; zu den b verschiedenen
Brichen %, %, e ,b*Tl und missen sich also wiederholen. Wiederholen sich aber die Reste,



(©

dann wiederholen sich auch die Ziffern, also ist die g-al-Entwicklung einer rationalen Zahl peri-
odisch

Als Ubungsaufgabe tiberlege man sich, dass umgekehrt jede Zahl r € [0, 1[ mit einer periodi-
schen g-al-Entwicklung rational ist.

Istz e R,z >0undz = [z]+rmit0 <r < 1lundr = 0,212925... = %—&—2—3 ... die
g-al-Darstellung von r und

[2] = 2ng" + Tn_1g"" "+ ...+ 20 = (TnTp_1 ... T0)g

so erhalt man fir x die g-al-Darstellung

z z
:17:xng”+xn_1g"71+...+xo+gl+g—3+...

T = (TpTn_1...%0,212223...)g -

Ist z < 0, so entwickle man y := —x.

Jede reelle Zahl besitzt also eine (eindeutige) g-al-Darstellung und umgekehrt stellt (n €
NO7 g € N7 g Z 2)

n 21 z2 Z3
Tng" + .o dxo+ =+ 5+ 5+
g g g

mit z;, z; € Z4, wobei nichtz, = g — 1 flr fast alle n gilt, eine (eindeutig bestimmte) reelle Zahl
dar.

Man héatte daher von vornherein die Menge der reellen Zahlen etwa als die Menge aller De-
zimalzahlendefinieren kdénnen. Dabei muss man allerdings mit dem Reihenbegriff vertraut
sein. Dabei stof3t man aber gleich auf Probleme: Ist z.B. z := 3,14159265358... und y :=
2,71828182845. ..

Was ist dann x + y oder gar x - y?

Genauer: Wie erhalt man die g-al Ziffern von z + y bzw z - y aus denen von z und y?

Was mit dem Satz Uber die g-al-Entwicklung einer reellen Zahl neu bewiesen wurde, ist die
Tatsache, dass Q dicht inR ist, d.h. jede reelle Zahl ist Grenzwert einer Folge von rationalen
Zahlen, denn die a,, aus Satz ??7? sind alle rational und es gilt r = lim a,,.

n—oo

Jede reelle Zahl lasst sich also mit beliebiger Genauigkeit durch rationale Zahlen approxi-
mieren. Es gibt jedoch auch andere (bessere) Approximationen reeller Zahlen durch rationale
Zahlen, namlich durch sog. Kettenbtiche

Diese Approximationen beruhen auf der Kettenbruchentwicklunginer reellen Zahl, das ist ein
Algorithmus, der den gewohnlichen euklidischen Algorithmus verallgemeinert.

Es sind z.B. 2 oder 232 oder 322 (Naherungs-)Kettenbriiche fur die Kreiszahl .

Fur Einzelheiten vergleiche man etwa P.Bundschuh: ,Einfihrung in die Zahlentheorie®, Springer-
Verlag, 4.Auflage 1998 Kap.V, §3.



10.3.6 Beispiele
Q) g=10; r = %
Der g-al-Algorithmus liefert

1

20 =0; ro=7T=%

21 = [10ro] = [¥2] = 1; 7“1:107“0—,21:1—70—%—%
2o = [10m] = [22] = 4; ro=10r1 —2zp =32 - 28 =2
z3 = [10rg] = [2] = 2; r3=10rp —z3 =2 - =28
zg = [10r3] = [2] = 8&; ry=10r5 —z =L -8 =1
z5 = [10r4] = [2] = 5; rs=10ry —z; =2 -2 =2
zg = [10r5] = [2] =7 re=10rs —z =2 -2 =1

Damitist r¢ =rg und 27 =2z =
28 =29 =

etc, also % = 0,142857142857 ... = 0, 142857.

Die Uberstreichung bedeutet, dass sich der Zifferblock 142857 periodisch wiederholt.
Die Periodertingebetragt hier 6.

Mit elementarer Zahlentheorie (vergleiche etwa das oben zitierte Buch von P.Bundschuh) kann
man das theoretisch untermauern.

(2) Istg =2 undetwa r = 0.010101... = 0,01, so ist die rechte Seite eine Abkiirzung fir die Reihe
P S
2 22 23 24 25 " 96 S22 24 26
1 1
11 11 4 1
= = 3= a5
22 1—-3 22 2 223 3

Die periodische Dual-Zahl 0,01 stellt also die rationale Zahl r = % dar.

(3) Ob eine rationale Zahl eine abbrechende oder einer nicht abbrechende g-al-Darstellung hat,
hangt i.A. von der Grundzahl g ab:
So besitzt z.B. die rationale Zahl x = g(im Dezimalsystem) im System mit der Grundzahl g = 3
die abbrechende Entwicklung(Periode Null)

1 2
=0,12== + —
X 9 3+327

wahrend im Dezimalsystem (g = 10) bekanntlich

2=0,555...=0,5

gilt.



Rationale Zahlen sind —wie wir bereit festgestellt haben— aber fir jedeGrundzahl g > 2 stets durch
periodische Entwicklungen gekennzeichnet (abbrechende Entwicklung bedeutet: Periode Null).

10.3.7 Aufgabe

Begriinden Sie folgende Regeln fir die Umwandlung eines periodischen Dezimalbruchs in eine
rationale Zahl, aus ???: FANDBUCH ??7? (RLKENVERLAG, 1997)

1.Fall: Die Periode umfasst alle Ziffern nach dem Komma.

Man schreibt alle Ziffern nach dem Komma in den Zahler. In den Nenner schreibt man so viele
Neunen, wie die Periode Ziffern umfasst.

Beispiele:

142857 47619 5291 402 1

999999 333333 37037 2849 7’

428571 3

999999 ~ 7’

Diese Beispiele lassen vermuten, dass die Periodenlange (hier 6) nur vom Nenner, nicht aber vom
Zahler abhangt. Tatsachlich haben

(1) z = 0,142857 =

(2) = =0,425871 =

A AR G

alle die Periodenlange 6 und man erhalt die Entwicklung von 2,2 2 5 S aus der von 1 = 0, 142857
durch zyklische Vertauschung der Ziffernfolge, etwa

3 _ o185
7

2 -
S = 0,285714
7 b

6 _ o5
7

4 _
- = 0,571428
7 b

g = 0,714285

Kdnnen Sie das begriinden?

2.Fall: Zwischen dem Komma und der Periode stehen n Nullen.

Man geht vor, wie im ersten Fall, hangt aber im Nenner an die Neuner n Nullen an.
56 7

Beispiel:z — 0,00056 = —0_ — |
eispiel:z = 0,00056 = 50500 = 12375

3.Fall: Zwischen dem Komma und der Periode stehen Ziffern, die nicht alle Null sind.

In diesem Fall zerlegt man die Dezimalzahl in eine Summe aus einer endlichen Dezimalzahl und
einer dem 2.Fall entsprechenden periodischen Dezimalzahl und addiert die beiden sich hieraus



ergebenden Briche.

B 123 56 12233
Beispiel z = 0,12356 = 0, 12 = - '
eispiel w = 0,12356 = 0,123 +0,00056 = 750+ 55555 = 99900

10.4 Umordnungsstze fur Reihen, Reihenprodukte
Die Hauptregeln fur das Rechnen mit endlichen Summesind

e das Assoziativgesetz

e das Distributivgesetz

e das Kommutativgesetz.

Wie Ubertragen sich diese Regeln auf das Rechnen mit (unendlichen) Reihen?

Zunachst gilt (wie immer sei K = R oder K = C)

10.4.1 Satz

Ist > (ar), ar € K, eine konvergente Reihe und fasst man ihre Summanden durch Klammern zu
neuen Summanden zusammen, d.h. setztmanfir0 < k) < ks < ... <k, < ...

Aq =ag+ ...+ ag, As = Q41 et Ay,

dann ist auch die Reihe > (A, ),>1 konvergent, und es gilt

o0
Al, = Zak .
k=0

Zusatz: Schon vorhandene Klammern in einer konvergenten Reihe darf man jedoch dann und nur
dann weglassen, wenn die so entstehende (unbeklammerte) Reihe wieder konvergiert.

oo

v=1

Beweis : (Sy,) := (Tzn: AV> ist eine Teilfolge von (s,,) := (zn: ak).
v=1

Lasst man jedoch_in der konvergenten Reihe
1-D+(1-1)+1-1)+... (=0)
die Klammern weg, erhalt man die divergente Reihe

1-141-14+1-1+1-1+4...

Wir wissen (vgl. §7.8(18)):
Ist (ax)r>0 eine reelle oder komplexe Zahlenfolge und ¢ : Ny — Ny eine Abbildung, bei der jede
nattrliche Zahl genau einmal als Bild auftritt(Permutation, Bijektion), dann heif3t die Folge

() = (apr))



eine Umordnung vor(a;) und ist (a;) konvergent mit dem Grenzwert a, dann ist auch (b;) konver-
gent mit dem selben Grenzwert:

lim b = klim Apk)y = G -

k—oo

Wir werden im Folgenden sehen, dass sich eine Permutation ¢ : Ny — Ny sehr wohl auf das
Konvergenzverhalten und den Wert (Summe) einer Reihe auswirken kann. Dazu betrachten wir
zunachst das folgende Beispiel

Wir wissen, dass die alternierende harmonische Reihe

£ (), (hei-t)

nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert und dass fur ihre Summe S gilt

1 5
logc2,
2 7<%

Betrachtet man die Abbildung (Permutation) ¢ : Ng — Ny

©(3k) = 4k
0Bk +1) =4k +2 , und setzt by := ay,y) ,
Bk +2)=2k+1

dann nennen wir die Reihe ) (bx) = > (a,k)) €ine Umordnungder Reihe  (ay). Es ist also in
suggestiver Schreibweise

S

ag +az +ay +
ayg + ag + as +

a4k + Qqp42 + Q2p+1 +

—1+11+1+11++1+1 1+
B 3 2 5 7 4 77 4k+4+1  4k+3 2k+2 7

Diese Reihe ist also eine Umordnung der ursprunglichen, sie ist wieder konvergent (Beweis?) und
fur ihre Summe S gilt

.3
§=735.

Man vergleiche hierzu die Musterldsung von Aufgabe 68.

Die umgeordnete Reihe ist zwar wieder konvergent, aber die Summe hat sich geandert.

Unser Ziel ist es zu zeigen, dass genau die absolut konvergenten Reiheliejenigen Reihen sind,
deren Konvergenzverhalten sich bei einer Umordnung nicht andert (genauer: jedeUmordnung ist
ebenfalls konvergent und hat dieselbe Summe wie die Ausgangsreihe).

10.4.2 Definition

Ist > (ar), ar € K, eine Reihe und ¢ : Ny — Ny bijektiv (Permutation, Bijektion), dann heif3t die
Reihe > (a,(x)) eine Umordnung der Reihg(ay).



10.4.3 Satz (Kleiner Umordnungssatz)

Ist > (ax) absolut konvergent, a;, € K, dann ist auch jede Umordnung } (a,)) (@bsolut) kon-

vergent, und es gilt
Doak = )

k=0 k=0

Kurz: Absolut konvergente Reihen darf man beliebig umordnen ohne dass sich das Konvergenz-
verhalten oder die Summe andern.

Beweis : Wir zeigen zunéchst die absolute Konvergenz (und damit insbesondere die Konvergenz)
einer beliebigen Umordnung > a,x) von ) ay.
Wir benutzen das Kriterium 10.4.1.
Nach Voraussetzung gibt es ein C > 0, so dass
on =Y _lax| < C fiiralle n € Ny gilt.
k=0
Hieraus folgt unmittelbar
laom)| +lap@)| + -+ lapm| < C
fur alle n € Ny, denn diese Summe wird ja hach oben abgeschatzt durch

on :=|a1| + |az| + ...+ lay| mit N :=max{p(1l),...,¢(n)}

Wir wissen also, dass auch jede Umordnung wieder konvergiert (sogar absolut).

o0

Ist nun s := ax, dann haben wir noch
k=0

s = Z Qo (k)
k=0

ZuU zeigen.
Dazu sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Wegen der absoluten Konvergenz von > (ax), d.h. wegen
der Konvergenz von > (|ax|) gibt es ein N € Ny, so dass fur alle n > N gilt

oo n

> larl = laxl

k=0 k=0

3
<§7

d.h. insbesondere gilt

oo

> arl < % und auch

k=N+1
Z ag| < Z |CL1€|<§.

N
S — E Qg
k=0 k=N-+1 k=N+1

Wir wahlen nun eine natirliche Zahl M so groR3, dass die Zahlen 0,1, ..., N unter den Zahlen
»(0), (1), ..., (M) vorkommen (¢ ist bijektiv!), also

{0,1,..., N} C{e(0),9(1),..., (M)} .
Dannist furm € Nmitm > N:

oo oo

Zago(k)—sZZCLM;@)—Z%#—Z&;@—Sg Z lak| + Zak_s <§+§:5
k=0 k=0 k=0 k=0 E=N+1 k=0




Wir haben also gesehen:

Eine absolut konvergente Reihe > a4, ist gegenuber einer Umordnung ihrer Summanden unemp-
findlich. Ganz anders ist die Situation, wenn Y a;, zwar konvergiert, aber > |ax| nicht konvergiert.
Eine solche Reihe nennt man gelegentlich auch bedingt konvergent

Wir flihren zunachst folgende Bezeichnungen ein:
Fir ar € R, k € Ny, sei

+ | oar ,fallsar>0 - 0 Jfalls ap, >0
a’f{ 0 ,fallsar <0 und - a; = —a, ,fallsa; <0,

dann gilt offenbar (k € Ny)

(%) ap = az —a
und

(xx) lak| = a: +ay,

Bemerkungen:

€) E.ine Reihe 3 ay, ax € R, ist genau dann absolut konvergent, wenn Y a;” und }" a,  konver-
gieren.

(b) Ist > as konvergent (a;, € R), aber nicht absolut konvergent (also nur bedingt konvergent),
dann sind Y~ a; und 3" a; beide divergent.

Beweis :

(a) folgt sofort aus (xx), da nur nicht negative Summanden auftreten.

(b) Ware eine der Reihen >"a;"; 3" a, konvergent, dann folgt aus a7 = ay + a;, bzw. a; =
a; —ay, dass auch die andere konvergiert. Wegen |ay| = a} +a,,, ware dann auch " |ay|
konvergent im Widerspruch zur Voraussetzung.

0

Der folgende erstaunliche Satz geht auf P.G.L.Dirichlet (1837) zurlck.

10.4.4 Satz

Ist > ax, ar € C, eine bedingt konvergente Reihe, dann gibt es eine Umordnung } a, ), die
divergiert.

Beweis :

(a) Seizunachst a, € R, k € Ny.
Dann sind die Reihen Y~ a;” und 3" a; beide divergent und da a;f > 0 und a; > 0 gilt,
sind ihre Teilsummen insbesondere nach oben nicht beschrankt.
Zur Vereinfachung setzen wir p;, := a; und g := a, . Nun bestimmt man induktiv (rekursiv)
eine Folge (y(k)) natlrlicher Zahlen mit (k) < ¢(k + 1), so dass fur alle k¥ € Ny gilt

pot+pit.. tpory>k+taotat..



und betrachtet die Reihe

(*) Do +P1+ ..o FDp) =G0 T Ppo)+1 T - T Do) — 41 T Pp(1)+1 T - -+,

dann ist diese eine Umordnung der urspriinglichen Reihe, die offensichtlich divergiert, da
ihre Partialsummen nicht beschréankt sind, denn die Partialsumme der Reihe (x), deren
letzter Summand gy, ist.

(b) Seijetzt a; € C. Wegen
lak| < |Reax| + [Im ay|

kdnnen Y |Reag| und > |Im ax| nicht beide konvergieren.

Ist etwa > |Reay| divergent, dann gibt es wegen der Konvergenz von > Re a; hach (a)
eine Umordnung } | Reay ), die divergiert.

Unabhangig vom Konvergenzverhalten von 3 I'm a (), ist dann ) a,x divergent.

Beispiel:
Wir erlautern den Satz am Beispiel der alternierenden harmonischen Reihe:

Hier ist also
1
(p07p17p27"'>: 1157
11

1

5

1
(QO7Q17a27 .- ) - (27 17 67 .- )

Hier nimmt man zunéchst so viele positive Glieder in ihrer natirlichen Anordnung

Dk k €Ny

To%k—1’
so, dass ihre Summe die Zahl 1 zum ersten Mal Uiberschreitet, danach subtrahiert man so viele

Glieder
1

T 2%

(d.h. man addiert Glieder -5;), bis die Summe dieser Glieder und der bislang aufgelisteten Glieder,
die 1 zum ersten Mal unterschreiten. Im nachsten Schritt nimmt man von der ndchsten positiven
Glieder so viele, dass 2 Uberschritten wird, dann wieder negative bis die 2 zum ersten Mal unter-
schritten wird. Entsprechend geht man fiir jede der Zahlen 3,4,5,. .. vor. Die ersten Schritte lassen
sich folgendermal3en darstellen

gk

(QRUE S U U L U S
3 25 79 41 4743 a5 T
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———
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Berechnet man mit s,, die Partialsummen dieser Reihe und ist C > 0 beliebig vorgegeben, so
wahlt man zunéchst eine natirliche Zahl m > C und ist dann sy diejenige Partialsumme, welche
die natirliche Zahl m + 1 zum ersten Mal Uberschreitet, so gilt nach Konstruktion (insbesondere
|— %<1, keN)

Sp>m>C



fur alle n > N. Die Folge (s,,) ist also nicht beschrankt und damit nicht konvergent.
Man beachte, dass die negative Summanden

1 1 1
27 4 6
der Ausgangsreihe zwar alle auftauchen, aber ,immer spater”.

Nennt man eine konvergente Reihe 3" ax, a € K, unbedingt konvergemivenn auch jede Umordnung
konvergiert und zwar mit derselben Summe wie die Ausgangsreihe, so kann man jetzt sagen:

10.4.5 Satz (Dirichlet, 1837)

Eine Reihe > ai, ar € K, ist genau dann absolut konvergent, wenn sie unbedingt konvergent ist.

Beweis :
Nach dem kleinen Umordnungssatz konvergiert fiir eine absolut konvergente Reihe jede Um-
ordnung mit derselben Summe wie die Ausgangsreihe. Eine absolut konvergente Reihe ist also
unbedingt konvergent.

w—
Sei also umgekehrt Y |ax| nicht konvergent, s.h. wéare " a;, nicht absolut konvergent, dann
gibt es nach Satz 10.4.4 eine Umordnung, die divergiert, das ist ein Widerspruch zur Voraus-
setzung, dass jedeUmordnung konvergiert.

O

Ubungsaufgabe:
Man zeige: Eine Reihe Y ay, ist bereits dann unbedingt konvergent, wenn jede ihre Umordnungen
konvergiert (Uber die Summen dieser Umordnungen braucht man nichts vorauszusetzen).

Fir reelleReihen >_ ay, a € R, die nun bedingt konvergieren, hat B.Riemann in seiner beriihmten
Gottinger Habilitationsschrift (1854, verdffentlicht erst 1866/68) bewiesen, dass man sogar durch
geeignete Umordnung der Summanden eine mit einer beliebigen Summe konvergente Reihe er-
halten kann.

10.4.6 Satz (Riemannscher Umordnungssatz)

Ist > aj eine bedingt konvergente reelle Reihe (d.h. a;, € R) und ist s € R beliebig, dann gibt es
eine Umordnung ) a, ) mit

Z Ap(k) = S -

k=0

Der Beweis ist eine Modifikation des Beweises des Satzes von Dirichlet. Einen Beweis findet man
z.B. in Mangoldt/Knopp:, Einfuhrung in die lbhere Mathematik”, Band 2, 80, S.223iehe Literaturver-
zeichnis). Weitere Verallgemeinerungen findet man in ,Reihen-Knopp*.

Fir eine konvergente Reihe > ax, ar € C, die nun bedingt konvergiert, gibt es die Mdglichkeit,
dass

>~ Re(ay) konvergiert und > I'm(ay) bedingt konvergiert oder, dass

>~ Re(ay) bedingt konvergiert und > I'm(ay) konvergiert oder, dass

> Re(ay) und 3" I'm(ay) bedingt konvergieren.



In den ersten beiden Fallen erhalt man als mdégliche Summen der Umordnungen jeweils eine Ge-
rade vom Typ

s+Ri:={s+ri;reR}; bzw. R+ti:={r+ti; reR} s,teR,
oder ganz C (im dritten Fall).

Aufgabe:
Geben Sie eine (bedingt konvergent) Reihe Y ax, ax € C an, so dass fir die Menge S der mogli-
chen Summen der jeweiligen Umordnung gilt

S=R+i.

Wir wollen uns noch abschlieend mit der Multiplikation von Reiherbeschéftigen.
Hat man zwei endliche Summen etwa

Spi=ag+ar+...+an; a; €K, neNg,

tm :b0+b1++bm7 bjeK7 mENO

zu multiplizieren, so hat man jeden Summanden der ersten Summe mit jedem Summanden der
zweiten Summe zu multiplizieren und die entsprechenden Produkte aufzuaddiren:

Sp * tm = aotm + altm + ...+ antm = aobg + aob1 + ...+ aobm
+ aibg+a1by +...+a1b,,
+ :
+  apbyg 4+ apby + ...+ apby,

Fir das Resultat schreibt man ja auch

S = spty, = Z arb;

0<k<n
0<j<m

Hier ist ein allgemeines Kommutativ- und Distributivgesetz enthalten:
Ob man etwa in der n x m-Matrix

aoby  agby -+ agbny,

arbg aiby -+ a1by
(*)

anbO anbl e anbm

zuerst die in den Zeilen stehenden Elemente aufsummiert, also

Zy = apbo + aogby + -+ agby,
Z1 = aibg+aibi +---+aiby,
Zn = anbO + anbl +-+ anbm

bildet, oder ab man die in den Spalten stehende Elemente aufsummiert, also

S() = a0b0+a1b0—|—-~-—|—anb0
St = aobi +aibi + -+ anbs

S, = agby +aib,, +---+anbmn,



bildet, so ist jeweils

S=>7Zr=Y_5;.
k=0

Jj=0

Etwas allgemeiner gilt:
Ordnet man alle moglichen Produkte ab; in beliebiger Weiseu einer endlichen Folge po, ..., ps
an, dann gilt

S=po+pi+...+ps.

Es liegt nun nahe das Verfahren auf die Multiplikation zweier konvergenter Reihen > a; und > by
zu Ubertragen.
Man bildet alle modglichen Produkte

akbl, ke No,l S No

und ordnet sie etwa in dem (doppelt unendlichen) Schema (0o x oo - Matrix)

(lobo ap bl (lobg
arby aiby aibs
() azby azby  azbs

an und schreibt die Produkte in (xx) als einfache Folge

Po,P1,P2y---5sPny---

d.h. in der Folge (p,,) kommt jedes Produkt a;b;, k,! € Ny genau einmal vor (wegen der Abzé&hl-
barkeit von Ny x Ny geht das immer, siehe §10.5).

Dann ist aber die Frage:

o0 o0 o0
Gilt dann immer > ay - > b = > p, (vorausgesetzt, > p, ist Uberhaupt konvergent)?
k=0 =0 n=0

Zunachst eine Sprechweise:
Sind 3" ax und > b; zwei (konvergente) Reihen, ag, b; € K, und ist (p,,) eine Anordnung der mogli-
chen Produkte aib;, k,I € Ny als Folge, dann hei3t die Reihe > (p,)n>0 €ine Produktreihevon

> ak und Y b.

Fir spatere Anwendungen (Potenzreihen) erweist sich folgende Anordnung der Produkte ajb;
nach ,Schragzeilen“ (Diagonalen)

agby agby apgbs agbs - agh, ---

S S

atby aiby agby -

(lj(i“ I(Ql’f]_
f-l:g('u

/

apby -




also besonders zweckmafig. Hier ist also
Po = agbo, p1 =aob1, p2=agb2, p3=aiby, ps=agby, ps5=aobs,

Wir setzten nun ¢y := pg = agbg und bezeichnen die Summe der durch Pfeile auf der ,n-ten
Diagonale” miteinander verbundenen Produkte mit ¢,,, also fir n € Ny:

Co = aobo
¢ = agpbr +aiby
Cy = aobg -+ a1b1 + a2b0

¢, = aob, +aibp_1+ ...+ ap—1b1 + aybg

Ein ,Summenblock” ¢,, besteht also genau aus den Produkten ab;, fir welche k£ + I = n gilt, die
also die gleiche Indexsumme haben.
Die so gebildete Reihe > ¢, hat genau alle Produkte axb;, k,I € Ny, als Summanden, denn sie
entsteht ja aus 3 p,,, indem man Summanden mit gleicher Indexsumme zusammenfasst.

[e.e]
Die so gebildete Produktreihe > ¢, mit ¢, = > agb,—r aus > a, und > b; hat einen eigenen

k=0
Namen, man nennt sie das Cauchy-Produkt

Cauchy (1821) hat schon folgendes Beispiel angegeben:
Nimmt man
(-1

VE+1

dann sind > a; und Y by, beide bedingt konvergent, aber es ist

ak:bk: k‘ENo,

1 1 1 1 1
h=--)"l—m—mt—=—=+ .. ——] .
- (ﬁwﬂ Nl Wﬂﬁ)
Ersetzt man in der Klammer jeden Radikanden durch gré3ten von ihnen, also n + 1, so ergibt sich

|cn|2n7+1:1_
(n+1)2

Daher kann die Cauchy-Produkt-Reihe > ¢,, von 3" a; und > b, nicht konvergieren. Wenn jedoch
die Ausgangsreihen > a; und >_ b; beide absolukonvergieren, dann konvergiert jede Produktreihe
>~ p, auch absolut, und es gilt

oo o0 oo
dar-d b= pn.
k=0 =0 n=0

Insbesondere gilt auch
o0 o0 o0
Y b= e
k=0 =0 n=0

Dies ist der Inhalt des folgenden Satzes.

10.4.7 Satz (Produktreihensatz)

Sind die beiden Reihen > a; und 3" by, ax, b; € K, absolut konvergent, dann ist auch jedeProduk-
treihne > p,, absolut konvergent, und es gilt

an = Zak'zbl .
n=0 =0

k=0



oo
Insbesondere ist die Cauchy-Produktreihe 3" ¢, mit ¢, = > apb,—; absolut konvergent, und es

gilt

k=0
o0 o0 o0
D en=D ar-) b
n=0 k=0  1=0

Beweis : Sei Y p, irgendeine Produktreihe von > a; und > b; und o,,, = Y p, eine Partialsum-
n=0

me.
Ist dann ¢ der grof3te Index der Zahlen a; und b; aus denen die Partialsumme o, gebildet
werde, so ist

A

m
ol <D Ipal < laobo| + .. + laobg|
n=0

+ |a1b0\+...+|a1bq|

+  lagbo| + ... + |aghq|
q q
= D _laxl-3_Ibl.
k=0 =0
Wegen der vorausgesetzten Konvergenz von Y |ax| und > |b;| folgt nach dem Beschrénkt-
heitskriterium, die absolute Konvergenz von > p,,,denn fir alle m gilt

m

Dolpal <D larl- > Il -
n=0 k=0

=0

Nach dem kleinen Umordnungssatz haben dann alle Produktreihen die Summe s := Y p,.
n=0

Um s zu ermitteln bilden wir eine spezielle Produktreihe > g,,, indem wir die Produkte gemaf
dem folgenden quadratischen Schema anordnen und zusammenfassen:

apbo agpby apbs
! !

aq bO — ax bl aq bg
!

agby < azxby — agby

Dann konvergiert die Partialsumme
q0 + q1 + e + Q(m+1)2_1 = (aoal + R am)(bo + b1 + ...+ bm)
einerseits gegen
>y b
k=0 =0
nach dem oben Bewiesenen aber ebenfalls gegen s, so dass in der Tat gilt

S:Zak-Zbl.
=0

k=0

Speziell gilt fur die Cauchy-Produkt-Reihe

0o 00 00
D en=2 ak) by
n=0 k=0 =0



(dabei ist ¢,, = Z arbn—k)-
=0

10.4.8 Beispiele und Bemerkungen

1)

)

3)

(4)

Die Cauchy-Produkt-Reihe " ¢,, konvergiert bereits dann schon gegen > a- > b; (allerdings
k=0  1=0

i.A. nur bedingt), wenn nur eineder beiden Reihen > a; oder > b; absolut und die andere nur

bedingt konvergiert. (Satz von FMertens(1875), siehe Reihen-Knopp S.330/331)

Ist das Cauchy-Produkt > ¢,, der beiden konvergenten Reihen > a; und > b; selber konver-

gent, so gilt auch
Yo=Y a Zbk
k=0

n=0
(Satz von Abel, 1826)

Hierflr werden wir spater mit Hilfe des Abelschen Grenzwertsatzegen einfachen und durch-
sichtigen Beweis geben.

Wir wissen, dass die geometrische Reihe Y 2* fiir = € C genau fur |z| < 1 konvergiert, und
dass dann gilt

o

>

k=0
Bildet man das Cauchy-Produkt der Reihe mit sich selbst, so erhalt man

(l—lz) Z Zz _2”4'1)2", lz] <1
n=0

k=0

und etwas allgemeiner fiir alle k € Ny und alle z € C, mit |z| < 1

2 ()2 ()

n=0 n=0

Funktionalgleichung von exp

Wir wissen, dass die Exponentialreihe ) %+ fur alle z € C absolut konvergiert. Nach Definition

ist fir z € C
Zk

exp(z) := k—

TTMS

Ist nun w € C und
wl

cap(w) = > .

NE

l

I
o



dann ist das n-te Glied ihres Cauchy-Produktes

ZO,wn lenfl ano

T ol Ty T

G (0]

nHm . .
= @ (nach der Binomischen Formel).
n

Also gilt fur alle z,w € C

o0 Zk o0 U]l _ o0 (Z + ’lU)2
POSTED DR IED Dh Tt
k=0 =0 n=0

oder

’ exp(z) - exp(w) = exp(z + w), z,weC ‘

Das ist die FunktionalgleichundgAdditionstheorem) der exp-Funktion. Sie gilt fir komplexe wie
fur reelle Argumente. Sie hat wichtige Konsequenzen, z.B. folgt aus ihr, dass fir alle z € C gilt

exp(z) #0 und  (exp(z))~! = exp(—2) .

Wir werden uns mit der exp-Funktion, insbesondere der mit reellen Argumenten, demnéchst
ausfuhrlich beschaftigen.

10.5 Abbildungen, AbzAhlbarkeit

In allen Teildisziplinen der Mathematik und ihren Anwendungen, sogar im taglichen Leben, ist der
Begriff der Abbildungoder Funktionvon zentraler Bedeutung. Wir haben ihn schon mehrfach —-mehr
oder weniger explizit— verwendet und gehen davon aus, dass er der geneigten Leserin / dem ge-
neigten Leser hier nicht zum ersten Mal begegnet.

Wir stellen die wichtigen Grundtatsachen zusammen. Der Abbildungsbegriff hat im Laufe seiner
historischen Entwicklung (Fermat, Descartes, Leibniz, Euler, Dirichlet) viele Abanderungen erfah-
ren, eine exakte Definition fihrt ihn auf Grundbegriffe der Mengenlehre zurtick.

Wir wollen den Abbildungsbegriff im Sinne der folgenden Arbeitsdefinition verwenden:

10.5.1 Arbeitsdefinition

Seien X und Y beliebige Mengen. Eine Abbildung (oder Funktion) f von X nachY (oder inY) ist
eine Vorschrift, die jedem Element x € X genau ein Element y € Y zuordnet.

Schreibweise: f: X - Y
Sprechweise: f ist Abbildung von X nach Y

Das dem Element = € X in eindeutiger Weise durch f zugeordnete Element y wird auch mit f(z)
bezeichnet, f(z) hei3t auch das Bild von x unter f oder der Wert von f an der Stelle x.

Um Verwechslungen zu vermeiden, wird die Zuordnung von z zu f(z) mit einem gesonderten Pfeil
bezeichnet:

x— fx).



Die Menge X heil3t der DefinitionsbereictDefinitionsmenge) von f, die Menge Y der Zielbereich
(Zielmenge) von f und

Wi:={yeY; esqgibteinz e X mity = f(z)}

der (exakte) Wertebereich von f oder die Bildmenge von f oder kurz das Bild von f, andere Be-
zeichnung: f(X).
Das Element x € X nennt man auch Argument vonf.

Man beachte, dass die Falle X = () oder Y = () nicht ausgeschlossen sind. Ist X = (), dann gibt es
genau eine Abbildung von X nach Y, namlich die leere Abbildung @ : ) — Y.

Ist aber Y = 0 und X ## (), dann kann es offensichtlich Giberhaupt keine Abbildung von X nach Y
geben.

Fir die Menge aller Abbildungen f : X — Y verwendet man haufig die Bezeichnung Abb(X,Y).

Ist f: X — Y eine Abbildung, so heif3t
G(f) = {(z.y) € X xV; y = f(2)} = {(x, f(x)) X x Y; z € X}

der Graphvon f. Insbesondere Im Fall X ¢ R und Y = R veranschaulicht man sich Funktionen
(Abbildungen) f : X — Y mit Hilfe des Graphen. Beispiele hierzu haben wir schon genigend
kennen gelernt. Auch im Fall X ¢ R x R und Y = R kann man sich eine Abbildung f : X — Y
haufig durch ihren Graphen veranschaulichen.

Was schreibt man hin, wenn man eine Abbildung anzugeben hat?

Dazu einige Formulierungen zur Auswahl (frei nach JANISCH: LINEARE ALGEBRA):
Als Beispiele betrachten wir die Abbildung f von X = Z nach Y = Ny, die jeder ganzen Zahl x ihr
Quadrat z2 zuordnet. Dann kann man schreiben:

Sei f : Z — Ny die durch f(z) = 2 fur alle x € Z gegebene Abbildung oder kurzer:
Sei

f:7Z — Ny, diedurch

r 1’2

gegebene Abbildung oder noch kiirzer:
Betrachte

f+Z — N,

r = T .



Manchmal ist es gar nicht nétig, der Abbildung einen eigenen Namen zu geben, in unserem Bei-
spiel kdnnte man einfach

Z—>N0,
xr—>x2

schreiben, was sicherlich praktisch und suggestiv ist.

Die Aufgabe von Definitionsbereich, hier X = Z, und Zielbereich, hier Y = Ny, kann man sich aber
nicht ersparen, und es ist auch nicht zulassig, unsere Abbildung einfach z2 zu nennen. x2 ist der
Wert unserer Abbildung an der Stelle = oder das Bild von z unter der gegebenen Abbildung, aber
nicht die Abbildung selber. Sprechweisen, wie ,die Funktion z2* sind in der Literatur jedoch tblich.
aber nicht gut.

Fir den Begriff ,Abbildung“ verwendet man als Synonym héaufig auch die Bezeichnung ,Operator”,
»Jransformation“ oder ,Funktion®, insbesondere, wenn Y = R oder Y = C gilt. Man spricht dann
auch von einer ,reell-* bzw. ,komplexwertigen“ Funktion.

Der Begriff ,Abbildung” stammt eigentlich aus der Geometrie, wo man spezielle Abbildungen wie
Projektionen Drehungeroder Translationerbetrachtet.

10.5.2 Einfache Beispiele und Bemerkungen:

(1) Wir haben §10.5.1 ,Arbeitsdefinition genannt, weil die ,Vorschrift* und ,Zuordnung“ undefiniert

sind. Glaubt man an die Mengenlehre und ihre Axiome, so kann man den Begriff ,Abbildung*
exakt definieren:
Seien X und Y beliebige Mengen. Eine Teilmenge f C X x Y heil3t Abbildungvon X nach Y,
wenn es zu jedem z € X genau einy € Y mit (z,y) € f gibt. Dieses y wird mit f(z) bezeichnet
und man schreibt wieder: f : X — Y. Bei dieser Definition wird also eine Funktion mit ihrem
Graphen identifiziert.

(2) Abbildungen f : X — Y werden haufig dadurch definiert, dass man ein ,Verfahren“(Rechen-
Ausdruck, Algorithmus) angibt, mit dessen Hilfe man f(z) fir jedes € X aus x berechnen
kann (vgl. etwa f : Z — Ny, z — z2).

(3) Die Abbildung (Funktion) f : R — R mit

z, fallsz >0,
f(z) = { —z, fallsz <0,

ist eine andere Schreibweise fir die ,Betragsfunktion”

'R — R,

(4) Die Abbildung

dy : X — X

r = I

heil3t Identitaitauf X (oder identische Abbildung auf X)



(5)

(6)

(7)

Sind X und Y nicht leer und ist b € Y fest gewabhlt, dann ist

X — Y

T — b

eine konstante Abbildungmit dem Wert b).

Ist X eine endlicheMenge (vgl. §2.1.6), dann kann man eine Abbildung f : X — Y dadurch
definieren, dass man fir jedes x € X das Bild f(z) € Y explizit mit einer Wertetafel angibt:
X ={1,2,3}, Y = {1,2}, etwa

oder
X ={1,2,3} r: 1 2 3
Ll
Y ={1,2} fl): 2 1 2
oder kurz:
z|1 2 3
fl@)|2 1 2

Abbildungen spielen auch bei Anwendungen der Mathematik eine zentrale Rolle:
(a) Der Weg s, den ein Korper beim freien Fall zurlicklegt, hangt von der Fallzeit ¢ ab:
_ 9
s(t) = 2t
(9 = Erdbeschleunigung).

(b) Die Schwingungsdauer T' eines mathematischen Pendels wird bei kleinen Auslenkungen

von der Pendellange [ bestimmt:
l
T()=2my[—.
(1) \/;

(c) das Volumen V eines idealen Gases hangt vom Druck p und der Temperatur 7" ab:
T

(c eine Konstante).

(d) Die Anziehungskraft F' zweier Massen m und M héngt von m und M und ihrem Abstand

r ab.
mM

F:*yr2

(v Gravitationskonstante).

Die Beispiele —auch aus anderen Naturwissenschaften— lie3en sich beliebig fortsetzen.



(8)

Definitionsbereiche fir die genannten Abbildungen (Funktionen) findet man in Physikblichern
selten oder gar nicht.

Sie sollten dann immer davon ausgehen, dass die Autorin / der Autor einen der folgenden
Standpunkte einnimmt.

(a) Der Definitionsbereich ergibt sich aus dem Zusammenhang, oder

(b) Die Abbildung(Funktion) ist Gberall dort definiert, wo der angegebene Funktionsausdruck
(Funktionsterm) f(x) sinnvoll gelesen werden kann, z.B.

f(x) :é auf R —{0}.

(c) Der Definitionsbereich spielt fir das, was Uber die Abbildung f zu sagen ist, keine Rolle.

Halten wir deshalb nochmals fest:

Zur Definition einer Funktion(Abbildung) gehdren ein Definitionsbereich, ein Zielbereich und
eine wie auch immer gegebene Zuordnungsvorschrift.

Gleichheit bei Abbildungen:
Zwei Abbildungen f : X — Y und g : A — B heil3en gleich -in Zeichen f = g¢- wenn
X =AY =Bund f(z) = g(x) fur alle z € X gilt.

Es sind z.B. die Abbildungen

f*R — R und g:R — R,

r 1’2 Tr I’Z

im Sinne unserer Definition verschieden, obwohl sie durch die gleiche Abbildungsvorschrift
gegeben sind.
Sie haben auch unterschiedliche Eigenschaften, wie wir gleich sehen werden.

Ob zwei Abbildungen gleich sind, ist manchmal nicht einfach zu entscheiden:
Sei z.B.

f: R — R, g: R — R,
1 1
T §x2+x—2, r i(x—i—l—i—\/f)(a:—&—l—\/}),
dann sind Definitions- und Zielbereich von vornherein gleich, und es gilt f(z) = g(z) fur alle

x € R, wie man durch Multiplizieren der rechten Seite im Funktionsausdruck fiir g sofort sieht.
Komplizierter ist es im folgenden Beispiel:

AR — R, g: R — R,

r +— sin2x, r +— 2sinxzcosx.

Aufgrund des Additionstheorem#ur sin gilt aber sin 2x = 2sinz cosx fur alle x € R, also f = g.
Um die Notation jedoch nicht unndétig zu komplizieren, unterscheidet man aber hdufig nicht
zwischen der Abbildung f : X — Y und der Abbildung g : X — f(X), die durch g(z) := f(z)
fur x € X definiert ist.

Das hat gute Griinde, wie wir im Zusammen hang mit der Umkehrabbildung sehen werden.



(9) Einschrankung einer Abbildung:
Ist f: X — Y eine Abbildung und X, C X eine Teilmenge, so heif3t die Abbildung

fo: Xo — Y,
x —  fo(z):= f(x)

die Einschénkung vonf auf X, und f eine Fortsetzung von f,. Haufig wird auch hier nicht zwi-
schen f und f, unterschieden.

10.5.3 Definition (injektiv, surjektiv, bijektiv)
Eine Abbildung f : X — Y heil3t

(a) injektiv, falls verschiedene Punkte aus X stets verschiedene Bilder in iy haben:
Far alle z, 2’ € X mit x # 2/ gilt f(x) # f(2');

(b) surjektiv falls f(X) =Y gilt, falls es also zu jedem y € Y (mindestens) einz € X mit f(z) =y
gibt.
Eine surjektive Abbildung f : X — Y nennt man auch eine Abbildung von X aufY (im
Unterschied zum allgemeinen Fall (Abbildung nach oder in Y));

(c) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist. f nennt man in diesem Fall auch eine Bijektion.
Die Abbildung

f: R — R,
r 1’2
ist weder injektiv, noch surjektiv, also bestimmt nicht bijektiv. Betrachtet man jedoch die Ab-
bildung

f:R+ _>R+a

r 1’2

dann ist f injektiv und surjektiv, also bijektiv. Man beachte, dass f und f durch die gleiche
Zuordnungsvorschrift definiert sind.

Aus gegebenen Abbildungen kann man neue Abbildungen konstruieren:
SeizB. f: X - Y undg: X — Z Abbildungen und f(X) =Y. Dann kann man auf das Bild f(x)
jedes Element z € X der Abbildung g anwenden und erhalt ein Element g(f(z)) € Z. Durch diese
Hintereinanderausfuhrung (erst f, dann g) haben wir eine Abbildung von X nach Z konstruiert:
X - Z
z = g(f(2)).

Wir bezeichnen diese Abbildung mit g o f und nennen sie die Kompositionvon f mit g.
Sprechweise: ,g nach f*.

g o f kann man auch dann bilden, wenn nur f(X) C Y gilt.
Man hat dann eigentlich g durch g9 = g¢|f(z) zu ersetzen, aber da gy und g auf der Teilmenge
dieselben Werte haben, erhalt man



10.5.4 Definition

Seien f: X - Y und f: Y — Z Abbildungen.

Die Abbildung i : X — Z, die fir x € X durch h(z) = g(f(x)) definiert ist, hei3t die Komposition
(Zusammensetzung von f mit g) und man schreibt

h =go f (gelesen g nach f) .

Veranschaulichung im Diagramm:

X
/ g oder k hi=gof j

Beachte: Wenn g o f definiert ist, braucht f o g nicht definiert zu sein und selbst wenn die Bildung
f o g moglichist, gilti.A. fog#go f.

Man darf g o f auch nicht mir dem Produkt g - f verwechseln, das im Fall reellwertiger Funktionen
fund g durch (g- f)(z) = g(x) f(z) definiert ist.

SoistimFall X =Y = Zund f(x) = 22 und g(x) = sinz etwa h(z) = g(f(X)) = sin(2?), aber das
Produkt ist g(x) - f(z) = sin(x) - (22).

Hat man drei Abbildungen f : X —Y,g:Y — Zund h : Z — T, dann kann man die Zusammen-
setzung

gof:X—Z hog:Z—T, ho(gof): X —T und (hog)of:X—>T
bilden.
Die Frage ist: Gilt ho (go f) = (hog) o f?

: X I
P

Diagramm:

ho(gof)

Man rechnet fir z €¢ X



Es ist also in der Tat

ho(gof)=(hog)of.
Man sagt: Die Zusammensetzung von Abbildungen ist assoziativ und lasst die Klammerung weg,
schreibt also einfach ho g o f.

Insbesondere kann man eine Abbildung f : X — X mehrfach mit sich selbst zusammensetzen,
also

fofofo...of=:f" neN,
N————

n mal
bilden.
Im Fall X =R darf man f["(z) nicht mit der Potenz
@) =f(@)-...- f(z), n €N,
—_——
n mal

verwechseln. Um den folgenden Begriff zu motivieren betrachten wir das folgende einfache

Beispiel: Die (linear-affine) Funktion

f: R —- R, Ry
rz — 2r—3
(siehe Abb.) ist injektiv, wie man sofort nach-
rechnet. Sie ist auch surjektiv. Denn ist y €
R beliebig vorgegeben, dann gibt es immer 15 R
ein (sogar eindeutig bestimmtes) x € R mit ’
f@)=y.
Wir kdnnen dieses = aus der Gleichung _37
2r -3 =y
einfach ausrechnen und erhalten
y+3
r=—
2
Fur dieses z gilt tatsachlich
flz) =20 -3 = -x;?’ ~3=
Die Funktion
g: R — R,
y+3
2

ist wieder bijektiv und hat die Eigenschaft g o f = idg und f o g = idg. g und f sind Umkehr-
funktionen(Umkehrabbildungen) voneinander im Sinne der folgenden allgemeinen Definition.

10.5.5 Definition (Umkehrabbildung)

Seien X und Y nicht leere Mengen und f : X — Y eine bijektive Abbildung. Dann gibt es eine
eindeutig bestimmte Abbildung g : Y — X mit

gof:idX und fog=idy.

g ist wieder bijektiv und heit die Umkehrabbildungvon f. Sie wird haufig mit f~! (nicht ganz
ungefahrlich!) oder auch mit f# bezeichnet.



Beweis :

(1) Zujedemy € Y gibt es wegen der Bijektivitdt von f genau eine z € X mit f(x) = y. Ordnet
man jedem y € Y diese = mit f(z) = y zu, so erhalt man eine Abbildung g : ¥ — X mit

y=f(9(y)) = fog(y) furalley e Y und x = g(f(z)) = go f(z) fir alle z € X, also
fog=idy und go f=idx .

Wegen der ersten Gleichung ist g injektiv, dann ist g(y) = g(v/'), y,y’ € Y, so folgt

Wegen der zweiten Gleichung ist g surjektiv. Denn ist x € X ein beliebig vorgegebenes
Element, dann gilt fiir das Elementy := f(z) € Y

9(y) = 9(f(x)) = (go f)(z) =z .

(2) Zur Eindeutigkeit:
Sei auch ¢* : Y — X eine Abbildung mit ¢* o f = idx und f o ¢* = idy. Dann gilt
g =g'oidy = g"o(fog)
(g"cf)og
= idxog=y.

Als Ubungsaufgabe zeige man:

10.5.6 Ubungsaufgabe

(8) Seien X und Y nicht leere Mengen und f : X — Y eine Abbildung, fur die gilt:
Es gibt eine Abbildung g : Y — X mitgo f =idx und f o g = idy, dannist f bijektiv und es
gilt g = f#.

(b) Ist f : X — Y bijektivund f# : Y — X die Umkehrabbildung, dann ist f# wieder bijektiv und
(f#)* = .

Wir werden nun den Begriff der bijektiven Abbildungbenutzen, um Mengen der Grof3enach zu
vergleichen. Eine grobe Einteilung der Mengen ist eine Einteilung in

e endliche Mengen
e unendliche Mengen

Dabei werden wir sehen, dass es bei den unendlichen Mengen auch noch Abstufungen in der
Grollenordnung gibt. Es gibt z.B. abzéhlbar-unendliche Mengen, typisches Beispiel ist die Menge
N der natirlichen Zahlen, und dberabzhlbare Mengertypisches Beispiel ist die Menge R aller re-
ellen Zahlen.

Ohne zu zahlen, ja ohne Uberhaupt zahlen zu kbnnen, kann man feststellen, ob in einer Stral3en-
bahn ebenso viele Sitzplatze wie Fahrgaste vorhanden sind:

Das ist genau dann der Fall, wenn jeder Sitzplatz, mit einem Fahrgast besetzt ist und kein Fahrgast
steht.



Etwas vornehmer ausgedriickt:

Wenn es eine bijektive Abbildung der Menge S aller Sitzplatze auf die Menge F' aller Fahrgaste
gibt. Analog kann man (ohne zu z&hlen) feststellen, ob es mehr (oder weniger) Sitzplatze als
Fahrgaste gibt.

Aufgabe: Denken Sie sich in die Prahistorie zuriickgesetzt (JAger und Sammler!). Sie sitzen vor
ihrer Hohle und haben zwei Nusshaufen vor sich und sollen feststellen, welche Nusshaufen mehr
Nusse enthalt. Wie wirden Sie das (ohne zu zahlen) machen?

10.5.7 Definition (Gleichrachtigkeit, G.Cantor, 1878)

Zwei Mengen X und Y heil3en gleichméchtig(Symbol: X ~ Y), wenn es eine bijektive Abbildung
f: X =Y gibt.

Statt der Sprechweise: X und Y sind gleichméachtig (haben dieselbe Méachtigkeit) und der symbo-
lischen Schreibweise X ~ Y, sagt man auch: X und Y haben die gleiche Kardinalzahl

Schreibweise: #X = #Y.

10.5.8 Satz (Eigenschaften vop~*)
Seien X, Y, Z Mengen. Dann gilt

@ X ~X (Reflexivitat)
b) X~Y =Y ~X (Symmetrie)
) X~YudY ~Z = X~7 (Transitivitat)

In einem festen System von Mengen ist also ,~* eine Aquivalenzrelation und aquivalente Mengen
haben gleiche Machtigkeit (Kardinalzahl).

Der Beweisist offensichtlich, da f = idx bijektiv ist (a) und mit f auch die Umkehrabbildung g = 7#
bijektiv ist (b).
Sind f: X =Y undg:Y — Z bijektiv, dann ist auch die Zusammensetzung

gof:X—2Z7
bijektiv, also gilt auch (c). 0

10.5.9 Definition

Eine Menge X heif3t

(a) endlich falls X # () oder falls es ein n € N gibt mit A,, ~ X.
Dabeiist A, :={1,2,...,n}, n €N,

(b) unendlich falls sie nicht endlich ist.

Wir haben schon friher (vgl. §2.1.6) betont, dass wir die Mengen Ay := {1,...,n}, n € N, als Pro-
totypen von endlichen Mengen mit n Elementen betrachten. Hier ist #A,, = n, es sei Ay := 0 und
#A := 0. Ist X endlich, dann ist die Kardinalzahl (Machtigkeit) # X eindeutig definiert, denn es gilt



10.5.10 Bemerkung

Gibt es eine bijektive Abbildung f : A,, — X und eine bijektive Abbildung ¢ : A,, — X, dann ist
n=m (n,m € N).

Zum Beweishat man lediglich zu zeigen:
Ist o : A, — A, bijektiv, dann ist n = m.

Hier bietet sich ein Induktionsbeweis, etwa nach n, an.
Sei also fur beliebiges n € N A(n) die Eigenschaft: Fir n € N und beliebiges m € N gilt: Gibt es
eine bijektive Abbildung ¢ : A,, — A,,, dannist n = m.

A(1): Ist n = 1, dann ist notwendig auch m = 1. Fur den Induktionsschritt unterscheiden wir zwei
Falle:

1.Fall: Esist p(n + 1) = m. Dann kénnen wir eine Abbildung ¢ : A,, — A,,,_; dadurch definieren,
dass wir g(k) := f(k) fur alle k¥ < n setzen, denn fiir kein £ < n kann f(k) mit m Uberein-
stimmen, da f bijektiv ist. ¢ ist dann auch bijektiv und nach der Induktionsvoraussetzung ist
n=m—1,alsoauchn+1=m.

2.Fall: p(n+1) < m.
Dann gibt es ein k < n + 1 mit p(k) = m.

{1,2,...,k,...n+1}
Ll X
{1,2,...,k,...,on+1}
Betrachte die Abbildung 7: A, 11 — A,y mit7(k) =n+1, 7(n+1) = kund 7(j) = 5 fur
j<nj#k
7 vertauscht also die Zahlen n + 1 und & und I&sst alle Ubrige Zahlen fest (Transposition). 7

ist bijektiv (7 o 7 = id,,,,,) und damit ist auch

g:=poT:A,11 — A,

bijektiv und es gilt
gin+1) =p(r(n+1)) = (k) =m.
Nach dem ersten Fall folgt n + 1 = m. O

Als Ubung zeigen man:
(a) Ist Y Teilmenge der endlichen Menge X, dann ist Y ebenfalls endlich und #Y < #X.

(b) Sind X und Y disjunkte endlichen Mengen, d.h. es gilt X NY = (, dann ist auch X UY
endlich (das gilt auch ohne die Disjunktheit), und es ist

HXUY) = #X + #Y .

(c¢) Sind X und Y endliche Mengen, dann ist auch das kartesische Produkt X x Y endlich, und
es gilt
HX XY)=#X - #Y .



Offensichtlich ist die Menge N der nattrlichen Zahlen eine unendliche Menge. Denn wére N end-
lich, so gadbe es einn € Nmit A, ~ N.

Wegen A, ;1 € N musste dann n + 1 < n sein. Offensichtlich ist dann auch Ny = N U {0} eine
unendliche Menge und die Abbildung

f: Ny — N,
n +— n+1
ist bijektiv, also ist im Sinne unserer Definition #Ny = #N.

Noch erstaunlicher ist, dass im Sinne der Kardinalzahlen nicht mehrnatirliche Zahlen als gerade
nattrliche Zahlen gibt, denn die Abbildung

J:No — 2N,
n — 2n

ist bijektiv, also ist wieder #Ny = #(2Np).

Im Bereich der unendlichen Mengen kann also —im Gegensatz zu endlichen Mengen- Teil aus
einer Menge zu einer echten Teilmenge &quivalent sein.

10.5.11 Definition (Abzhlbarkeit)

Eine Menge X heif3t
(@) abzahlbar unendlichwenn N ~ X gilt,
(b) abzhlbar falls X endlich oder abzahlbar unendlich ist,
(c) Uberabzhlbar falls X nicht abzahlbar ist.
Man beachte, dass die Terminologie in der Literatur nicht einheitlich ist.

Eine Menge X, die endlich oder abzahlbar unendlich ist, nennt man haufig auch eine ,héchstens
abzahlbare“ Menge. Manche Autoren verwenden den Begriff ,abzahlbar* auch im Sinne von ,abzahl-
bar unendlich®.

10.5.12 Beispiele und Bemerkungen

(1) Wir wissen schon:
No~N oder #Ny=#N

(2) Erstaunlicherweise gibt es aber auch ,nicht mehr* ganze Zahlen als natirliche Zahlen.
Dass eine Menge (abzé&hlbar) unendlich ist, behandelt nicht anderes, als dass man ihre Ele-
mente als Folge schreiben kann und die Folgenglieder paarweise verschieden sind.
Die folgende Tabelle liefert eine Nummerierungler ganzen Zahlen durch die nattrliche Zahlen

No|[O[21]|2 3[4 |...[2k—1]|2k |...
Z |of1][-1]2]-2]... [k | =k ] ..

Etwas formaler: Die Abbildung f : Ny — Z mit

0, fallsn=0
f(n):= k, fallsn=2k-1
—k, fallsn =2k

fur k& € N ist bijektiv.



(3) Auch die Menge Q aller rationaler Zahlen ist abzahlbar (unendlich), also gilt auch #Q = #N.
Es gibt also nicht ,mehr” (im Sinne der Kardinalzahlen) rationaler Zahlen als nattrlicher Zahlen.

Zum Beweisordnet man zunachst die positivenrationalen Zahlen im folgenden Schema an:

1,02 3, 4 5.
1 1 1 1 1
7 /! 7 /!
1 2 3 10
2 2 2 2
L/ / /!
1 2 3.

3 3 3
e /!

1 2

4 4

L/

Lo

5

und nummeriert sie in Richtung der angegebenen Pfeile, wobei man die ungekirzten Briiche
(wie z.B. § oder 2 oder 3 oder £ etc.) tiberspringt, um ,Mehrfachaufzahlungen“ zu vermeiden.
In der Weise erhalt man eine Abz&hlung von Q%.. Q% erscheint als

11 3211
¢ = 3,...0=(1,2,=,=,3,4, =, =, -, —,... | .
Q+ (Tl,’l’27’f'3, ) ( 9 7273737 7273a4757 )
Dann ist aber
(0,7”1,77‘1,7'2,77"2,7"37...)

eine Anordnung von Q als Folge, damit ist Q abzahlbar (unendlich).

(4) Verallgemeinerung
Die Vereinigung hdchstens abzéhlbar vieler hgchstens abzéhlbaren Mengen ist wieder hdchstens
abzahlbar.

Beweis: Man muss den Beweis von (3) ein klein wenig modifizieren, da wir zugelassen haben,
dass die beteiligten Mengen auch endlich sein kénnen.

(5) Ny x Ny ist abzahlbar (unendlich). Dies hatten wir im Zusammenhang mit Produktreihen be-
nutzt, deshalb geben wir hier einen Beweis:

Man benutzt (ahnlich wie bei (4)) das erste (oder Cauchy’sche) Diagonalverfahren zur Abzahlung
der Paare (m,n) € Ny x Ny in dem doppelt unendlichen Schema

(0.0) (0.1) (0.2) (0,3) (0,n)
oSS /

(1.0) (1.1) (1.2)

(2 ())’/(2.1)’/~



(6)

0+ (0,0), 1 (0,1), 2+ (1,0), 3 (0,2), 4+ (1,1), 5 (2,0), 6 — (0,3), ...

Einfacher ist es eine bijektive Abbildung ¢ : Ny x Ny — Nj, die so genannte ,Cantor'sche
Paarungsfunktion“ anzugeben. Diese ist definiert durch

p(m,n) = %(m—i—n)(m—i—n—i—l)—f—m,

also z.B. (3,2) = & + 3 =18,
Weisen Sie als Ubungsaufgabe nach, dass die Abbildung ¢ bijektiv ist.
Eine andere Bijektion ist
P: NgxNg — Ng,
(myn) — 2™(2n+1)—-1,
dabei gibt m an, wie oft ¢(m, n) + 1 den Faktor 2 enthélt und 2n+ 1 ist der ungerade Restfaktor.

Bemerkung:
Zur Abkirzung wird fur #N, der hebraische Buchstabe X, (Aleph Null) verwendet. Die merkwiirdi-
ge und befremdliche Arithmetik im Bereich der Kardinalzahlen, die z.B. in

No+1 = Np oder auch
Ng +1000 = N, oder auch
Ro+Ng = Ny

zum Ausdruck kommt, wurde in der Vorlesung im Rahmen der ,mathematischen Folklore* am
Beispiel von Hilberts Hotelillustriert. (Es kommt 1 weiterer Gast, es kommen nochmals 1000
Gaste, es kommen nochmals abzahlbar unendlich viele Gaste, es kommen abzahlbar viele
Busse mit jeweils abzéhlbar vielen Gasten.)

Wenn also abzahlbar unendliche Vereinigungen von abzahlbar unendlichen Mengen wieder abzahl-
bar sind, ist dann Giberhaupt zu erwarten, dass es Uberabzé&hlbare Mengen gibt? lhre Existenz zeigt
der folgende Satz.

10.5.13 Satz

Ist A:={0,1} und F := Abb(Ny, A) die Menge aller 0-1-Folgen, dann ist F' Uberabzahlbar.

Beweis : F' besteht aus Folgen, als deren Glieder nur die Elemente 0 oder 1 auftreten, z.B. ist

(1,0,0,0,...) € F oder (0,1,0,0,...) € F oder (1,1,0,0,0,...) € F.
Ware F' nun abzéahlbar, dann muisste sich F' als Folge (von Folgen) schreiben lassen, etwa
F= (f07f1af27"') )
wobei jedes f; eine 0-1-Folge ist, etwa (j € No)

fo = (foo, fo1, fo2,...)  mit fo; € {0,1}
f1 = (fio, fi1, fiz,-..)  mit fi; € {0,1}
f2 = (f20, fo1, fo2,...)  mit fo; € {0,1}

fn:(ana.];‘nlafn%”‘) mit fnj G{Oal}



Wir konstruieren nun ein Element ¢ € F, d.h. eine 0-1-Folge, die in obiger Auflistung nicht
vorkommt. Wir setzen namlich fir n € Ny

|1, falls f,, =0,
I = 0, falls fon =1,

und betrachten g = (g0, 91,---,9n,-..), dann ist offensichtlich ¢ € F, aber g kommt in obiger
Aufzahlung nicht vor (weil g,, # f,,, fur alle n € Ny gilt).
Dieser Widerspruch zeigt, dass F' in der Tat Uberabzahlbar ist.

Einer Folge f = (fo, f1,-..) € F kann man den Dezimalbruch

f1 fo fn
= ... 1
Ty 101+102+ +10"+ E[O, [

zuordnen.

Da die Dezimalbruchdarstellung einer reeller Zahl r € [0, 1 eindeutig ist, ist diese Abbildung injek-
tiv. Daher ist das Bild ¢(F') C [0, 1] eine Uiberabz&hlbare Teilmenge, also ist [0, 1] selber Uberabzahl-
bar.

Offensichtlich ist dann auch ]0, 1 Gberabzahlbar und da durch

v:]0,1] - R
x = 777

eine bijektive Abbildung definiert wird, haben wir:

10.5.14 Satz

Das Intervall ]0, 1] und die Menge R der reellen Zahlen sind tiberabzahlbar.

10.5.15 Aufgaben
(&) Zu je zwei offenen Intervallen
la,b[ (a,b € R, a < D) und le,d[ (c,d € R, ¢ < d)
gebe man eine Bijektion f :]a, b[—]c, d[ an.

Kann man die Bijektion auf die abgeschlossene Intervalle festsetzen?

(b) Man zeige: Alle echten Intervalle (d.h. Intervalle, die mindestens 2 Punkte enthalten) sind
Uberabzahlbar und haben die gleiche Machtigkeit wie R.

10.5.16 Folgerung

Die Menge R — Q der irrationalen Zahlen ist Uberabz&hlbar.

Beweis: Denn wenn R — Q abz&hlbar wéare, dann wéare auch (R — Q) U Q = R abzéahlbar.



10.5.17 Definition (algebraische Zahl)

Eine komplexe Zahl « heil3t algebraischwenn es ein n € Ny und Zahlen ay,...,a, € Z gibt, die
nicht alle gleich Null sind, so dass

"™ + ap_10™" V+ . +ag=0

gilt.
M.a.W.: « ist genau dann algebraisch, wenn es ein Polynom P € Z[X], P # 0 gibt mit P(«) = 0.

A := {a € C; « algebraisch}

ist ein Korper (Unterkdrper von C; Der Beweis ist nicht ganz elementar!) und heif3t Kdrper der
algebraischen Zahlen

Eine komplexe Zahl, die nicht algebraisch ist, heil3t transzendent

10.5.18 Aufgabe

Man erhdlt die selbe Menge A, wenn man Polynome @ € Q[X], @ # 0, zur Definition verwendet.

10.5.19 Beispiele
(a) Die imaginare Einheit 7 ist algebraisch, da fir P = X2 + 1 € Z[X] gilt
Pli)=i*+1=(-1)+1=0.

e (2)

ist algebraisch, da fur P = 28 — 1 gilt P((g) = 0.

(b) Die achte Einheitswurzel

(c) Jede rationale Zahl ist algebraisch, dennistr € Q, dann ist r Nullstelle des Polynoms P = z—r.

(d) Die nicht rationale Zahl (Goldener Schnitt!)
1+5
9=

=1,618033988. ..

ist algebraisch, denn sie ist Nullstelle des Polynoms
P =X?%—- X —1 (nachprifen!)

(e) a;= V2 + /3 ist algebraisch, denn « ist eine Nullstelle des Polynoms
P =X*-10X?+1 (nachrechnen!)

Gibt es Uberhaupt komplexe Zahlen die nicht algebraisch sind, d.h. gibt es transzendente Zahlen?
Ohne dass man jemals eine transzendente Zahl gesehen hat, ergibt sich ihre Existenz am



10.5.20 Satz

Die Menge A aller algebraischen Zahlen ist abzéhlbar(unendlich)

Beweis : Fir n € Ny sei
A, = {a€A; a ist Nullstelle eins nicht-trivialen Polynoms P € Z[X] vom Grad < n,
fur dessen Koeffizienten gilt |a,,| + |apn—1| + ... + |ag| < n.}

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat ein Polynom vom Grad n hochstens n Nullstellen.
A, ist daher abzéahlbar, sogar endlich. Offensichtlich gilt

Als abzahlbare Vereinigung endlicher Mengen ist A daher abzahlbar.

Der folgende Satz zeigt, dass die ,Masse" der komplexen Zahlen transzendent ist.
Satz:Die Menge T = {z € C; z transzentent } ist Uberabzahlbar.

Beweis:Es gilt C = AUT. Da A abzé&hlbar, ist die Menge T der transzendenten Zahlen Giberabzahl-
bar (sonst ware C abzéahlbar!).

Bemerkung:
Der Nachweis, ob eine konkrete reelle oder komplexe Zahl transzendent ist, ist im allgemeinen ein
sehr schwieriges Problem.

Im Jahr 1851 konnte J.Liouoille zeigen, dass die (irrationale!) Zahl
0, 1100010000000000000000010. . .

(nach welchem Muster ist die Zahl gebildet?) transzendent ist. C.Hermite gelang 1872 der Nach-

weis, dass die Eulersche Zahl e := > % transzendent ist und C.L.F.Lindenmann konnte 1882
k=0

zeigen, das die Kreiszahl = transzendent ist. Im Jahr 1934 haben C.L.Siegel und A.O.Gelfond un-

abhangig voneinander gezeigt:

10.5.21 Satz (Siegel-Gelfond)

Ist a algebraisch, a # 0, a # 1, und ist b irrational und algebraisch, dann ist a’ transzendent.
Beispielsweise ist also 2V2 eine transzendente Zahl (2‘/5 = exp(v/21log 2)).

Den Siegel'schen Beweis findet man in C.L.SIEGEL , TRANSZENDENTE ZAHLEN®, BI-TASCHENBUCHER,
NR.137, BBLIOGRAPH. INSTITUT, MANNHEIM 1967.

Nach dieser kurzen Lektlre werden Sie feststellen, dass explizite Transzendenzbeweise ein hartes
Geschaft sind.

Da N bzw Nj als Prototypen einer unendlichen Menge abzéahlbar ist, die Menge R der reellen Zah-
len aber Uberabzahlbar ist, ist man geneigt zu sagen, dass es ,mehr” reelle Zahlen als natirliche
oder auch rationale Zahlen gibt. das ,mehr* kann man mit folgenden Definition prazisieren:



10.5.22 Definition (strikt kleinere Machtigkeit)

Seinen X und Y Mengen. Man sagt X ist von strikt kleineren Machtigkeit als Y, in Zeichen
#X < #Y, falls es eine injektive Abbildung ¢ : X — Y aber keine bijektive Abbildung von X
auf Y gibt.

Beispiel: #N = #Q < #R.
Frage: Kann man zu jeder Menge X eine Menge Y mit #X < #Y konstruieren?

Ist X eine endliche Menge, etwa
X=A,={1,2,...,n}, neN,

und ist Y die Potenzmenge von X, also die Menge aller Teilmengen, dann hat Y 2™ Elemente, die
Elementenanzahl wachst also exponentiell.

G.Cantor hat nun gezeigt, dass fir jedeMenge X die Potenzmenge P(X) := {A; A C X} eine
echt groRere Machtigkeit als X hat.

10.5.23 Satz (von Cantokiber die Machtigkeit der Potenzmenge)
Ist X eine beliebige Menge. P(X) = {A, A C X} ihre Potenzmenge, dann gilt #X < #P(X).

Beweis : OBdA kdnnen wir X # () voraussetzen. Wir betrachten die Menge F' der auf X definierten
Funktionen, die nur die Werte 0 und 1 annehmen.

Ordnet man jedem z € M die Funktion f, : M — {0, 1} mit

1, fallsy =z,

fa(y) = { 0, fallsy# ,

zu,dannist X ~ {f,; x € X} C F. X ist jedoch nicht zur ganzen Menge F' aquivalent. Denn
sonst gébe es eine bijektive Abbildung = — £(*) von X auf F. Die Funktion f : X — {0,1} mit

L[ 1, falls f®)(z) =0,
fla) = { 0, falls f@(z) = 1,

gehort zu F, stimmt aber mit keinem £ {iberein.

X und F sind also nicht gleich machtig und F' hat eine groRere Machtigkeit als X. Definiert
man nun als charakteristisch&unktion einer Teilmenge A C X die Funktion

() = 1, fallsz € A,
XA = 0, fallsz ¢ A,

dann liefert offenbar die Abbildung A — x 4 eine Bijektion von

P(X)—{xa; ACX}=F.



Bemerkung:
Die Konstruktion kann man naturlich wiederholen und etwa P(P(X)) bilden etc. Sie zeigt, dass
im Bereich der unendlichen Mengen noch unendlich viele Abstufungen in der Machtigkeit dieser
Mengen gibt.

D.Hilbert hat 1900 auf dem Internationalen Mathematikkongress in Paris die Frage gestellt:
Um wieviel groRer als N ist R?

Die so genannte Kontinuumshypothese (CHyesagt, dass die Kluft zwischen N und R minimal ist.
Sie besagt namlich:

Kontinuumshypothese (CH; G.Cantor, 1878) Es gibt keine Menge X mit #N < #X < #R.

Man kann die Cantor'sche Kontinuumshypothese auch so ausdriicken: Jede Teilmenge M C R ist
abzahlbar oder gleichméchtig zu R.

Die Antwort auf die Frage, ob CH richtig oder falsch ist, ist beunruhigend, denn es gilt

Fundamentalsatz der Mengenlehre
Die Kontinuumshypothese ist weder beweisbar noch widerlegbar (im Rahmen des der Mengen-
lehre Ublicherweise zu Grunde gelegten Axiomensystems).

Der Beweis beruht auf zwei S&aulen:
Bereits 1938 hat Kurt Gddel gezeigt, das —(CH) nicht beweisbar ist, d.h. CH ist nicht widerlegbar,
und 1963 hat Paul Cohen gezeigt, dass CH selber nicht beweisbar ist.



lll. Stetigkeit, Grenzwerte bei Funktionen

,Natura non facit saltus“ (Die Natur macht keine Spriinge), dieser Anspruch von Raoul Fournier
(1627) galt lange bei der mathematischen Behandlung von Naturvorgdngen. Bei der Anwendung
des Funktionsbegriffs auf Probleme der Naturwissenschaften z.B. auf Bewegungsvorgénge in der
Physik, aber natirlich auch bei innermathematischen Anwendungen des Funktionsbegriffs, kann
man feststellen, dass die betrachteten Funktionen (Abbildungen), haufig die folgende Eigenschaft
haben:

Andert man das Argument z einer Funktion f nur wenig, dann @ndern sich auch die Funktions-
werte nur wenig und zwar andert sich f(x) beliebig wenigwenn sich x geriigend wenigindert. Dies
kann man in der ¢ - ¢ - Sprache genau ausdrucken, wir kommen darauf zurlick, wir geben zurecht
fur die Stetigkeit eine andere -gleichwertige- Definition, die auf dem Folgenbegriff basiert. Der Be-
griff des Grenzwertes einer Funktididhren wir auf den Stetigkeitsbegriff zurtick.

11 Der Begriff der Stetigkeit

Wir betrachten im Folgenden Funktionen, deren Definitionsbereich D i.A. eine nicht leere Teil-
menge von C und deren Werte in K liegen, dabei ist K wie bisher immer entweder R oder C.
Verallgemeinerungen, etwa auf Abbildungen

f:D—R™ DCR" D #,

liegen auf der Hand. Systematisch kommen wir hierauf aber erst spater zurick.

11.1 Definition (Folgenstetigkeit)

SeiDcC, D#0Qund f: D — K eine Funktion.
f heil3t stetig an der Stelle « € D oder im Punkt a € D, wenn fir jedeFolge (z,) mit z,, € D und
lim x, = a, die Bildfolge (f(z,)) gegen f(a) konvergiert:

n—oo

lim f(xz,) = f(a).

n—oo

f heil3t stetig schlechthin oder stetig auf D, wenn f an jederStelle a € D stetig ist.
Ist f nicht stetig an der Stelle a € D, dann heil3t f unstetigin a.

Bemerkungen:

(&) Wegen a = lim x,, kann man die die Stetigkeit charakterisierende Bedingung auch als
n—oo

nILH;o Flan) = f (nlgrolo zn)

schreiben: Grenzwertbildung und Funktionauswertung dirfen also vertauscht werden.

(b) Die hier definierte Stetigkeit ist eigentlich die Folgenstetigkejtsie ist jedoch mit der ¢ - § - Stetigkeit
aquivalent (vgl. §11.2).



Aus den Rechenregeln fir konvergente Folgen (vgl. §8) folgt sofort:

1111 Satz

Die reelle oder komplexe Betragsfunktion, alle Polynome und rationale Funktionen sind in ihren
jeweiligen Definitionsbereichen stetig.

Wir wiederholen den Beweisetwa fur Polynome: Sei

P:C — C,

2 = am2m 4 am 12" 4. +a,
(a; € C) ein Polynom; m € Ny, a € Cund (z,), z, € C, eine Folge mit lim z, = a.
n—oo

Dann gilt auch lim z2 = a? und allgemeiner fiir jedes m € Ny

n—oo

lim 2" =a™
n—oo

und damit auch

lim P(z,) = lim (@n2™ +am_12"" "+ ... 4+ ap)

n—oo n—o0

= lim apz;' + lim am,lzflnfl +...+ag

n—oo n—oo
ama™ 4 am_1a™ " 4+ ..+ ag
P(a) .

Wir geben fur die Stetigkeit der m-ten Potenz (m € N)

pm: C — C,

z = 2™

einen direkten Beweis
Sei a € Cund (z,) eine Folge mit lim z, = a.

Als konvergente Folge ist die Folge (z,) beschrankt, es gilt etwa |z,| < C fir alle n € N. Dann gilt
auch |a| < C. Es gilt dann

‘pm(zn) _pm(a)| = |Z7T - am|
m

= [z —a) )z ™)
j=1

m
|z, — al ZC’J%C”%J

Jj=1

IN

= Klzp —a| mtK := ZC’jflCmfj .

j=1

Weil die rechte Seite gegen Null konvergiert, konvergiert auch die linke Seite gegen Null, d.h. es
gilt

lim pm(zn) = pm(a) =a™.

n—oo



11.1.2 Weitere Beispiele und Bemerkungen
(a) Die Dirichlet-Funktion ¢ : [0,1] — R mit

5(z) = 1, falls z rational,
~ 1 0, fallsz irrational,

ist an keiner Stelle a € [0, 1] stetig. Ist namlich a € [0, 1] rational, so wahlen wir eine Folge (z,,)
lim z, = qa, fir welche die x,, irrational sind. Dann gilt f(x,,) = 0, also auch

nh—>Holc f(xn) =0#1= f(a)

Ista € [0,1] irrational, so wahlen wir eine Folge (z,,) mit lim z,, = a, fur welche die x,, rational
n—oo
sind. Dann gilt f(z,) = 1, also auch

Tim_ f(e,) =1#0= f(a)

(b) Die Riemann-Funktion f : [0,1] — R mit

{ q%, falls x rational und =z = % (Darstellung gekirzt:(p., ¢.) € Ng x N),

fo) =

0, sonst,

ist unstetig in allen rationalen Punkten aus [0, 1] und stetig in allen irrationalen Punkten aus
[0,1].

Der Beweis der Unstetigkeit in den rationalen Punkten verlauft nach dem gleichen Muster, wie
bei Beispiel (a):
Ista € [0,1] N Q, dann wahlt man eine Folge (x,,) mit z,, € [0,1], z,, irrational und lim z, = a.

Dannist f(z,) =0, also auch lim f(z,)=0.

Der Beweis, dass f in allen irrationalen Punkten a € [0,1] stetig ist, sei als Ubungsaufgabe
gestellt (vgl. auch Ubungsaufgabe ??7?).

Versuchen Sie, den Graphen von f fir wenigstens fiir einige Argumente x € [0, 1] zu skizzie-
ren.

(c) Die GroRte-Ganze Funktion

[]: R — R,
x +— [r]=max{k €Z; k<a}

ist unstetig fir alle k£ € Z, stetig fur alle k € R — Z (siehe Abb.10).

Beweis :
(1) Wir zeigen, dass [ ] an jeder Stelle k € Z unstetig ist. Dazu wahlen wir die Folge ()
mit z,, := k — L fur alle n € N. Dann gilt lim z,, = k, aber mit f := [] ist

nh_)n;(}f(xn):nh_)rrgof(kj—i) =lim(k—1)=k—-1#k= f(k)

n—oo

Die Bildfolge konvergiert also nicht gegen den Funktionswert f (k).
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Abbildung 10: Skizze des Graphen vpn

(2) Wir zeigen, dass f :=[ ] an jeder Stelle a € R — Z stetig ist.
Nach der Definition von [ ] gibt es genau eine ganze Zahl k£ mit

k<a<k+1 und fla)=1[a] =k.
Ist nun (x,,) eine beliebige reelle Folge mit lim z,, = a.
n—oo

Zu $ :=min{a —k,k+1—a} > 0gibtesdannein N = N(4) € N, sodass |z, —a| < ¢
fur alle n € Nmitn > N gilt.
Nun gilt

|zn —a] <d <= a—0 <z, <a+0

und hieraus folgt wegen der Wahl von §
k<xp,<k+1
fur alle n > N. Dann gilt aber fur alle n > N
f(an) = [en] =k,

also gilt
lim flxy) =k = f(a).

Ubungsaufgabe:
Geben Sie fiir k € Z eine Folge (z,,), x, € R, fur welche lim xz, = k € Z qilt, fur welche aber

die Bildfolge f(z,) = [x,] divergiert. o

(d) Die Funktionen

- C - C, Re: C — C,

z = Z, z — Rez,

Im: C — C, |]: C — R,

z +— Imz, z = |z,



sind stetig. Denn wir wissen: Konvergiert die komplexe Zahlenfolge (z,) gegen z € C, dann
konvergiert die Folge (z,,) gegen z und die Folge Re(z,,)) konvergiert gegen Re(z) bzw. Im(z),
und die Folge (|z,|) konvergiert gegen |z|.

11.2 ¢-¢-Charakterisierung der Stetigkeit

Einleitend haben wir schon bemerkt, dass Stetigkeit von f an der Stelle x folgendes bedeutet: f(z)
andert sich beliebig wenig, wenn sich z nur hinreichend wenig andert.

Wir beweisen gleich den folgenden

11.2.1 Theorem Aquivalenzsatz ir Stetigkeit)

Ist f: D — K eine Funktion, a € D. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

(a) Fur jede Folge (z,,), z, € D, mit lim z,, = a konvergiert die Bildfolge (f(z,)) gegen f(a):

n—oo

lim_f(z,) = f(a),

n—oo

d.h. f ist (folgen-)stetig in a.

(b) Zu jedem e > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass fur alle z € D mit |z — a| < 6 gilt |f(z) — f(a)| < e.
(e -6 - Stetigkeit von f in a).

(c) Zu jeder e-Umgebung U.(f(a)) gibt es eine ¢ - Umgebung Us(a) mit

f(DNUs(a)) C Ue(f(a)) -
(Umgebungsdefinition der Stetigkeit in a.)

Beweis : Wir zeigen: (a) = (b), (b)) = (a) und (b) <= (¢).

Wir zeigen zunéchst (b) = (a):
Die ¢- 4 -Bedingung sei also erfullt und es sei (z,,) eine Folge mit z,, € D und lim z, = a.

n—oo

Zu zeigen ist: lim f(z,) = f(a). Ist ¢ > 0 beliebig vorgegeben, dann wéahle man dazu ein

4 > 0 nach Definition der ¢ - § - Stetigkeit. Weil (z,,) gegen a konvergiert, liegen in Us(a) fest alle
Folgenglieder, d.h. es gibt ein N € N, so dass fur alle n € N mit n > N gilt

zn €Us(a) <= |z, —a|<dfurn>N.
Nach Voraussetzung folgt dann f(z,,) C U.(f(a)) oder aquivalent |f(x,) — f(a)| < ¢ fur alle
n > N, d.h. lim f(z,) = f(a).

(a) = (b)
Sei also jetzt f folgenstetig in a.
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Abbildung 11:¢ - § - Stetigkeit vonf in a

Wir fuhren ein Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass die ¢ - § - Bedingung i.A. nichterfillt
ist. Dann gilt: Es gibt ein (Ausnahme) ¢, > 0, so dass fir alle§ > 0 ein z € D existiert, fir das
zwar |z — al < 4, aber |f(x) — f(a)| > £ gilt.

Wenn dies fur alle § > 0 gilt, dann gilt dieses insbesondere fur § = % n € N beliebig. Es gibt
also ein ¢y > 0 und zu jedem n ein z,, € D mit

ea—al <5 und[f@) — f(@)] 2 2

fur alle n € N.

Die Folge (x,) konvergiert offensichtlich gegen a ((%) ist eine Nullfolge), aber die Bildfolge
konvergiert nicht gegen f(a). Das ist ein Widerspruch zur vorausgesetzten Folgenbedingung.
Deshalb war unsere Annahme falsch, d.h. die ¢ - § - Bedingung ist doch erfullt, wenn f in a fol-

genstetig ist.

(b) <= (c) ist offensichtlich aufgrund der Definition des Begriffs ¢ - Umgebung bzw. § - Umgebung.
g

11.2.2 Bemerkungen und Beispiele

(@) Ist D c Rund f : D — R eine reellwertige Funktion und veranschaulicht man sich f mit Hilfe
von Graph(f), dann bedeutet die Stetigkeit von f in « folgendes:

Fur beliebiges ¢ > 0 sei
Se:={(z,y) ERxR; f(a) —e < f(a) + ¢}

der ¢ - Streifen (der Breite 2¢), dann gibt es dazu ein § > 0, so dass fir alle x € D N Us(a) gilt
f(z) € Sc, d.h. man kann den Graphen von f Uber D N Us(a) in einem Kasten von beliebig
kleiner Hohe einsperren (siehe Abb.11).

Das ¢ wird in der Regel von ¢ und der Stelle a abhangig, wahlt man ein beliebiges ¢, wird man
in der Regel auch ¢ verkleinern mussen.

Zur Veranschaulichung von Funktionen f : D — C (D < C) kann man sich zwei Exemplare
von C vorstellen, in der einen Ebene denkt man sich die Punkte von D aufgetragen (wobei



Abbildung 12: Umgebungsdefinition der Stetigkeitin

D = C sein kann), in der anderen Ebene die Bildpunkte f(z), z € D. (siehe Abb.12)

Zu einer beliebig vorgegebenen ¢ - Umgebung U, (a) mit f(D NUs(a)) C U:(f(a))

(b) Die Quadratwurzelfunktion

Vi iRy = R,
x — z

ist in jedem Punkt a € R, stetig.

Beweis : Ist « = 0 und £ > 0 beliebig vorgegeben, so kann man § := <2 wéahlen, denn wegen
der Monotonie der Wurzelfunktion gilt dann

Vi—V0=Vzr<e
furalle z mit 0 < z < €2 = 4. Ist a > 0, so formen wir zunéchst um:
xr—a
rT—vVa=——-=.
Visva= oo a
Hieraus erhalt man, dass man § := /a - ¢ wahlen kann, denn wenn |z — a| < jund z € R,
gilt, so ist
Vae
T—Va| < —=<¢.
Vz —/a Tt Ja

(c) Allgemeiner gilt: Fur jedes k € N, k > 2, ist die k-te Wurzel v Ry —R stetig.

Beweis : Wir verwenden die Ungleichung

(%) | /a— Vbl < {/Ja—b]



(d)

()

fira >0, b> 0.

Beweisen Sie die Ungleichung (x) mit Hilfe des binomischen Satzes, indem Sie
a < (Va—b+ Vb)*

fira > b > 0 zeigen.

Seien nun z,a € R, und ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Man kann 6 = ¢* wéhlen, denn es gilt

dann flir |z —a| < ¢
|z — Va| < ¥|w—a| < V5= Vek =

Wir beweisen nochmal die Stetigkeit von
[]:R — R,
= 7]
fur nicht ganzzahlige Argumente a € R.

Es gibt genau eine ganze Zahl k mitk < a < k + 1.
Man wahle
0 :=min{a — k,k+1—a} (Zeichnung!),

dann folgt aus |z —a| < &
[z] —[a] =0< ¢

fur jedes positive e.
Zu jedem ¢ > 0 kann man also stets dasselbe § wahlen.

Das zur vorgegebenen Toleranzschwelle ¢ zu bestimmende ¢ wird i.A. von ¢ und der Stelle a
abhéngen. Als einfaches Beispiel betrachten wir

f:C — C,

zZ = 22.

Wir wissen, dass f stetig ist (nach dem Folgenkriterium), geben aber nochmals zur Einuben
der Technik einen ¢ - ¢ - Beweis.

Fir z,a € C versuchen wir unter der Voraussetzung |z — a| < ¢
f(2) = fa)] = |2* - a?|

so durch einen von z unabhangigen Ausdruck nach oben abzuschéatzen, dass wir aus dem
gréReren Ausdruck die Zahl § mit der gewiinschten Genauigkeit berechnen kénnen. Es gilt

22— =|(z—a)z+a) = |z+allz—adl
< (=l +al)| ~
< (l=|+lal)s .

Aus |z —a| < dfolgt |z| — |a| < |z —a| < d also |z]| < |a| +d und |z| + |a| < 2|a|] + 4.
Wir wollen § > 0 so bestimmen, dass (2]a| + )¢ < e wird.

Da ¢ lediglich der Einschréankung § > 0 unterworfen ist, sonst aber beliebig ist, betrachten wir



)

nur Zahlen 6 mit 0 < 6 < 1.
Dann gilt
|22 — a?| < (2|a| + 6)d < (2|a| + 1)6.

Aus der Bedingung (2|a| + 1)6 < ¢ erhélt man

§<_—°
= 2]+ 1

Wahlt man daher von vornherein

€
0<déd<minql, ——— >,
_mm{ 2|a|+1}

dann folgt aus
|f(2) = fla)] < (2]al + 6)6 < (2]al + 1)é
fur alle z mit |z —a| < 0

3

f(2) = fla)l < (2lal +1) - 5

jal+1
|
Ubungsaufgabe:
Versuchen Sie nach dem gleichen Schema einen ¢ - ¢ - Beweis fur die Stetigkeit von
f:C — C,
z = 23

zu geben.

Funktionen f : D — K, fur die es eine Konstante L > 0 gibt, so dass fir alle z,y € D gilt

If(z) = f(y)| < Llz -y,

sind stetig auf D.

Solche Funktionen nennt man auch Lipschitz-stetig Rudolf Lipschitz, 1832-1903). ImFall L < 1
spricht man auch von einer Kontraktion

Fur den Stetigkeitsbeweis setze man § = + falls L # 0 und 6 = 1 falls L = 0.
Das zur Toleranzschwelle ¢ > 0 zu bestimmende § ist also unabhangig von der betrachteten
Stelle.

Beispiele fur Lipschitz-stetige Funktionen auf C sind:

(o) die linear-affine Funktion

C - C (abeC)

z +— az+b

mit L = |al.
Insbesondere sind alle konstante Funktionen auf C und id¢ Lipschitz-stetig;

(6) die Funktionen



. C — C, Re: C — C,
z = Z, z — Rez,

Im: C — C, ||: C — R,
z — Imz, z — |z],

mit der Lipschitz-Konstanten L = 1;

(9) Ist D =[1,2]U3und f : D — C irgendeine Funktion, dann ist f stetig im Punkt a = 3. Zu
beliebig vorgegebenem ¢ > 0 wéhle wir namlich etwa § = % dann folgt aus |z — 3| < % und
x € D notwendig x = 3, also ist
[f(z) = fla) =0 <e

fur jedes £ > 0.

Mit dem Folgenkriterium kann man so argumentieren:
Ist (x,) eine Folge mit z, € D und lim z, = 3, dann liegen fast alle Folgenglieder in U (3),

n—oo

das heif3t fast alle Folgenglieder x,, sind gleich 3. Dann ist auch f(x,) = f(3) fur fast alle n,
d.h. lim f(z,) = f(3).

Verallgemeinerung:
Ista € D ein isolierter Punkton D, d.h. gibt es eine »-Umgebung U..(a) (r > 0) mit DNU,(a) =
{a}, dann ist jedeFunktion f : D — K stetig in a.

11.2.3 Bemerkung

Stetigkeit in einem Punkt a € D is eine lokale Eigenschaft, d.h. ist f : D — K eine Funktion
und a € D, dann ist f genau dann stetig in a, wenn es eine r-Umgebung von a gibt, so dass die
Einschrankung

fIDNUx(a)

stetig in a ist.

Ist M := DNU,(a), dannist f|M natirlich stetig in a, wenn f stetig in a ist, denn jede Folge (z,,),
x, € M, die gegen a konvergiert, konvergiert auch in D gegen a.



12 Rechenregelniir stetige Funktionen

Wie wiederholen nochmals (vergl. §11.1.1)

12.1 Satz

Sind f,g : D — K stetig in a € D, dann sind auch f + g und fg stetig in a. Insbesondere ist cf
stetig in « fir jedes ¢ € K. Ist auBerdem g(a) # 0, dann ist

!
g

: D' :={x € D; g(x) #0} - K

stetig in a.

Beweis Ist (z,,) eine Folge mitz € Dund lim z,, = a. Danngilt lim f(x,) = f(a)und lim g(z,) =

n—oo n—oo

g(a) wegen der Stetigkeit von f bzw. g in a.
Nach den Rechenregeln flr Folgen (vergl. §8) folgt

lim (f +g)(zn) = lim f(zn) + lim g(zn) = f(a) +g(a) = (f + 9)(a).

n—oo

Ist (z,,) eine Folge mit 2, € D’ und lim z, = a, dann gilt

n—oo

lim_g(a,) = g(a) (£ 0).

n—oo

Wegen z,, € D' ist g(z,,) # 0, daher folgt

1 1 1
lim —(x,) = 1 =——=—(a
n—o0 g( ) n—oo g(xy,) g(a) g( )
|
Die allgemeine Behauptung folgt jetzt aus
1
I_g. 1
g g

Aus Satz 12.1 folgt, dass die stetige Funktion f : D — K eines K-Vektorraums, sogar eine K-
Algebra bildet.

Aus dem Satz ergibt sich nochmals die Stetigkeit von Polynomen in R bzw. C und die Stetigkeit
rationaler Funktionen auf ihren jeweiligen Definitionsbereichen. Ist namlich R = 5, f, g Polynome,

so ist
S={z€C; g(z) =0}

eine endliche Menge (nach dem Fundamentalsatz der Algebra) und
D =Def(R)=C—-S={z€C; g(z) #0}
So ist z.B. die rationale Funktion

c:R — C
2z +i(z% — 1)

v 22 +1

stetig auf R.
Stetigkeit ist auch mit dem Zusammensetzen von Funktionen vertraglich.



12.2 Satz

SindDund ECKund f: D — Eundg: E — K Funktionen und ist f stetig in a« € D und g stetig
inb:= f(a), dann ist die Zusammensetzung g o f : D — K stetig in a.

Schlagwort: Die Zusammensetzung stetiger Funktionen ist stetig.

Beweis: Ist (z,,) eine Folge mit z,, € D und lim x, =a € D und y, := f(x,).

n—oo

Dann ist (y,,) eine Folge in E mit

b= f(a) = lim f(x,)= lim y,.

n—oo n—oo

Wegen der Stetigkeit von g in b = f(a), gilt

9(f(a)) = g(b) = Tim g(yn) = lim g(f(zs)) = lim (go f)(zn).

n—oo

Geben Sie einen weiteren Beweis fiir Satz 12.2 mit Hilfe der £ — §—Stetigkeitsdefinition.

12.3 Folgerung

Insbesondere sind mit f auch f, |f|, Re f und I'm f stetig. Als Zusammensetzung stetiger Funk-
tionenistz.B. |f| = | | o f stetig.

12.4 Bemerkung
Sind f : R — Rund g : R — R stetige Funktionen und gilt

f1Q=y4|Q,

dann gilt f(z) = g(z) fur alle z € R.

Die Werte einer stetigen Funktion auf R sind also durch ihre Werte auf Q schon eindeutig bestimmt.
Hieraus folgt z.B., dass die Menge C'(R,R) := {f € Abb(R,R); f stetig} der stetigen Funktionen
auf R, die gleiche Machtigkeit wie R hat:

#R = #C(R,R).

Beweis der Bemerkung: Zu zeigen ist: Es gilt f(z) = g(x) fur alle z € R, wenn f|Q = ¢|Q gilt.
Nun gibt es aber zu jedem z € R eine Folge (r,,) von rationaler Zahlen mit lim r,, = . Aus

f(rn) = g(rn) und der Stetigkeit von f folgt dann o

fl@)= lim f(r,) = lim g(r,) = g(z).

n—oo n—oo



13 Abbildungseigenschaften stetiger Funktionen

Unsere alltdgliche Stetigkeitsvorstellung unterstellt, dass ,stetige” Veranderungen oder Ablaufe
(etwa Bewegungsvorgange) keinen abrupten, jahen Schwankungen unterworfen sind. Die ¢ —
6—Definition der Stetigkeit bringt diese Vorstellung exakt zum Ausdruck. Die folgenden Satze sind
ebenfalls Prazisierungen des oben beschriebenen Sachverhalts, insbesondere werden wir sehen,
dass -obwohl Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist- sie haufig auch Rickschliisse auf den globalen
Verlauf der Funktion (z.B. Existenz von Maxima und Minima) gestattet, insbesondere wenn man
Uber den Definitionsbereich D zuséatzliche Forderungen stellt (D z.B. ein Intervall oder D kompakt).

13.1 Eine einfache Abbildungseigenschaften stetiger Funikinen

Wir beginnen mit einem einfachen Satz, der etwa fiir die Integralrechnung nitzlich sein wird.

13.1.1 Satz

Ist f: D — K stetig in a € D und gilt f(a) # 0, dann gibt es eine §—Umgebung von «a, so dass
f(z) £ 0furalle x € Us(a) N D gilt.

Beweis : Zu ¢ := 1| f(z)| > 0 gibt es ein § > 0, so dass fur alle z € Us(a) N D gilt

|f(z) — fa)] <e.

Aus

1£(2)] > |f(a)] — |f(a) — f(2)] > |f(a)| — € = @ -0

folgt die Behauptung unmittelbar.

Bemerkung:
Ist f insbesondere reellwertig und etwa f(a) > 0, dann gibt es eine §—Umgebung Us(a), so dass
fur alle x € Us(a) N D gilt

f(z) > 0.

Wenn also eine stetige reellwertige Funktion an einer Stelle a ihres Definitionsbereichs einen po-
sitiven Wert annimmt, dann gibt es eine Umgebung Us(a), so dass fir alle = € Us(a), soweit sie
zum Definitionsbereich von f gehdren, die entsprechende Werte auch positiv sind:

R
fla)

_‘I
d

Q
| I
=

Us(a)



13.2 Stetige reellwertige Funktionen auf Intervallen: Demullstellensatz von Bolza-
no und der Zwischenwertsatz

Besonders angenehme Abbildungseigenschaften haben stetige reellwertige Funktionen mit einem
Intervallals Definitionsbereich.

13.2.1 Satz (Nullstellensatz von Bolzano, B.Bolzano (18}7

Ist D C R ein (echtes) Intervall (d.h. #D > 2) f : D — R eine stetige Funktion und sind a,b € D,
a < b und gilt

fl@)<0 und f(b) >0 bzw.
f(@)>0 und f(b) <0,

dann existiert ein p €]a, b[ mit f(p) = 0.

13.2.2 Bemerkung
Die Aussage des Satzes ist anschaulich klar, vgl. dazu die folgende Abbildung

IR

fib)

fla)|---

Hier kommt nochmals der wesentliche Unterschied zwischen Q und R zum Ausdruck. Die Aussage
wird namlich falsch, wenn man nur im Kdrper Q der rationalen Zahlen arbeitet. Ist etwa M := {z €
Q; 1<z <2}und

fM — R
r — x2—2,

die stetige Funktion, dannist f(1) = —1 < 0 und f(2) = 2 > 0, aber bekanntlich (vgl. ??7?) gibt es
keine rationaleZahl p mit f(p) = 2, d.h. p? = 2. (Schlagwort: v/2 ist irrational)

Beweis von 13.2.1:Wir geben einen konstruktiven Beweis mit Hilfe der Intervallhalbierungsmetho-
de. Wir konstruieren induktiv eine Intervallschachtelung [a,, b,], n € Ny, in [a, b] mit folgen-
den Eigenschaften:

(1) [an,bn] C [an—1,bp—1] firn e N

(2) by, — a, = %2 firn € Ny

3) f(an) <0und f(b,) > 0firn € Ny.
Induktionsanfang: Wir setzen [ag, bo] := [a, b];

Induktionsschritt: Wenn das Intervall [a,,, b,,] (Mit den Eigenschaften (1), (2), (3)) bereits de-

finiert ist, so setzen wir
an + by,

My 1= 5

(Intervallmitte)



Dann kdnnen im Prinzip 3 Falle auftreten:
1. Fall: f(m,) = 0und wir setzen p = m,,. Damit haben wir eine Nullstelle gefunden.

2. Fall: f(m,) > 0und wir setzen [an+1,bn+1] = [an, Mn)
3. Fall: f(m,) < 0und wir setzen [a,+1,bn11] = [Mn, by

Obwohl im ersten Fall unser Verfahren schon beendet ist, fassen wir den ersten und den
zweiten Fall zusammen:
Falls f(m,) > 0 gilt, setzen wir [a,+1,bp+1] = [an, my].

IR

by=b; b=by=b, R

Fur das neue Intervall [a,1,b,+1] Ssind wieder die Eigenschaften (1) und (3) erfillt und
[an, b,] ist eine Intervallschachtelung. Nach dem Intervallschachtelungsprinzip gibt es eine
Zahl p mitp € [a,,,b,] furalle n € Nyund p = lim a, = lim b,.

n—oo n—oo

Wegen der Stetigkeit von f in p gilt dann auch
nh_)néo flan) = lim f(b,) = f(p).

n—oo

Wegen der Monotonie des Grenzwertes folgt aus (3)
f(p) = lim f(a,) <0 und f(p)= lim f(b,) >0,

d.h. es gilt f(p) =0.

13.2.3 Beispiele

(1) Existenzk-ter Wurzeln
Fir jede k € N und jede o € R, o > 0, gibt es ein (eindeutig bestimmtes) 2 € R mit 2% = a.

Zum Beweisbetrachten wir die stetige Funktion

p:R —- R

r = xk—a.

Es gilt
p(0) = —a>0 und
pla+l) = (a+1)f -«
> (1+ak)—a (nach der Bernoullischen Ungleichung)

= l1+ak—1)>1>0.

Esist also p(0) < 0 < p(a + 1) und da p als Polynom auf ganz R stetig ist, gibt es nach dem
Nullstellensatz ein z e Rmit 0 < < a + 1 mit p(z) =0, d.h. 2" = «.



(2) Ist
P:R — R,

xr a:++ak_1xk*1—|—...+a0,
(k €N, kungerade und a; € Rflrj =0,...,k),

also ein Polynom ungeraden Grades, dann hat p mindestens eine reelle Nullstelle, d.h. es
gibt (mindestens) ein p € R mit P(p) = 0.

Die Idee des Beweisesbesteht darin zu zeigen, dass P(z) fir geniigend grof3e positive x
positiv und fuir gentigend kleine negative = negativ ist.
Wir schreiben fir z # 0

P(x) = 2" (1 el S @) = 2"g(z)

x ok
=g(=)
Fir alle z € R mit || > ¢ := max{1, 2k|ay_1],. .., 2k|ao|} gilt dann wegen |z*| = |z|F > |z|
ak—1 ak—2 ao
1| = ‘ 4
lg(z) \ - + 22 .ot e
|U«k71| |ak72| \ao‘
< + +ot
|| |22 |2k |
RS S N SRR
- 2% 2 2% 2% 2
M.a.W., es gilt fUr die betrachteten «
1 1
—=< —1<=
5 S9(@) -1<3
und daher insbesondere )
5 < g(x)

fur die betrachteten z.
Wahlen wir also ein z; > 0 mit z; = |z1| > ¢, dann ist

x’f k
5 < xyg(w1) = P(x1),

also P(x1) > 0.
Wahlen wir 2, = —z1, dann ist 2, < 0 und da k ungerade ist gilt z5§ < 0 und

37]5 k

5 2 239(72) = P(x2),

also P(z3) < 0.

Nach dem Nullstellensatz von Bolzano gibt es also ein p mit o < p < x; und P(p) = 0. In

beiden Beispielen handelt es sich um Spezialfalle des Fundamentalsatzes der Algebra

Ein Polynom ungeraden Grades kann mehrere reelle Nullstellen haben, z.B. das Polynom
z — P(z) = 2° — 4z + 2 (siehe Abb. 13).

Wie wir wissen, braucht ein Polynom geradenGrades mit reellen Koeffizienten keine reelle
Nullstellen zu besitzen.
Das einfache Beispiel ist das quadratische Polynom

P:R — R,

x — z2+41
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Abbildung 13: Graph des Polynoms — 4z + 2.

13.2.4 Korollar (Zwischenwertsatz)
Ist D C R ein echtes Intervall und f : D — R stetig und sind a,b € D, a < b und ist ¢ irgendeine

reelle Zahl mit
f(a) <c < f(b) oder f(b) <c< f(a),

dann gibt es stets (mindestens) ein p € [a,b] mit f(p) = c.

Zum Beweissei 0BdA f(a) < ¢ < f(b).
Wir betrachten die stetige Funktion
g: la,b) — R,

z — f(z)—c
Fir sie gilt
g(a) = f(a) —c¢ <0 und g(b) = f(b) —c > 0.
Nach dem Nullstellensatz von Bolzano gibt es ein p € [a, b] mit g(p) = 0, d.h. mit f(p) = c.
Naturlich folgt aus dem Zwischenwertsatz (ZWS) der Nullstellensatz von Bolzano als Spezialfall.
In Wirklichkeit sind sie aber aquivalent.
Eine weitere aquivalente Formulierung fur den Zwischenwertsatz ist

13.2.5 Korollar
Ist D C R ein echtes Intervall und f : D — R eine stetige Funktion, dann ist das Bild f(D) wieder

ein Intervall.

’ Kurz: Das stetige Bild eines Intervalls ist ein Intervall ‘

Zum Beweisbeachte man:
Ist D = (), dannist f(D) = f(0) = ¢ und () ist per Definition auch ein Intervall. Besteht D nur aus

einem Element, etwa D = {a}, dannist f({a}) =: {f(a)} = [f(a), f(a)], @lso ein Intervall.
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Abbildung 14: Graph des Polynoms + 1.

Ist D ein echtes Intervall (#D > 2), dann kann man den ZWS anwenden:

Mit je zwei Funktionswerten, die von f angenommen werden, wird auch jeder ,Wert dazwischen
angenommen, diese Eigenschaft charakterisiert aber gerade die Intervalle (vgl. Ubungsaufgabe
??7? auf Blatt ??77?).

13.2.6 Bemerkung

Man konnte auf die Idee kommen, dass der ZWS fur stetige Funktionen charakteristisch ist, d.h.
wenn eine Funktion f : [a,b] — R jeden Wert zwischen f(a) und f(b) annimmt, dass sie dann
auch stetig ist.

Die Funktion f : [0,1] — R mit

f@) = z, falls z rational,
“ | 1—=, fallsz irrational,
nimmt jedenWert zwischen f(0) = 0 und f(1) = 1 an, ist aber nur im Punkt a = % stetig (vgl.
Beispiel ??7?)

R
I

N [~

Wir werden jedoch bald den erstaunlichen Satz beweisen:
Ist f : D — R monotonund ist f(D) ein Intervall, dann ist f stetig. (D # 0, f beliebige Funktion)

Eine einfache Folgerung aus dem ZWS ist auch der folgende Fixpunktsatz:



Abbildung 15: Geometrische Veranschaulichung des Fixfaatkes

13.2.7 Satz (Fixpunktsatz)

Sind a,b € R, a < bundist f : [a,b] — R stetig und gilt f([a,b]) C [a, b], dann gibt es (mindestens)
ein & € [a,b] mit f(&) =&, d.h. f hatin [a,b] (mindestens) einen Fixpunkt. (siehe Abb. 15)

Beweis : Wir betrachten die stetige Funktion

g: la,b] — R,

x — f(z)—uz

Wegen f(a) € [a,b]und f(b) € [a,b] gilt g(a) > 0und g(b) < 0. g hatalso in [a, b] (mindestens)
eine Nullstelle, diese ist ein Fixpunkt von f.

O

Dieser Fixpunktsatz ist ein Spezialfall des sog. Brower’schen Fixpunktsatzésiehe z.B. Kdnigsber-
ger, Analysis 2). Fixpunktsitzesind in der Analysis ein starkes Hilfsmittel zum Beweis von Existenz-
aussagen. Man vergleiche hierzu auch Ubungsaufgabe ??? von Blatt 2??.

Der ZWS ist dquivalent zur Aussage, dass das stetige Bild eines Intervalls wieder ein Intervall ist.
Der Typ des Intervalls kann sich dabei aber &ndern:

Betrachtet man z.B.

f:1-1,1 — R,

r —

R

dannist f(] — 1,1]) = [0, 1] oder

sin: 0,27 — R,

r +— singz,

dann ist sin(]0, 27[) = [—1, 1], das offenelntervall wird also auf das abgeschlosser{sogar kompakte)
Intervall [—1, 1] abgebildet. Diese Eigenschaft des (reellen) Sinus werden wir in §13.3 beweisen.
Wir werden jedoch bald sehen:
Ist [a,b] C R ein kompaktes Intervall und f : [a,b] — R stetig, dann ist das Bildintervall f([a, b])
wieder ein kompaktes Intervall.
Wir zeigen zunachst, dass abgeschlossene bzw. kompakte Intervalle, also Intervalle vom Typ



[a,b], a,b € R, a < b, im Sinne einer allgemeinen Kompaktheitsdefinition, tatsachlich abgeschlos-
sen bzw. kompakt sind. ,Kompakt‘ war bis jetzt nur ein Name fir das Intervall [a, ).

13.3 Stetige Funktionen auf kompakten Mengen, der Satz vom Bkimum und Mi-
nimum

13.3.1 Definition

Eine Teilmenge A ¢ K (K = R oder K = C) heil3t abgeschlossemvenn der Grenzwert jeder kon-
vergenten Folge (a,), a, € A, wieder in A liegt. Die leere Menge () zahlen wir ebenfalls zu den
abgeschlossenen Mengen.

13.3.2 Beispiele

Ist A := [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall (a,b € R, a < b) und ist (a,,) eine konvergente
Folge mit a,, € Aund lim a, = p(€ R), dann gilt wegen a < a,, < baucha < lim a, =p < b,

also p € [a, b], d.h. ein abgeschlossenes Intervall ist abgeschlossen im Sinne der Definition.

Ein offenesintervall |a, b (a,b € R, a < b) hat diese Eigenschaft nicht:

Fir die Folge (a,) mit a, = a + b;n“, n € N, gilt a, €]a,b], (a,) ist konvergent, aber es gilt
lim a, = a ¢a,b].

Die folgenden beiden Hilfssatze zeigen, wie man abgeschlossene Teilmengen in R oder C kon-
struieren kann.

13.3.3 Hilfssatz

Sind f; : C — R stetige Funktionen (1 < j <r, » € N)und sind ay,...,a, € R reelle Konstanten,
dann ist die Menge A :={z € C; fi1(z) < ay,..., fr(2) < a,} abgeschlossen.

Zum Beweissei (z,) eine konvergente Folge von Elementen z, € A und p := lim z,. Wegen
n—oo

zn € Alist fj(z,) < ajfurallen e Nund alle j € {1,2,...,r}. Wegen der Stetigkeit der f; gilt dann
auch
fi(p) = lim fj(z,) <a; fur je{1,2,...,7}

n—oo

d.h. p € A, A also abgeschlossen.

13.3.4 Beispiele
Abgeschlossene Mengen, die man so konstruieren kann sind:

(a) Die abgeschlossene Kreisscheibe

U.(a):=={2€C; |z—a| <7} (aeC,reR, r>0)



Beachte: Uy(a) = {a}

R @
IR
St:={z€C; |z| =1}

oy
T

(b) Die 1-Sphare

(c) Die sog. ,Modulfigur*
1
F = {Z €C; |z| > 1; |Rez| < o Imz> 0}

IR

I

AN

o - -

7/

=

13.3.5 Hilfssatz

Sind A4,..., A, C K abgeschlossen, dann ist auch A := A; U A; U ... U A, abgeschlossen, d.h.
die Vereinigung endlich vieler abgeschlossenen Mengen isdeviabgeschlossen

Ist (A))xca €in System abgeschlossener Menge, dann ist auch () A, abgeschlossen, d.h. der
AEA
Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossenen Mengeniedev abgeschlossen

Der zweite Teil ist auf Grund der Definition evident, der erste Teil sei als Ubungsaufgabe gestellt.
Man beachte jedoch, dass die Vereinigung beliebig vieler abgeschlossenen Mengen nicht wieder
abgeschlossen zu sein braucht, wie etwa das folgende Beispiel.

13.3.6 Beispiel

A, = {1}, n €N, zeigt: Jede 4,, ist abgeschlossen, aber

o 11 1
X:=|]A4,={1,=,=,...,=,...
Ute={tgg )



ist nicht abgeschlossen, da die Folge (z,,) = (1), also z,, € X, zwar konvergiert in X, ihr Grenz-
wert 0 aber nicht in X liegt.

13.3.7 Definition (kompakt)

Eine Teilmenge K C K heil3t kompakt wenn sie abgeschlossen und beschrankt ist. (Beschrankt
hei3t: Es gibt ein R € R, so dass fur alle z € K gilt |z| < R).
Die leere Menge () rechnen wir ebenfalls zu den kompakten Mengen.

13.3.8 Beispiele
(a) Firjedes a € Cund jedes r € R, sind die abgeschlossenen Kreisscheiben
U.(a)={2€C; |z—a| <r}
kompakt, ebenso die Intervalle [a — r,a + r] C R.
(b) Die 1-Sphare S! = {z € C; |z| = 1} ist kompakt.
(c) Die Modulfigur F aus §13.3.4(c) ist nicht kompakt.

Die beiden Hilfssatze Uber abgeschlossene Mengen ergeben analoge Satze fir kompakte Men-
gen. Es gilt etwa

13.3.9 Hilfssatz
(a) Die Vereinigung endlichvieler kompakten Mengen ist wieder kompakt.
(b) Der Durchschnitt beliebig vieler kompakten Mengen ist wieder kompakt.

(c) Ist K ¢ K kompaktund A C K abgeschlossen, so ist der Durchschnitt AN K wieder kompakt.

Kompakte Mengen kdnnen jedoch eine sehr komplizierte Struktur haben. Man vergleiche hierzu
etwa die Konstruktion des Cantorschen Diskontinuun{€antorsche ,Wischmenge*) bei Kénigsber-
ger: Analysis 1 (Abschnitt 7.5). Eine brauchbare Charakterisierung kompakter Mengen erhéalt man
mit Hilfe des Satzes von Bolzano-Weierstrass.

13.3.10 Lemma (Bolzano-Weierstrass-Charakterisierungan , kompakt*)

Eine Teilmenge K C K ist genau dann kompakt, wenn jede Folge von Elementen aus K eine
Teilfolge besitzt, die gegen ein Element aus K konvergiert.

Beweis : Sei K kompakt, also abgeschlossen und beschrankt. Dann ist jede Folge (z,), z, € K,
beschrankt und besitzt nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass fur Folgen eine konvergente
Teilfolge. Der Grenzwert dieser Folge liegt aber in K, da K abgeschlossen ist.



Umgekehrt besitzt jedeFolge aus K eine Teilfolge, deren Grenzwert in K liegt.

Wir zeigen zunéchst, dass K abgeschlossen ist. Dennist (z,,) irgendeine konvergente Folge
mit z, € K und ¢ := lim z,, dann gilt auch ¢ € K, denn nach Voraussetzung hat (z,,) eine
konvergente Teilfolge (z,, ) mitn := lim z,, € K.

da aber jede Teilfolge einer konvergenten Folge den selben Grenzwert wie die Ausgangsfolge
hat, gilt also ¢ =n € K. K ist also abgeschlossen.

Wir zeigen, dass K auch beschrankt ist. Ware dies namlich nicht der Fall, dann gibt es zu
jedem n € N ein z,, € K mit |z,| > n. Eine solche Folge (z,) kann aber keine konvergente
Teilfolge besitzen.

O

Wir betrachtet nur stetige Funktionen f mit kompaktenDefinitionsbereich X, dabei sei X zunéchst
eine beliebige nicht leere kompakte Teilmenge X C K.

13.3.11 Fundamentallemma

Ist K ¢ K und kompakt und f : K — K stetig, dann ist auch das Bild f(K) kompakt.

’ Kurz: Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt‘

Diesen Argument werden wir haufig anwenden.

Beweis : Wir zeigen, dass mit K auch Y := f(K) die Bolzano-Weierstrass-Eigenschaft fur ,kom-
pakt* hat.

Sei dazu (f(z,)) eine Folge in f(K), z, € K. Da K kompakt ist besitzt (z,) eine Teilfolge
(zn, ), die gegen ein Element ¢ € K konvergiert. Wegen der Stetigkeit von f konvergiert dann
die Bildfolge (f(zx,)) gegen f(§) € f(K). Nach §13.3.10 ist daher f(K) kompakt.

O

Eine besonders wichtige Anwendung des Fundamentallemmas ist der Satz vom Maximum und
Minimum.

13.3.12 Theorem (K.Weierstral3, 1861)

Ist K C K kompakt (# ()) und f : K — R eine stetige Funktion, dann gibt es Elemente z,,,;, € K
und z,,q. € K, so dass fur allex € K gilt

[ @nin) < J(@) < f(@naa) |

M.a.W: Eine stetige reellwertige Funktion auf einer nicht leeren kompakten Menge K nimmt dort
ihr globales Maximum und ihr globales Minimum an.

Da f(K) eine kompakte Teilmenge von R ist, ist f(K) beschréankt (und # 0), also existieren
m:=inf{f(z); z € K} und M :=sup{f(z); z € K}.

Weil es Folgen (z,,) mit z,, € K bzw. (y,) mity, € K und m = lim f(y,) bzw. M = lim f(x,)
gibt und (y,,) bzw. (x,,) gegen Elemente aus K konvergieren, etwa x,,;, := lim y, € K und



Tmar = lim x, € K, gilt alsom = f(@min) Und M = f(2maz), d.h.m € f(K)und M € f(K) und
damit

f(@min) < f(2) < f(Tma) furalle z € K.
13.3.13 Bemerkung

Die Kompaktheit ist in §13.3.12 wesentlich, so ist Funktion

j:10,1] — R,

1
r = -
X
stetig auf |0, 1], aber nicht beschrankt.
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j besitzt zwar ein Minimum (mit dem Wert 1) an der Stelle z = 1, aber kein Maximum.

Hatten wir die gleiche Funktion auf dem offenenintervall 0, 1] betrachtet, dann besitzt sie dort auch
kein Minimum.

13.3.14 Korollar

Ist [a,b] C R ein kompaktes Intervall (a,b € R, a < b) und f : [a,b] — R stetig, dann ist auch das
Bild f([a,b]) ein kompaktes Intervall.

Beweis : Wir wissen schon, dass f([a, b]) wieder ein Intervall ist. Da aber K := [a, b] kompakt ist,
ist auch f(K) kompakt und

m = min{f(2); @ € [a,5]} C f([a,b)

und
M =max{f(z); z € [a,b]} C f([a,0]),
daher gilt f([a,b]) = [m, M].

Fir komplexwertige Funktionen mit nicht leerem kompakten Definitionsbereich gilt

13.3.15 Korollar
Ist K c K kompakt (# ) und f : K — C stetig, dann gibt es Elemente z,, und z;; € K mit

[f(@m) < |f(@)] < [f(zm)]

firalle z € K.



Zum Beweis braucht man nur die auf stetige Funktion | f| den Satz 13.3.12 anzuwenden.

13.3.16 Eine kleine Anwendung

Ist K C K kompakt (# @), dann gibt es zu jedem Punkt p ¢ K eine Punkt k& € K, so dass fir alle
z € K die Ungleichung
[k —p| <[z —p

gilt.
Das bedeutet, es gibt einen Punkt k£ € K, der von p minimalen Abstand hat.

Zum Beweis braucht man nur zu beachte, dass die stetige

Funktion: K — R,

z = |z—p|

auf K ein absolutes Minimum besitzt.

Zum Abschluss erwahnen wir eine weitere Eigenschaft von stetigen Funktionen mit kompaktem
Definitionsbereich: Ist D C K kompakt (# () und f : K — K stetig, dann gilt: Zu jedem ¢ > 0 gibt
es ein ¢ > 0, so dass fir allez,y € D mit |2 — y| < ¢ gilt

|f(z) = fly)l <e.

Diese Eigenschatft, die stetige Funktionen mit kompaktem Definitionsbereich haben, ist die sog.
gleichmaf3ige StetigkeitEine gleichmalfiig stetige Funktion ist naturlich stetig. Im allgemeinen hangt
das zu vorgegebenem ¢ > 0 zu bestimmendes ¢ von ¢ (was selbstverstandlich ist) und von der
betrachteten Stelle a € D ab, wie unsere konkreten Beispiele zeigen.

Manchmal kann man jedoch ein universelles) finden, das fiir alle Punkte des Definitionsbereichs
die Stetigkeitsbedingung erfiillt. Wir kommen hierauf spater (bei der Integralrechnung) ausfiihrlich
zuruck.

Zeigen Sie als Vorbereitung

(@)

~

=

=
!

8
I
8

ist gleichmaRig stetig auf [0, 1]
(b)

<
S
=
i)
8~ =



ist stetig, aber nicht gleichmaRig stetig.

2

Ist a €]0,1] und € > 0 beliebig vorgegeben, so kann man etwa § = min {%, %} wahlen. Dann gilt
fur alle z €]0,1] mit |z —a| < 6

. . 1 1 T—a
i@ - i@ = |- --|= ]
< 2|z — al 2(5<

~ 0,2 <¥_E

Bei jedem £ > 0 muss man also das zugehdrige 6 immer kleiner wéhlen je naher « bei Null liegt:




14 Stetige Fortsetzbarkeit. Grenzwerte bei Funktionen

14.1 Stetige Fortsetzbarkeit. Grenzwerte (bei Funktionen

In 11.1 hatten wir die Stetigkeit einer Funktion f : D — K im Punkt ¢« € D folgendermalien
definiert:
f heif3t stetig im Punkt a € D, wenn fiir jede Folge (z,), z, € D furallen € Nund lim z, = a die

Bildfolge (f(x,)) gegen f(a) konvergiert: o

Bemerkung: Es hatte geniigt zu fordern, dass fur jede Folge (z,,), =, € D fur alle n und lim z, =

a die Bildfolge (f(x,)) konvergiert (der Grenzwert all dieser Folgen ist dann notwendig ﬂa)). Es
genugt sogar, dass man sich auf solche Folge (z,), =, € D, beschrankt, die zwar gegen a kon-
vergieren, in denen aber a als Folgeglied gar nicht auftritt (Beweis als Ubungsaufgabe).

In diesem Abschnitt wollen wir uns hauptsachlich mit der Frage befassen, ob die gegebene Funk-
tion f die Eigenschaft hat, dass fur alle Folgen (z,), =, € D, =, # a fur alle n, die Bildfolgen
(f(xy)) konvergieren. Dabei kann a ein Punkt von D sein, a muss aber nicht zu D gehoren, wir
setzen aber voraus, dass es mindestens eine Folge (z,), ©, € D, x,, # a furalle n und lim z, =

a gibt. Anschaulich bedeutet dies, dass man sich der Stelle « mit Punkten aus D — {a} beliebig
nahern kann. Im Folgenden sei oder D C K eine nichtleere Teilmenge (K = R oder K = C) und
f: D — K eine Funktion und a € K ein Punkt der folgende Eigenschaft besitzt:

14.1.1 (Haufungspunkt):
a € K heil3t Haufungspunkt von D(C K), wenn es (mindestens) eine Folge (z,,) gibt mit z;,, € D
und z,, # a furallen € Nund lim x, = a.

n—oo

14.1.2 Bemerkungen:

1. Ein Haufungspunkt einer Menge D braucht kein Element von D zu sein. Ist z. B. D :=]0,1],
so ist 0 zwar ein Haufungspunkt von D, gehort aber nicht zu D (die Folge (z,,) = (1) hat
offensichtlich die in der Definition geforderte Eigenschaft).

Ist D := [0, 1], dann ist jeder Punkt von D auch Haufungspunkt von D.
Ist D endlich, so ist die Menge der Haufungspunkte von D die leere Menge.

Die Menge der Haufungspunkte von Q ist die Menge R der reellen Zahlen.

a > W N

Die Menge {; n € N} hat als einzigen Haufungspunkt in R den Nullpunkt.

Beachte: Betrachtet man die Menge M := {1: n € N} als Teilmenge von R — {0}, dann hat
M keinen Haufungspunkt in R — {0}.

3. ergibt sich z. B. aus

14.1.3 ¢-Charakterisierung von Haufungspunkten)

a € K ist genau dann Haufungspunkt von D C K, wenn in jeder e-Umgebung U,(a) := {z €
K; |z — a|] < ¢} mindestens ein von a verschiedener Punkt =z € D liegt.

Beweis als Ubungsaufgabe.
Flhrt man den Begriff der punktierten e-Umgebung ein: Ucla) := {2z €K; 0 < |z —a| <e}, dann

ist a € K genau dann Haufungspunkt von D, wenn U.(a) N D # () fur jedes ¢ > 0 gilt. In jeder
e-Umgebung von a liegen sogar unendlich viele von a verschiedene Punkte von D.



14.1.4 Beachte:

(a) Ist a € K Haufungspunkt von D, dann ist a auch Haufungspunkt jeder Obermenge D von D.

(b) Man verwechsle nicht den Begriff der Haufungspunkte einer Menge mit dem Begriff des
Hauptwertes einer Folge p.t.o. Ist z.B. (z,,) eine konstante Folge (reelle neue komplexe Zahl,
also x,, = ¢ mit einem geeigneten ¢ € K, dann ist ¢ zwar Haufungswert von (x,,), aber die
Menge {z,,n € N} der Folgenglieder besteht nun aus der einelementigen Menge {c}, hat
also keinen Haufungspunkt.

Die eingangs gestellte Frage Uber die Konvergenz der Bildfolgen héangt eng zusammen mit folgen-
dem

14.1.5 Fortsetzungsproblem

Gegeben eine Funktion f : D — K und ein Punkt ¢ € K, der nicht zu D gehdren muss, aber
gehdren darf. Frage: Gibt es eine Funktion

f:DU{a} =K,

die in a stetig ist und deren Einschrankung auf D — {a} mit f Ubereinstimmt: f| D — {a} = f? Im
Existenzfall nennen wir eine solche Funktion eine stetige Fortsetzung von f. Selbst wenn der De-
finitionsbereich D von f "einfach” ist, etwa ein offenes Intervall oder eine punktierte »-Umgebung,
und f stetig auf ganz D ist, so braucht es keine stetige Fortsetzung zu geben:

14.1.6 Beispiele:

1.
f:]0,1] — R, a=0.
1
r = =
€T
f lasst sich nicht stetig nach Null fortsetzen, denn fir die Folge (x,,) = (%) ist die Bildfolge
(f(zn)) = (n) divergent.
2.
f Ul(o) — R, a = O
$2
r =
|z
Fir 2 # 0 gilt hier ‘%2' = |«| und
f:U1(0) — R
o= 2
ist eine stetige Fortsetzung von f mit f(0) = 0.
3.
f:C-={0} — C;a=0;
exp(z) — 1
—
Hier ist
f:C—C mit
exp(z)fl’ 2 =0
f(z) =
1, z=0

eine stetige Fortsetzung von f (wie wir sehen werden).



Das Fortsetzungsproblem ist nur sinnvoll, wenn a Haufungspunkt von D ist, denn wenn a kein
Haufungspunkt von D ist, dann wird f bei jeder Festsetzung des Funktionswertes f(c) stetig bei
a

Sei z.B.

D = ] —00,0] U [2,00]
0, fur = <0
) = { 1 fur x> 2
und z. B. R
f:DU{l} - R mit
fID = f und
f)=c

dann ist f stetig in 1 fiir jede Wahl ¢ € R. (1 ist isolierter Punkt des Definitionsbereichs von f). Ist
jedoch a € K ein Haufungspunkt von D, dann besitzt f hochstens eine in a stetige Fortsetzung
f (Beweis als Ubungsaufgabe). Wenn f eine in a stetige Fortsetzung besitzt, so sagt man auch,
dass f bei Annaherung an a einen Grenzwert besitzt. Genauer definieren wir:

14.1.7 Definition:

Die Funktion
f:D—K

besitzt bei Anndherung an den Haufungspunkt a von D den Grenzwert /(€ K), wenn die Funktion
f:DU{a} =~ K mit
sy | f(z); zeD,z+#a
0 fe={ 1P =eP2

im Punkt a stetig ist.
Sprechweise: Man sagt auch f konvergiert bei Annaherung an a gegen ¢ und verwendet die

Schreibweise: lim f(z) = ¢ oder ‘kurz f(z) — ¢ fir z — a (da ¢ eindeutig bestimmt ist (Be-

grindung?), sind diese Sprech-und Schreibweisen gerechtfertigt. Der Wert f(a) der in a stetigen
Fortsetzung f von f ist also der Grenzwert von f bei der Anndherung an a. Ist a € D, dann ist

f = fund = f(a) und die Stetigkeit f in a ist aquivalent mit:

*) lim f(2) = f(a)

z—a

Der Grenzwert von f in a stimmt also im Fall der Stetigkeit mit dem Funktionswert
f(a) Uberein und umgekehrt:
Falls der Grenzwert bei « mit dem Funktionswert Ubereinstimmt, ist f stetig in a.

14.1.8 Bemerkung:

1. In der Schulmathematik wird (x*) meist als Definition fur die Stetigkeit verwendet. Der Grenz-
wertbegriff ist jedoch komplizierter als der Stetigkeitsbegriff, von Haufungspunkten ist in der
Schulmathematik kaum die Rede, da die Definitionsbereich meist echte Intervalle sind und
fur diese jeder Punkt auch Haufungspunkt ist.

2. Man beachte, dass es bei der Definition des Grenzwertes keine Rolle spielt, ob die Funktion
f in a definiert ist und welchen Wert sie dort hat. Die ¢ — §-Definition der Stetigkeit von f
Ubersetzt sich fur den Grenzwert von f in die folgende



14.1.9 Satz{ — 6-Charakterisierung des Grenzwertes)

f + D — K hat im Haufungspunkt « von D (a € K) genau dann den Grenzwert ¢ € K, wenn es zu
jedem e > 0 ein ¢ > 0 gibt, so dass fur alle z € D mit 0 < |z — a| < § gilt

[f(z) =t <e.

Beweis:Die Existenz des Grenzwertes ¢ ist aquivalent mit der Stetigkeit von fina(ista € D soist
f = f). Die Stetigkeit von f besagt: Zu jedem ¢ — 0 gibt es ein § > 0, so dass fir alle z € D U {a}
mit |z — a| < 0 gilt

1f(2) —tl <.
Diese Bedingung ist jedoch zu
z€D, z#a, |z—a|<d=|f(z) —{ <e

aquivalent wegen

= | f(2),z€e D,z #a
ﬂ”—{ [ firz =a.

Man hatte die Grenzwertdefinition auch tber Folgen einfihren kénnen:

14.1.10 Satz (Folgenkriterium tir Grenzwerte):

Die Funktion f : D — K hat im Haufungspunkt « von D(a € K) genau dann den Grenzwert ¢ € K,
wenn fir jede Folge (z,), 2z, € D — {a} fir alle nund lim z, = a gilt

lim f(z,)=1¢

n—oo

Beweis: Mit der durch (x) erklarten stetigen Fortsetzung f von f bestehen folgende Aquivalenzen
lim f(z) = ¢ < f ist stetig in a < die Folgenbedingung (x * x) ist erfullt (beachte fir z,, € D — {a},

ist f(zn) = f(2n)).

Aus den Rechenregeln fiir Folgen bzw. den Permanenzeigenschaften stetiger Funktionen ergeben
sich mittelbar folgende Rechenregeln fur Grenzwerte von Funktionen.

RegelO0 : lim f(z) =0 < lim |f(2)| =0

Regel 1 : Haben die Funktionen f : D — K bzw. g : D — K im Haufungspunkt a ihres Definitionsbe-
reichs die Grenzwerte ¢ bzw. ¢/, dann haben auch die Funktionen f+¢g : D — K, f-g: D — K
und falls lim ¢(z) # 0, auch 5 und f (definiert in eine geeignete punktierte Umgebung von

0) und es gibt
(@) Zh_I)ré(f(z) +g(2) =0+ 0 = lim f(z) + lim(2).

z—a z—a

(b) lim (f(2)g(2)) = £+¢ = lim f(2) lim g 2.

z—a

f(2) ¢ _ zlgrtf(z)

© lim 55 =7 = T

Regel 2 : Gegeben DLEYL > K Es gelte lim = ¢ € E und g sei stetig in £. Dann gilt lim (f(2)) =
g(0).

Beispiel: Istlim f(z) = ¢ so folgt lim | f(2)| = |/|

zZ—a



Regel 3 : Sind f und g reellwertige und besitzen f und g Grenzwerte in a, dann folgt aus f(z) < f(x)
fur alle = aus einer punktierten Umgebung von a auch lim f(z) < lim f(x).

Regel4 : (Analogon zum Sandwich-Theorem:) Sind f und g reellwertig und gilt

lim f(z) = lim f(x)=:¢
und ist i eine Funktion mit f(z) < h(z) < g(z) fur alle = aus einer punktierten Umgebung
von a, dann existiert auch lim A(x) und es gilt lim h(z) = £.
Wenn man nachweisen muss, dass f — a einen Grenzwert besitzt, ohne dass man diesen kennt,
kann man benutzen:

14.1.11 Cauchy-Kriterium fur Grenzwerte

f hat im Haufungspunkt « ihres Definitionsbereiches D genau dann einen Grenzwert, wenn es zu
jedem e > 0 ein § > 0 gibt, so dass gilt:

CB: Furaller,ye D, x #a, y#amit|z —a| <4, |y —a| <4 gilt

[f(@) = fly)l <e.

Beweis: Wenn f in a einen Grenzwert ¢ besitzt, so folgt aus der ¢ — §-Charakterisierung leicht die
angegebene Cauchy-Bedingung.

Sei nun umgekehrt die im Kriterium formulierte Cauchy-Bedingung erfullt. Zu jeder Folge (z,,), ., €
D, z, # aund limzn = a ist die Bildfolge f(z,) eine Cauchy-Folge in K, also konvergent. Denn

n—oo

zu beliebig vorgegebenen € > 0 gibt es ein ¢ > 0 und eine N € N, so dass fur alle n,m > N gilt
xn € Us(a), d.h.0 < |z, —a|] < § bzw. z,, € Us(a) d.h. 0 < |z, — a| < 4, also gilt auch

|f(xn) = flzm)| <e.

Je zwei solcher Cauchy-Folgen mussen aber denselben Grenzwert haben, denn ist (y,) eine
weitere Folge mit y,, € D — {a} und lim y, = a, dann gilt fir die "Mischungsfolge” (auch Reif3-

verschlussfolge genannt) (z,,) := (x1, y1, 22, Y2, T3, ys, . . . ) €benfalls z,, € D — {a} und lim z, =a
n—oo

und (f(z,)) ist als Cauchy-Folge konvergent. (f(x,)) und (f(y.)) sind aber Teilfolgen von (f(z,)),
haben also denselben Grenzwert.

14.1.12 Beispiele

1. )
lim 2 —o,
sse ol
dem )
3 ﬁ, falls x £ 0
flx) =

|z|, fallsz=0
ist eine stetige Fortsetzung von

fiR—{0} — R

2

T -
]

mit £(0) = 0.



2.

lim \25:11 =1, (D=Ry—{1}), dennz — ﬁ1+1 liefert die stetige Fortsetzung

. k’_ ," —
lim =% = kgk—1

2—a z—a

Beweis: Fir z € C — {a} sei

Nun gilt aber die Faktorisierung 2% — a* = (2 —a)(z* "' + 2*2a+ .- + 2. a¥~2 + a*~) und
das Polynom

f:C - C

P I NPV DTN L

ist insbesondere stetig in a und hat auch den Funktionswert

f(a) = ka*1.
Daher ist
k_ k
lim g(z) = lim Gl
z—a z—a 22— Q
. Die Funktion

/R — R mit
f(:z:){ 0, falls x=#0

1, falls z=0.

P x

[ ist unstetig an der Stelle 0 fir jede Nullfolge (x,,) aus R = —{0} konvergiert aber die Bild-
folge (f(x,)) gegen Null. Durch f(x) = 0 fir alle z € R erhalt man die stetige Fortsetzung
von f.

Hier (und im vorigen Beispiel) haben wir jeweils eine Ableitung ausgerechnet, namlich die
Ableitung der Potenzfunktion

p:C — C
z - 2
an der Stelle a € C : p/(a) = ka*~!. Eine wichtige Anwendung findet die Theorie der Grenz-
werte in der Differentialrechnung. Auch das nachste Beispiel fallt in diese Kategorie.

_1
T GO

z—0 z



6. L OP() — exp(0)

= exp(a).
z—a zZ—Qa
n % . |Z‘n+1 .
Aus der Darstellung (vergl. ...) exp(z) = > %5 + Raq1(2) mit |[R,1(2)] <2 far
k=0 : (n + 1)'
|z| <1 folgtfur n=1:
. -1 "
exp(z) = 1+ 2+ Ry(2) mit [Ra(2) < 225 = |22, und daher exp(z) — 1 1‘ < 2| fur
: z
0 < |z| <1 und damit ergibt sich
lim exp(z) — 1 _1
z—0 VA
Bemerkung: Mit Hilfe dieses Grenzwertes 5. (oder auch direkt) kann man leicht
. sinz
ili% . =1 (=cos(0))
zeigen (vergl. auch Abschnitt 16).
sin : C — Cist dabei durch die fiir alle z € C absolut konvergente Potenzreihe (—1)’“%

e k=0
definiert.
Die zweite Grenzwertaussage wird mittels der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion
auf die erste zuruckgefuhrt:

(z) — exp(a) exp(z—a)—1

Fur z # a ist (Funktionalgleichung) <P = exp(a) o und damit
z—a z—
— —a)—1
lim exp(z) — exp(a) — exp(a) lim exp(z — a)
z—a zZ—Qa z—a zZ—Qa
= exp(a)-1 (nachb5.)

= exp(a).

Da der linke Grenzwert dem Wert der Ableitung der Exponentialfunktion an der Stelle « lie-
fert, haben wir gezeigt: exp : C — C ist fur alle a € C (komplex) differenzierbar, und es gilt
exp’(a) = exp(a) fur alle a € C. Speziell ist exp’(0) = exp(0) = 1.

Mit 5. zeigt man leicht (z € R)

log(1 . . . : . .
lim log(1 + ) =1 (dabei ist log der naturliche Logarithmus). Dieser Grenzwert lasst sich

x—0 €T
ebenfalls als Ableitung interpretieren.

14.2 Einseitige Grenzwerte

In den bisherigen Uberlegungen spielte es i. a. keine Rolle, ob D eine Teilmenge von R oder
C ist. Jetzt wollen wir ausnutzen, dass R ein angeordneter Korper ist, wir betrachten daher ab
jetzt ausschlie3lich Funktionen f: D — K mit einem Definitionsbereich D C R (die Werte von
f durfen zun&chst auch komplex sein). Spezielle Grenzwerte sind die sogenannten "einseitigen”
Grenzwerte.



14.2.1 Definition:

Sei a € R Haufungspunkt von DN | — oo, a[ bzw. DN]a, oof.

Man sagt: f hat bei Annaherung an a (oder in a) den linksseitigen bzw. rechtsseitigen Grenzwert
¢ € C,wenn es zu jedem e > 0 ein § > 0 gibt, so dass gilt

fur alle z € DNz — §, a] bzw.
[f(z) =4 < 5{ fiir alle = € DN Ja, zo + 4

Schreibweisen:

t= lim f(x) = f(zo—) (linksseitiger Grenzwert)
z<x(
l= l.hl?o f(x) = f(zo+) (rechtsseitiger Grenzwert)
xz>xQ
14.2.2 Beispiele:
1. "
lim =1, lim —=-1
BTl T 22 fal

x<0

2. Die Gaul-Klammer

-
x — [r]=max{keZ, k <z}

besitzt an jeder Stelle k € Z den linksseitigen Grenzwert & — 1 und den rechtsseitigen Grenz-
wert k. Die einseitigen Grenzwerte kann man auch als gewohnliche Grenzwerte auffassen,
man beachte f nun auf M := DN | — oo, a[ bzw. M := DN]a, co[ einzuschranken.

Fur die einseitigen Grenzwerte gibt es auch eine offensichtliche Folgencharakterisierung, (versu-
chen Sie diese zu formulieren).

14.2.3 Satz:

Hat eine Funktion f : D — K (D C R) in einem Punkt a € R sowohl einen linksseitigen Grenzwert
als auch einen rechtsseitigen, und sind diese beiden Grenzwerte gleich (etwa gleich ¢), dann be-
sitzt f in a auch einen Grenzwert und dieser stimmt mit den einseitigen Grenzwerten Uberein.

Beweis : Wir benutzen eine ¢ — §-Charakterisierung fur die fraglichen Grenzwerte. Dazu seie > 0
beliebig vorgegeben. Dann gibt es Zahlen §; > 0 und d; > 0, so dass fur alle z € Us, (a)N] — o0, af
bzw. x € Us,(a)N]a, ool gilt | f(x) — 4] < e bzw. |f(x) — | < e.

Setzt man § := min{d1, d2}, dann gilt fir alle z € Us(a) N D |f(x) — ¢| < ¢, d.h. f besitzt ebenfalls
den Grenzwert ¢.

Der folgende Satz zeigt, dass monotone Funktionen auf Intervallen immer einseitige Grenzwerte
besitzen (moéglicherweise uneigentliche).

14.2.4 Satz:
Sei D C R ein echtes Intervall und f : D — R eine monotone Funktion.
(a8) f besitzt in jedem inneren Punkt von D einen links- und rechtsseitigen Grenzwert.

(b) Hat D einen linken Randpunkt, der zu D gehort, so besitzt f in a einen rechtsseitigen Grenz-
wert.



(c) Hat D einen linken Randpunkt, der nicht zu D gehért, so hat f in a einen rechtsseitigen
Grenzwert, falls f auf Us(a) N D fir ein geeignetes ¢ > 0 beschrankt ist.

(d) Analoge Aussagen zu (b) und (c) gelten fur einen rechten Randpunkt von D.

14.2.5 Beweis:

Wir beweisen nun die Aussage (a) und nehmen OBdA an, dass f monoton wéachst (sonst betrachte
man —f). Ist zo € D ein innerer Punkt von D, dann sind die Mengen

U:={f(x); x€D; x<uzo} und
O :={f(z); =€ D; x>uxo} nichtleer

f(¢) ist eine obere Schranke fur U und eine untere Schranke fiir O, daher existieren s := sup U
und ¢ := inf 0.
Wir behaupten

lim f(z) =s und Ilil?o flx)=t.

T—x(

<z z>z()

Dazu verwenden wir die e-Charakterisierung von sup bzw. inf. Zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0
gibtesein e Dmit¢ < zound s —e < f(§) < s. Nach Definition von s und wegen der Monotonie
von f giltdann s —e < f(z) < s(< s+¢) fur alle x €]¢, xo[=] — 00, 29[ ND. Das bedeutet

Jim flz)=s.

}<m8
Vollig analog zeigt man

lim f(z)=t.

T —>T()
xz>w(Q

Aus dem bewiesenen Satz kann man interessante Folgerungen ziehen:
Eine auf einem Intervall D monotone Funktion f ist genau dann in einem inneren Punkt unstetig,
wenn

f(wo—) = lim f(x) # lim f(z) = f(zo+)

z—x( T —ox)
r<xzq x>

gilt. Eine solche Unstetigkeitsstelle o von f (man nennt sie auch Unstetigkeitsstelle 1. Art), kbnnen
wir eine rationale Zahl r(z() zuordnen, die echt zwischen f(z¢)— und f(xo. ) liegt. Fir eine mono-
ton wachsende Funktion f gilt daher

f(xo—) <7r(z0) < f(w0+)
und entsprechend fiir eine monoton fallende Funktion
f(xo—) > r(x0) > f(x0+).
Ist M die Menge der im Inneren D gelegenen Unstetigkeitsstellen von f, so wird durch

r-M — Q

x — r(x)

eine Funktion definiert, deren Definitionsbereich M ist und deren Werte in Q liegen. Diese Funktion
ist injektiv, denn sind x1, x5 € M und ist z; < zo, so folgt

flr—=) <r(x1) < flx1+) < f(wa—) <7r(x2) < fw2+)

falls f monoton wachst (analog falls f monoton fallt). Als Teilmenge der abzahlbaren Menge Q ist
der Bildbereich von r abzahlbar und da r injektiv ist, gilt dies fir M. Damit haben wir das bemer-
kenswerte Ergebnis erhalten:



’ Die Menge der Unstetigkeitsstellen einer auf einem Intervall monotonen Funktion ist abzahlbar.

(denn zu M kdnnen hdchstens noch die beiden Randpunkte von D hinzukommen, falls f dort
unstetig sein sollte).

Beispiel: Schrankt man die Funktion aus Ubungsaufgabe 47 (SS 2006) auf das Intervall [0, 1] ein;
so erhalt man eine monotone Funktion mit einer abzahlbar unendlichen Menge von Unstetigkeiten.
Die Unstetigkeiten 1. Art nennt man auch Sprungstellen.

Wenn mindestens eine der beiden einseitigen Grenzwerte f(zo—) bzw. f(xzo+) nicht existiert,
spricht man auch von Unstetigkeitsstellen zweiter Art, so hat etwa die Dirichlet-Funktion

1, fallszeQ

§:R—R, 6(56):{ 0, fallsz €R—Q

nur Unstetigkeitsstellen zweiter Art.

14.3 Weitere Schreib- und Sprechweisen bei Grenzwerten
14.3.1 Die Schreibweise

lim f(x) =¢oderf(xz) — ¢ fur x — o0)

Tr—00

bedeutet:

Der Definitionsbereich D von f ist nicht nach oben beschrankt und zu jedem ¢ > 0 gilt ein R C R,
so dass fir alle x € D mit x > R gilt

If(z) ¢ <e.
Analoge Definition fur lim  f(z), falls D nicht nach unten beschrankt ist. Geometrische Interpre-

tation fur reellwertige f:

Fir alle x > R verlauft der Graph von f ganz im e-Streifen um ¢, d.h. in

S:(0) ={(z,y) eERxR; L —e<y<l+e}

14.3.2 Bemerkung: (Bei Konigsberger 'Reduktionslemma’)

Es gilt: lim f(z) existiert genau dann, wenn die Funktion ¢ mit ¢(t) := f(3) falls + € D bei 0
einen rechtsseitigen Grenzwert besitzt und es gilt dann
lim p(t) = lim f(z)

t—0 xr—00
t>0

Der Beweis ist klar, denn die Bedingung |p(t) — ¢| < e fur 0 < ¢t < ¢ ist &quivalent mit | f(z) — ¢| < e
fir >3 >0.



14.3.3 Beispiele:

%:1, lim _exp(z) =0 lim (Vz+1-yz)=0

—0o0 Tr— 00

lim % =0, lim % =0 lim

T— 00 r— —0Q Tr— 00

Die Beweise sind einfach und seien dem geneigten Leser Giberlassen.

Sei
p: R —- R
x = apx™+---+ag, ay #0
ein Polynom, dann gilt
P " 1t + - A
lim —(z):lima Fanatt + a0 =1

T—00 Ay X" 20 (a7

Man sagt: Das Polynom P(z) ist asymptotisch gleich a,,z"

Dabei nennt man zwei Funktionen (mit nicht nach oben beschranktem Definitionsbereich) f, g
D — R asymptotisch gleich fiir z — oo, falls lim % =1 gilt.

Hierfur verwendet man haufig das Zeichen
f(x) = g(x) fur z — co.

14.3.4 Uneigentliche Grenzwerte

Jetzt seien die Werte der betrachteten Funktionen ebenfalls reell. Wir betrachten als einfiihrende
Beispiele die Funktionen

1, iR {0} — Hf und die Funktionen
X — Pt
g:R-{1} — R
2. o 1
R
3 h:R — R
' r — 2F keN -

(a) Furjede Folge (z,,) mitx,, > 0flralle nund lim x,, = 0 wachst die Bildfolge (f(z,)) =
(Ii) Uber alle Grenzen. ( (f(z,)) ist divergent mit dem uneigentlichen Grenzwert +o00).

(b) Fir jede Folge (x,,) mit z,, < 0 fur alle nund lim z, = 0 ist die Bildfolge (f(z,)) = ()

n—00 Ty

bestimmt divergent mit dem uneigentlichen Grenzwert —

(c) Fiir die Nullfolge (z,,) = << ) ) ist die Bildfolge f(x,) = - divergent.
Im Beispiel 2. gilt fur jede Folge (z,) mit lim x,, =1 und z,, # 1 fur alle n € N:

lim f(l'n) = 00.

Im Beispiel 3. gilt fUr jede bestimmt gegen +oc divergente Folge (z,,), =, € Rfurallen € N

lim J: = 400.
n—oo

Folgende Schreib- und Sprechweisen liegen nahe:



1. lim f(z) = +oo (oderf(r) — oo fur x — a) bedeutet:

a ist Haufungspunkt des Definitionsbereichs von f und fur jede gegen a konvergierende
Folge (z,), , € D — {a}, ist die Bildfolge (f(z,)) bestimmt divergent mit dem Grenzwert
+00.

2. Die Interpretation von
lim f(z) = —o0

ist vollig analog.

3. Die Interpretation von
lim f(z) = 400 bzw. lim f(z) = +oo

r>a z<a
bzw. von
lim f(z) =00 und lim f(z) = —o0

r>a x<a
seien ebenfalls dem Leser/ der Leserin tberlassen.

SchlieRlich bedeutet

lim f(z) = +o0 die Aussage: Der Definitionsbereich von f ist nicht nach oben beschréankt und

Tr— 00

fir jede bestimmt gegen +oco divergente Folge (x,,), =, € D, ist die Bildfolge (f(z)) ebenfalls
bestimmt divergent mit dem uneigentlichen Grenzwert +oco. Weitere Falle sind mdglich.

In den einfihrenden Beispielen gilt etwa

lim £(x) = +oo, lim f(r) = —oo

z—0

x>0 <0
lim1 g(z) = o0 und
xr—

lim h(z) =+oco.
T— 400

Haufig nutzlich ist die folgende

Bemerkung: Ist f : D — R auf dem nach oben nicht beschrankten Definitionsbereich D monoton
wachsend und nach oben nicht beschrénkt, dann ist

lim f(x)=+40.

T—00
Beweis als Ubungsaufgabe.

Nach der Bemerkung gilt etwa

lim exp(z) = +oo, lim log(z) = 0o, lim vz =o0, lim zF = +oo, firjedesk € N.

r—00 r—00 r—00 Tr—00

Wir beschlieRen diesen Abschnitt mit folgendem Satz Giber das Wachstum der reellen Experimen-
talfunktion im Vergleich zu allgemeinen Exponentialfunktion py(z) = z* (k C N).

14.3.5 Satz vom Wachstum (der reellen Exponentialfunktioj

Es qilt fur jedes k € N

lim —2— =0 oder aquivalent lim P& — o .
) r—oo T

T
T—00 exp(a




Man sagt: Die reelle Exponentialfunktion wachst beim Grenziibergang x — +oo schneller gegen
+o00 als jede positive Potenz.

Beweis des Satzes: Aus

$2 " anrl
eXp(l‘):l—FI—FE—F"'—FH—F (n+1)' + ...
folgt fur z > 0
pntl exp(x) x
> ——— und damit > ,
exp(@) > T 2 (n+ 1)

woraus die Behauptung unmittelbar folgt. Das schnelle (starke) Wachstum der Exponentialfunktion
Ubertragt sich in ein (extrem) langsames Wachstum der Umkehrfunktion log.

14.3.6 Satz vom Wachstum (des nétlichen Logarithmus):

log:RY — R

r +— logx

wachst fir x — oo schwacher als jede n-te Wurzel, d. h. fir jedes n € N gilt

Durch die Ersetzung = := ¢™ reduziert man die Aussage auf den entsprechenden Satz Uber das
Wachstum von exp.

Wie schon bemerkt, baut die Differentialrechnung auf dem Grenzwertbegriff auf. Die Differential-
rechnung liefert auch brauchbare Mittel, u. U. auch komplizierte Grenzwerte zu berechnen, wie wir
spater noch sehen werden.



15 Funktionenfolgen, Funktionenreihen, gleichm3ige Kovergenz,
Potenzreihen

Beispiele fiir Funktionenfolgen und Funktionenreihen sind uns in den vorangehenden Abschnitten
schon haufig begegnet. So hatten wir z.B. fur z € C die komplexe Exponentialfunktion durch

n Zk oo Zk
exp(z) 1= lirr;O E,(z) = lim — = Z o (z€C)
k=0 " k=0

definiert.

Fur festes z € C konvergiert also die komplexe Zahlenfolge (E,,(z)) gegen exp(z). Fur festes z € C
konvergiert auch die komplexe Zahlenfolge f,)(z) = ((1+ £)™) gegen exp(z). Fur festes n € N,
bzw. n € N — E, (z) bzw. z — f,,(z) Funktionen auf C. Ist D irgend eine nichtleere Masse (konkret
etwa eine nichtleere Teilmenge von R oder C\K = C) und ist fir jedes n € N (bzw. Ny) eine
Funktion f,, : D — K (K = R oder K = C) gegeben, so spricht man von einer auf D erklarten
Funktionenfolge. Eine auf D erklarte Funktionenfolge kann man als Element der Menge Abb (N, K)
bzw. Abb (Ny, K) auffassen.

Kurzschreibweise n — f,, oder (f,).

Wahlt man z € D fest, dann ist (f,(z)) eine Zahlenfolge in K(K = R oder K = C) , die aus (f,)
durch Einsetzen von z entsteht.

Bei der Folge (f,(z) kann man nun fragen, ob sie konvergiert oder nicht. Wenn (f,,(z) fur alle
z € D konvergiert, dann wird durch f(z) = nan;o fn(z) eine Funktion f : D — K definiert. Die

Funktion f ist dann eindeutig bestimmt und man sagt, dass (f,,) punktweise gegen f konvergiert.
So konvergiert etwa die Folge (E,,) mit E,,(z) = > 2—'? punktweise gegen die Exponentialfunktion.
k=0

Eine naheliegende Frage ist nun, ob sich fundamzntale Eigenschaften der f,, wie
o die Stetigkeit
¢ die Differenzierbarkeit
¢ die Integrierbarkeit

auf die Grenzfunktion tbertragen.

Wir werden sehen, dass diese "guten”’Eigenschaften der f,, sich i.a. nicht auf die Grenzwertfunkti-
on f Ubertragen. Wir benétigen einen starkeren Konvergenzbegriff, den Begriff der gleichmafigen
Konvergenz, der einfache Aussagen Uber die Vertauschbarkeit von Grenzprozessen ermoglicht.
Unser Aufbau der Integralrechnung wird sich wesentlich auf dem Begriff der gleichméafigen Kon-
vergenz stutzen. Wir werden sehen, dass sich der Begriff der gleichméRigen Konvergenz von
Funktionenfolgen mit Hilfe einer Norm, der sogenannten Supremumsnorm ubersichtlich behan-
deln lasst. Diese ist fur beschrankte Funktionen f : D — K durch

1£1l:= sup{[f(2)|; = € D}

definiert und hat ahnliche Eigenschaften wieder (Absolut-) Betrag einer reellen oder komplexen
Zahl.

15.1 Punktweise Konvergenz von Funktionenfolgen

Wir betrachten als einfuhrendes Beispiel die Funktionenfolge (f,,) mit D = [0,1] und f,(x)
Fir jedes  mit 0 < x < 1 ist bekanntlich (z™) eine Nullfolge und damit gilt lim f,(z) =
0 <z <1.Firz=1listjedoch f,(r) =1 und damitauch lim f,(z) = 1.

Also konvergiert die Folge (f.(x)) gegen 0 falls 0 < = < 1 und gegen 1 falls « = 1, h.h. die
0, fallso<z<1
1, fallsz=1.

= z".
0 for

9

Grenzwertfunktion f ist gegeben durch f(z) = {



Obwohl alle (f,,) stetig sind (Polynome!), ist die Grenzfunktion unstetig an der Stelle 1. Man kdnnte
an dieser Stelle schon den Grund fir dieses Phanomen analysieren, wir kommen spater darauf
zuriick. Zunachst geben wir eine exakte Definition fir die punktweise Konvergenz einer Funktio-
nenfolge.

Definition: Eine Folge (f,,) von Funktionen f,, : D — K konvergiert punktweise aufD, wenn r eine
Funktion f : D — K, so dass fur jede z € D die Zahlenfolge (f.(z)) gegen f(z) konvergiert. f
heil3t die Grenzfunktion der f,,, f ist dan eindeutig bestimmt (warum?).
Wenn man keinen Kandidaten fur die Grenzfunktion f findet oder raten kann, hilft das folgende
Cauchy-Kriterium weiter, in welchen die Grenzfunktion nicht vorkommt.

Satz: Notwendig und hinreichend dafir, dass die Funktionenfolge (f,,) punktweise (gegen f kon-
vergiert ist die folgende Cauchy-Bedingung: Zu jedem ¢ > 0 und jedem z € D gibt p ein N € N, so

dass fur alle m,n > N gibt

(*) [fn(2) = fm(2)] <e.

Wenn (f,) punktweise gegen f konvergiert, so gibt es fur beliebiges £ >= und beliebiges, aber
festes z € D ein N € N, so dass fiur alle n > N gilt

[fm(2) = f(2)] <

DO ™

Ist auch m > N so gilt entsprechen



16 Die elementaren Funktionen



IV. Grundlagen der Integral- und Differentialrechnung

18 Grundlagen der Integralrechnung

Sowohl die Integralrechnungls auch die Differentialrechnungyehdren zum Kernbestand der Analy-
sis. Beider gehen urspringlich von geometrischen Fragestellungen aus:

Bei der Integralrechnungvill man Flacheninhalt@der allgemeiner Voluminavon geometrischen Ob-
jekten bestimmen, aber auch Langen von KurvenDichten, Schwerpunkte, Mittelwerte oder auch
Arbeit (Energie) in einem nicht konstanten Kraftfeld berechnen. Auch die Frage, wie man aus einer
Anderungsrate einer mathematischen oder physikalischéBeauf diese GroRe selber zuriickschlie-
Ren kann, lasst sich mit Hilfe der Integralrechnung beantworten. Ein Fahrtenschreiber z.B. zeichnet
die Geschwindigkeit eines Fahrzeugs auf, mit Hilfe der Integralrechnung lasst sich die Fahrtstrecke
rekonstruieren.

Das Prinzip der Tragheitsnavigatioberuht auf dem Messen der Beschleunigung, der daraus rekon-
struierten Geschwindigkeit und dem wiederum hieraus rekonstruieren zurtickgelegten Weg.
Geometrische Aspekte bei der Differentialrechnung sind etwa das TangentenproblenfTangente
an eine Kurve), physikalische etwa die momentanéinderungeiner GréRe etwa die Momentange-
schwindigkeit oder die Momentanbeschleunigung. Mathematisch handelt es sich hierbei jeweils
um das gleiche Problem. Die Differentialrechnung ist auch an sich starkes Hilfsmittel zur Untersu-
chung qualitativer Eigenschaften von Funktionen (Abbildungen).

Fir Funktionen auf Intervallen werden wir sehen, dass die Differential- und Integralrechnung, die
zunachst nichts untereinander zu tun zu haben scheinen, Uber den sogenannten Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnungntereinander schon eng verbandelt sind.

Bei Archimedes (7212 v.Chr.) findet man schon als Vorstufe der Integration die Bestimmung von
Flachen- und Rauminhalten, den Zusammenhang zwischen Differential- und Integralrechnung ha-
ben Leibniz und Newton um ca. 1670 entdeckt.

Eine systematische Fassung des Flachen- und des Volumenbegriffs fir allgemeine geometrische
Objekte beginnt mit J.Kepler (1615, Volumenbestimmung von Weinfassern), wichtige Beitrage
stammen von dem Galilei-Schuler B.Cavalieri (1635, sog. Cavalierisches Prinzip), dann Newton’s
Lehrer I.Barrow und viele anderen. Strenge systematische Behandlungen solcher Probleme ste-
hen im engen Zusammenhang mit der Entwicklung der Maf3- und Integrationstheorie am Anfang
des 20. Jahrhunderts.

Es gibt verschiedene Integralbegriffe und die Mengen, denen man in verniinftiger Weise mit Hil-
fe des Integrals eine Zahl zuordnen kann, die man als Volumen der Menge ansprechen kann,
hangen vom verwendeten Integralbegriff ab. Wir beschranken uns hier auf das sog. Regel-Integral
(auch Cauchy-Integral genannt, Cauchy 1823).

Das sog. Riemann-IntegralB.Riemann) streifen wir nur am Rande.

In mehreren Veinderlicherbetrachten wir spater das von H.Lebesgue 1902 eingefiihrte Lebesgue
-Integral das allen anderen Integralbegriffen weit Gberlegen ist.

Unser Ziel ist zunachst fur eine einfache Klasse von Funktionen -die Treppenfunktionenein Inte-
gral zu definieren und dieses dann auf eine grof3ere Klasse von Funktionen -die Regelfunktionen
zu erweitern.

18.1 Das Integral fir Treppenfunktionen
Im Folgenden legen wir bis auf Widerruf ein kompaktes Intervall
M :=[a,b] :={z €R; a <z <b} (a,beR, a<b)

zu Grunde.



Schrankt man die GroRRte-Ganze-Funktion

[[:R —- R
x +— [r]=max{k€Z; k <z}

auf ein kompaktes Intervall, etwa [—1, 4] ein, erhdlt man ein typisches Beispiel fiir eine Treppen-

funktion im Sinne der folgenden allgemeinen Definition (vgl. Abb 10).

18.1.1 Definition (Treppenfunktion, Zerlegung)

Eine Funktion
t: M —- R

heil3t Treppenfunktiopnwenn es ein r € N und reelle Zahlen zq, 1, ..., z, mit

a=ro< 1 <x2<...<xp-=0D
gibt, so dass die Einschrankungen
fllek—1,zk fUr E=1,...,r

konstant, etwa = ¢, € R, sind.
Man sagt: Die endliche Menge
{a =x0,21,...,2, = b}

bildet eine ZerlegungZ des Intervalls [a, b] und schreibt suggestiv

Z={a=x0<z1 <...<xp = b}

Die Punkte z; (0 < k& < r) nennt man auch Teilpunkte(oder Stitzstellefy der Zerlegung Z.

Man nennt dann ¢t auch eine Treppenfunktion zur Zerlegung Z.

18.1.2 Bemerkungen

(a) Dat eine Funktion ist, hat ¢ natirlich auch eindeutig bestimmte Werte in den Teilpunkten

xp (0< Kk <r).

Diese sind fur unsere Integraldefinition allerdings unerheblich.

R,

a = T T o 3 564=b]R




(b) Bei gegebener Treppenfunktion ¢ : [a,b] — R ist die Zerlegung Z nicht eindeutig bestimmt,
so kann man beispielsweise zu einer gegebenen Zerlegung Z stets Teilpunkte hinzufiigen.
Ist etwa z ein Punkt mit z;_1 < z < z; fir ein geeignetes j € {1,2,...,r}, dann erhalt man
aus Z durch das Hinzufligen von z die Zerlegung

Z''={a=zp<m<..<zj1<z<z;<...<zp =b}

a=xp T Tj_1 % Z; T, =0b

(c) Wir nennen eine Zerlegung
Z"={a=zj<z]<...<x; =0} (s eN)
feinerals die Zerlegung
Z={a=xo<z1<...<zj1<z<z;<...<z, =b} (reN)
wenn Z* O Z gilt, wenn also jedes z; (0 < j <r) unter den z; (0 <[ < s) vorkommt.

(d) Zu je zwei Zerlegungen Z und Z’ von [a, b] gibt es stets eine Zerlegung Z*, die feiner ist als
Z und auch feiner als Z’. Offensichtlich ist die Zerlegung Z* := Z v Z’, die aus Z durch Hin-
zunahme der (nicht in Z gelegenen) Punkten von Z’ entsteht, eine gemeinsame Verfeinerung
von Z und Z'.

18.1.3 Definition

Istt: M — R eine Treppenfunktion, die bezlglich der Zerlegung
Z={a=x<x1<...<zj_1<z<z;<..<z, =b}

definiert ist und gilt etwa f| |xi_1, zx[= ¢ fUr k = 1,...,n, dann hei3t die reelle Zahl

Iz(t) = ch(itk — l'k,1)
k=1

das Integral vont beZiglich der Zerlegund’ .

Wir werden gleich sehen, dass dieses Integral in der Wirklichkeit nicht von der Zerlegung Z
abhangt, mit deren Hilfe ¢ erklart ist.

18.1.4 Satz

Istt: M — R eine Treppenfunktion bezuglich der Zerlegung Z und Z’, dann gilt

I7(t) = Iz (t).



Beweis : Wir betrachten zunachst die Zerlegung 7, die aus Z durch Hinzufligen eines weiteren
Teilpunktes z, etwa Intervall |z;_1, x;[, entsteht. z sei also ein neuer Teilpunkt mit z;_; < z <

zjfureinj e {1,2,...,n}.
Dann ist

Jj—1

r

I () =Y enlwn —ana) +oi(z —mj0) +ojla; —2)+ Y onl(wn —wp1)

k=1

Nun ist aber

k=j+1

ci(z—xj_1) +cj(x; —2) =cjz —cjzj_1 +cjx; — cjz = cj(x; — xj—1).

Daher ist

<.
|
—

~
N
—
N
Il

=

sl

= Ck(l'k*zk—l) :Iz(t).

>
Il
—

T

cr(oy = zpo1) + @y —wja) + ) erlmn —ap-n)
1 k=j+1

Beim Hinzufligen einesweiteren Teilpunktes é&ndert sich also Iz (t) nicht. Durch Induktion folgt
etwa, dass sich Iz(t) durch Hinzufuigen endlich vieler weiteren Teilpunkte nicht &ndert.

Wir betrachten nur zwei Zerlegungen Z und Z’ die gemeinsame Verfeinerunigf* := Z\ Z'. Sie
entsteht aus Z bzw. Z’ durch Hinzunahme endlich vieler weiteren Teilpunkte, daher ist

Iz(t) =1Izvz(t) = Iz(t),

d.h. also Iz(t) = Iz(t).

18.1.5 Satz und Definition

Istt: [a,b] — R eine Treppenfunktion und

Z={a=ao<m <...<zj1<z<z;<...

irgendeine Zerlegung von [a, b] mit ¢| |zg_1,xx[= cx € R fur k = 1,

Zerlegung unabhangige Zahl

T

I(t) :==Iz(t) == ch(xk — Th—1)

k=1

das Integral der Treppenfunktiotiber das Intervall M = [a, b].

b b
Schreibweise:I(t) := [t = [t(x)dz.

<z, = b}

...,n, dann heif3t die von der

x heilt auch IntegrationsvariableSie ist eine sogenannte freie Variable, kann also mit jedem ande-

ren sinnvollen Buchstaben bezeichnet werden.

’ Das Integral einer Treppenfunktion ist eine endliche Summe von Produkten.




18.1.6 Geometrische Interpretation

Nimmt die Treppenfunktion ¢ nur nicht negative Werte an, dann kann man

r

I(t) = Z ek — Tp—1)
k=1
als Flacheninhalt der Punktmenge (Ordinatenmenge)

O(t) :=={(z,y) ERxR; z € [a,b]; 0 <y <t(x)}

IR\

a=xg X3 X2 X3 X4 Xs5=bpp

deuten: O(¢) ist eine Vereinigung von Rechtecken und I(¢) liefert den elementargeometrischen
Flacheninhalt dieser Rechtecke.

Nimmt ¢ auch negative Werte an, dann ist I(¢) ein Maf3 fur den orientiertenFlacheninhalt (d.h.
Flacheninhalt mit Vorzeichen) der entsprechenden Rechtecke.

IRA

Bezeichnung:Sei T (M) = {t : M — R; ¢ Treppenfunktion} die Menge aller Treppenfunktionen auf
M = [a, b], dann gilt

18.1.7 Satz (Eigenschaften vo'(M)und I : M — R)

(@) T (M) ist ein Unterraum von B(M) := {f : M — R; f beschréankt} und damit selbst ein
R-Vektorraum und die Abbildung

ist linear, d.h. es gilt

(a) I(tl + tg) = I(tl) + I(tg) fur alle ¢t1,t, € T(M)
(B) I(ct)=cI(t)furallec e Rundallete T(M).

Das Integral fiir Treppenfunktionen ist also ein lineares Funktionauf dem Vektorraum T'(M).



(b) Firallet e T(M) qgilt
[1(t)| < sup{|t(z)]; z € M}(b—a)=||t|(b—a) (Standardabschéatzung)

Il

(c) Istt(x) > 0 flralle z € M (kurz t > 0), dann gilt auch I(¢) > 0.
I:T(M) — Rist ein nicht negatives lineares Funktional.

(") Giltflrty, ty € T(M), t1(x) < to(x) fur alle z € M (kurz: t; < ts), dann gilt auch
I(t1) < I(t2).
Man sagt: I ist ein monotones Funktional.
(d) Mitt e T (M) gilt auch |t| € T(M), und es ist
[I(t)] < I([t]).
Beweis (a): Seien t1,ty € T'(M). Wir kdnnen oBdA annehmen, dass ¢; und t, bezuglich der glei-
chen Zerlegung Z von [a,b] definiert sind, dann ist aber klar, dass ¢; + t2 wieder Treppen-

funktion ist, die Funktionswerte in den Teilintervallen ]z, _1, zx[ sind einfach zu addieren. Sei
etwa t1| Jzg—_1, zx[)ck und to| Jzg—_1, 2k [= di, dann gilt

I(tl +t2) = Iz(t1+t2)

T

= ) (cx +di)(wk — 2p1)

k=1

= ch(ffk —xp—1) + de($k — ZTp—1)
k=1 k=1

= Iz(tl) + Iz(tQ) = I(tl) + I(tz).

Dass mitt € T(M) auch ct € T'(M) ist evident, ebenso die Regel I(ct) = cI(t)
Beweis (b): Es gilt

Mol

T
> erlwk — wp1)
k=1

IN

Z lek|(zp — xk—1) (Dreiecksungleichung)
k=1

Zsup{\t(m)h x € M} (z — xp—1)

<
=1 ¢l oo
= [[tfoo(b—a),
da > (xp — z,_1) als endliche teleskopische Summe den Wert b — a hat:
k=1
@k —ap1) = (z1—w0)+ (12— 21) + .+ (@ — Tp1)
k=1

—xot+x,=x, —xT90=b—a



Beweis (c): Ist ¢(z) > 0, dann gilt speziell ¢, > 0 fur alle k =1,2,...,n und es folgt

Beweis (C'): t1 <ty <= to —t; > 0. Aus der Linearitat von I und (c) folgt dann

0< I(tQ —tl) = I(tz) — I(tl) oder I(tl) < I(tz)

Beweis (d): Aus ¢ < [t] folgt nach (¢') daher I(t) < I(Jt|). Weil auch —t < |¢| gilt, folgt mit (a) und
(©)
—I(t) = I(=t) < I(]t]),

also insgesamt
[L(t)] < I(]t])-

Wir betrachten ein Beispiel:

18.1.8 Beispiel

Wir betrachten die Treppenfunktion

[na]
t = ,
(2) = =
dabei ist n € N fest.
Eine zu ¢ passende Zerlegung von [0, 1] ist
1 2 k n—1
z=0=rp< —<—<...<—<...< <-=1l=uz,
n n n n n
Esistalso z; = £ und z, — z_1 = 2 und ¢, == t| Jay, — 2 [= B2 firk =1,...,n.
Das Integral I(t) ist leicht zu berechnen:
- k-1 01 1
I(t) =Y enl(zr —wp-1) = =Y (k-
k=1 k=1 k=1
1 -1
= —QM (nach GaufR)
n 2

Veranschaulichung furn =5



gl H
7 2 3 4 3
5 5 5 5 5

7

Lasst man n in alle naturlichen Zahlen durchlaufen und schreibt ¢,,(z) = % dann ist (¢,,) eine
Folge von Treppenfunktionen, die auf [0, 1] gleichmaRig gegen f mit f(x) = « fir 2 € [0, 1] konver-
giert.

Beachte dabei auch lim 3 (1 — %) —1

5
Wir kommen in Abschnitt 17.2 hierauf zurtick.

Man kommt zu einer kleinen Erweiterung der Integralfunktion, in der man

a

/t:O

a

definiert und beachtet, dass fur eine Treppenfunktion ¢ : [0,1] — R fir jedes cmita < ¢ < b
t| [a,c] und ¢| [c, D]

wieder Treppenfunktionen sind, die wir der Einfachheit halber auch wieder mit ¢t bezeichnen.

18.1.9 Satz

Fir jedes t € T(M) und fur jedes ¢ € [a, b] gilt

c b b
Jt(x)dz + ft(x)dx = [t(x)dx

a a

Diese Formel bringt eine Intervalladditivititdes Integrals I zum Ausdruck.

Zum Beweisbraucht man nur ¢ unter die Teilpunkte der Zerlegung aufzunehmen, mit deren Hilfe
man I(t) berechnet.

18.1.10 Bemerkung

Zum Abschluss sei bemerkt, dass mit ¢1,to € T(M) auch tit, € T(M) gilt, das Produkt von zwei
Treppenfunktionen ist also wieder eine Treppenfunktion, aber wie einfache Beispiele zeigen (vgl.
Ubungsblatt 1, Aufgabe 4) gilt i.A. nicht I(t1t2) = I(t1)1(t2).

Es qilt jedoch die Cauchy-Schwarzsche Ungleichuimgder Form
[(I(t112))> < 1()1(13) |

Vergleiche hierzu auch die Musterlésung von Aufgabe 4 von Blatt 1.




18.2 Das Integral fir Regelfunktionen

Ziel diese Abschnitts ist es, die Integraldefinition, die sich bis jetzt nur auf Treppenfunktionen er-
streckt hat, auf eine groRere Klasse von Funktionen, die sog. Regelfunktionerso auszudehnen,
dass die Eigenschaften des Integrals, d.h. der Abbildung

I:TM) — R (M :=[a,b])
b

t — I(t):/t(:c)da:

a

erhalten bleiben (I ist ein nicht negatives, beschranktes lineares Funktional). Wir werden sehen,
dass stetige bzw. monotone Funktionen auf M Regelfunktionen sind. Da viele der uns gelaufigen
Funktionen (Polynome hoheren Grades, rationale Funktionen, sin, cos, exp, log) keine Treppen-
funktionen sind, werden wir versuchen, sie in geeigneter Weise durch Treppenfunktionen zu ap-
proximieren.

18.2.1 Definition

Sei M = [a,b] (a,b € R, a < b) ein kompaktes Intervall in R.
Eine Funktion f : M — R hei3t Regelfunktionwenn es eine Folge (¢,) von Treppenfunktionen
t, € T(M) gibt, die gleichmafBiggegen f konvergiert.

Beachte

Gleichmafige Konvergenz ist die Konvergenz bezuglich der Supremumsnorm:

Das die Folge (¢,,) gleichmafig gegen f konvergiert bedeutet also, dass die (reelle) Zahlenfolge
(|tn. — f||) der Normen eine Nullfolge ist.

Die Supremumsnorm einer beschrankten Funktion f : M — R ist dabei die nicht negative reelle
Zahl

[Flloo = I flar = sup{[f(2)[; = € M}

Da der Definitionsbereich M zunéchst festgehalten wird, lassen wir den Index M auch der Ein-
fachheit halber weg und schreiben nur || f||.

Die Supremumsnoriist eine Norm auf dem Vektorraum B(M) = {f : M — R; f beschrankt} der
beschrankten Funktionen auf M im Sinne von Def. ??7.

Fir die gleichmafige Konvergenz der Folge (¢,,) gegen f verwenden wir die Kurzschreibweise

th = f.

Gilt nun t,, = f, d.h. konvergiert (¢,,) gleichméaRig gegen f, dann liegt es nahe fiir die Funktion f
ein Integral durch
I(f):= lim I(t,)

n—oo

zu erklaren.
Damit dies sinnvoll ist, ist zweierlei zu zeigen:

(a) Die Folge (I(t,)) der Integrale der Treppenfunktionen ¢,, ist Uberhaupt konvergent.
(b) Ist (¢,) eine weitere Folge von Regelfunktionen ¢,, € T'(M) mit ¢, = f, dann gilt

lim I(t,) = lim I({,).

n—oo n—0o0

Dass beide Aussagen richtig sind, ist die Aussage von



18.2.2 Lemma

Sei f : M — R eine Regelfunktion.

(@) Ist t, € T(M) fur n € N und gilt £, = f, dann ist die Folge (I(t,)) der Integrale eine
konvergente reelle Zahlenfolge.

(b) Giltauch t,, = f mit ¢, € T(M), dann ist
lim I(t,) = lim I(t,)

n—oo n—oo
Beweis (a): Da wir den potenziellen Grenzwert nicht kennen, verwenden wir das Cauchy-Kriterium,
um die Konvergenz der Folge (I(t,)) zu zeigen.
Da (t,,) gleichmaRig gegen f konvergiert, gibt es zu jedem ¢ > 0 einen Index N € N, so dass
fur alle n € Nmitn > N gilt

9
tn —
Itn = £1< 55—
Fir alle m € N mit m > N gilt dann auch
g
tm — <
Daher ist
||tm - th = Htm —f+f= tn”

IN

[t = FII+ 11 =t

S g
It = £+ Nt = Il < 5

b—a) 2b-a) b-a

far alle m,n > N.

Nach dieser Vorbereitung betrachten wir die Folge (1(¢,,)) der Integrale und zeigen, dass sie
eine Cauchy-Folge reeller Zahlen, also konvergent ist.

Dazu nutzen wir die Linearitat des Integrals fuir Treppenfunktionen und die Standardabschéatzung

aus:
[[(tm) = I(ta)] "= L(tm —ta)] < (0= )t — ta]
9
< (b— =
(b-a)y—=¢
fur alle m,n mit m,n > N. Die Folge (I(t,)) ist daher als Cauchy-Folge reeller Zahlen
konvergent.

O

Beweis (b): Fur (b) geben wir zwei Beweise. Da wir nach (a) schon wissen, dass die Folgen (1(¢,,))
und (I(%,)) konvergent sind, geniigt es zu zeigen, dass die Folge der Differenzen eine Null-
folge ist:

Aus
[tn = tall < 1t — fIl + lItn — £l
ist ersichtlich, dass die Folge (||t,, — %,,||) eine Nullfolge ist.
Nun gilt
- . - Standardabschatzung -
[I(tn) = I(Ea)] "= |1t — 1)) < (b —a)lltn — tnl

Weil die rechte Seite eine Nullfolge ist, ist auch die linke Seite eine Nullfolge und nach den
Rechenregeln fir konvergente reelle Zahlenfolgen folgt

lim I(t,) = nlirrolo I(t,)

n—oo



Ein zweiter Beweis beruht auf dem Prinzip der Folgenmischungdas wir schon mehrfach verwendet
haben:
Hier bedeutet es:
falls t, = f und £, = f, dann gilt auch, dass die durch Mischung entstehende ,Zickzackfolge"
(,ReiRverschlussfolge") ) ) )
(t:L) = (t17t1>t27t27t37t37 .. )
gleichmafig gegen f konvergiert.
Zum Beweisbeachte man
{ t%, falsn=2m—1, meN;

tr = ~
ta, falls n = 2m, m € N.

n

Nach (a) folgt dann aber, dass die Folge I(¢})) der Integrale konvergiert, sei etwa A := lim I(¢}).

n—oo

Da aber (I(t,)) und (I(t,)) beides Teilfolgen von (I(t%)) sind, konvergieren (I(t,)) und (I(¢,))
auch beide gegen A, also ist
lim I(t,) = A= lim I(%,).

n—oo n—oo

Aufgrund des Lemmas ist die folgende Definition sinnvoll.

18.2.3 Definition und Satz (Integral einer Regelfunktion)

Ist f : M — R eine Regelfunktion und ist (¢,,) irgend eine Folge von Treppenfunktionen ¢,, auf M,
die gleichmalig gegen f konvergiert: ¢t,, = f, dann existiert der Grenzwert

b
I(f) ;= lim I(t,)= lm [ t,(x)dz.

n—oo n—oo
a

Es ist unabhangig von der Approximationsfolge (¢,,) und heil3t das Integral vonf tber [a, b].

Bezeichnung I(f) :fbf:fbf(x)dx.

x nennt man Integrationsvariablend die Funktion f auch Integrand

18.2.4 Bemerkungen

(@) Falls f noch von zusétzlichen Parametern abhangt, z.B. f(x) = x2y, sollte man die ausfiihrli-
che Schreibweise verwenden, auf die Bezeichnung der Integrationsvariablen kommt es dabei

aber nicht an: . \ .
[rwae= [ = [ = o=

Wie wir bald sehen werden, gilt z.B.

1 1
2
22ydx = g, aber 22ydy = T
3 2
0 0



(b) Wir haben fur das Integral einer Regelfunktion keine neue Bezeichnung eingefuhrt, das
macht Sinn, da jede Treppenfunktion f = ¢ eine Regelfunktion ist, als approximierende Folge
(tn) kann man ¢,, = ¢ fir alle n € N verwenden:

18.2.5 Beispiel

Ein erstes Beispiel:
1

Um [z dz zu berechnen, betrachten wir die Folge (¢,) von Treppenfunktionen mit ¢, (z) := [na]
0

von der wir wissen, dass sie gleichméaRig gegen f mit f(z) = x (sogar auf ganz R) konvergiert.
Fir jedes n € Nist die Zerlegung Z(™) := {0 =zg <21 < ... <21 < 2} < ... < T, = 1} Mit

k
xp:=— fur k=0,...,n
n

eine passende Zerlegung zu t,, und I(t,) = 3 (1 — 1) nach 2?2.
Da t, = idjp 1) gilt, ist die Folge (I(t,,)) konvergent (das folgt hier auch aus den Rechenregeln fiir
konvergente Folgen), und es gilt

1

1 1 1

dr= lim I(t,)= lim - (1—-—]=_.

[ e = Jim e = i g (1) =5
0

&

O0=xy x; X, X3 X X5 X5 X,=1 IR

Abbildung 16: Visualisierung voty,

Wir beschéftigen uns im Folgenden mit Permanenzeigenschaften des Regelintegnads der Frage,
wie umfangreich die Klasse der Regelfunktionen ist, einigen speziellen Integralberechnungen und
einer Charakterisierung von Regelfunktionen durch innere Eigenschaften.

Da eine Treppenfunktion ¢ : [a,b] — R nur endlich viele Werte annimmt, ist jede Treppenfunktion
t : [a,b] — R beschrankt. Diese Eigenschaft Ubertragt sich auf Regelfunktionen:

Bezeichnung:R(M) := {f : M — R; f Regelfukntion}
Dann gilt:



18.2.6 Bemerkung
Es gilt R(M) C B(M), d.h. jede Regelfunktion ist beschrankt.
Beweis : Gilt ¢,, = f mit ¢, € T(M) und beachtet man
f=f—-tya+t, und
G A< IS = tnll + [l

und die Tatsache, dass Treppenfunktionen beschrankt sind, folgt die Behauptung unmittelbar
aus (x).

O

18.2.7 Satz (Eigenschaften des Regelintegrals)

Sind f,¢g € R(M) (also Regelfunktionen), dann gilt:

@ a)f +g9 € R(M) und B)cf € R(M) fur beliebiges ¢ € R, das bedeutet. R(M) ist eine R-
Vektorraum (Untervektorraum von B(M)). Ferner ist

I(f+9) = I(f)+1(g) und I(cf) = cI(f)
(I : R(M) — Rist also ein lineares Funktional)
ZusatzEs st auch fg € R(M), R(M) ist also sogar eine Funktionenalgebra

(b) |I(f)] < (b—a)|f| (Standartabschatzung)
(I ist also ein beschranktes lineares Funktional)

(c) Aus f > 0folgt I(f) >0
(I ist ein nicht negatives lineares Funktional).

() Aus f < g (d.h. f(z) < g(z) fur alle z € M) folgt
I(f) < 1(g)
(I ist also ein monotones lineares Funktional).
(d) Aus my < f(z) < mq furalle x € M (mq,ms € R fest) folgt
my(b—a) <I(f) < ma(b—a)
(e) Mit f € R(M) istauch |f| € R(M), und es gilt
(A < I(1£])-
Beweis (a): Aus t,, = f, t, = g (tn, 1, € T(M)) folgt
th+t, = f+g
und damit
I 4+g) = Jm It +1n) = lim (I(ta) +1(52)
= lim I(t,) + lim I(,)
= I(f)+1(g)-
Wegen ct,, = cf folgt
I(cf) = nli—{EoI(Ctn) = lim cl(t,) =c lim I(t,) = cI(f).

n—oo n—oo



Will man den Zusatz beweisen, dann muss man zeigen:
Aus t, = fund ¢, = g folgt tt,, = fg. Dazu verwendet man Standardschlusse:

1£g = tatnll = I(f = t)g +tulg = E)ll < Ngll I1f = tull + lltall llg = Eall-
Mit der Beschranktheit von ||g|| und ||¢,,| folgt die Behauptung.

Beweis (b): Wegen | ||t,]| — || £l | < ||t, — f]| folgt aus ¢, = f auch lim ||¢,] = | f||, daher

1) =] i I(t)| = Jim [1(t,)]
< im0~ a) = 170 a).

A

Beweis (c): Aus t,, = f folgt auch |t,,| = |f| = f
(beachte fir alle ¢, d € R gilt

[le] —|d| | < |c—d| und damit (fiir allez € [a, b))

| tn (@) = |F @) | < [tn(z) = [f(@)] | < [tn(x) = f(2)] < [[tn = fI])
Damit gilt auch |¢,,| = | f| und somit | f| € R(M) und

1() = 1(1f1) = Jim_I(Jta]) >0,

da I(|t,]) > 0 fir alle n € N gilt.

Beweis (c¢): (c¢’) folgt aus (c) wegen der Linearitat von I:
daher
I(g) = 1(f)=1(g - f) 20,
also I(f) < I(g).

b
Beweis (d): Wegen [1-dx = b — q, folgt (d) sofort durch mehrfache Anwendung von (c’).

Aus my -1 < f(z) folgt mq (b — a) < I(f) und aus f(z) < mqy-1folgt I(f) < my(b—a), also
my(b—a) <I(f) <ma(b—a).

Beweis (e): Aus ¢,, = f folgt auch |t,,| = |f| wie unter (b) schon gezeigt, daher ist
() =1 lim I(t,)] = lim [I(t,)]
Tim I([ta]) = I(|f1).

IN



18.2.8 Geometrische Interpretation

Wie bei Treppenfunktionen (vgl. §17.1.6) hat man die folgende geometrische Inteerpretation:
Sei f : [a,b] — R eine Regelfunktion, etwa f stetig und f(X) > 0 fur alle z € [a,b] und
O(f) == {(z,y) €e RxR; z € (a,b); o <y < f(x)} C R x R ihre Ordinatenmenge. Dann ist

b
I(f) > 0und I(f) = [ f(z)dz kann man dann als Maf fir den Flacheninhalt von O(f) definieren

IRA

/_X\\:::/ Graph(f)

N

a b

>
>

IR

(ein Flacheninhalt fiir solche (spezielle) Teilmengen von R ist bisjetzt nihct definiert!).
b
Nimmt f auch negative Werte an, so liefert I(f) = [ f ein MaR fur den ,orientierten Flachenin-

halt* (d.h. Flacheninhalt mitt Vorzeichen) der Menge,aderi zwischen dem Graphen von f und der
z-Achse liegt:

IR/

+

/4N .
: \_/\—/bm

Indem wir gleichméaRige Limites von Folgen von Treppenfunktionen betrachtet haben, ist es und
gelungen, den Raum der Treppenfunktionen zu erweitern zum Raum der Regelfunktionen. Man
kénnte versuchen, diesen Prozess nochmals zu wiederholen, d.h. gleichmafiige Limites von Fol-
gen von Regelfunktionen zu betrachten und man kdnnte erwarten, nochmals eine gréf3ere Klasse
von Funktionen zu erhalten. Der folgende Satz besagt aber, dass der Raum der Regelfunktio-
nen stabilgegeniber der Bildung von gleichmafigen Limites von Regelfunktionen ist (hieraus folgt
auch, dass R(M) ein Banach-Raum beutglich der Supremumsnorm ist) und beinhaltet gleichzeitig
eine wichtige Vertauschungseigenschaft des Regelintegrals

18.2.9 Satz (Stabilidtssatz, Vertauschungssatz)

(a) Seien f, € R(M) fur n € Nund es gelte f,, = f : [a,b] — R, dann gilt f € R(M) und es ist
I(f) = lim I(f,), oder vielleicht suggestiver

b b b
/f(x)dx = /nh—{go fulx)de = nhﬁn;O f(x)dx.

a a



D.h. der gleichméRige limes einer Folge von Regelfunktionen ist wieder eine Regelfunktion
und man darf zur Berechnung Integration und Grenzwertbildung vertauschen.

Da die Integration ja auch durch ein Grenzprozess definiert ist, handelt es sich dabei um die
Vertauschung zweier Grenzprozesse.

(b) Ist (fx) eine Folge von Regelfunktionen f; € R(M), so dass die Funktionsreihe f fx (d.h.
k=0

die Folge F,, := >_ fi der Partialsummen) gleichméaRig auf M gegen F' : [a,b] — R konver-
k=0

giert, dann ist F' auch eine Regelfunktion und man ,darf Summation und Integration vertau-

schen”. , o
/ dm—/(ka )dx:kz_%a/fk(x)dm

a

Beweis (a): Wegen f, € R(M) fur n € N, kann man fur jedes n ein t,, € T(M) mit [|t,, — f.| < 2

wahlen. Aus
[tn = fIl = lltn = fu+ fu = £l
< ”tn - f’rL” + ||f'n - fH
1
< —+lfa =1l
n

und f,, = f folgt daher lim ||¢, — f|]| =0, also t, = f, also f € R(M).
Nach uns jetzt schon vertrauter Schlussweise folgt nun

L(fn) = LN =I(fn = /)l < (b —a)llfn = fIl. also
lim I(f,)=1I(f) wegen lim [f,— f||=0

n—oo

Beweis (b): Man braucht (a) nur auf die Partialsummen F,, := > f, anzuwenden und die Ver-
k=0
tauschbarkeit der Indizes mit endlichen Summen beachten, via Induktion folgt aus der Addi-
tivitat: \

/ da:—/(ka )zga/bfk(x)dx

a

Der Grenziibergang n — oo liefert dann nach (a)

/b (i fk($)> dx

b

/ F(z)dx

a

b
= lim [ F,(x)dz
n—oo

= nlgI;oZ/fk da:—Z/fk



Gegenbeispiel:
Bei nur punktweisen Konvergenz ist der Vertauschungssatz i.A. falsch:

Betrachte ¢,, : [0,1] — R mit
0, furxz=0;
th(z) =< n, firo<z < %;
0, furi<az<l

1
Die Folge (t,,) konvergiert punktweise gegen die Nullfunktion, es gibt aber I(t,,) = [t,(z)dz =1
0

1
und damit auch lim I(t,)=1#0= [ lim ¢,(z)dx.

n—oo 0 n—oo

Wie umfangreich die Klasse der Regelfunktionen ist zeigt

18.2.10 Theorem

Jede stetige Funktion bzw. jede monotone Funktion f : M — R ist eine Regelfunktion.

Der Beweis flr stetigeFunktionen beruht auf der Tatsache, dass eine stetige Funktion f : K — K,
wobei K C K kompakt ist, auf K gleichméf3ig stetigst.

18.2.11 Definition

Eine Funktion f : D — K (D C K, D # ) hei3t gleichmé3ig stetig auD, wenn folgendes gilt:
Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass fiir allez,y € D mit |x — y| < d gilt |f(z) — f(y)] < e.

Bemerkung:

Wahlt man einen festen Punkt a« € D, dann sieht man sofort, dass eine gleichmagige stetige Funk-
tion in jedem Punkt a € D stetig ist. Der Unterschied zur gewdhnlichen Stetigkeit besteht darin,
dass das zu jedem ¢ > 0 bei der gewohnlichen Stetigkeitsdefinition existierende ¢ > 0 neben
seiner Abhangigkeit von ¢ i.A. von der betrachtenden Stelle ¢ abhéangt (man vergleiche dazu die
Beispiele zur ¢ — §—Definition der Stetigkeit in §12).

Manchmal lasst sich jedoch ein universelles § wahlen, das nur von ¢ und nicht von der betrachten-
den Stelle « € D abhéangt, z.B. bei

fR—=R oder g:R—R

T X x|z

Hier ist die Wahl § = ¢ mdglich. Ist jedoch der Definitionsbereich einer stetigen Funktion kompakt
(vgl. ???), dann ist f gleichmaRig stetig.

18.2.12 Satz

Ist K C K kompakt(#£ 0) und f : K — K stetig auf K.
Da ein Intervall [a,b] — R kompakt ist, ist jede stetige Funktion f : [a,b] — R gleichméaRig stetig
auf [a, b].

Beweis : Wir fihren den Beweis fir eine beliebige kompakte Teilmenge K C R oder K C C, da
beweistechnisch kein Unterschied besteht.
Wir fihren einen indirekten Beweis, nehmen also an, dass f stetig auf K aber nicht gleichmafig



stetig ist. Dann gibt es eine Ausnahme ¢, nennen wir es g, so dass kein geeignetes ¢ mit der
genannten Eigenschaft existiert, das heil3t fur jedess > 0 gibt es Paare (z5,y5) € K x K fur
die zwar |z5 —ys| < § aber nicht|f(zs)— f(ys)| < €0 gilt, das heildt, es gilt | f (zs5) — f(ys)| > €o.
Wir setzen § = 1,3, %,..., ... und bezeichnen die entsprechenden Punkte =5, € K und

ys, € K einfach mit z,, und y,,. Flr diese Punkte gilt also

1
‘xn —Un| < w aber ‘f(wn) — f(yn)| = €0

Da K kompakt ist, also insbesondere beschrankt ist, ist die Folge (x,,) beschrankt, besitzt
also nach Bolzano-Weierstrass eine konvergente Teilfolge (z,,, ), die wegen der Kompaktheit
(an der Stelle geht die Abgeschlossenheit von K ein) gegen einen Punkt ¢ € K konvergiert:

£ = lim z,,.
k—oo

Wegen |z, — y,| < £ gilt dann auch klim Yn, = E.
Wegen der Stetigkeit von f in £ folgt daher
lim f(znk) = f(g) = kh—{go f(y”k)’

k—o0
oder auch klim |f(zn,) — f(yn,)| = 0im Widerspruch zu | f(z,) — f(yn)| > o fur alle n € N.

Dieser Widerspruch zeigt, dass unsere Annahme falsch war, f also doch gleichmaRig stetig
auf K ist.

O

Wir kommen nun zum Beweis von Theorem 17.2.10 und zeigen zunéchst, dass jede stetige Funk-
tion
fila,b] =R

eine Treppenfunktion ist.

Die Idee ist, das Intervall [a, b] hinreichend fein zu unterteilen und eine geeignete Folge von Trep-
penfunktionen (t,,) mit ¢, = f zu konstruieren. Dazu wahlen wir eine Folge (Z(™)) von &quidistan-
ten Zerlegungen

(n) (n)

70 ={a=a{" <2” <. <2 <2lM < <2y

mitz\" = a+k- 2% k=0,1,...,n und definieren ¢, : [a,b] — R durch

bo(z) = flag—y), flirze {Q:gl_)l,xén) {, 1<k<n
£(b), fire =2 =b

Fir diese speziell ausgewahlte Folge (t,,) von Treppenfunktionen zeigen wir, dass t,, = f gilt.
Dazu benutzen wir die gleichma3ige Stetigkeiwon f auf [a, b]:

Zu jedem ¢ > 0 gibt es daher ein Universal-6 > 0, so dass fur alle z,y € [a,b] mit |z — y| < ¢ gilt
1f(2) — )] <e.

Zunachst wahlen wir eine natirliche Zahl N so grof3, dass b‘Ta < ¢ gilt.

Fur n > N betrachten wir |f(z) — ¢, (z)| fur z € [a,b]. Jedes z € [a,b], = # b, liegt in genau einem

der Intervalle [m,@l, xé”) { k=1,...,n. Seialsoz € [555!1)1» :c,(C") { dann ist nach Definition von ¢,,

f(@) = ta(@) = f(@) = £ (a)

und weiter

n n n n n b_ b_
’a:—x,(ﬁ,)l S’mé) ()‘Zxé)—x()< CL< a<6

— <
k—1 k—1 n N




Aus ‘x — x,(cn_)l

< ¢ folgt dann wegen der gleichméaRigen Stetigkeit von f

f(x) = ta(z)] = | f(z) — f(z(”)| <<
Da fiir x = b nach der Definition

|f(b) = ta (D) = [£(b) — f(b)| = O

gilt, ist also fiir alle n > N und alle z € [a, ]

[f(z) = tn(2)] <€

und damit
If —tnll <€
furallen > N, d.h. ¢, = f.
Damit haben wir also nach einem ganz speziellen Verfahren (Aquidistante Festlegung des Funk-
tionswertes) eine Folge (t¢,,) von Treppenfunktionen ¢,, : [a,b] — R konstruiert, die gleichmaRig

gegen die gegebene stetige Funktion f konvergiert. Damit ist f also eine Regelfunktion (Die Ab-
bildung veranschaulicht den Fall n = 6.):

IR\

(6) (6) (6) _(6) (6) x5(6) xgé):b IR

Q

I
=
e
s
&

Wir kehren zum Beweis vom Theorem 17.2.10 zuriick und zeigen jetzt, dass jede monotoneFunk-
tion f : [a,b] — R eine Regelfunktion ist.

OBdA sei f monoton wachsend (sonst gehe man von f zu — f Uber)

ml\
fb)=cl---=-=-=-=-=-=-==--=-=--~- s
5 p=mmmmmm - I/:
7 B 1
C3 ————————— /—l :
] I Co
el |=- -_/-I 1 1
fla) =cy| - - 1 ; ; ;
! I 1 1 L >
a=ux, Xpg b=xn R

Die Bildmenge f([a,b]) ist dann im Intervall [f(a), f(b)] enthalten. Wir unterteilen [f(a), f(b)] &qui-
distant, etwa

fla)=cp<ca<ecm<...<cp1<c<...<c, = f(b)

mit ¢, := f(a) + M fur 0 < v < n. AuRBerdem setzen wir

3

B, =[cy-1,¢/] fur 1 <v <n und

AV = f_l(BV) = {.I‘ € [aa b]7 Cp—1 < f(l') < CV}'



Aus der Monotonie von f folgt, dass A, ein (mdglicherweise leeres) Intervall ist. Wir interessie-
ren uns nur fur die ,echten” Intervalle, also diejenigen, die mehr als einen Punkt enthalten. Wir
nummerieren die Randpunkte dieser Intervalle durch und erhalten in

Z:={a=x0<x1<...<Tj_1 <xj <...<xyp:=b}

eine Zerlegung von [a, b].
Wir wahlen nun noch irgendeinen Zwischenpunkt &; €]z;_1,z;[ mit 1 < j < k. (z.B. kann man
& = w also der Mittelpunkt des Intervalls wahlen) und definieren nun

ty:[a,b) = R

durch

¢ ((L’){ f(£J)7 furwe]wj*hxj[(lgjgk);

" flzj), farz=ua;, (j=0,...,k).
Dann ist ¢,, eine Treppenfunktion beziglich der Zerlegung ~.
Wir schéatzen jetzt f(x) — t,(x) ab. Nach Konstruktion ist das Bild irgendeines der Intervalle
|z;_1,x;[ enthalten in einem Intervall der Léange W Hieraus und aus t,(z;) = f(x;) folgt
dann fir alle = € [a, b]

b) —
@)~ tate) < ZO T,
und damit
Jim (1] o] = 0.

Damit ist gezeigt, dass die Folge (t,,) gleichmaRig gegen f konvergiert. Damit ist f eine Regel-
funktion.

O
Mit der stetigen Funktion und der monotonen Funktion haben wir einen grof3en Vorrat von Regel-
funktionen.
Da die Funktionen, fiir die wir ein Integral erklart haben genau die Regelfunktionen f : [a,b] — R
sind, nennen wir die Regelfunktionen auch die integrierbare Funktionen

Integrierbare Funktion = Regelfunktion

Bei Zugrundelegung anderer Integralbegriffe erhdlt man andere Funktionsklassen.
Riemann-Integral <= Riemann-integrierbare Funktion

Lebesque-Integral <= Lebesque-integrierbare Funktion

Obwohl wir hdufig mit quidistanten Zerlegungen gearbeitet haben, erhalt man eine gré3ere Fle-
xibilitat bei der konkreten Integralberechnung, wenn man auch andere Zerlegungen (oder Folgen
von Zerlegungen) betrachtet, die nur die Eigenschaft haben missen, dass sie ,fein genug” sind.
Diesen Begriff werden wir gleich prazisieren.

AufRerdem wollen wir auch eine groRRere Flexibilitat bei der Auswahl der Zwischenpunkte &; im j-
ten Teilungintervall. Wir fihren dazu die folgende Sprechweise ein.

18.2.13 Definition

Ist f : [a,b] — R eine Regelfunktion

AL ::{a:xgn)<x§n)<...<x§c@1<x§€n)<...<x(”):b}

Tn



eine (zunachst feste Zerlegung von [a, b] (n € N fest). Wahlt man fur jedes £ mit 1 < k < r,, einen
Punkt f,(cn) € [vr_1,7x], 1 <k < ry,, dann heil’t der Vektor

g = (€M, e

ein ,Zwischenvektor* und die Summe
Tn

S(£:27,6™) = 37 FEM) ) 2" )
k=0

eine Riemannsche Sumniér f zur Zerlegung Z(™ und zum Zwischenvektor £(™).
Die maximale Lange der Teilintervalle

n(ZM) = max{xi,") - 932-”—)15 1<k<r,}

heilkt die Feinhei(FeinheitsmaR, Feinheitsgrad) der Zerlegung Z (™.
Beachte: S(f, Z(™,¢(™)) ist das Interval einer geeigneten Treppenfunktion (welcher?) und jedes
Integral einer Treppenfunktion ist eine spezielle Riemannsche Summe.

18.2.14 Satz (Berechnung von Integralen mit der Riemannsem Summe)

Ist f : [a,b] — R eine Regelfunktion und 2™ := {a = 2" < 2™ < ... <2{™ <. <2{” =}
irgendeine Folge von Zerlegungen mit lim 7(Z(™) = 0 (,Zerlegungsnullfolge*), dann konvergiert

fur jedeFolge von Zwischenvektoren (£(m), ¢ = (&™) (™) mit g,(cn) € [:c,@l,m,i”)]; 1<k<r,
die Folge der Riemannschen Summen (S(f,Z™, (¢M™)) _ gegen das Integral von f:

b

lim S(f, 2™, (€M) = lm > FE") @) —ay) = 1(f) = / f.
k=0

n—oo
a

Beweisskizze:

Wir beweisen die Behauptung nur flr stetigeFunktionen f : [a,b] — R.

Fur eine beliebigeRegelfunktion vergleiche man die Musterlésung zu Aufgabe ?? von Blatt 2.
Man imitiere den Beweis vom Theorem und wéhle eine Folge von 7(Z(™) der Zerlegungen, so
dass n(Z(™) < ¢ fir n > N gilt (dieses ¢ ist das Universaldelta, was es auf Grund der gleichmaRi-
gen Stetigkeit von f zu einem vorgegebenem ¢ > 0 gibt).

Definiert man dann ¢,, (n > N) in Analogie zum Beweis von 17.2.10 fiir stetige Funktionen, wobei

man die Zwischenpunkte ¢ ¢ [\, , ("] beliebig wahlen kann, dann gilt £, = f und

S(f, 2™, (€M) = I(t,)

und damit
lim S(f, 2", (M) = lim I(t,) = I(f).

n—oo

18.2.15 Beispiele und Bemerkungen

(a) Haufig verwendet man eine Folge Z (™ von &quidistanten Zerlegungen von [a, b], hier gilt also
rn, = n furalle n € Nund x :a—i—kb_T“, h=0,...,n.
1

Als erstes Beispiel hatten wir in §17.2.5 das Integral [ « dz berechnet und den Wert % erhal-
0

b
ten (was zu erwarten war). Wir wollen etwas allgemeiner das Integral [ = dz berechnen und
0



verwenden dazu Riemansche Summen.
Wir wahlen fir jedes n € N aquidistante Zerlegungen

JARES {O,b,%,...,b}
n' n

sowie die Zwischenpunkte (Stiitzpunkte): f,g") = x;") = kL furb =1,...,n. (als Zwischen-
punkte haben wir also die rechten Randpunkte des Intervall [xén_)l, x,ﬁ")] gewahlt). Es gilt also

"2 "2
n n 2
k=1

Sy = S(f; Z(”),f(”))—Z(IZb>z— b k= b M
k=1

|__|f(x)=x
IR, 1 1
I 0
| | 1
1 I I
- - - 1
1
|
A
1 ! !
|
I N
b b 3b b IR
4 2 4

Also ist (beachte lim 7n(Z(™) = lim =2 =0)

n—oo n—oo n

b b
2
lim Sn:/f(x)dx:/xdx:%.

0

(b) Mit der Summenformel (vgl. §2.4(1))

~ nn+1)(2n+ 1)
k? =
2 G

findet man voéllig analog

b b3
2
do = —.
/x T3
0
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(c) Wir wollen allgemeiner das Integral [ p,(z)dz mitp,(z) = 2%, a €R, a#-1und0<a <b

berechnen.
Wir wahlen dazu schon von Fermat benutzte ,geometrische Zerlegung “ von [a, b] .
Firn € N sei

Zé") ::{a:w(()n)<x§n):aq<xén):aq2<...<x§€n):aqk<...<x;”):aq":b}

mit ¢ := 7{/%.

,(cn) = x,(Cn) =agF-tfurk=1,...,n.
Es ist n(Z(gn)) = max{q¢*"*(¢—1); k =1,...,n} < b(g— 1) und wegen lim ¥ 3 =1 gilt

also lim n(Z{™) =0, (z\™) ist also eine Zerlegungsnulifolge.

Es ist dann

Sn = 8(pa 280 0™) = > paln™) () — z))
k=1

= @Y (g ale" — ¢ )
k=1

_ aa+1(q o 1) Z q(kfl)(aJrl)
k=1

1 q(a+1)n -1

= a” T (Summenformel fur die endliche geometrische Reihe)

_ atl _ at1y 41
(b a )q"“—l'

Nun gilt aber fir ¢ := ¢(n) := f(/g >1

lim ¢(n) =1

n—oo



und mit der Substitution ¢ := exp(t) erhalt man mit 6 =« + 1

g% -1 . exp(ft)—1
lim = lim ————
a—1 q—1 t—0 expt(t) — 1
) exp(pt) — 1 t
= 1 .
tggloﬂ Ot exp(t) — 1
) —1 #H—1\""
— Bl SPUD Ly <eXp( ) >
t—0 ﬂt t—0 t

B-1-1=B=a+1.

(Hierbei wurde lin%J % = 1 verwendet).
y— ‘

+1 a+1
2——2 also

n— o0 atl

Daher ist lim S, = &

potl_gatl
a+1

b
[ zdx =

Mit dem Hauptsatz der Differenzial-und Integralrechnung (vgl. §20) ist ist dieses doch etwas
milhselig gewonnene Resultat trivial.

b
(d) Als weiteres Beispiel wollen wir das Integral f% dx fur 0 < a < b berechnen.

Wir wahlen wieder fir jedes n € N die geometrische Zerlegung

Zn = {a= xén) < xgn) =aqg<...< a,(cn)

k
p =ag® <... <z =ag" = b}

mit ¢ := ’\”/g.
Wir wéhlen n,(f") = :c,@l =ag" ! fir k =1,...,n und erhalten mit J(z) := 1

Spi=8(J; 2,6y = 3T I(E) @ - 2

Lioel —
lim n(n b—l) = lim exp(n Ogb“ >log9
n—oo a n— o0 1ogg a
b t)—1 . o
= log - lim exp(t) =lo (mit ¢ .= Ig“)
a t—0 t n

Daher ist

b b
1 b
lim Sn:/J(x)dac:/fdajzlogfzlogb—loga
x a

n—oo



(Letzteres nach der Funktionalgleichung des Logarithmus).
Auch hier fallt uns das Ergebnis mit dem Hauptsatz in den Schoss, denn es ist log’(z) = <
J(x), der Logarithmus ist also eine Stammfunktion von J.

b
(e) Mit Hilfe einer Folge von aquidistanten Zerlegungen von [a, b] lasst sich leicht [ exp(z)dz =

exp(b) — exp(a) zeigen.

Wir wollen das Integral mit Hilfe des Vertauschungssatzes (vgl. §17.2.9), aber einfacher be-
rechnen:

Da die Exponentialreihe das Konvergenzradius oo hat, gilt fur alle a,b € R mita < b

/bexp(x)dx = /iﬁdm

exp(b) — exp(a).

Genauso zeigt man etwa

a
/cosx dr = sinb —sina
b

Wir wollen uns noch mit der Frage beschéftigen, welche Funktionen f : [a,b] — R keineRe-
gelfunktion sind.
Dazu stellen wir fest:

18.2.16 Bemerkung

Fir jede Treppenfunktion ¢ : M := [a,b] — R existieren fur jeden Punkt zo mit a < z¢ < b die
einseitigen Grenzwerte

f(xo,):= lim f(x) (rechtseitige Grenzwerte)

z — x(
z €M
x >z

und

flxo_) = lim f(z)

z — zq
z € M
z < zq

und fur die Endpunkte a und b existieren
flay) = lim f(z) und f(b-) = lim f(z).

r — b
T >a z <b

Diese Eigenschaft Gbertragt sich sofort auch auf einen gleichmaRigen limes vom Treppenfunktio-
nen (Skizzieren Sie einen Beweis!), also Regelfunktionen. Damit haben wir:



—

Abbildung 17: Graph der Funktiosin 2

18.2.17 Satz

Fur jede Regelfunktion f : M — R existieren fur alle zo €]a, b[ Grenzwerte f(xo, ), f(xo_) und fir
a bzw. b existieren f(ay) bzw. f(b_).

Im Umkehrschluss bedeutet dies:
Wenn fiir eine Funktion f : [a,b] — R einer dieser Grenzwerte nicht existiert dann ist f keine
Regelfunktion. So ist also zum Beispiel die Dirichlet- Funktion § : [0,1] — R

|1, fallszeQ
8(z) = { 0, sonst
keine Regelfunktion, weil in keinem Punkt z( € [0, 1] einer der mdglichen Grenzwerte existiert. Mit
dem obigen Kriterium erhalt man auch, dass die oszilierende Funktionen f : [0, 27r] — R mit

sin %, falls z # 0

J@ =10, " fallsz=0
keine Regel Funktion ist. (siehe Abb. 17)
Der Grenzwert f(0,) existiert nicht, denn fiir die beiden Folgen (z,,) und (y,) mit z,, = m
bzw. y,, = ﬁ gilt ,, > 0 und y,, > 0 und nllrgo flap)=1#-1= nh—{r;o f(yn) (beachte: es gilt
zum Beispiel schon f(z,) = 1).
Das f keine Regelfunktion sein kann, kann man auch so einsehen:
Ist Z = {0 =20 < 21 < ... <z, = 27} eine Zerlegung von [0, 27] und ¢ eine Treppenfunktion
zu dieser Zerlegung, dann ist ¢ auf dem Interval ]0, 2 [ konstant. Zu diesem Interval gibt es sowohl
Punkte = mit f(x) = 1, als auch solche mit f(z) = —1. (Man braucht bei den Folge (z,,) und (y,)
n nur hinreichend grof3 zu wahlen.) Daher ist

If = tll = sup{|f(z) — t(z)|; = € [0,27]} > 1

fur jede Treppenfunktion ¢ : [0,27] — R, es kann daher auch keine Folge (¢,,),t, € T([0,27]) mit

t, = f geben.
f ist auch aus diesem Grund keine Regelfunktion (jedoch Riemann-integrierbar).

Nach Satz ??? gilt auch die Umkehrung, das heifl3t es gilt:



18.2.18 Charakterisierung von Regelfunktionen durch innee Eigenschaft

Eine beschrankte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann eine Regelfunktion, wenn in jedem Punkt
xo € [a,b] die dort moglichen einseitigen Grenzwerte existieren, das heil3t es existieren f(xo_ ) fir
a<zo<bund f(zo_)flra < zo <b.

Beweis : Eine Regelfunktion f : [a,b] — R ist beschrankt und es existieren die moglichen einseiti-
gen Grenzwerte.
Fur die Umkehrung nehmen wir an, dass fir « € [a,b] bzw. = €]a, ] die Grenzwerte f(z4)
bzw. f(z_) existieren.
Zu vorgegebenem e > 0 bilden wir rekursiv

o =0a,T1,T2,...

als
zj = sup{z €]z, bl; |f(z) — f(zj-1 +| < e}
furj > 1.
Dann gilt offensichtlich a = zy < 1 < 2o < ... . Dieser Prozess muss aber nach endlich

vielen Stellen abbrechen, und es gilt dann z,, = b mit einem geeigneten m € N. Wirde
der Prozess namlich nicht abbrechen, dann gebe es einen Punkt z. €]a,b], gegen den die
Folge (z;) streng monoton konvergiert. Dann kann aber der einseitige Grenzwert f(z, )
nicht existieren, weil in jedem Interval |z, — 6, z.[ mit § > 0 gelten wirde

sup{|f(z) — f(Y)|; =,y €]z — 6, 2.} > e.
Also gibt es ein m € N mit z,,, = b und mit Hilfe der Zerlegung
Z={a=x90<x1<...<xp, =0}
definieren wir eine Treppenfunktion ¢ : M = [a,b] — R durch

Ha) = flaj_1,), furap <z <z 1<kE<m
TEEf) fir z = b.

Dann folgt | f(z) — t(z)| < ¢ fiir alle z € [a,b] und damit || f — ¢]| < e.
Setzt man nun die Reihe nach ¢ = 1, %,...,%, ...ein, so erhdlt man eine Folgen (¢,) von

Treppenfunktionen ¢, : [a,b] — R mit¢,, = f, also ist f eine Regelfunktion.

Dieser Beweis folgt im Wesentlichen dem von S.Hildebrandt in S.Hildebrandt: Analysis 1, Springer-

Verlag 2002, Seite 330
O

Einen weiteren Beweis fur die schwierige Beweisrichtung findet man zum Beispiel bei: K.K6nigs-
berger: Analysis 1, Springer-Verlag, 5.Auflage, 2000, 8.19

Einen weiteren (relativ einfachen) Beweis findet man bei: Barmer-Floh: Analysis ;1

Dort wird die ,Uberdeckungskompaktheit* des kompakten Intervals benutzt.

18.2.19 Bemerkungen und Beispiele

(a) Aus Satz 17.2.18 folgt nochmals, dass jede stetigeFunktion f : [a,b] — R bzw. jede monotone
Funktion f : [a,b] — R eine Regelfunktion ist. Insbesondere ist auch jede stickweise stetige
Funktion f : [a,b] — R eine Regelfunktion. Dabei heil3t f stlickweise stetig, wenn es eine
Zerlegung

Z={a=x0<11<...<Tph1 <z <...<xp=>}

gibt, so dass fi := f| |zk_1, x| Stetig ist fur 1 < k < n und die f; zu stetigen Funktionen auf
[zr—1, 2] fortgesetzt werden kann.



(b) Nach Satz 17.2.18 ist die Riemann-Funktion (vgl. §11.1.2(b)) f : [0,1] — R mit

0, falls z irrational
)= {

%, falls z = £= mit (p,, ¢;) € Ny x N, ¢, minimal

eine Regelfunktion, weil fir jedenPunkt =, € [0,1] gilt lim f(x) = 0. (Vgl. dazu auch die Mu-
r—xo
sterlésung zur Aufgabe ??7? von Blatt ??7?).

Man kann auch direkt eine e-Approximation durch eine Treppenfunktion fur f angegeben:
In der Ubungsaufgabe wurde gezeigt, dass es zu vorgegebene £ > 0 nur endlich viele ra-
tionale Zahlen r,...,ry € [0,1] gibt mit f(r;) > e. Definiert man t. als die Summe der

N
charakteristischen Funktion der endlich vieler Punkte, das heiRt t. := 3 x{s,}, dann ist
k=1

t. € T([0,1]), I(t.) =0und ||f —t.|| <e.
1

Das zeigt, dass f ein Regelfunktion ist und dass gleichzeitig I(f) = [ f(z)dz = 0 gilt.
0

18.2.20 Definition

Eine Unstetigkeitsstelle x, einer beschrankten Funktion f : [a,b] — R heille Sprungstellewenn
f(zo,)imFalla <z <bund f(zo_) im Falle a < o < b existieren.
Eine Umformulierung von Satz ist dann:

18.2.21 Satz

Fur eine beschréankte Funktion f : [a,b] — R gilt:

f ist genau dann eine Regelfunktion, wenn f (hdchstens) abz&hlbar viele Sprungstellen als Un-
stetigkeitsstellen hat. ((Hochstens) Abz&hlbar soll heil3en: endlich oder abzahlbar unendlich.)

Ist f eine Regelfunktion, dann hat nach Satz 17.2.18 f héchstens Sprungstellen als Unstetigkeits-
stellen. (fUr eine stetige Funktion ist diese Menge leer).

Ferner kann man sich leicht Gberlegen, dass es fur jedes n € N hochste endlich viele Sprungstellen
x € M gibt, fir welche eine der Zahlen

|f(370+) - f(xo,)a |f($0+) - f(l"o\, |f($0,) - f(iUo)\

nichtkleiner als 1 ist. Daher gibt es (hdchstens) abzahlbar viele Sprungstellen von f. Hat umge-
kehrt f nur Sprungstellen als Unstetigkeitsstellen, so existieren die moglichen einseitigen Grenz-
werte fir alle zy € [a,b], f ist also nach 17.2.18 eine Regelfunktion.

In 17.2.18 haben wir eine Intervalladditivitat fir das Integral fir Treppenfunktionen bewiesen. Die-
se Ubertragt sich sofort auf das Integral fur Regelfunktion. Dazu stellen wir fest: Ist f : [a,b] — R
eine Regelfunktion und ¢ € [a,b] mita < ¢ < b, dann ist f; := f| [a,b] und f5 := f| [a,b] ebenfalls
eine Regelfunktion.

Sind umgekehrt f; : [a,c] — Rund fs : [a,b] — R Regelfunktion, dann ist auch f : [a,b] — R mit

| fi(z), furzea,c];
f@) = { fa(z), furz €]e,b).

eine Regelfunktion. Hieraus ergibt sich dann die Intervalladditivitat auch fir Regelfunktion.



18.2.22 Satz: Intervalladditivitat des Regelintegrals

Ist f : [a,b] — R eine Regelfunktion und gilt a < ¢ < b, dann ist

c d
f@)de = [ f(x)dz + [ f(z)dx

8 —o

Beweis : Ist (¢,,) eine Folge von Treppenfunktionen ¢, : [a,b] — R mit¢,, = f, dann gilt auch
t’nH [avb] = f| [avd Und tn| [Ca b] = f| [Ca b]

Daher ist (weil fir Treppenfunktionen die Intervalladditivitat schon gezeigt ist)

b b c b
/f:]jm/zfn —  lim /tn—i—/tn
n—oo n—oo
a a a C
c b
= lim t, + lim tn
n—oo n—oo
a C
c b
= /f+/ﬁ

Um das Integral etwas flexibler handhaben zu kdnnen, wollen wir uns von der Generalvorausset-
zung a < b fur das Integrationsintervall [a, b] befreien und definieren | f = 0 fiir jede Regelfunktion

fundfalls b < a gilt

a

jf/f

b
Mit diesen Festlegungen gilt dann

18.2.23 Satz

Sind a,b,c € Rund ist f : [min{a, b, ¢}, max{a, b, c}] — R eine Regelfunktion, dann gilt bei beliebi-
ger Lage von a, b, c

b c a
JIr+[f+]f=0
a b c

Der einfache Beweis durch Fallunterscheidung (3! = 6 Falle) sei den geneigten Lesern Uberlassen.

Zum Abschluss gehen wir auf zwei Séatze ein, die uns von Nutzen sein werden:
e Mittelwertsatz der Integralrechnung und

e ein Verschwindungslemma®“.



18.2.24 Theorem (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Seia,be R, a<bund f: [a,b] — R stetigund p : [a,b] — R eine Regelfunktion mit p > 0 (das
heilt p(x) > 0 fur alle x € [a, b]), dann gibt es ein £ € [a, b] mit

(%) fbf(m)p(:c)dx = f(g)fbp(x)dx (verallgemeinerter Mittelwertsatz).

a

Im Spezialfall p(x) = 1 fur alle = € [a, b] folgt:

(xx) ff F(&)(b—a) mit € € [a,b] (spezieller Mittelwertsatz)

b
[ f(z)dx
p = “5—— nennt man auch Integral-Mittelwert(von f im Intervall [a,b]). Der spezielle MWS

a

besagt also, dass der Integralmittelwert ein Funktionswert ist.

Beweis : Sei m; = min{f(z); = € [a,b]} und mz = max{f(z); = € [a, b]}.
Nach ??? gilt f - p € R([a,b]) und aus mip(x) < f(x)p(x) < map(x) folgt nach ?2??

b b

ms [ pla)do < / f@p()ds < ms [ pla)da,

a a

b
Ist nun [ p(z)dz = 0, dann ist auch

/bf(ff)p(ff)dx =

b
und die Gleichung () ist firr alle £ € [a, b] richtig. Gilt jedoch [ p(z)dz # 0, so folgt

Der Quotient in der Mitte liegt also im Intervall [m1, ms], ist also ein Funktionswert von f,
daher gibt es nach dem Zwischenwert Satz ein ¢ € [a, b] mit

d.h. es gilt



18.2.25 Beispiele und Bemerkungen

@)

(b)

(©

(d)

Fur Treppenfunktionen ist der MWS nicht richtig, denn fir die Treppenfunktionen

1, fallso<z <1,

“mﬁ]ﬂRm““@_{o falls 1<z < 2.

gilt %ft(x)dw =1 # f(¢) furalle ¢ € [a, ).
0

Man braucht denn Zwischenwertsatz nur im Fall

f(@)p(z)dz
dann kann man ¢ sogar im ]a, b wahlen. Gilt etwa m; = *———, dann gibt es ein z; €
[ p(z)dx

CEN

[a,b] mit m; = f(xq1) und (x) ist mit £ = z; erfullt.

b
J f(@)p(z)dx

Analog schlief3t man, falls = mgy gilt.

R

p(z)dz

Der verallgemeinern Mittelwertsatz macht die Aussage uber gewichtete Mittelwert@iner ste-
tigen Funktionen. Es gilt auch im Fall p < 0 (das heifl3t p(z) < 0 fUr alle = € [q, ]), jedoch
nichtfir Regelfunktionen mit Vorzeichenwechsel in [a, b].

1
Gegenbeispiel: p(z) =z — 2 mit [p(z)de =1 — 2 =0und f(z) = = fur z € [0, 1].
0

Hier ist
1 1
P 2 371 7Y
0 0
1

wéhrend f(&) [ p(z)dx = f(€) -0 =0 firalle ¢ € [0,1] gilt.
0

Der spezieller Mittelwertsatz bedeutet geometrische interpretiert, wegen

b
1(f) = / f(@)de = FE)b— a),

dass das Integral gleicht dem Flacheninhalt eines Rechtecks ist, dessen eine Seitenlange
(b — a) und dessen anderer Seitenlange ein Funktionswert ist:

IRA

f€)

i

W
N

b IR

Y

Q
ey



Die Mittelwertsatze beruhen auf der Monotonie des Integrals. Die folgende Aussage, die wir haufig
benutzen werden, beruht auch wesentlich auf der Monotonie des Integral:

18.2.26 Lemma {Verschwindungslemma®)

b
Ist f : [a,b] — R eine Regelfunktion mit f > 0 und [ f(z)dz = 0, dann ist f(zo) = 0 an jeder

Stetigkeitsstelle zy € [a,b]. Insbesondere ist f(xz) = 0 fur fast alle « € [a,b], d.h. die Menge der
x € [a,b] mit f(z) # 0 ist hochstens abzahlbar.

Beweis : Wir nehmen an z, € [a, b] sei eine Stetigkeitsstelle mit f(z¢) > 0 und [, 5] C [a,b] ein
Intervall mit 2o € [o, 8] und f(z) > 1 f(x0) fur alle z € [a, 3] (ein solches Intervall existiert
wegen der Stetigkeit von f in x(). Dann gilt fur die durch

_ [ 3f(x), firzea, b
Hz) {5, ' fur z € [a,b] — [o, 5]

definierte Treppenfunktion

b b
/f(w)dxz/t(x)dx: (5_04)@ -0

b
im Widerspruch zur Voraussetzung [ f(z)dz = 0.

IR

fog)|——— -

on) Graph(t)

2
| %ﬁ i
a a x5 B b R

Also gilt furr jede stetig Stetigkeitsstelle x( unter den genannten Voraussetzungen f(zg) = 0.
Der Zusatz, dass fir fast alle « € [a, b] auch f(z) = 0 gelten muss, folgt aus der Eigenschaft,
dass eine Regelfunktion hohchstens abzahlbar viele Unstetigkeitsstellen hat (vgl. 17.2.21).
Ist f also stetig auf [a,b], f > 0und I(f) = 0, dann muss f(z) = 0 fur alle = € [a, b] gelten,
denn hierist Sy := {z € [a,b];  Sprungstelle von f} = 0.

O



19 Grundlagen der Differentialrechnung

Der Ausgangspunkt fur die Differentialrechnung war bei I.Newton (1643-1727) das Problem der
Bestimmung von Momentangeschwindigkeitdszw. Momentanbeschleunigungéir ungleichférmigen
Bewegungen, bei G.W.Leibniz (1646-1716) stand das Problem der Bestimmung von Tangenteran
zunachst ebenen Kurven (das hei3t Kurven in R2) im Mittelpunkt des Interesses. Wer untersuchen
dieses Problem zuné&chst fir solche Kurven in R?, die als Graphen von Funktionen auftreten. Wer
werde sehen, dass beide Probleme den selben mathematischen Kern haben und darauf hinaus
laufen, gegebene Funktionen (hier die differenzierbaren) durch eine einfach Klasse von Funktio-
nen (wenigstens lokal, d.h. in der Umgebung eines festen Punktes) ,gut* zu approximieren. Im
ersten Abschnitt beschaftigen wir uns mit dem Begriff der Ableitung dann mit Ableitungsregelr{z.B.
Quotientenregel, Kettenregel, Differenzierbarkeit denkéhrfunktior). Dann werden wir sehen, wie die
Differenzialrechnung geeignete Mittel bereitstellt, um zum Beispiel lokale Extremalifferenzierbaren
Funktionen zu ermitteln. Von grof3en theoretischen Interesse ist der Mittelwertsatz der Differenzial-
rechnungabgekirzt MWSD). Wichtig sind die Anwendungen des Mittelwertsatzes: Monotoniekrite-
rium, Konvexitt, Schrankensatz, Charakterisierung konstanter Furdtietc.

Wir werden dann auch sehen (siehe den Abschnitt iber den Hauptsatz der Differenzial-und Inte-
gral Rechnung), dass Differentiation und Integration Umkehroperationenoneinander sind.

19.1 Der Begriff der Ableitung, erste Beispiele differenzielbbaren Funktionen
19.1.1 Definition: Begriff der Differenzierbarkeit

Sei (zunéchst) D C R ein echtes Intervall und f : D — R eine Funktion.
f heil3t differenzierbafableitbar) im Punkt a € D, falls der Grenzwert

f’(a) = lim f(:l?) — f(a)

r—a Tr—a

existiert, der dann eindeutig bestimmt ist. f'(a) heif3t dann die Ableitung oder Differentialquotient
von fin a.

Schreibweise f'(a) = Df(a) = L (a) = L f(a) = f(a) oder &hnlich.

Die Funktion Af(a, ) : D — {a} —» Rmit Af(a;z) = W heil3t Differenzenquotienton f in a.
Differenzierbarkeit von f in a bedeutet also, dass

lim Af(a;z) = lim f(2) - f(a)

r—a T—a Tr—a

existiert.
f heil3t differenzierbain D, wenn f in jedem Punkt x € D differenzierbar ist.
Die Funktion

ff+ D — R
z — f(z)

heil3t dann Ableitungsfunktion von f.
Schreibweisen: f' = Df = L f = f oder &hnlich.



19.1.2 Geometrische Interpretation

Ist f: D — Rina € D differenzierbar, so kann man den Differenzenquotient

f(z) = f(a)

Tr—a

Af(a;z) = (x # a)

interpretieren als Steigerung der Geraden durch die Punkte (a, f(a)) und (z, f(z)) (,Sekante®)
IRA

fla)

Y

Ist f differenzierbaren in a, so konvergiert A f(a; z) fur z — a gegen f’(a). Die durch die Gleichung
y = f(a) + f'(a)(z — a) fir z € R definierte Gerade ¢ heil3t Tangente an den Graphean f im Punkt

(a, f(a)).

19.1.3 Physikalische Interpretation

Ist s(¢) der Ort eines sich auf einer Geraden bewegten Massenpunktes zur Zeit (,tempus”) ¢ € R,

dann ist (flr t # to) As(t;t) = M die mittlere GeschwindigkeifDurchschnittsgeschwindig-
keit) des Massenpunktes im Zeit Intervall [t,t0]. Existiert die Ableitung von s in ¢, existiert also

$(t) == lim 5(t) — s(to)
t—to t—to

)

so kann man s(tp) als momentane Geschwindigkeit des Massenpunktes zum Zeitpunkt ¢, interpre-
tieren. Auch wenn das Weg-Zeit-Gesetz ¢ — s(t) nicht durch eine Gerade beschrieben wird, kann
man s(tp) als Momentangeschwindigkeit interpretieren. In der Physik wird die schon auf Newton
zuriickgehende Notation ,, = d “ fir Ableitung nach der Variablen ¢ (Zeit) verwendet.

19.1.4 Ableitung komplexwertiger Funktionen

Fur Funktionen f : D — C kann man denn Begriff der Differenzierbarkeit durch den limes des
Differenzenquotienten wie in 18.1.1 erklaren (C ist ja ein Korper!). Es gilt: Ist f = u+iv, u = Re f,
v = Im f, dannist f genau dann in a € D differenzierbar, wenn die reellwertigen Funktionen u
und v in a differenzierbar sind, und es gilt dann

J'(a@) = o (a) + iv'(a).

19.1.5 Erste Beispiele

(a) Jede konstanter Funktionen f : D — C ist differenzierbar, und es gilt f/(z) = 0 fur alle
z € D. Dennist etwa f(z) = ¢, ¢ € C (c € R ist natirlich zulassig), dann ist schon (z # ¢)
Af(a;z) = &2 =0, also auch

f'(a) = lim Af(a;x) = 0.

r—a



(b)

(©

(d)

ist differenzierbar und es gilt

Fur z # a ist
n_ gn
Apy(a;z) = "—F =" ' 42" 204 ... +a"!
r—a
und damit lim Ap,(a,z) = na™ 1.
Tz—a
Fir o € C, ist
fR — C

x — exp(ax)
differenzierbar, und es gilt fur alle z € R
f(x) = aexplaz) = af(x).
Es ist namlich fir z # a
exp(azx) — exp(aa)

exp(a(z+a)) —1 exp(a(z —a)) —1

P = exp(aa) - = aexp(aa) oz —a)
und daher
lim exp(ar) = exp(aa) = aexp(aa).
r—a r—a

Insbesondere ist fir a = 1
exp/(z) = exp(z)
fur alle z € R und fir « = 4 gilt mit f(z) = exp(ix)

f'(z) = iexp(iz) = if (x).

Die Betragsfunktion f = abs = | | : R — R istin a = 0 nicht differenzierbar, denn es ist fir
x#0
1, falls z > 0;

_ Jz[=0 _
AfO.2)="—5=1 21 fallsz < 0.

und dieser Differenzenquotient hat keinen Grenzwert fiir = — 0 (fur die Folge z,, = L gilt
lim A.f<0;xn) =1 7£ —1= lim Af(07yn)' Yn = —7)-

n—o0

Betrachtet man jedoch die Einschrankung g von f = abs auf R, = {z € R,z > 0}, dann

existiert () )
o — g 9@) —90) o x
A R P
Man definierte f’ (0) := ¢'(0) und nennt f', (0) die rechtsseitige Ableitung von f im Nullpunkt.
Entsprechend ist die linksseitige Ableitung von f im Nullpunkt -1.



19.1.6 Feststellung

Dass der Grenzwert f/'(a) := lim W in 18.1.1 existiert ist nach der Definition des Grenz-

r—a

wertes aquivalent mit der Fortsetzbarkeit des Differentialquotienten Af(a; ) : D — {a} — R einer
auf ganz D definierte Funktion, die in a stetig ist. Nennen wir die in a stetige Fortsetzung der
Einfachheit halber ¢ (sie hangt von a und f ab), damitist also ¢ : D — R mit

() = W, firz #a
14 f(a), firzr=a

stetig in a.

Fir  # a kann man f(z) — f(a) = (x — a)e(x) schreiben. Diese Gleichung gilt auch fur z = a.
Damit haben wir:

f : D — Rist genau dann differenzierbar eben a € D, wenn es eine Funktion ¢ : D — R gibt, die
in a stetig ist und fur die

(%) f(x) = f(a) + (z — a)p(x)

far alle z € D und ¢(a) = f'(a) gilt. Setzt man o(z) := ¢(x) — f'(z) fur € D und setzt diese in
(*) ein, so erhalt man

() f(@) = fla) + (z — a) f(a) + (x — a)e(),
dabeiist g : D — R stetig in a und g(a) = 0. Definiert man r(z) := (z — a)o(z) fir z € D, dann ist
(*x) &quivalent zu

(s %) f(x) = fla) + (z —a)f'(a) + r(z)

mit
lim L = lim g(z) = g(a) = 0.

r—a l — Q Tr—a

Damit haben wir die meisten Teile des folgenden Aquivalenssatzes fir Differenzierbarkeit:

19.1.7 Theorem Aquivalentssatz fir Differenzierbarkeit)

Ist D C R ein echtes Intervall, f : D — R eine Funktion, a € D. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

(1) fistin a differenzierbar
(2) Es gibt eine in a stetige Funktionen ¢ : D — R mit f(z) = f(a) 4+ (x — a)p(z) fir alle z € D

(3) Es gibt eine Zahl I € R und eine in a stetige Funktionen g : D — R mit g(a) = 0 und
f(x) = fla) +U(z —a) + (v — a)g(x)
(4) Es gibt eine Zahl [ € R, so dass die durch die Gleichung
f(x) = fla) +U(z —a) +r(z)

definierte Funktion (,Rest) r : D — R die Bedingung lim % = 0 erfullt.

(5) Es gibt eine lineare Abbildung L : R — R mit lim {2=/(@=Lzza) _ g
Falls die funf Eigenschaften zu treffen, so sind die Funktionen ¢, g, und die linear Abbildung L
und die Konstante | € R eindeutig bestimmt, und es gilt [ = ¢(a) = f'(a) = L(1).
Zum Beweiszeigen wir noch (4) = (5) und (5) = (1), da wir in der Voruiberlegung schon die
paarweise Aquivalenz von (1) bis (4) gezeigt haben.



Beachte: Jede lineare Abbildung L : R — R hat die Gestalt h — [h mit] := L(1) € R.
Ist nun f in a differenzierbar, so gilt etwa (4) und wenn man L(k) := lh := f'(a)h definiert hat man
eine lineare Abbildung L : R — R gefunden, die

o 1@) = f(@) = Lw —a)

r—a xr—a

=0

erfullt.
Ist umgekehrt L : R — R eine lineare Abbildung, wie die die Gleichung in (5) erfullt und gilt etwa
L(h) = lh miteinem [ € R, so folgt

0= tim @ =S Zlw=a) o f@) = fa)

r—a r—a T—a xr—a

_l’

das bedeutet, dass f in a differenzierbar ist und I = f’(a) gelten muss.

Da Aquivalenz der Eigenschaft (4) oder (5) mit der Differenzierbarkeit stellt den Aspekt der Jinea-
ren Approximierbarkeit” in den Vordergrund. Die lineare Abbildung L : R — R mit~ +— f’(a)h nennt
man auch das Differenzial (oder Linearisierung) von f im Punkt ¢ und bezeichnet es mit d, f oder
df (a). Nach Definition gilt also

dof(h) = df(a)(h) = f'(a)h.

Die linear-affine Funktion (Tangente)

t:R — R
z = fla)+ Lz —a)= f(a) + f'(a)(z - a)

heil3t auch lineare Approximatiorvon f in a.

19.1.8 Feststellung

Ist f differenzierbar in a € D, dann ist f auch stetig in a.

Das folgt unmittelbar aus 18.1.7(2) oder auch einfach aus

f(@) = f(a)

Tr—a

f(@) = fla) = (x—a) (furz#a),
da die rechte Seite fir x — a dem Grenzwert Null hat. Dass die Umkehrung hier von im Allgemei-
nen nicht gilt, seit das einfache Beispiel der Betragsfunktion im Punkt a = 0.

Das folgende Beispiel demonstriert aber, dass aus der Differenzierbarkeit von f in a nichts tber
die Stetigkeit in einer Umgebung von « zu folgen braucht: die Funktion

T, falls x € Q,

f:R—R mit f(ﬂ:){ z+4 22, fallsz & Q,

ist an der Stelle a = 0 differenzierbar und hat dort die Ableitung 1. Fir alle Punkte a # 0 ist f nicht
stetig und damit auch erst recht nicht differenzierbar. Fir a = 0 und z # 0 ist der Differenzenquoti-

t
en flx)—f(0) |1, falls z € Q;
z—0 | 14z fallszgQ.

Die Funktion ¢ mit

[, fallsz € Q
W(I){Hm, fallscgg @70

ist aber durch ¢(0) := 1 stetig nach Null fortsetzbar, also ist f'(0) = 1.




19.1.9 Geometrische Interpretation des Differenzials

IRA
flath) "
o dfa(m=f "(@h

a ath IR

setzt man z = a + h, dann wird
fla+h)— f(a) = L(h) + R(h).

Die Anderungsrate der Funktion beim Ubergang von Argument a Argument a + h wird also be-
schrieben durch eine lineare Funktion L und einen Rest R, der mit h — 0 schneller gegen Null
geht als h selber:

. R(h)
pm, == =0

Ist f : D — R in jedem Punkt ¢ € D differenzierbar, dann besitzt also f in jedem a € D ein
Differenzial:
dof R — R
h +— duof(h) = f(a)h.
Beachtet man speziell die Identitat eingeschrankt auf D, dann gilt also id(x) = « fur alle z € D
und id’(x) = 1 fur alle = € D. Das Differenzial der Identit&t
did, :R — R
h — didy(h)=1-h=h,a€ D,
ist also von a unabhéangig und wirkt als Identitat.
Wegen id(x) = = schreibt man fir denn Differential der Identitét einfach dz.
Wohlgemerkt dz ist die R-lineare Abbildung
de :R — R
h — dx(h)=1-h=h.

Wie jede linear Abbildung L : R — R ein Vielfaches der identische Abbildung ist (L = L(1) - idg),
ist auch das Differential einer differenzierbaren Funktionen ein skalares vielfaches von dz:

Das bedeutet, dass fur alle a € D und alle h € R gilt
dof(h) = f'(a)dx(h) = f'(a)h.

Betrachtet man die konstante Abbildung h — f’(a), dann kann sie als Quotient der Differentiale
(linear Funktionen) df,, und dz auffassen, denn fir h(+£ 0) gilt

daf .\ _ daf(h) _ ['(@)h _

& M= da(h) h f'(a).

Im eindimensionalen R-Vektorraum R unterscheidet man in der Regel nicht zwischen linear Abbil-
dungen L : R — R und Zahlen: jede linear Abbildung L : R — R hat die Gestalt L(h) = L(1)h = lh



mit einer eindeutig bestimmten Zahl i(= L(1)) € R. Umgekehrt bestimmt jede reelle Zahlen [ eine
linear Abfindung L : R — R, ndmlich die Linksmultiplikation mit :

L:R — R
h — lh.

Algebraisch bedeutet das:

| Hom(R,R) ~ R|

Erst in der Differenzialrechnung mehrerer Veranderlichen, wird die Bedeutung der Differenziale
voll zum Tragen kommen.

19.1.10 Definition (fohere Ableitungen)

Ist f : D — R differenzierbar (D C R echtes Intervall) und f’ : D — R die Ableitung von f. Ist
f" wiederum differenzierbar, dann hei3t f zweimal differenzierbar und man setzt f” := (f’)’ und
nennt f” die zweiteAbleitung von f.

Allgemein definiert man rekursiv héhere Ableitungen von f:

f : D — R heiBt k-mal differenzierbar (k € N), falls f(*~1) : D — R differenzierbar ist und man

setzt dann
F = (DY

Zur Ergénzung setzt man noch f(©) := f. JedeFunktion ist als Null-mal differenzierbar.

f heillt im Punkt ¢« € D k-mal differenzierbar, &k € N, k > 1, falls es ein » > 0 gibt, so dass f in
U := U.(a) N D (k — 1)-mal differenzierbar ist und f*~Y : U — R in a differenzierbar ist. Eine
Funktion f : D — R ist also genau dann k-mal differenzierbar, wenn sie jedem Punkt a € D k-mal
differenzierbar ist.

Besitzt f : D — R eine k-te Ableitung f*) : D — R, dann sind alle

fO = =7 =0 . L, fED

stetig. Fur f*) braucht dies jedoch nicht zu zutreffen. Ist jedoch auch f(*) stetig, dann heifl3t f
k-mal stetig differenzierbar
Standardbezeichnung C*(D) := {f : D — R; fk-mal stetig diffferenzierbar}; Alle C*(D) sind
R-Vektorraume, und es gelten die Inklusionen

C(D):=C"D)>C*D)>...o0C*D)>..., keNg
wobei die Inklusionen echt sind. Existiert f(*) fur jedesk € Ny, so heit f beliebig oft (stetig) dif-
ferenzierbar und man setzt C*>*(D) := ﬁ Ck(D). C*(D) ist ebenfalls ein R-Vektorraum. Es gilt
etwa exp € C*(R). =

Vom physikalischen Standpunkt besonders wichtig ist wegen der Newtonschen Bewegungsgeset-
ze die zweite Ableitung.

19.1.11 Bemerkung

Die Definition der k-maligen Differenzierbarkeit in einem Punkt scheint gekunstelt, wir haben sie

deshalb gewahlt, weil wir auch Funktionen und ihre Ableitungen betrachten wollen, wenn die Defi-

nitions Bereiche keinen Intervalle sind. Die in der Praxis vorkommenden Definitionsbereiche sind

aber meist endliche oder abzéahlbar unendliche Vereinigungen von (echte) Intervallen: D = |J Dy,
JjeJ

J endliche oder abzahlbar unendliche Indexmenge.



So ist zum Beispiel fur
j:D:=R-{0} —

xr

8|~ =

D =Dy UDs mit Dy :={z € R; z >0} und Dy := {z € R; < 0} und fiir den Definitionsbereich
des Tangens gilt

D = Def(tan) = U]g@j—l); g(2j+1)[: {xeR; x4 g(%—s—l), keR}.
JEZ

Eine Funktion f : D = |J D; — R wollen wir differenzierbar nennen, wenn f| D; differenzierbar
JEZ
ist ( € Z). Wie wir im nachsten Abschnitt sehen werden, sind zum Beispiel rationale Funktionein
ihrem Definitionsbereich (der die Vereinigung von endlich viele Intervallen ist) differenzierbar.
Allgemein benotigt man zur Definition der Ableitung einer Funktion f im Punkt a € D (D # 0
beliebig) lediglich die Eigenschaft, dass ,hinreichend nahe bei o Punkte = € D geben muss, die
von q verschieden sind. Das ist sicherlich dann gegeben, wenn a € D ein Haufungspunkt von D
ist. Ist D ein (echtes) Intervall, dann ist jeder Punkt « € D auch Haufungspunkt von D, die obige
Bedingung also automatisch erflllt.
Die Differenzierbarkeit von f in einem Punkt a € D ist eine lokale Eigenschaftlas heildt f ist genau
dann differenzierbar in a, wenn es ein r > 0 gibt, so dass f| D N U, (a) in « differenzierbar ist. Man
beweise diese Feststellung.

19.1.12 Abschreckende Beispiele

(a) Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion f : D — R muss nicht notwendig selbst wieder
differenzierbar sein. Ein einfaches Beispiel ist

f : R — R
1
T = §|x\x,
es ist also I
B §x , falls z > 0
fz) = { —12%, fallsz <0.
RA
IR
;? 5
IR
Graph(f) Graph(f')

Offensichtlich ist f/(z) = |x|, f’ ist aber in Null nicht differenzierbar.
Nach dem gleichen Prinzip kann man Funktionen konstruieren, die in einem Punkt k-mal,
aber nicht (k + 1)-mal differenzierbar sind.
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Abbildung 18: Graph vorf (z) = z%sin

(b) Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion f : D — R braucht auch nicht stetig zu sein,
wie das Beispiel
f*R — R

. a?sinl, fallsz #0
. 0, falls z = 0

zeigt. (siehe Abb. 18)

Hier ist (wie man sich leicht Uberzeugt)

ooy [ 2xsin(l), fallsz#0
f@){o, falls = 0

aber f’istin a = 0 stetig.
(c) Es gibt Beispiele fir stetige Funktionen f : R — R, die in keinemPunkt differenzierbar sind.

ein solches Beispiel ist etwa f : R — R mit f(z) = >... > 127 'wo {y} der Kleinste
n=0

Abstand von y zur ndchsten ganzen Zahl ist.

19.2 Die Technik des Differenzierens

Um mit differenzierbaren Funktionen erfolgreich arbeiten zu kénnen, stellen wir in diesem Abschnitt
mit den Ableitungsregelrdas entsprechende Handwerkszeug zur Verfigung. Wir teilen die Regel
in drei Gruppen ein:

I. die algebraischen Regeln (18.2.1)
Il. die Kettenregel (18.2.3)
[ll. der Satz Uber die Differentiation der Umkehrfunktion (18.2.5)

Die Kombination dieser Regel wird es uns ermdglichen, die Ableitungen auch komplizierter Funk-
tionen zu bestimmen. Die Definitionsbereiche der betrachteten Funktionen sind in der Regel echte
Intervalle.



19.2.1 Satz (algebraische Regeln)

Sei D C R ein echtes Intervall, f,¢g : D — R Funktionen, die in a € D differenzierbar sind. So gilt
dies auch fur jede ihrer Linearkombinationen Af + pg (A, u € R), ihr Produkt fg und falls g(a) # 0
gilt auch fur den Quotienten 5 und zwar gilt dann

(@ A+ ng)(a) = Af’( )+ pg'(a) (Linearitat der Summenregel)
(b) (fg) (a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a) (Produktregel)
(©) (g) (a) = £ @9la)—f(a)g'(a) (f)(“)g (@) (Quotientenregel)
Zusatz:

Sind f und g in a k-mal differenzierbar (n € N), dann sind auch Af + pug (A, € R) und fgin a
k-mal differenzierbar, und es gilt

(d)Af + pg)™ =A™ (a) + ug™ (a) (Linearitat)
(e)(fg)™(a) =3 ( Z )f(”‘k)(a)g(”)( )= ( )f(k (a)g" %) (a) (Leibniz'sche Regel)

k=0 k=0
speziell also firn =2und n =3

(f9) (@)=f"g+ g +fd+fd" =f"g+2fd+ fg"
(fg)///(a) — f/l/g + 3f//g/ + 3f/g// + g/l/

Zum Beweis von (a), (b), (c) benutzt man am besten die Aquivalenz von (1) und (2) aus dem
Aquivalenzsatz:
Wegen der Differenzierbarkeit von f in a gibt es eine im « stetige Funktionen ¢ : D — R mit

() f(x) = f(a) + (x — a)p(z) und @(a) = f'(a).
Analog gibt es wegen der Differenzierbarkeit von f in a eine in a stetige Funktionen ¢ : D — R mit
() f(x) =g(a) + (z — a)(x) und ¥(a) = g'(a).
Dann gilt aber
Af+ug)(@) = Af(x)+ pg()

= Af(a) + (& — a)Ap(z) + pgla) + (z — a)py(x)

= Af(a) + pgla) + (z — a)(Ap(z) + wp(2))
=p(3z)

= (Af+pg)(a) + (z —a)p(3z),

da g in a differenzierbar ist, und p(a) = Ap(a)+pp(a) = Af'(a)+ug'(a) gilt, folgt also (Af+pug)' (a) =
Af'(a) + pg'(a). Damit ist (a) bewiesen.
Aus (x) und (xx) folgt fur das Produkt

(f9)(x) = fla)g(a) + (p(z)g(a) + fa)Y(z) + (z)¢(z)(z — a))(z — a)

Da als Faktor von (x — a) stehende Funktion ist also Zusammensetzung in a stetiger Funktionen
stetig in a und ihr Wert in a ist

p(a)g(a) + fa)y(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),

das beweist (b).
Fur die Quotientenregel (c) beweisen wir zunachst den Spezialfall

@ @ =~




der allgemeine Fall folgt dann wegen 5 =7 % aus der Produktregel.
Wegen der Stetigkeit von g gibt es eine Umgebung U,.(a) mit g(z) # 0 fur alle z € D N U,.(a). FUr
dieses z gilt dann

g(z) gla)  gla)g(x)

L1 g(x)—g<a>:(_W> (&~ )
g@)g(@) |

Dies als Faktor (x — a) stehende Funktion ist dann (wegen der Stetigkeit von f und ¢ in a) auch
stetig in a, und ihr Wert in a ist

Das beweist den Spezialfall der Quotientenregel. Der allgemeine Fall ergibt sich -wie schon bemerkt-
durch Anwendung der Produktregel an

Die Regel (d) ist evident.
Die allgemeine Leibniz'sche Regel (e) fir die n-te Ableitung eines Produkts ergibt sich durch In-
duktion nach n in volliger Analogie zum Beweis des Binomischen Satzes (vgl. §2.4.1).

O

19.2.2 Beispiele und Bemerkungen

(a) Furn € N ergibt sich nochmals als Ableitung fur die Potenzfunktion

pn:R — R

T — mn

pl.(z) = nz" ' = np,_1(x) aus p,,1 = pip, durch vollstandige Induktion nach n unter
Verwendung der Produktregel.

(b) Fur
f:RY — R
x — — (neN)
liefert die Quotientenregel
nxn—l o
f/(fE) _ _((xn)2) = _—nr " 1

Diese Regel gilt auch fur z < 0.
Zusammengefasst: Es gilt fir alle n € Z

d

Dz" = %(x”) =na""!

undallez e Rmitz >0bzw. allez €c Rmitxz <0

(©)

tan:]fz;z[ — R
272

sinx

r +— tanx =

CoOST



ist differenzierbar, und es gilt nach der Quotientenregel

., sin'(z)cos(z) —sin(z) cos’(z)  cos?(z) +sin*(z) 1 5
tan'(z) = cos?(x) B cos?(x)  cos?(w) L+ tan™(z).

In jedem Intervall (k € Z) |(2k — 1)%, (2k + 1)% [ hat den Tangens diese Ableitung.

(d) Aus 18.2.2 folgt insbesondere, dass jedes Polynom

(e)

()

(@)

(h)

p:R — R
r = atar+...+apz", a; €eR0<5<n

auf ganz R differenzierbar ist, und dass gilt
p'(x) = a1 + 2a0x + 3azz? + ...+ na,z" L.

Beim (einmaligen) Differenzieren erniedrigt sich also der Grad eines Polynoms um 1. Es ist
ao = p(0) und a; = p/(0) und allgemein a; := 22 0 < j <n.
Die Koeffizienten a; sind also durch p eindeutig bestimmt:

@G (o .
aj:pr 0<j<n.

Offensichtlich gilt p**1) () = 0 fur alle z € R und damit auch p(*)(z) = 0 fur alle & > n + 1.
Offensichtlich gilt damit fiir jedes Polynom p € C*°(R).

Die Exponentialfunktion exp : R — R kann damit kein Polynom sein, fiir sie gilt exp € C*°(R),
aber exp®) () # 0 fiir alle k € Ny und alle = € R.

Gilt f,g € C™(D), dann ist nach (c) auch fg € C™ (D), C")(D) ist daher sogar eine
Funktionenalgebra.

Eine rationale Funktion f = g, P, @ Polynome (oBdA Grad @ minimal) ist in ihrem naturli-
chen Definitionsbereich D = {z € R; Q(x) # 0} nach unserer Vereinbarung differenzierbar.
D ist die Vereinigung von endlich vielen Intervallen, welche durch die endlich vielen Nullstel-
len von @ bestimmt sind.

Beispiel:

1 1

f(.’E): 1_332 _Q(aj‘)
Die Nullstellen des Nenners @ sind 1 und -1. Der Definitionsbereich von f ist daher
D:=]—o00,—1[U]—-1,1[U]1, 0],
also eine Vereinigung von Intervallen. In jedem Teilintervall ist f differenzierbar und hat dort
die Ableitung
foN 2@
f (x) - (1_3:)27

f'(z) ist also wieder eine rationale Funktion. (siehe Abb. 19)

Sind f und ¢ in allen Punkten = € D differenzierbar, so besagen die Regeln aus 18.2.2
insbesondere, dass das Differentialquotient

D:V — Aby(D,R)
fo=r



—y g

1 08 06 -04 -02 O 02 04, 06 08 1

=14

-2-

Abbildung 19: Graphen voifi(z) = — und f’(z)

1—x2

der also jeder differenzierbaren Funktion auf D ihre Ableitung Df = f’ zuordnet, ein linearer
Operator (eine lineare Abbildung) ist. V' ist dabei der R-Vektorraum der differenzierbaren
Funktionen auf D.

Beachte: Es gilt auch fg € V, falls f,g € V gilt.

Ist etwa f(z) = 22 exp(x), dann ist

F2902) (2) = 22 exp(x) + 2002 - 2z exp(x) + < 20202 > -2exp(z) = (2% 4 4004z + 2002) exp(x)
Wenn man die Ableitung von
h:R — R

T = <x2+1)1001

ausrechnen sollte, konnte man (22 + 1)1%°! nach der Binomischen Formel berechnen, man
erhalt ein Polynom der Gestalt

x— 22092 4+ 1001220 + ... 41

und kann dieses differenzieren.
Einfacher geht es mit der Kettenregel, wenn man beachtet, dass sich h aus zwei Funktionen
zusammensetzt

z i+ 1:=y und y— y'"!

19.2.3 Satz (Kettenregel)

Sind D, D* C R echte Intervalle und f : D — R und g : D* — R Funktionen und es gelte
f(D) c D*.
Dann gilt: Ist f differenzierbar in a € D, g ist differenzierbar in b = f(a) € D*, dann ist auch die
Zusammensetzung

gof:D—R

differenzierbar in a¢ und es gilt

(g0 1) () =g'(f(a) - f'(0) |

Zum Beweis sei wieder

f(z) = f(a) + (x — a)p(z), ¢ stetigin a und p(a) = f'(a)



bzw.
9(y) = g(b) + (y — b)ib(y), ¢ stetigin b = f(a) und 1(b) = g'(b).
Fur die Zusammensetzung g o f ergibt sich
(g0 f)(@) =g(f(2)) = g(b) + V(b + ¢(z)(z — a))p(z)(z — a).

Daz — ¢(b+p(z)(z—a))e(x) an der Stelle a stetig ist und dort den Wert ¢ (b)p(a) = ¢'(f(a))f'(a)
hat, ergibt sich die Behauptung.

19.2.4 Bemerkungen und Beispiele

(a) Der naheliegende Beweisansatz mit Hilfe des Differenzenquotienten (x # a)

9(f(x)) —9(f(a)) _ 9(f(x)) = 9(f(a)) [f(x) = f(a)
) T —a

z—a f(@) = f(a

erfordert, dass wenigstens in einer Umgebung von a f(z) # f(a) gelten muss.

In jeder Umgebung von a kann es jedoch Punkte = # a, fur die f(z) — f(a) = 0 gilt. Mit
etwas Miuhe (man unterscheidet die Falle: f'(a) # 0 und f’(a) = 0) kann man aber auch den
obigen Beweisansatz retten, einfacher geht es mit dem von uns verwendeten Ansatz.

(b) Unser Eingangsbeispiel
h:R — R
T = (1:2 + 1)1001

wird jetzt erledigt durch die Beobachtung, dass h = g o f mit f(z) = 2% + 1 und g(y) = y'°!
ist. Es ist also (fur alle =z € R)

B(z)=(go f)(x) =g (f(x)) f(x) = 1001y'"" - 22 = 2002z (x> + 1)'°%°.
(c) Die allgemeinen Exponentialfunktionen
R — R
r +— exp,(x) =exp(rloga) =:a" (a€RY)
sind differenzierbar, und es gilt

exp, (z) = logaexp(xloga) = logaexp,(x)

Als letzte Regel fur die Technik des Differenzierens wollen wir eine Regel ableiten, die es gestattet,
aus Eigenschaften einer differenzierbaren Funktion f, die umkehrbar ist, z.B. weil sie streng mo-
noton ist, auf die Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion zu schliel3en und einen Zusammenhang
zwischen der Ableitung des Umkehrfunktion und der Funktion abzuleiten. Wie dieser Zusammen-
hang aussieht, ist leicht zu erraten.

Wir nehmen an, dass g die Funktion f umkehrt, also g(f(y)) = y furalle y € D = Def(f)
und f(g(z)) = « fur alle x € Def(g) gilt. Nehmen wir weiter an, dass f inb € D und g in
a = f(b) € Def(g) differenzierbar ist. Dann kdénnen wir die Kettenregel verwenden und erhal-
tenaus (fog)(x) =z flralley € D

(fog)(a) = f'(9(a))g'(a) = 1.

Also eine notwendige Bedingung fur die Differenzierbarkeit von g in f(b), dass f'(b) # 0 sein muss.



Wir wollen jedoch die Differenzierbarkeit von f aus Eigenschaften von f schlieRen, die Bedingung
f(b) # 0 ist aber ein wichtiger Hinweis.

Wir formulieren den Satz tber die Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion gleich so, wie wir in der
meisten Fallen anwenden werden.

Man beachte in diesem Zusammenhang auch, dass fiir stetige Funktionen f auf (echten) Interval-
len die strenge Monotoniéd.h. f ist streng monoton wachsend oder streng monoton fallend) und
die Injektivitat Aquivalente Begriffe sind (vgl. ??7?). Erinnern Sie sich noch an den Beweis? Die eine
Richtung ist offensichtlich. Welche?

19.2.5 Theorem (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion)

Sei D C R ein echtes Intervall: f : D — R differenzierbar, streng monoton und f/(y) # 0 fur alle
y € D.
Dann besitzt f : D — f(D) =: D* (D* ist wieder Intervall) eine differenzierbare Umkehrfunktion
g:D*— D CR,

g(z) =y <= x= f(y),

und es gilt fur alle z € D*

Zum Beweissei f differenzierbar in b € D und es sei a := f(b) (<= g(a) = b).

Die Existenz der Umkehrfunktion ist nach der Voraussetzung klar, nach Satz ???. Da f insbeson-
dere stetig ist, ist D* = f(D) auch wieder ein Intervall.

Die Umkehrfunktion g ist selbst wieder streng monoton (im selben Sinne wie f) und auch stetig
(da g(D*) = D ein Intervall ist). Wegen der Differenzierbarkeit von f in b gibt es eine in b stetige
Funktion ¢ : D — R mit

fly) = f(b) = (y = b)e(y) und ©(b) = f'(b).

Nach Voraussetzung ist ¢(b) = f'(b) # 0, daher ist wegen der strengen Monotonie von f sogar
o(y) #0furalley € D.
Daher folgt

Da aber ¢ und g stetig in a sind, ist auch ¢ o g stetig in a und damit auch -, daher ist ¢ differen-

] ) pog’
zierbar in ¢ und
1 1 1

o(g(a)) — Fgla)) — F/()

19.2.6 Beispiele und Bemerkungen

(a) Die Voraussetzung, dass f’(x) # 0 ist wesentlich, so ist etwa die Potenzfunktion

ps:R — R

Tr SUS



(b)

(©

(d)

-2 i 1 2

Abbildung 20: Graphen der Funktioneri und /z

streng monoton wachsend, differenzierbar auf ganz R, und es gilt Pi(z) = 322 und p3(z) =
0 << z=0.

Die Umkehrfunktion /z, ist aber in 2z = 0 nicht differenzierbar, jedoch fur alle z > 0 oder fur
alle z < 0. (siehe Abb. 20)

Wegen exp’(y) = exp(y) # 0 fir alle y € Rist log : R} — R differenzierbar, und es gilt
log'(z) = — ! = 1 = ! _ !
exp’(logz)  exp(logz) (expolog)(z) =
fur alle z > 0.
Fur alle « > 0 sind die Potenzfunktionen

Po: Ry — R
x — z%:=exp(alogz)
differenzierbar, und es gilt fur alle x € R,

a—1

Pa(a) = az®~! = apa_i(a).

Der Beweis ist klar nach der Kettenregel und (b)

1
Pa(x) = exp(alogz) -a- —,

also

a—1

P(x) = 02 = apa_1(z) (@ €R, >0

Ist f : D — R eine nullstellfreiedifferenzierbare Funktion, dann ist nach dem Zwischenwert-
satz f(x) > 0 fur alle x € D oder f(x) > 0 fur alle z € D. In jedem Fall ist

_ I
7

Man nennt allgemein fT logarithmische Ableitungon f’ oder | f|.

(logo [ f])’
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20 Lokale Extrema, Mittelwertsatze, Anwendungen

Eine der wesentlichen Aufgaben der Analysis besteht im Studium des Anderungsverhaltens von
Funktionen in Abhéngigkeit von Anderungen der betreffenden Argumente. Die Ableitungen im geo-
metrischen Bild, die Steigung der Tangente an den Graphen der Funktion, geben diese Anderung
Jokal* an. Es zeigt sich nun, dass man aus der Kenntnis des lokalen\eranderungsverhaltens einer
differenzierbaren Funktion auf das globale Verhalten schlieen kann. Viele Eigenschaften einer
differenzierbaren Funktion spiegeln sich in Eigenschaften ihrer Ableitungen f’ bzw. der hdheren
Ableitungen. So kdnnen etwa lokale Extremadas Monotonieverhaltendie Konvexitt bzw. Konka-
vitat einer Funktion mit Hilfe der Ableitungen untersuchen werden. Der zentrale Satz ist der (er-
ste) Mittelwertsatz der Differentialrechnun@d.MWSD). Wir folgern den klassischen Beweisschema
und folgern ihn aus dem Satz von Rolle diesen wiederum aus einem schon Fermatgelaufigen
notwendigen Kriterium fiir das Vorliegen eines Extremum fur differenzierbare Funktionen in offe-
nen Intervallen. In Wirklichkeit sind alle die Satze aquivalent (in Wahrheit sogar aquivalent zum
Vollstandigkeitsaxiom fiir R) und auch aquivalent zum zweiten MWSD, mit dessen Hilfe wir auch
die sog. Bernoulli-I'Hospitalschen Regeln ableiten werden. Als Anwendung werden wir auch eini-
ge Extremalproblemdéaus verschiedenen Anwendungsbereichen) behandeln und weitere nitzliche
Ungleichungerableiten.

20.1 Lokale Extrema, der MWSD

Wir erinnern an folgende Definition

20.1.1 Definition (lokale und globale Extrema)
Ist D # @ und f: D — R eine Funktion. Man sagt: f hatin zo € D

(a) ein globales Maximuntbzw. globales Minimum), wenn fir allex € D gilt
f(x) < fxo) bzw. f(z) = f(xo)

(b) ein lokales Maximum(bzw. lokales Minimum), wenn es ein r > 0 gibt, so dass fir alle x €
Ur(l‘o) nD gllt
f(z) < f(zo)( bzw. f(z) = f(x0))

(c) In allen Fallen nennt man z, eine lokale bzw. globale Extremalstelle von f und der Funkti-
onswert f(zo) das globale bzw. lokales Extremum von f in x.

(d) Giltan den entsprechenden Ungleichungen das Gleichheitszeichen jeweils nur fir xz = ¢, SO
spricht man von einem striktenlokalen oder globalen Maximum bzw. Minimum an der Stelle
Zo-

(e) Satt globales Maximum bzw. Minimum sagt man gelegentlich auch absolutegviaximum bzw.
minimum und statt lokales Maximum bzw. Minimum auch relativesMaximum bzw, Minimum.

20.1.2 Bemerkungen

(a) Eine auf einem kompakten Intervall [a,b] stetige Funktionen, hat nach dem Satz von Wei-
erstrass dort ein globales Maximum und ein globales Minimum. Dieser Satz ist jedoch ein
reiner Existenzsatz und die kaum einen Hinweis, wie man die jeweilige Extrema Stelle ermit-
telt.



(b) Eine Funktion kann viele lokale Extrema haben, ein globales Maximum (bzw. Minimum) ist
natdrlich auch ein lokales Maximum (bzw. Minimum), aber im Allgemeinen nicht umgekehrt.
Auch er kann ein globales Maximum (bzw. Minimum) an verschiedenen Stellen des Definition
Bereiches angenommen werden. Der geneigte Leser macht sich klar, an welcher Stelle die
Funktion f, deren Graf in der folgenden Abbildung skizziert ist, jeweils lokale bzw. globalen
Maxima besitzt.

IRA

a:xl X2 X3 X4 X

20.1.3 Fermat,~ 1638

Ist D C Rund f: D — R eine Funktion, « € D und es gebe ein » > 0 mit U,.(a) C D. Hat dann f
in ¢ ein lokales Extremum und ist f in « differenzierbar, dann gilt

f'(a) =0

Beweis : Wir nehmen oBdA an, das f an der Stelle a ein lokales Maximum hat (im Falle eines
Minimums ersetzt man f durch — f). Wir greifen auf die Definition der Differenzierbarkeit als
limes des Differenzenquotient zuriick.

Fir alle z € U,.(a) mit z > a gilt wegen f(z) < f(a)

@) - ) _,
xr—a -
also ist auch
f’(a) — lim f(l') B f(a) S 0
z>a r—a
IRA
fla)

Ua)

Far alle € U,.(a) mit z < a gilt auch wegen f(z) < f(a)

f(z) = f(a)

Tr—a

>0



und damit auch

z < a

also insgesamt f’(a) = 0.

20.1.4 Bemerkungen

(a) Geometrisch besagt der Satz von Fermat:

Wenn f in einem inneren Punkia € D (das heif3t es gibt ein » > 0 mit U,.(a) C D) ein
lokales Extremum besitzt und wenn f in a differenzierbar ist, besitzt der Graph von f im
Punkt (a, f(a)) € R? eine waagerechte Tangente.

(b) Die Aussage des Fermatschen Lemmas wird fiir Randpunkte im Allgemein falsch.
Ist etwa D :=[0,1] und
f+:D — R
r = X

die Einschrénkung von idg auf [0, 1], dann hat f an der Stelle 0 ein (sogar globales) Minimum
und an der Stelle 1 ein (sogar globales) Maximum, es ist aber f'(x) = 1 # 0 fur alle « € [0, 1].

(c) Wie das einfache Beispiel des Polynoms

ps:R — R
xr 1‘3
und a = 0 zeigt, bedeutet das Verschwinden der Ableitung in einem (inneren) Punkt keines-
wegs, dass an dieser Stelle ein lokales Extrema vorliegen muss.

Das Verschwinden der Ableitung in einen inneren Punkt (Differenzierbarkeit natirlich
vorausgesetzt), ist also lediglich eine notwendige Bedingunfjir das Vorliegen
eines lokalen Extremum.

(d) Ist D C R ein echtes Intervall und f : D — R eine Funktion, die auf Extremalstellen zu
untersuchen ist, dann hat man folgende Kandidaten ins Auge zu fassen:

1. Die Randpunkte vor D (also 2 Punkte);
2. Die Punkte von D, in denen f nicht differenzierbar ist.

3. Die inneren Punkte zo € D, in denen f differenzierbar ist und fur die f'(xq) = 0 gilt.
Solche Punkte nennt man auch kritische Punkte

In keinem dieser Punkte braucht aber eine Extremalstelle vorzuliegen. ‘

ABBILDUNG

Wir werden aber bald auch hinreichende Kriterierdaflr ableiten. Obwohl der Mittelwertsatz der
Differenzialrechnung eine sehr anschauliche geometrische Interpretation hat, muss er bewiesen
werden. Wir verweisen zunachst einen Spezialfall, aus dem der MWSD dann einfach abzuleiten ist.



20.1.5 Satz (von Rolle, Michael Rolle (1652-1719))

Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall (¢ < b) und f : [a,b] — R
offenen Intervall ]a, b] differenzierbar ist und fir welche f(a) = f(b
& €la, b mit f/(¢) = 0.

Insbesondere liegt zwischen zwei Nullstellen von f (f(a) = f(b) = 0) stets eine Nullstellen der
Ableitung.

eine stetige Funktionen, die im
) gilt. Dann gibt es einen Punkt

Beweis : Ist f konstant auf [a, b], dann gilt f'(xz) = 0 fuUr alle = € [a, b], insbesondere gilt etwa fiir
¢ = 2t €la, bl auch f/(¢) = 0.

Ist f aber nicht konstant, dann hat f als stetige Funktionen auf der kompakte Intervall [a, b]
ein globales Maximum und ein globales Minimum. Diese kdnnen wegen f(a) = f(b) nicht bei
der in den Endpunkten des Intervall vorliegen. Wenn ein globales Minimum bei « vorliegt und
damit auch bei b, dann liegt ein existierendes globales Maximum in einem Punkt ¢ €]a, b|.
Wegen Ja,b[= U,.(¢) mit £ := 22 und r := 5% sind Voraussetzungen des Fermatschen
Lemmas erfillt. Es gilt also f/(¢) = 0.

Im Fall, dass in a (und damit auch in b) ein globales Maximum vorliegt, schlie3t man vollig
analog: Ein sicher vorhandenes globales Minimum muss dann wieder in [a, b] liegen etc.

O

20.1.6 Geometrische Veranschaulichung

IR A IRA

fla)

20.1.7 Bemerkungen zu den Voraussetzungen des Satzes vorl&ko

Die Voraussetzungen des Satzes von Rolle sind im folgenden Sinne ,scharf:
Verzichtet man auf eine der Voraussetzungen, dann wird der Satz i.A. falsch:

(a) Verzichtet man auf die Voraussetzung der Differenzierbarkeit auch nur in einem Punkt z, €
]a, b[, dann wird der Satz i.A. falsch.
Ist z.B. [a,b] = [-1,1] und
f:-11 - R
r = |z

die Betragsfunktion, dann gilt f(—a) = f(a) = 1 und f ist stetig in [—1, 1], aber f ist nicht
differenzierbar in O, es gibt bei ¢ €] — 1, 1[ mit /() = 0.



(b) f:10,1] — R mit
1, furz=0;
f(:c):{ z, furo<z<1
erfullt £(0) = f(1)(= 1), ist differenzierbar in |0, 1[ mit Ableitung f/(z) = 1 fur alle = €]0,1],
aber es gibt kein £ €]0, 1] mit f/(£) = 0. Hier ist f nicht stetig in Null.

IR

Der Mittelwertsatz ist nun eine einfache Konsequenz aus dem Satz von Rolle, er hat zunachst
die gleichen Voraussetzungen, man verzichtet jedoch auf die Bedingung

fla) = f(b).

20.1.8 Theorem (MWSD, Lagrange (1797) (J.L.Lagrange, 1736813))

Ist [a, ] C R ein kompaktes Intervall (a < b) und f : [a,b] — R eine stetige Funktion, die im offenen
Intervall ]a, b[ differenzierbar ist. Dann gibt es ein £ €]a, b[ mit

fO)—f(a) _ £(€)

b—a

20.1.9 Geometrische Veranschaulichung

Auf dem Graphen von f gibt es mindestens einen Punkt (¢, f(£)), in welchem die Tangente parallel
zur Sekanten durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) ist.

IRA

Aa)l =N

a E b R



(Geometrisch bedeutet dies eine Scherung des Graphen von f.)

Dann ist auch h stetig in [a, b] und differenzierbar in ]a, b[, und es gilt

f(0) = f(a)

h(a) = f(a) und h(b) = f(b) — = —

(b—a)= f(a),
also auch h(a) = h(b).
damit erfillt 1 die Voraussetzung des Satzes von Rolle, es gibt also wegen 4/ (z) = f/(x)— W
ein £ €]a, b mit
f(b) = f(a)

b—a

0="0'(&) =1 -

also ist f/(¢) = W

a

20.1.10 Bemerkungen

(a) Der ,Nachteil* des MWSD liegt in der Tatsache, dass die Zwischenstelle ¢ €]a, b[ nicht ndher
spezifiziert wird, wie einfache Beispiele zeigen, kann es mehrere ¢ mit der genannten Eigen-
schaft geben.

(b) Haufig verwendet man den MWSD in der folgenden Form:
Ist f stetig auf dem Intervall [a,a + k] (b > 0) bzw.[a + h,a] (falls h < 0) und differenzierbar
in Ja,a + h[ bzw. Ja + h, o[, dann gibt es ein ¥ mit 0 < ¥ < 1 und

fla+h) = f(a)+ f'(a+ Ih)h.

(c) Eine kleine Anwendung:
Der MWSD eignet sich zur ndherungsweisen Berechnung von Funktionswerten.
Um etwa /2 naherungsweise zu berechnen setzen wir 2 = a + h mit a = 1,96 und h = 0,04
und erhalten wegen

1
va+h= 4+ ——
“ va 2v/a + 9h

mito <9 <1

1
V2 =1/1,96+0,04 = \/1,96 4+ 0,04 - ——
i vi e

mit 1,96 < £ < 2 (< 2,0164).
Hieraus folgt mit 1,4 < /€ < 1,42 bereits 1,41414 < v/2 < 1,41429.
Gar nicht mal so schlecht!

In der anspruchsvolleren Schulbuchliteratur zu Analysis wird die folgende Variante der MWSD
diesem meist vorgezogen.

20.1.11 Schrankensatz

Ist f : [a,b] — R eine stetige und in ]a, b differenzierbare Funktion.
Fur die Ableitung gelte m < f/(£) < M fir alle £ €]a, b] mit festen Konstanten m, M € R. Dann gilt
fur alle z,y € [a, b] die Abschatzung

[my —2) < f(y) — f2) < M(y—2)]

Der Beweis folgt unmittelbar aus



20.1.12 Folgerung

Eine differenzierbare Funktion f auf einem echten Intervall D C R mit beschrankter Ableitung ist
dort Lipschitz-stetig. Genauer gilt:
Ist f : D — R differenzierbar und gilt | f/(£)| < L fur alle « € D, dann gilt fur alle z,y € D

(%) [f(y) = f(@)| < Lly — x|

Der Beweis folgt unmittelbar aus dem Schrankensatz oder direkt aus dem MWSD. Zum Beispiel
ist also sin : R — R Lipschitz-stetig (und damit gleichmaRig stetig auf ganz R), dann gilt wegen
sin’(€) = cos(€) und | cos&| < 1 gilt fur alle z,y € R

[siny —sinz| <1-|y— x|

mit der Lipschitz-Konstante L = 1.

Die Ungleichung (x) gilt auch fir komplexwertige (differenzierbare) Funktionen f : D — C (D C R
Intervall) obwohl fir solche Funktionen der Satz von Rolle bzw. der MWSD i.A. nicht gilt. Weitere
Folgerungen aus dem MWSD bzw. dem Schrankensatz sind:

20.1.13 Satz (Charakterisierung konstanter Funktionen ud von Stammfunktionen)

(a) Eine differenzierbare Funktion f : D — R (D C R echtes Intervall) ist genau dann konstant,
wenn f/(z) = 0 fur alle inneren Punkte = € D gilt.

(b) Ist F': D — R eineStammfunktion von f : D — R, d.h. ist F' differenzierbar und gilt F'(z) =
f(z) fur alle x € D, dannist {F + ¢; ¢ € R} die Menge aller Stammfunktionen von f auf dem
Intervall D.

Die eine Richtung ist evident: Ist f(z) = const. fur alle x € D, dannist f’(z) = 0 fur alle z € D,
insbesondere fir alle inneren Punkte.

Die Umkehrung folgt aus dem Schrankensatz mit m = M = 0 oder direkt aus dem MWSD (Ist
xo € D ein fester Punkt, dann hat man f(x) = f(zo) zu zeigen; Man kann auf [z¢, |, [Zo, 2] bzw.
[Z, xo] den MWSD anwenden).

Zum Beweis von (b) bemerken wir, dass natirlich G = F + ¢, ¢ konstant, ebenfalls eine Stamm-
funktion ist. Die Umkehrung folgt aus (a), den G und F dieselbe Ableitung haben, ist (G — F)' =0
gilt und damit G = F + ¢ gelten muss.

Die Funktionen

fe:R — R
x +— exp(cx) (ceR)

erfullen die Gleichung f. = cf.. Hiervon gilt eine gewisse Umkehrung.

20.1.14 Folgerung (Charakterisierung von exp durch eine Dierentialgleichung)

Istc € Rund f : R — R eine differenzierbare Funktion mit f'(x) = c¢f(x) fur alle x € R, dann gilt
fr alle z e R
f(z) = Aexp(cx) mit A:= f(0).

Insbesondere ist exp : R — R die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems

f'=fund f(0) = 1.




20.1.15 Monotoniekriterien
Ist D C R ein (echtes) Intervall und f : D — R eine differenzierbare Funktion. Dann gilt

(@) f ist genau danmonoton wachsend (bzw. monoton fallend) auf D, wenn f'(z) > 0 (bzw.
f'(z) <0) fur alle inneren Punkte z € D gilt.

(b) Wenn f/(z) > 0 (bzw. f'(x) < 0) ist fur alle inneren Punkte = € D, dann ist f sogar streng
monoton wachsend (bzw. fallend) auf D.

Der Beweisergibt sich in der einen Richtung (,<=") sofort aus dem MWSD: Sind z,y € D
und gilt < y, dann gibt es ein ¢ €], y[ (¢ ist dann innerer Punkt von D) mit f(y) — f(z) =
f(&)(y—=z) >0, also ist

f(z) < fy).

= Istx € M fest, dannist fur alle y € D, y # x stets der Differenzenquotient w >0,
also auch f’(z) > 0.
Ist sogar f’(x) > 0 fur alle inneren Punkte x € D, dann gilt auch f'(¢) > 0, also folgt

fy) = f(@) = ')y —=z)>0.

20.1.16 Bemerkungen und Beispiele

(a) Die Potenzfunktion

ps:R — R
xr $3
ist streng monoton wachsend, obwohl p5(0) = 0 gilt.
Die Positivitat der Ableitung ist also lediglich ein hinreichenderiterium fiir die strenge Mo-
notonie.

(b) Wegen exp’(z) = exp(z) > 0 fur alle z € Rist exp : R — R streng monoton wachsend;
Wegen log’ (z) = % > 0 fur z > 0 ist auch log : R, — R streng monoton wachsend.

(c) sin ist streng monoton wachsend in [-7, 7];
cos ist streng monoton fallend in [0, 7];
tan ist streng monoton wachsend in | — 7, Z[;
cot ist streng monoton fallend in 0, x[.

Dort haben diese (auf diese Intervalle eingeschrénkte) Funktionen Umkehrfunktionen, die im
gleichen Sinne wie die Funktionen monoton sind (vgl. ??7?)

Eine weitere Anwendung des Monotoniekriteriums sind hinreichende Bedingungdiir Extremwerte.
Wir wissen, dass das Verschwinden der Ableitung in einem inneren Punkt a des Definitionsbe-
reichs fiir eine in a differenzierbare Funktion ein notwendigeXKriterium fiir ein lokales Extremum



ist, wir wissen auch - das obige Beispiel von p; : R — R, = — 23 und ¢ = 0, zeigt, dass i.A. es
nicht hinreichend ist.

20.1.17 Satz (hinreichende Kriterien fir lokale Extrema)

Ist D = Us(a), 6 > 0, eine §-Umgebung von a € Rund f : D — R differenzierbar und f’'(a) = 0.
Dann gilt

(a) Wechselt f’ beim Durchgang durch « das Vorzeichen, das heif3t gilt fir alle x € Ujs(a)
(x —a)f'(xz) > 0 (bzw. < 0), dann hat f in a ein lokales Minimum (bzw. Maximum)

IRA IRA

§ (a)

a ist die einzige Minimal bzw. Maximalstelle von f in Us(a), wenn a die einzige Nullstelle von
f'inUs(a) ist.

(b) Ist f in a zweimal differenzierbar und gilt f”(a) > 0 (bzw. f”(a) < 0), dann hat f in a ein
(sogar striktes) lokales Minimum (bzw. Maximum).

Beweis von (a): Der Beweis ergibt such unmittelbar aus dem Monotoniekriterium:
Gilt etwa (z — a) f'(z) < 0, dannist f in Ja — §,a] monoton fallend und in [a, a + 6] monoton
wachsend. f muss also in « ein lokales Minimum haben. Im Fall (z — a)f'(z) > 0 ist f in
la — 4, a] monoton fallend und in [a,a + §] monoton wachsend, bei a liegt also ein lokales
Maximum.

O

Beweis von (b): Wir behandeln exemplarisch den Fall f”(a) > 0 (man gehe nicht von f zu —f

Uber).

Wegen
T —a r—a
T #a

gibt es ein ¢* (0 < ¢’ < §), so dass W > 0 qgilt fur alle x € Us(a) Mit0 < |z — a| < 6*.
Wegen f’(a) = 0 folgt hieraus f/(z) < 0fira—6* <z <aund f'(z) > 0fira <z < a+ 6*;
fistalso in Ja — §*, a[ streng monoton fallend und in ]a, a + §*[ streng monoton wachsend. f
besitzt also in a ein striktes lokales Minimum.

O

Bemerkung zum letzten Beweis:
Hatten wir vorausgesetzt, dass sogar f € C%(D) gilt, dann hatten man aus der Stetigkeit von f’
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Abbildung 21: Graph der Funktiog®*

auch direkt auf die Existenz eines weiteren §* schliel3en kdnnen.

20.1.18 Beispiele und Bemerkungen

(a) Das einfache Beispiel

(b)

ps:R — R

Tr 3?4

mit ¢ = 0 zeigt, dass das Kriterium (b) nicht notwendig fir das Vorliegen eines lokalen

Extremum ist.
Es gilt p; (0) = 0 und p4 hat in z = 0 ein lokales Minimum. (siehe Abb. 21)

Zur Entscheidung kann man in einem solchen Fall die h6heren Ableitungen herausziehen:
Offensichtlich gilt p, (z) = 42®, p/(z) = 1222, p’ = 24z und p{*) = 24, insbesondere p{* =
24 > 0.

Ob ein Extremum vorliegt, kann man haufig mit Hilfe der Taylorschen Formel (vgl. ???) ent-
scheiden. Im konkreten Fall ist offensichtlich, dass an der Stelle a < 0 sogar ein globales

Minimum von p, vorliegt.

Das aus der Schulmathematik bekannte Verfahren zur Extremwertbestimmung findet also
durch Satz 19.1.17 eine Rechtfertigung. Ob eine gegebene Funktion an einer Stelle a € D
ein lokales Extremum hat, ist hdufig ein schwer zu entscheidendes Problem. Hat man nur
notwendige Kriterien zur Verfigung, so ergibt sich haufig aus der Fragestellung selbst oder
auf Grund der Herkunft aus einem naturwissenschaftlichen oder geometrischen Problem
oder einem Problem aus einem anderen Anwendungsgebiet die Mdglichkeit zu entschei-
den, welche nach den notwendigen Bedingungen in Frage kommende Stellen die gesuchten
Extremalstellen sind. Eine solche Uberlegung ist haufig aufschlussreicher, als die formale
Anwendung hinreichender Kriterien. Dennoch geben wir ein paar Beispiele fur diese, um die

Bandbreite der Anwendungen auszudehnen.



(c) Wir bemerken noch eine interessante Eigenschaft der Ableitung einer differenzierbaren Funk-
tion f auf einem Intervall (in der Literatur haufig als Satz von Darbouxzitiert:
Ist f[a,b] — R differenzierbar und ist ¢ eine Zahl mit

f(a) <c< f'(b) oder f'(b) <c< f'(a),

dann gibt es ein & €]a, b mit f/(§) = c.

Zum Beweisbetrachte man

h:la,b] — R

x — f(z)—cx

Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion hat also die ,Zwischenwerteigenschaft‘. Da
es differenzierbare, aber nicht stetig differenzierbare Funktionen gibt (vgl. ??7?), zeigt dies
nochmals, dass die Zwischenwerteigenschaft die stetigen Funktionen nicht charakterisiert.
Aul3erdem zeigt der Satz von Darboux, dass eine Funktion f : D — R hdchstens dann eine
Stammfunktion F haben kann, wenn f(= F’) die Zwischenwerteigenschaften hat.

20.1.19 Beispieleifr Extremwertaufgaben (wird nachgetragen)

20.1.20 Konvexe Funktionen

Ist eine Funktion f : D — R zweimal differenzierbar, dann gibt die zweite Ableitung die Anderung
der Tangenrichtungen an, beschreibt also wie sich der Graph von f krimmt®“.

Eine prazise Definition des Begriffs ,Krimmung*“ geben wir erst spater.

Vollig ohne Differezierbarkeitsvoraussetzungen kann man den Begriff der konvexen Funktionen
einfihren, ist f allerdings zusatzlich zweimal differenzierbar, so ergibt sich ein einfaches Kon-
vexitatskriterium tber die zweite Ableitung (f”(z) > 0 fur alle z € D).

Zentrale Ungleichungen der Analysis beruhen auf der Konvexitat einfacher Funktionen.

20.1.21 Definition (konvexe und konkave Funktion)

Ist D C R ein echtes Intervall:
Eine Funktion f : D — R heil3t konvex wenn flr je zwei Punkte z1,x2 € D und alle A € [0, 1] gilt

[F(L =Ny + Aao) < (1= N)f (1) + M ()

f heildt konkav<— — f konvex ist.

Die Falle A = 0 oder A = 1 kdnnen wir dabei unbericksichtigt lassen, da die obige Ungleichung fir
diese Werte automatisch erfllt ist. Auch der Fall z; = z5 ist ohne Bedeutung, so dass wir oBdA
immer x; < z5 und X €]0, 1[ annehmen kdnnen und sollen.



20.1.22 Geometrische Interpretation der Konvexiat

Ist 21 < z9, dann durchlduft der Punkt z(\) = (1—A)z1 + Aze = x1 + A(z2 —z1) gerade das Intervall
Jz1, 2], wenn A das Intervall |0, 1[ durchlauft. Durchlauft A das Intervall ]0, 1], so durchlauft wegen

f(x2) — f(z1)

T2 — T1

z(A) = (L= f(z1) + Af(22) = f(21) + A(f(22) = f(21)) = f(21) + ((A) = 21)

der Punkt (x(A), f(z)) gerade das Geradenstiick s zwischen den Punkten P, = (x4, f(z1)) und
Py = (x4, f(z2)) auf dem Graphen von f. s ist ein Stiick der Sekanten durch die Punkte P; und Ps.

Konvexitat von f bedeutet also, dass der Graph von f zwischen zwei Punkten z; und x5 immer un-
terhalb der Sehne (Sekante) s verlauft. Konkavitat bedeutet, dass s immer unterhalbder Graphen
von f liegt.

ml\ RA
F(x(M)

f(x)
f(xp)
f(x(N)

Y

Xy x(A) 2 R

Y

PR YR

Man kdnnte etwas unpréazise, aber anschaulich sagen:

f konvex bedeutet, dass der Graph von f mit wachsenden Argumenten eine ,Linkskurve* be-
schreibt (stellen Sie sich vor, der Graph von f ist in einer Ebene irgendwie markiert und Sie fahren
auf der Markierung mit dem Fahrrad entlang).

Ubungsaufgabe:
Ist f : D — R konvex und besitzt f in xqg € D ein lokalesMinimum, so ist dieses auch globales
Minimum far f.

Konvexitat bzw. Konkavitat lasst sich bei differenzierbarerFunktionen mit Hilfe der zweiten Ablei-
tung charakterisieren:

20.1.23 Satz

Ist f : D — R zweimal differenzierbar, dann ist f genau dann konvex (bzw. konkav), wenn
f"(x) > 0 (bzw. f"(z) < 0) fur alle inneren Punkte = € D gilt.

Beweis : ,<—
Sei f”(x) > 0 fur alle inneren Punkt z € D. Dann ist nach 19.1.15 f| : D — R monoton
wachsend.

Seien z1,25 € D und oBdA z; < xo und A €]0,1[ und = = 2(A) = (1 — A\)x1 + Azo. Es ist
dann z; < z < z9. Wir wenden den MWSD auf die Intervalle [z, z] und [z, 23] an:
Es existieren daher &; €]z, z[ und & €]z, zo[ mit

f(l’) - f(‘rl) _ f,(fl) < fl(€2) _ f(l’g) - f(l')

xr— 2 Ty — X
(die mittlere Ungleichung gilt, da f| monoton wéchst). Da nun

x—x1=Maz—21) und a9 — 2z = (1 —N)(22 —21)



gilt, folgt

f(x) — f(x1) < f(z2) — f(=)
A - 1-X
oder auch
f(@) = f(z(A) < (1= AN)f(z1) + Af(22),

d.h.: f ist konvex.

=
Sei umgekehrt f : D — R konvex.

Wir fiihren einen indirekten Beweis und nehmen an, dass nicht f”(xz) > 0 fur alle inneren
Punkte = € D gilt. Dann gibt es einen inneren Punkt zo € D, fur den f”(xzq) > 0 gilt. Sei
l:= f'(z9) und ¢ : D — R definiert durch z — f(z) — l(z — z0).

Dann ist ¢ zweimal differenzierbar und ¢(xo) = 0 und ¢”(z¢) = " (x0) < 0. ¢ hat also nach
19.1.17(b) in x, ein striktes lokales Maximum. Es gibt also ein & > 0, so dass [xo—h, zo+h] C
D und p(xzo — h) < ¢(zo) und p(zo + h) < @(zo) gilt. Hieraus folgt aber

1 1
f(zo0) = p(x0) > 5(@(10 —h)+e(xo+h)) = i(f(l“o —h)+ f(xo + h))
Setzt man nun L
r1:=x9g—h, Ty :=x9 + h,\:= 3

soist z—(1 — \)x1 + Azo, also

FI(L =N+ Azz) > (1= A) f(x1) + Af(22).

Diese Ungleichung steht aber im Widerspruch zur vorausgesetzten Konvexitat von f.
Also war unsere Annahme falsch. Wenn f konvex ist, gilt daher f”(«) fUr alle inneren Punkte
r e D.

O

Eine einfache, aber wichtige Anwendung der Konvexitat von exp ist die folgende Ungleichung.

20.1.24 Satz (Youngsche Ungleichung)

Seien p,q €]1,00[mit L + 2 = 1.
Dann gilt fur alle a, b € R die Unlgeichung

p< ol b
abfp—i—q

Der Beweis ergibt sich einfach fur a,b > 0. (fir ab = 0 ist die Ungleichung richtig) Mit z := loga
und y := log b folgt wegen der Konvexitat von exp

ab =exp(z)exp(y) = exp(z+y)

1 1
= exp(=pr+ —qy)
p q

IA

1 1
—exp(pxr) + —(expqy
’ (px) q( )

b q

a b
P b



(man verwende die Konvexitatsbedingung mit 1 — A = - und A = 7).

Die Youngsche Ungleichung ist die Quelle iir viele wichtige Ungleichungeetwa die Héldersche Un-
gleichungfir die p-Normen im R™ oder C" als Spezialfall die CSU fir das Standardskalarprodukt
im K™ die Minkowskische Ungleichung in K™ und auch die entsprechende Ungleichungen fir In-
tegrale.

Zum Schluss sei bemerkt, dass die Konvexitéat eine Funktion eine sehr starke Eigenschatft ist. Ist
f: D — R konvex, dann ist f in allen inneren Punkten stetig. (man kann sogar zeigen, dass fir
alle inneren Punkte = € D f links- und rechtsseitig differenzierbar und, dass f’ (z) < f! () gilt.

In Randpunkten gilt dies i.A. nicht, wie das einfache Beispiel f : [-1, 1] — R mit

flz) = 2, fallsz= -1 oder z =1,
YT\ 22, fallsze]—1,1]

zeigt.

5V

20.1.25 Beispiel (Wendepunkte)

Sei f : D — R eine Funktion (auf einem echten Intervall D). Dann heildt « € D Wendepunkt
von f, wenn a innerer Punkt von D ist und ein 6 > 0 existiert, so dass f auf [a — §, a] konvex
und auf [a,a + §] konkav ist oder umgekehrt. Ist f in a differenzierbar, dann hei3t die Tangente
x +— f(a) + f'(a)(x — a) an den Graphen von f im Punkt (a, f(a)) Wendepunkion f in a. Sie
durchsetzt den Graphen im Punkt (a, f(a)).

ZEICHNUNG

Ist @ innerer Punkt und in einer Umgebung von « differenzierbar und im Punkt a zweimal differen-
zierbar, dann ist f”(a) = 0 eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines Wendepunkts von
fina, da f" im Wendepunkt dann ein lokales Extremum hat. Ein hinreichendes Kriterium enthalt

20.1.26 Satz

Ist D C R ein echtes Intervall, a € D ein innerer Punkt. Ferner sei n > 3 ungerade. Ist dann fn=1
in a differenzierbar und gilt

fOa)=...=f"V =0, f"(a) £0,

so hat f in a einen Wendepunkt.

Beweis : f” wechselt beim Durchgang durch a das Vorzeichen.






21 Zusammenhang zwischen Integral- und Differenzialrechnung: Der
Hauptsatz und seine Anwendungen

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass Integralrechnung und Differentialrechnung, die aus vollig
verschiedenen Motiven entwickelt wurden (etwa Flacheninhaltsproblem bzw. Tangentenproblem)
Uber den sog. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung eng miteinander verquickt sind.
Wir werden auch sehen, wie man das Umkehrproblem der Differentialrechnung, d.h. zu einer vor-
gegebenen Funktion f : D — R(oder C) eine Stammfunktiorzu finden, d.h. eine differenzierbare
Funktion F' : D — R(oder C) mit F” = f, zumindest fur stetigeF' auf Intervallen I16sen kann. Der
Hauptsatz wird uns auch schlagkraftige Methoden zur Integralberechnumgr Verfligung stellen.
Dass Integration und Differentiation Umkehroperationen von einander sind, kommt insbesondere
in der algebraischen Formulierurdes Hauptsatzes zum Ausdruck. Schlie8lich werden wir und mit
einigen Anwendungen des Hauptsatzes beschaftigen.

21.1 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Ist D C R ein echtes Intervall und f : D — R(oder C) eine Funktion, dann ist bis jetzt nicht klar,
welche Eigenschaften f erfullen muss, damit es eine differenzierbare Funktion F' : D — R(oder
C) mit F’ = f gibt (Problem der Existenz einer Stammfunktion). Das ,abschreckende Beispiel” aus
??? zeigt, dass auch unstetige Funktionen Stammfunktionen haben kénnen. Nattrlich kann man
in konkreten Fallen mit den Rechenregeln fir Ableitungen sofort bestéatigen, dass eine Funktion F'
Stammfunktion einer Funktion f ist.

Wahlt man z.B. D = R und f := cos und F := sin, dann ist F’ = sin’ = cos, also ist der Sinus (und
zwar auf ganz R) eine Stammfunktion von cos. Sicherlich gibt es nicht fur jede Funktion f: D — R
eine Stammfunktion, denn nach dem Satz von Darboux (vergl. ???), muss f jedes Teilintervall
Dy C D wieder auf ein Intervall abbilden. So kann etwa die Treppenfunktion ¢ : [—1,1] — R mit

sy = [ 1 firo <z <1
V=Y -1, fur —1<2<0

Ky

keine Stammfunktion haben (obwohl ¢ als Treppenfunktion und damit als Regelfunktion) nattrlich
integrierbar ist (das Integral ist Null).
Ein Kandidat fir eine Stammfunktion wére




also die Einschréankung der Betrags auf [—1, 1], aber F istin O nicht differenzierbar.

Fasst man den Stammfunktionsbegriff allgemeiner (vergl. Konigsberger, Analysis 1, 5.Auflage.,
Seite ??7?), lasst also abzahlbare Ausnahmemengen A C D zu, in denen F' nicht differenzierbar
Zu ein braucht und fordert von einer Stammfunktion ' : D — R die Eigenschaften

(a) F ist stetig;
(b) In D — Aist F differenzierbar und fir z € D — A gilt F'(x) = f(x);

dann ware F mit F(z) = |z| fur —1 < 2 < 1 eine Stammfunktion von f auf [—1,1]. Nach dem
Zwischenwertsatz haben aber stetige reellwertige Funktionen auf Intervallen die Zwischenwert-
eingenschatft (,das stetige Bild eines Intervalls ist eine Intervall*), wenn wir daher f als stetig vor-
aussetzen, widerspricht der Satz von Dauboux auf jeden Fall nicht der méglichen Existenz einer
Stammfunktion. Der Hauptsatz besagt u.a., dass die Stetigkeit auch hinreichend fir Existenz einer
Stammfunktion ist und dass umgekehrt einer Regelfunktion f, die auf einem kompakten Intervall
[a, b] eine Stammfunktion besitzt, auch stetig ist. Wir wollen folgende Vereinbarungen treffen:

Ist D C R ein echtes Intervall, und f : D — K (K = R oder C) eine Funktion, dann heil3t f
Regelfunktion, wenn die Einschrankung von f auf jedeskompakte Teilintervall [a,b] C D eine Re-
gelfunktion (im bisherigen Sinne) ist.

21.1.1 Theorem (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, 1. Version)

(d) Ist D C R ein echtes Intervall und f : D — R(oder C) eine Regelfunktion, dann besitzt f
genau dann eine Stammfunktion, wenn f stetig ist.
Ist f stetig, a € D, so ist eineStammfunktion F' : D — R gegeben durch die Integralfunktion

z— [ f(t)dt.
Zusatz:

{F + ¢; ¢ € R} ist dann die Menge aller Stammfunktionen von f.

(b) Ist G eine beliebigeStammfunktion von f € C([a, b]), dann gilt

b
/}ww=a@—em

Beweis:(a) Sei zunachst f stetig in zo € D und F(z) :=

F(t)dt.

Wir zeigen, dass F' in z differenzierbar ist und F’'(xz) = f(xo) gilt. Wenn f in jedem Punkt stetig
ist, ist also gezeigt, dass f eine Stammfunktion auf D besitzt, ndmlich F'.
Wir geben zwei Beweisvarianten:

8 —y

Bei der ersten wird der 1. Mittelwertsatz der Integralrechnung (vgl. ???) verwendet:
Nach diesem gibt es ein £ in [b, 2] bzw. [z,b] (M.a.W. { = z¢ + Id(x — z), 0 < I < 1)

ﬂ@—F@@=/fww—/fww=/fwﬁ=ﬂ@u—m>



Graph(f)

7
/é

a & x R

F(x) - F(xp)

Fur z # xq folgt
Tr — X

Fir x — x folgt dabei wegen der Stetigkeit von f in zq

(o) = lim 2D =F@0) _ pe s

T—Ig T — X0

Wegen der Wichtigkeit des Satzes geben wir einen zweiten Beweis (¢ — 6—Beweis):
Dabei schreiben wir die Differenz F(x) — F(xo) in der Form

]f(t)dt = jf(wo)dt+](f(t) = f(zo))dt

Zo

T man beachte: der Integrand x ist konstant
(x — 0) f(20) + (x — o) o(z)

T ()= (o))t
o(x) =4 22— Aallsz # x0;

mit

0 falls o = .
Damit haben wir also
F(x) — F(zo) = (x — x0) f(w0) + (z — x0)0(7).

Nach dem Aquivalenzsatz iiber Differenzierbarkeit miissen wir lediglich noch nachweisen, dass o
an der Stelle z stetig ist (denn dann ist F’(xq) = f(xo)).
Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Wegen der Stetigkeit von f in zy gibt es dazu ein § > 0, mit

|f(t) = f(xo)| < el

faralle t € D mit [t — zo| < 4.
Dann gilt zun&chst fir z > x

x

/ (F(t) — fxo))dt

zo

x

§/|f(t)—f(xo)|dt§/5 dt = e|lz — zo

Zo

Diese Abschatzung funktioniert genauso, wenn = < xy sein sollte.
Insgesamt folgt also |g(x)| < ¢ fur alle z € D mit |x — z¢| < §. g ist also stetig in zy, damit gilt

F'(zg) = f(z0).

Damit haben wir also gezeigt:

’Jede stetige Funktion auf einem Intervall besitzt eine Stammfunktion.




Jetzt sei umgekehrt f : D — R eine Regelfunktion, die eine Stammfunktion F' besitzt. Wir zeigen
die Stetigkeit von f in zy € D in folgender Weise:

Da f eine Regelfunktion ist, existieren in jedem inneren Punkt xy € D die links- und rechtsseitigen
Grenzwerte f(zo_) und f(zo, ) (in den Randpunkten nur die einseitigen).

Sei (z,,) eine Folge mit z,, € D und z,, > 2o und lim z,, = xo. Nach dem MWSD gibt es dann ein

n—oo
& €]xg, Ty [ mMit

F(LU) — F((E())
T — X0

= F/(gn) = f(gn)v Ty < gn < ZTp.

Die linke Seite konvergiert nach Voraussetzung gegen F’(z¢) = f(x¢), die rechte Seite aber gegen
f(zo, ), also folgt

f(.’L‘o) = f(l‘0+).

Analog zeigt man f(xz¢) = f(zo_) (falls z¢ nicht linker Randpunkt von D ist.

Insgesamt gilt also: f ist stetig in xo. Da wir schon wissen (vgl. ??7?), dass wenn eine Funktion
f : D — K eine Stammfunktion F' besitzt, eine weitere Funktion G : D — K genau danrauch
Stammfunktion von f ist, wenn G = F' + ¢ mit irgendeiner Konstanten Funktion gilt, ist die Aussage
Uber die Menge aller Stammfunktionen Klar.

(b) Nach (a) ist fur stetige f : [a,b] — K die Integralfunktion

eine Stammfunktion von f mit F'(a f f = 0. Fur eine beliebige Stammfunktion G von f gilt nach

(a) dann G = F + ¢ mit einer Konstanten c und damit

G()—Ga) = (F(b)+c)—(F(a)+c)
= F(b) - F(a)

-

—

21.1.2 Bemerkungen

(a) Der Hauptsatz garantiert die Existenzvon Stammfunktionen zu allen stetigen Funktionen auf
Intervallen. Darin liegt seine grofRe theoretische Bedeutung. Fir konkrete Funktionen kann
es jedoch schwierigoder sogar unmglich sein, Stammfunktionen mit Hilfe bereits bekannter
Funktionen auszudriicken.

(b) Diese Phanomen kann man schon an folgenden Beispielen sehen:
Betrachtet man

730,000 —

X [d

g8|— =

dann ist der Logarithmus
L :=1og :]0,00[— R



(©

eine Stammfunktion von j:

fur alle z €]0, co]. Man beachte hier zum einen: j ist eine rationale Funktion, L aber nicht
(warum?). Der Ubergang zu Stammfunktionen kann also durchaus aus einer Klasse von
Funktionen herausfiihren. Zum anderen: Wenn wir den Logarithmus nicht schon gekannt
hatten, der ja als Umkehrung von exp definiert wurde, hatten wir keine Stammfunktion expli-
zit angeben konnen.

Wie in Aufgabe ??7? von Blatt ??? zu sehen ist, kbnnte man sogar umgekehrt L := log :

10, 00[— R durch z — L(z) = [ 1dt definieren, Eigenschaften von L beweisen (Differenzier-

1
barkeit, strenge Monotonie, Funktionalgleichung) und dann exp als Umkehrfunktion von L
definieren.
Diesen Weg in der Schulmathematik einzuschlagen, wurde von Felix Klein angeregt. Nach
den géngigen Lehrplanen ist dies aber kaum mdglich, da die Exponentialfunktion (Wachs-
tum und Zerfallsprozesse) sogar auch in anderen Fachern (Physik, Biologie) bendtigt wird,
Zu einem Zeitpunkt also, wo der Integralbegriff noch nicht zur Verfigung steht.
Nach den Rechenregeln fiir Ableitungen hat arcsin in ] — 1, 1] die Ableitung

1
V1—2z2

Auch hier kdnnte man umgekehrt vorgehen und fur « €] — 1, 1]

arcsin’(z) =

a(x) := aresin

[ 1
(x) ::O/mdt

definieren und dann den Sinus als Umkehrfunktion. Die Kreiszahl 7 wird in diesem Fall als
5= lim a(x) definiert.

220
Dieses Vorgehen hat Vorteile: Man hat gleich die richtige Interpretation von z als Bogenlange.
Der entscheidende Nachteil ist, dass man zur Definition das Integral braucht, das man auch
noch in die Punkte x = —1 und = = 1 fortsetzen muss. Au3erdem ist die Periodizitat von sin
nicht offensichtlich: Man muss sin zu einer periodischen Funktion auf ganz R fortsetzen.

Die grol3e praktische Bedeutundes Hauptsatzes liegt darin, dass es eine aulierst elegante
und bequeme Methode darstellt, Integrale zu berechnen (deren Existenz ohnehin gesichert
ist), wenn man eine explizite Stammfunktion kennt: es ist ja

b
() / f(x)dz = G(b) - G(a)

mit irgendeiner Stammfunktion G von f.
Man fihrt fiir die rechte Seite von (x) auch die Notation

G(x)|, oder [G(x)],

ein. So ist z.B.



IR

Die in ??? mit etwas Mihe berechneten Integrale fallen uns nun in den Schoss, etwa

- >
-~ R
2

N5

b
/exp(x)d:v = exp(b) — exp(a)

oder
b

/xadx: 7+l
a+1

b boHrl _ aa+1

(a#1, a,b>0)

o a—+1
a

(d) Fur eineStammfunktion ' von f wird in der Literatur haufig auch das Symbol

/f(;v)dx

verwendet und ,unbestimmtes Integral* von f genannt (im Gegensatz zum ,bestimmten”
b
Integral [ f(x)dz mit festen Grenzen).

Man beachte aber, dass in der Literatur unter diesem Symbol auch héufig die Menge aller
Stammfunktionewon f verstanden wird.
Aus

1 1
/x?’dac = —z* und /x3dm =zt 417
4 4
kann man jedoch nicht auf %4 = % + 17 fur alle = € R schlieRen. Also ist

[ t@de = Fio)

zu lesen: F ist eine Stammfunktion von f. Der Nachteil dieser Schreibweise ist auch, dass
kein Definitionsbereich angegeben ist. Aus [ f(z)dz)F(z) und [ f(z) = G(z) darf man le-
diglich G = F' + ¢ schliel3en.

Aus jedem aus der Differentialrechnung gewonnenen Resultat, ergibt sich umgekehrt eine
Aussage Uber Integrale (sofern die Ableitungen stetig sind). Bevor wir eine Liste von Grun-
dintegralerzusammenstellen, seien noch weitere Versionen des Hauptsatzesggefiihrt:

Ist f : D — R stetig differenzierbar, dann liefert der Hauptsatz fur x € D und zg € D
@)= $(o0) + [ (0
speziell fur stetig differenzierbares f : [a,b] — R
b
£0) = 1)+ [ Fo)a

Man gewinnt also die Funktion f (bis auf eine Konstante) aus ihrer Ableitung (,Anderungsra-
te") zurlick.



Diese Version des Hauptsatzes wird von vielen Autoren als das wichtigere Resultat betrach-
tet (wegen weittragenden Anwendungen in den Naturwissenschaften).

21.1.3 Theorem (2.Version des Hauptsatzes)

Ist D C R ein echtes Intervall, f € C'(D), dann gilt fur alle z,zo € D

x

f(@) = flazo) + [ f'()dt

Zo

speziell fur [a,b] C D ist

f(0) = f(a) + j f'(t)at

Wir geben noch eine weitere Formulierung des Hauptsatzes in der Sprache der Linearen Algebra,
indem wir Ableitung und Integration als lineare Operatoren (lineare Abbildungen) auffassen. Diese
Version zeigt Uberdeutlich, dass Integration und Differentiation Umkehroperationen voneinander
sind.

Fir ein kompaktes Intervall [a,b] C R (a < b) betrachten wir die R-Vektorraume

V= {f:[a.b] - R, fstetig } = C([a, b))
und den Untervektorraum
W = {f:[a,b] — R, fstetig differenzierbar} =: C*([a,d]).

Man definiert den Ableitungsoperator D : W — V durch f — Df mit (Df)(z) = f'(z).
Nach den Rechenregeln ??? ist D ein linearer Operator (eine lineare Abbildung). Weiter definiert
man

I:v — W

Foe If mit (1)) :/f(t)dt.

Nach der ersten Version des Hauptsatzes liegt F' := I f in W, ferner ist nach Grundeigenschaften
des Integrals I auch eine lineare Abbildung (Integrationsoperator) und es gilt wegen DF = D(I f) =
I

(%) Dol =idy.

I

Ve
Startet man umgekehrt mit einem f € W, dann erhalt man nach der 2. Version des Hauptsatzes

((IoD)f)(z) = (I(Df))(x) =/(Df)(t)dt= /f’(t) = f(z) = f(a).

a

Man erhdlt also f bis auf eine Konstante zuriick. Will man den Sachverhalt, dass Integration und
Differentiation wirklich Umkehroperationen voneinander sind (also Bijektionen), dann muss man
den Unterraum Wy := {f € W; f(a) = 0} von W einfuhren. Fur f € W, gilt dann auch

(k) 10D =idw,

Da Do I = idy immer gilt, haben wir die folgende algebraische Formulierung des Hauptsatzes mit
Hilfe linearer Operatoren:



21.1.4 Theorem (algebraische Form des Hauptsatzes)

Die Abbildung
LV — W,
fo= If
ist ein Isomorphismus mit der Umkehrabbildung
D:WQ - V
f — Df.

21.1.5 Bemerkung

Der Vektorraum V = C(]a, b]) ist isomorph zum echten Unterraum W,. Aus der Linearen Algebra
sollte man wissen, dass ein endlich dimensionalévektorraum nie zu einem echten Unterraum iso-
morph sein kann.

Wir stellen eine (sehr kleine) Liste von Stammfunktionen stetiger Funktionen zusammen, links
steht eine stetige Funktion f, in der Mitte eine Stammfunktion von f, in der dritten Spalte stehen
Angaben zum Gilltigkeitsbereich:

Diese Liste sollte man beherrschen ohne ein Tafelwerk oder ein CAS zur Hilfe zu nehmen. In klas-
sischen Tafelwerken findet man Tausende von Stammfunktionen.



21.1.6 Eine kleine Liste von Stammfunktionen (Grundintegalen)

(n € No,aj S R)

(oo}
arx® (ar € R)
k=0

21.1.7 Bemerkung

- k+1

ag 9
> iT
k=0

fx) F(z) = [ f(z)dx Gltigkeitsbereich, Bemerkungen
ke Z, k#£ -1 = zeRfur k>0, 2 £0firk < —2
% aeR, a# -1 f_:ll z >0
1 log || x>0 oder z <0
sin(x) — cos(x) r€eR
cos(x) sin(x) reR
tan(z) —log | cos(x)] v#(k+3)m kel
cot(x) log | sin(z)] r#kr, kel
COS%(m) =1+tan?(x) | tan(z) v#(k+ 3T keZ
szl(x) — cot(x) x#£km k€L
a® (a #1) % r€eR
exp(az), a € C, a # 0 | L exp(az) reR
exp(ix) —iexp(iz) reR
sinh(z) cosh(z) reR
cosh(z) sinh(z) r€eR
117:1:2 arcsin(z) lz] <1
\/11+7 Arsinh(x) reR
log e + Va7 1 o] > 1
1+1m2 arctan(z) reR
J;/((f)) log | f(2)] Intervalle, in denen f(z) # 0 ist.
ag+arx+ ...+ a,z" aox+a1;2+...+,,fjlz"“ zeR

x im Konvergenzintervall der Potenzreihe

Verschafft man sich Stammfunktionen mit Hilfe eines Computeralgebrasystems, etwa Maple oder
Mathematica, so sollte man zur Sicherheit immer den Differentiations-Operator D anwenden, um
Zu testen, ob tatsachlich die Ausgangsfunktion herauskommt.

Mit Hilfe des Hauptsatzes lassen sich Aussagen der Differentialrechnung in Aussagen der Inte-
gralrechnung transformieren. Hierauf beruhen die folgenden Integrationstechniken

21.2

Integrationstechniken, erste Anwendungen des Hauptzes

L,Differentiation ist Technik, Integration ist Kunst* (N..N.)
Auch im Zeitalter der Coputeralgebrasysteme, in dem einem etwa fiir die Funktion f mit

-zt 41

W= Grm—

(x #0, z # +1)



in Bruchteilen von Sekunden eine Stammfunktion angeboten wird, etwa F' mit

2 1 1 Vaz -1
F(z) :xQ\/xQ—l—g(x2—1)3/2—59&\/&:2—1+§log(x+\/x2—1)+xT,

sollte jede(r) einige Grundtechniken zur Integralrechnubgherrschen. Zwei dieser Techniken beru-
hen auf der Umkehrung der Produktregebzw. der Kettenregeter Differentiation. Man kann sie fiir
das unbestimmte oder das bestimmte Integral formulieren. Diese Regeln ermdglichen es in Fallen,
in denen eine Stammfunktion nicht unmittelbar erkennbar ist, den Integranden in geeigneter Form
in der Hoffnung umzuformen, doch eine Stammfunktion zu finden oder ein bestimmtes Integral
explizit zu berechnen.

21.2.1 Satz (Partielle Integration oder Produktintegraton)

Ist D C R ein echtes Intervall, f : D — R(oder C) stetig und F' eine Stammfunktion von f(auf D)
und g : D — R (oder C) sei stetig differenzierbar.
Dann gilt

/' f(@)g(@)dz = F(z)g(z) — / F(2)g (z)dz.

Ist D = [a, b], dann gilt

21.2.2 Korollar

Sind u,v : D — R(oder C) stetig differenzierbar, dann gilt

b
[ @)o(z)de = u(z)o(@)|, - [u(z)v'(2)dz

Der Beweis von 22.2.1 ergibt sich unmittelbar aus der Produktregel:
(Fg) =F'g+Fqg = fg+Fg,

also ist F'g eine Stammfunktion von fg+ F¢’ und daher (die Bildung von Stammfunktionen ist eine
lineare Operation)

/ f@)g(@)dz = Fx)g(z) — / F(2)g (z)dz.

Das Korollar ergibt sich mit v’ = f, F =« und g = v oder auch direkt aus (uv)’ = v'v + uv’.

21.2.3 Beispiel

Zu berechnen sei [ z exp(z)dz.



1.Ansatz v'(z) = z, v(x) = exp(x).
Dann ist z — 3z? eine Stammfunktion von v’ und v’(x) exp(x). Folglich ist

2
/xexp(m)dx = %a:Q exp(z) — / % exp(z)dz.

Das letzte Integral ist aber komplizierter als das Ausgangsintegral, der Ansatz hat keine Vereinfa-
chung gebracht.

2.Ansatz u/(x) = exp(z), v(x) = z, also u(x) = exp(z) und v'(z) = 1.
Man erhélt so

/xexp(z) =zexp(z) — /1 -exp(x)dx = zexp(z) — exp(x) = (z — 1) exp(x),

alsoist z — (z — 1) exp(x) eine Stammfunktion von z — x exp(z) (auf ganz R).

21.2.4 Bemerkungen und Beispiele

(a) Strategie bei der Anwendung der Methode der partiellen Integration sollte es sein, auf der
rechten Seite der Formel im nicht ausintegrierten Bestandteil ein Integral zu erhalten, das
einfacher ist als das Ausgangsintegral. Das erfordert ein gewisses Geschick und Ubung.
Ferner ist es zweckmafig im Ausgangsintegral, den Faktor der im Laufe der Rechnung diffe-
renziert wird mit einem nach unten weisenden Pfeil (,,|*) und den Faktor, der integriert wird,
mit einem nach oben weisenden Pfeil (,1*) zu bezeichnen. Nach Mdglichkeit sollte man den
Faktor differenzieren, der bei der Differetiation einfacher wird und den Faktor integrieren, der
sich bei der Integration wenigstens nicht allzu verkompliziert.

(b) Um eine Stammfunktion von = — logz (z > 0) also [logz, zu berechnen, beachte man
1-logx = log z. So erhalt man

1
/logmdx = /1logxd:c = :clogx—/xfdx
Tl z

= xlogm—/ldm
= xlogx —x

z(logz —1).
(c) Bei Integration vom Typ
/;1:" exp(Az)dz (A € C) oder /x” sinxdx oder /:1:” cos zdx, n € Np,

ergeben sich so Rekursionsformeln. Ist z.B.

I, = /x" exp (z)dx = z" exp(x) — n/x"‘l exp(z)dr = 2" exp(x) — nl,_1.
.

Diese Rekursionsformeln fithren I,, schlieflich auf Iy = [ exp(z)dz = exp(x) zuriick.

1
(d) Fur m,n € Ny sei I,, ,, = [ 2"(1 — z)™dz zu berechnen.
0

1
Partielle Integration I,, ,,, = [ 2" (1 — z)™dx ergibt die Rekursionsformel
0

T 1
m

n,m n+ 1In+1,m—1~



(e)

()

Mit Iyt 0 = folgt schlieBlich

m+n+1

nlm!
(n+m+1)!°

In,m -

1
damit kann man auch das Integral I := [ (1 + z)"(1 — z)™dzx leicht berechnen.
-1
Setzt man z := 2t — 1, so erhalt man mit der Substitutionsformel (vgl. 22.2.1), die wir hier
vorwegnehmen,

1
1 n+1 1
2n+m+ /tn tm 2n+m+ ]n,m
0

Um [ arctan zdz zu berechnen, beachten wir wieder 1 - arctan 2 = arctan z und erhalten

arctanzdx = [ 1-arctanxzdx = xarctanx — idz
1 ' 1+ 22
1 / 2x
= zarctanz — — ——=dzx
2] 1422

1
= zarctanx — 5 log(1 4 z?%).

Man beachte, dass im letzten Integral [ 1_?22 dz im Z&hler die Ableitung des Nenners steht,

ein solches Integral ist ein Grundintegral (vgl. 20.1.6).

Fir z € [-1,1] gilt

/ V1—a?dx = 17\/ 1— 22 + arcsinz).

Zunachst sei = €] — 1, 1[, dann erhalt man

I::/de:/}-@dx — ﬁ/

2\/1—,@2
= x 1—x2+/7da@
V1-—2a?
1—
= zv1-—22 i dx

1
+ | ——dr —
/m i
= =z 17x2+arcsinxf/\/17:1:2dz

= zv1—22+arcsinz — I,

also

1
2] =z\/1— 2%+ arcsinz oder I = i(ac\/ 1 — 22+ arcsinz).

Da die Ableitungsregel arcsin’(z) = ﬁ nur fir x €] — 1, 1] gilt, gilt die abgeleitete Formel
zunachst nur fiir die z im offenen Intervall | — 1, 1].

Dass sie auch fur die Randpunkte, also fir alle = € [—1, 1] gilt, folgt aus dem folgenden all-
gemeinen bemerkenswerten

Hilfssatz:

Ist D C R ein echtes Intervall und sind f und G stetige Funktionen auf D und ist a € D ein
fester Punkt. Fir alle x € D, = # a, sei G differenzierbar bei x und G’'(z) = f(z). Dannist G
auch in a differenzierbar und es gilt G'(a) = f(a).

Zum Beweis beachten wir, dass f nach dem Hauptsatz eine Stammfunktion F : D — R



(¢)]

besitzt. Die Menge D — {a} besteht entweder aus zwei getrennten Intervallen oder ist (im
Fall, dass a ein Randpunkt ist) ein Teilintervall von D. Auf diesem Intervall ist die Differenz
G — F jeweils konstant, aber weil beide Funktionen auf D stetig sind, ist G — F' insgesamt
konstant, etwa G — F' = c oder G = F + ¢. Da F'in a differenzierbar ist und F’(a) = f(a) gilt,
ist auch G in «a differenzierbar und es gilt G'(a) = f(a).

Wendet man diesen Hilfssatz auf f(z) = 1 — 22 und G(z) = (V1 — 22 + arcsinz) an (
einmal fiir ¢ = 1 und einmal fir a = —1), erhalt man fur alle « € [-1, 1]

[V1—=2?=3(zv1—2?+arcsinz)

O

Anwendung: Die Flache des Einheitskreises

Als Anwendung von (f) erhalten wir, dass der Flacheninhalt des Einheitskreises  ist. Wir
betrachten dazu zunachst den straffierten Sektor in der und nennen seinen Flacheninhalt
1

sF.

2

RA

P =(xy)

=
Y

1
(Es setzt sich aus dem Dreieck OPz und dem durch [ /1 — t2dt gegebenen Flacheninhalt

zwischen dem Graphen von = — +/1 — z2 und der reellen Achse zwischen Punkten z und 1
zusammen).
Wegen der Kreisgleichung =2 + 3% = 1 gilt

1

x

1
F:Q:y+2/\/17t2dt = 2v1—22+ (tV/1— 2+ arcsint)

= arcsinl — arccosx

m .
= — —arcsimx = arccosx.

2

Speziell fir z = —1 erhélt man wegen arccos(—1) = 7 den Flacheninhalt des Einheitskreises
(besser der Einheitskreisscheibe).

Der Flacheninhalt der Einheitskreisscheibe ist also .

Man beachte, dass wir 5 als kleinste positive Nullstelle den cos : R — R eingefuihrt haben.
« hat also auch eine klassische Bedeutung. Wie wir wissen (und auch nochmals sehen wer-
den) ist 27 die Langeder Einheitskreislinie.

Gehort zum Punkt P € S! := {(z,y) € R?; 22 + y? = 1} der im BogenmalR gemessene
Winkel ¢, so ist also cost = x oder t = arccosz. Der im Bogenmall gemessene Winkel ist
also gleich dem doppelten Flacheninhalt des straffierten Sektors oder:

Der straffierte Sektor hat den Flacheninhalt %t.



RA

P=(xy)
3
N

Die die Einheitskreislinie die L&nge 27 hat, ergibt sich nochmals, das 7 der Flacheninhalt der
Einheitskreisscheibe ist.

Eine schone Anwendung der Produktintegration ist der sog. Wallis'sche Produktforméfir 7.

21.2.5 Die Wallische Produktformel tir 7 (John Wallis, Arithmetica Infiniforum, 1666)

Ist

22 2n - 2n _ﬁ (2k)? T L
T @ nee+y - e nesn T e

fir n € N, dann ist die Folge (w,,) konvergent und es gilt

2
lim w, = lim H4k2 T=7

n—oo ’n—?OO

Zum Beweisbetrachten wir die Folge (Ij,), k € N mit

Bl
- gk
I = /bln rdz
0

Dannist Iy = 5 und I; = 1 und far k£ > 2 erhalt man

I, = / &111 ~(x)dx
0

3
— cos xsin® 1 (z) E +(k-1) /cos2(x)sink_2(x)dx
0

(1 — sin?(z)) sin*~2(z)dz,

I
o\

also

k—1
Ik:(k—l)fk_z—(k—l)fk oder I, = I _o far & > 2.

Ist k£ gerade, also k£ = 2n, n € Ny, so endet der iterative Abstieg bei 0 und man erhalt wegen

Iy=2

2n—1 2n—3 § 1
2n 2m—2 4 2

Ist jedoch k ungerade; k = 2n + 1, n € Ny, so ergibt sich analog wegen I; = 1

IQn = IO-

2n 2n — 2 4 2 1
2n+1 2n—1 5 3

Iopi =



Weil fur z € [0, Z] gilt sin®" ™ 2 < sin***' 2 < sin®" folgt

(*) Iyt < Iopiq < Iy

RA

sin0
sin!

sin2

R
sV

Nach Definition ist w,, = g@ Es bleibt also lim % =1 zu zeigen.

I2n n— o0

Aus (x) folgt aber
() Iony2 < Iopnt1 <1
-[271 IQn
und wegen
I 2 1 1
lim 2242 = i 22T gy (1— —1

folgt nach dem Sandwich-Theorem auch lim IZI;—” =1, also ist

n—oo

n
. T 4k2 _
lim w, = lim 2T = 5

O

Fir den Limes in der Mitte verwendet man auch die Bezeichnung [] % und nennt einen sol-
k=1

chen Ausdruck auch ein unendliches Produkt
Wegen der Sonderrolle der Null beztglich der Multiplikation ist die Konvergenztheorie fur unendli-
che Produkte schwieriger als fiir Reihen. Wir gehen hier nicht darauf ein.

21.2.6 Bemerkung

Die Wallis'sche-Produktformel fir 3 wird uns nutzlich sein im Zusammenhang mit der Theorie der
Gamma-Funktion (sie erlaubt eine einfache Bestimmung des Funktionswertes I'(1)(= /x) und im
Zusammenhang mit der Stirlingschen Formel (Wachstum von n!).

Man vergleiche hierzu den Abschnitt 22. Zur numerischen Berechnung von = ist die Wallis’sche
Produktformel nicht besonders gut geeignet, da die Folge (w,,) sehr langsam konvergiert:

n W,
1 w1 73 =1,333333...
2 wy =% =1,422222 ...
3wy = fzg — 1, 46286
4 wy =953 =1,48608
5 ws = =1,50108
10 w1 = = ]., 53385
100 | wigo = =1,56689
1000 w1000 — = 1, 57040

Der ,exakte” Wert von 7 ist 5 = 1,5707963267 . . ..
Immerhin stimmt also wyggg in den ersten drei Nachkommastellen mit dem exakten Wert tberein.



Die heutigen schnellen Algorithmen zur Berechnung von = liefern auch die Mdglichkeit, einzelne
(Dezimal- bzw. Hexadezimal- )Stellen ,jrgendwo” in = zu berechnen. Eine solche Formel ist etwa

o]

_ 1 4 2 1 1
= k;o 6% (8k+1 8k+4 ~ B8k+5 8k+6)

Diese sog. BBP-Reihe wurde mit dem Computer entdeckt, man kann sie mit Hilfe des Vertau-
schungssatzes fir Integration und Summation relativ einfach beweis. Vergleiche hierzu:

Davis H.Bailey, Jonathan M.Borwein, Peter B.Borwein und Simon Plouffe:
The Quest for Pi, The mathematical Intelligencer,
V0l.19(1997), No.1, 50-56.

oder auch

Hort S. Holdgriin: Analysis, Band 1, Leins-Verlag, 1998,
dort Abschnitt 38.20 und 38.21

Ist s,, die n-te Partialsumme der obigen Reihe, so gilt |s,, — 7| < Berechnet man 25

Summanden der Partialsumme s,4, SO erhalt man
Soq4 = 3,14 15 92 653 589 793 238 462 643 383 279 50. . .
Der ,exakte” Wert von 7 ist
m=3,14 15 92 653 589 793 238 462 643 383 279 502 884.. . .,

die ersten 32 Nachkommastellen von sy, sind also korrekt.

Die Darstellung von © mit der BBP-Reihe erlaubt es auch, eine beliebige Ziffer in der Hexa-
Dezimal-Darstellung von 7 zu berechnen, ohne dass man die vorausgehende Ziffern zu kennen
braucht. dabei gentigt etwas Ausdauer und ein einfacher Taschenrechner! Versuchen Sie es!
Nebenbei: Die 20 billionste Hexadezimalstelle von = ist ,A“, die 10 milliardste Hexadezimalstelle
ist eine ,9".

1
30(n+1)16™ *

Die Substitutionsmethode erhéalt man durch Umkehrung der Kettenregel der Differentiation. Dazu
seien M, N C R echte Intervalle, ¢ : M — R stetige differenzierbare Funktion mit (M) C N und
F: N — R stetig differenzierbar. Dazu ist auch die Zusammensetzung G = F o ¢ : M — R stetig
differenzierbar und fir ¢t € M gilt

G'(t) = F'(0(t)#(2).
Ubergang zu Stammfunktionen auf beiden Seiten liefert

[ Fets e = (o) = Fett)
Setzt man = = ¢(t) und F'(z) = f(x), so erhalt man
[ e i = [ s,

Wobei die Schreibweise rechts bedeuten soll, dass man in der Stammfunktion F(z) und f(z) fur
2 die Funktion ¢(t) einzusetzen hat.



21.2.7 Satz (Substitutionsregel)

(@) Sind M,N C R echte Intervalle, ¢ : M — R stetig differenzierbar mit (M) c N und
f: N — R stetig, so gilt mit z = ¢(t)

/ﬂﬂm¢@ﬁ:/fmﬂmwm

(b) Ist M = [a,b], so gilt speziell

b »(b)
/ﬂmmwwa:/fmm
a v(a)

Dabei ergibt sich (b) so: Ist F' eine Stammfunktion von f, dann ist F' o ¢ eine Stammfunktion
von (f o p)¢', also

b »(b)
/ﬂwm¢®ﬁ=ﬂﬂmﬁ=ﬂdw /f
a v(a)

21.2.8 Bemerkung

Unter Verwendung der Leibniz’'scher Schreibweise (man kann diese durch das Rechnen mit Diffe-
rentialen rechtfertigen) dz = do(t) = ¢'(t)dt lautet die Substitutionsregel einfach

/ﬂwmwmﬁ:/&w@mww:/ﬂmm

Analog fur das bestimmte Integral

b b w(b)
/ﬂwmwmﬁzjfwwm¢w:/JWMx
a a W(a)

Man hat einfach = durch ¢(t) zu ersetzen Lauft ¢ von a nach b, so lauft x = ¢(t) von (a) nach

©(b). dabei hat man die Konvention ff =— ff zu beachten.

21.2.9 Beispiele und Bemerkungen

Die Substitutionsregel lasst sich flr unbestimmte und bestimmte Integrale in zwei Richtungen an-
wenden: Von links nach rechts und von rechts nach links. Wir behandeln jeweils typische Beispiele.

(a) Zu berechnen sei fet2 - tdt.
Setzt man versuchsweise = = ¢(t) = 2, so folgt ¢/ (t) = 2t , also mit f(x) = e*

2/et2 -tdtz/e”dm (x =1t?),
2

2 1 [, €€ €
tdt == [ =S =S

/e 2/6 2~ 9

Mit einem scharfer Blick hatte man auch sofort erkennen kénnen, dass 1 [ef* - 2tdt =
x 2 -
%fef”dasz%:%lst.

folglich



(b) Zu berechnen sei [ (sin® ¢ + e"* cos tdt).
Man sieht direkt, dass G' mit G(t) = 1 sin® ¢ + 5" ¢ eine Stammfunktion ist, also ist

. 1 .
/(sin3 t+ e costdt = 1 sin?t + S0t

us

2
(¢) I:= [sin®t- costdt ist zu berechnen mit f(z) = 2® und = = ¢(t) = sint erhalt man
0

1

3 3 !
4
= /sin3tcostdt: /f(gp(t))cp’(t)dt: /:chx: %
0
0 0

0

1

(d) Das Integral I = [(cost + cos®t)dt hat zunéchst nicht die bendtigte Form, um 20.2.7(a) von
links nach rechts anwenden zu kdénnen. Beachtet man aber

I= /(1 + cos? t) costdt = /(2 — sin” t) cos tdt
und setzt jetzt sint := ¢(t) = z, de = costdt, so erhalt man

23
I= / 2—a)ds| __. = {2:5 — 3]

s

Fur das bestimmte Integral I, = [(cost + cos® t)dt erhalt man so z.B.

S (1 23
. 24 24
2

1
= (2sint — gsin3 t)

r=sint

6

0
Iy = /(2 —2%)dx = <2x — aéj)
(e) Ist f = F’ und « # 0, so gilt
/f at+ [)d /f at + Badt = /f(x)dx|z wtif = 1 F(at+ 5).
Hiermit ergibt sich z.B. (fur a # 0)

1 1 1 1 T 1 T
———dt = — [ ————dt = —(aarctan —) = — arctan —
t2 + a? a? ()" +1 a? a a a

a

und far bestimmte Integrale als Spezialfalle

[

(¥) fft+adt ff )dz: und
a—i—c
b
() [ flat)dt =1 ff(x)dx (a#0)

(f) Ist p : M — R stetig differenzierbar und ¢’(t) # 0 fir alle ¢ € [a, ], dann ist

ot L,
J St =osleO] (@) = 1@ = ()

Fir a,b € M ist also

b
P
a/@(” dt = log (1)}

(siehe auch die Tabelle der Grundintegrale)



(9) Fura,be]— I, [ gilt

sint
/tantdt = / Ly - logcost|z
cost

4
(h) Zu berechnen sei [(1 + z)/zdz.
1

Hier wird man versuchen die Substitutionsformel von rechts nach links anzuwenden. Um die
Wurzel zu beseitigen, setzen wir x = p(t) = 2, dov = ¢'(t)dt = 2tdt und rechnen die Grenzen
um: z; = 1 wird fur ¢; = 1 und x5 = 4 wird fur to = 2 angenommen. Damit erhalten wir

2
2/t2+t4

1

1
2( =3 75t5
(504 %or)

14 62 256

55 T 15

2

/4 fdx7/(1+t2)t«2tdt

1

2

1

2
(i) Zu berechnen sei I = [ z/5z — 1dz.
1

Wir wollen ¢ so bestimmen, dass /5¢(t) — 1 = ¢ wird. Dazu l6sen wir v/5x — 1 = ¢ nach z
auf und erhalten

1, 2
= Z(2 4+ 1), do = ~tdt
1), dv =

und erhalten mit¢; = v/5z1 —1=2und t3 = /529 — 1 =3

1, 2
~(2+ 1)t - Ztdt
513

23
= — [(t"+t)
5 [+
2

_ 2 (8 B
25 \5 3

Durch Einsetzen der Grenzen erhalt man den gesuchten Integralwert.

Hier haben wir eine geeignete Subsitutionsfunktion gefunden, indem wir die Gleichung v/5x — 1 =
t nach x aufgeldst haben, d.h. wir haben die Umkehrfunktion von « — /5x — 1 bestimmt oder
VvbHx — 1 = 1(t) gesetzt, wobei ¢ die Umkehrfunktion von ¢ ist.

Das hat funktioniert, weil

2
/x\/f)x—l =
1

M\w

2

p:[2,3) — [1,2]
1
t o= —(tP 1)
5
bijektiv ist mit der Umkehrfunktion

¢ [1,2] 2,3]

xr br —1

1

Ist o : M — N bijektiv mit der Umkehrabbildung v : N — M, dann kann man die Substituti-
onsformel auch in der Form (z1,z2 € N)

P(x2)

[ #etne - 7f(fc)dx

P(z1)



schreiben.

1
(i) Zu berechnensei [ V1 — z2dz.
-1

IR

V%N

-1 | R

In der geometrischen Interpretation des Integrals erhalt man also den halben Flacheninhalt
der Einheitskreises. Unsere Berechnung sollte also den Wert 7 ergeben.

Hier liegt die Substitution = = (t) = cost nahe:

Wir integrieren unbestimmt und erhalten

/\/1—$2da::—/\/1—0052tsintdt:—/Sithdt.

fsin2t kann man mit partieller Integration berechnen oder unter Beachtung von sin’t =
(1 — cos(2t)). Das folgt aus den Additionstheoremen

cos(2x) = cos®t —sin?t und 1 = cos®t + sin’¢.

— / sin® tdt

1
= fi(t —sintcost)

Also ergibt sich

/Mdm

1
= ——arccosz + g 1— 22
Fur das bestimmte Integral ergibt sich daher

1

-1

1
1
/\/1—:102(1:13 = (—2211?0(30836—1—912j 1—952)
]

1 1
= —jarccos 1+ A arccos(—1)

1 s

in Ubereinstimmung mit unseren friiheren Resultaten.

Die Beispiele zeigen, dass ein wesentlicher Teil der ,Kunst der Integration in der Auffindung einer
geeigneten Substitution besteht. Durch raffinierte Substitutionen, die wie ein Zaubertrick wirken,
lassen sich manchmal sehr komplizierte Integrale so vereinfachen, dass man Stammfunktion an-
geben oder die Integrale berechnen kann.

7 . - . .
Um z.B. das Integral [ _#dx zu berechnen, kann man durch u := z* eine neue Variable einfiihren,
und man erhalt sofort

o7 1 [ 1 fut+2-2. 1 1 1, 1. .,




Das gleiche Resultat, allerdings mit erheblich mehr Aufwand, hatte man mit der Methode der Parti-
albruchzerlegunginer rationalen Funktion erhalten kénnen.

Wie schon festgestellt, garantiert der Hauptsatz zwar, das jede stetige Funktion f auf einem Inter-
vall D eine Stammfunktion besitzt. Doch ist damit noch lange nicht gesagt, dass eine Stammfunk-
tion zu Klasse der elementaren Funktionegehoren muss. Unter der elementaren Funktiomersteht
man dabei die Gesamtheit aller Funktionen, die sich aus Polynomen, der Exponentialfunktionen,
dem Sinus und allen denjenigen Abbildungen zusammensetzt, die sich hieraus mittels der vier
,Grundrechenarten* (Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division), sowie den Operationen
LZusammensetzen“ und Bildung der Umkehrfunktionen in endlich vielen Schritten gewonnen wer-
den kdnnen.

Aus unseren friiheren Uberlegungen folgt:

Die Ableitung einer elementaren Funktion ist wieder eine elementare Funktion.

Bei Stammfunktionen elementarer Funktionen braucht dies nicht der Fall zu sein.

Systematisch hat sich wohl zuerst J.Liouville (1833) damit beschéftigt. Er hat flr eine grof3e Klasse
stetiger Funktionen nachgewiesen, dass sie nicht elementar invertierbar sind. In jingster Zeit hat
man sich mit dem Aufkommen der Coputeralgebrasystemenen wieder mit dieser Frage beschatftigt
und dabei grolRe Fortschritte erzielt (vgl. z.B. R.H.Risch: The problem of integration in finite terms,
Transac.Amer.Math.Soc.139 (1969)167-183).

Durch Integration lassen sich aus gegebenen Funktionen neue Funktionen gewinnen, manche ha-
ben wegen ihrer Wichtigkeit einen eigenen Namen:

Der IntegralsinusSi(z) ist definiert durch

T

. sint > L x2h 1
Sz(x):/—dt Z(—l) e z €R.

o k=0

Die Fehlerfunktion (Errorfunction) ist definiert durch

2k+1

Err(f) : \f/ e dt = \/>Z 72k+1)k!

Durch die angegebenen Reihenentwicklungen rechts lassen sich jedoch die Funktionswerte belie-
big genau berechnen.
Der Integralalgorithmuslefiniert durch

/ 1
log

2
Dazu gehoren auch die sog. elliptischen Integralewie

1—k‘2t2
und/ 0<k®#£1
/\/1—752 1 — k2t2) ( #1)

(sog. Legendiesche Normalintegrale) oder die Weierstrass’schen Normalintegrale

1 t
/ -t oder / -4t
4t3 — got — g3 VA2 — gat — g3

wobei die Konstanten g, g5 die Bedingung A(gz, g3) := g5 —27g3 # 0 erfillen sollen. Das bedeutet,
dass das kubische Polynom unter der Wurzel keine mehrfachen Nullstellen hat.

Historisch am Anfang dieser Integralbehandlungen (G.C.Fagnano, 1718) steht das elliptische inte-
gral

dt, 0<z<l.



Die Umkehrfunktion von E, nennen wir sie G, besitzt eine Fortsetzung als (meromorphe) Funktion
nach C, die Fortsetzung G ist doppelt-periodischd.h. es gibt zwei tiber R-linear unabhéngige kom-
plexe Zahlen wy,w, (Perioden), mit G(z + w;) = G(z + wy) = G(z). Da unter den elementaren
Funktionen keine doppelt-periodischen vorkommen, kann G nicht zu den elementaren Funktionen

zahlen.

Im folgenden Abschnitt werden wir jedoch zeigen, dass rationale Funktionen elementawertierbar
sind. Diese Aussage werden wir noch wesentlich prézisieren kénnen.

21.3 Partialbruchzerlegung und die Integration der rationalen Funktionen

Dieser Abschnitt wird nachgetragen.

Als weitere Anwendung des Hauptsatzes beschaftigen wir uns mit der Frage der Vertauschbarkeit
von Differentiation mit Grenzprozessen

21.4 \ertraglichkeit der Differentiation mit Grenzprozessen

Wir gehen von folgender Fragestellung aus: Ist D C R ein echtes Intervall und (f,,) eine Folge von
differenzierbaren Funktionen f,, : D — R, die gegen eine Funktion f : D — R konvergiert (etwa
punktweise oder gleichmaRig).

Die Frage, die sich automatisch stellt: Ist dann f auch differenzierbar und gilt etwa f’' = nlgr;o 112

(1) Die schlechten Erfahrungen, die wir bei punktweisen Konvergenz gemacht haben, lassen
vermuten, dass f i.A. nicht mehr differenzierbar ist. Das einfache Beispiel f,, : [0,1] — R mit
fr) = a2 zeigt, dass die Grenzfunktion nicht einmal stetig, geschweige denn differenzierbar
ist.

(2) Auch die gleichmafiige Konvergenz garantiert nicht die Differenzierbarkeit der Grenzfunktion:
Dazu geben wir eine Folge (f,,) von Funktionen f,, : [-1,1] — R an, die gleichmaRig gegen

abs: [-1,1] — R
x — abs(z) = |z

konvergiert. Dazu definieren wir

n, .2 1 0 1
_ 5.’1? + D) fur |Z‘| S 5
fn(2) { 2, for o] > L
11| L1 R

2 2

Kritische sind die Punkte —% und % Dort haben beide Funktionen rechts in der Definition
die Steigung -1 bzw. 1. Das Minimum von f,, liegt bei 0 und hat den Wert %n daher ist

1
n — abs|| < —.
£ = abs] < 5



fn konvergiert also gleichmafiig gegen abs, alle f,, sind differenzierbar, die Grenzfunktion abs
ist aber nicht differenzierbar (in Null).

Nach dem Weierstrass’schen Approximationssatz (siehe Kap VI) ist jede stetige Funktion f :
[a, b] — R gleichméaRige Limes einer Folge von Polynomfunktionen p,,. Jedes p,, € C*°([a, b]),
eine beliebige stetige Funktion braucht aber nicht differenzierbar zu sein.

(3) Selbst wenn die Grenzfunktion f eine gleichmaRig konvergente Folge differenzierbarer Funk-
tionen f,, differenzierbar ist, braucht nicht f* = lim f; zu gelten.
Seidazufirn e N

fm:R — R

sin nx
x ,
n

(fn) istwegen |sinz| < 1 gleichmafig konvergent mit dem Nullfunktion f = 0 als Grenzfunk-
tion.
Es ist aber f](z) = cosnz, (f,(x)) konvergiert z.B. fir x = 0, f/(0) = cos0 = 1, aber

lim f,(0) =1# 0= f(0).
(4) Analoge Beispiele lassen sich bei Reihen differenzierbarer Funktionen finden:

Die Reihe >° 5”‘57;”) konvergiert gleichmaRig auf R, die Ableitung ) <% konvergiert aber
n=1 n=1

z.B. nicht fir z = 0.

Ein Vertauschungssatz fur die Differentiation und Grenzwertbildung muss also etwa komplizierter
aussehen.

21.4.1 Satz (Vertauschbarkeit von Differentiation mit Grenzprozessen)

Ist D C R ein echtes Intervall und gegeben sei eine Folge (f,,) von differenzierbaren Funktionen
fn:D —R.
Wir machen folgende Voraussetzungen:

(a) Die Folge (f,) konvergiert in mindestens einem Punkt zq € D.

(b) Die Funktionen f/, n € N, sind stetig (m.a.W. f,, € C(D))

(c) Die Folge (f!) konvergiere gleichmafig. ( es reicht: gleichméaRig auf jedem kompakten Teilin-
tervall [«, 3] C D.

Dann konvergiert die Folge (f,) gegen eine differenzierbare Funktion f : D — R und es gilt
f = lim f] oder suggestiver

(hm fn)/ = lim fT/L
n—oo n—o0

Zusatz: Ist D = [a, b] eine kompaktes Intervall, so konvergiert die Folge (f,) gleichmafig gegen
f. Die Grenzfunktion der Folge (f/) sei g. Als gleichmaRiges Limes stetiger Funktionen ist g stetig
(vgl. ???). Auf Grund des Hauptsatzes gilt

fulz) = fn(x0)+/f;(t)dt fir x € D und n e N.

Zo

Nach dem Stabilitatssatz (vgl. ???) gilt

€T x

lim [ f(t)dt = /g(t)dt furalle z € D

n—oo
Zo Zo



und damit existiert

T

flx):= nlL»H;o fnlz) = nan;o fulzo) + /g(t)dt = f(zo) + /f(t)dt furalle z € D

Zo Zo

Der Hauptsatz liefert nun fur alle x € D

fl(@) =g(z) = lim [ (x).

n—oo

Beweis des Zusatzes:
Ist D = [a, b] ein kompaktes Intervall, so folgt aus der Ungleichung

Ful@) = F@)] < |fuleo) — flx0)] + / f(t)dt - / o(t)dt
< falzo) = f(zo)| + |z — 2ol £, — 9l
< |fulwo) — flao) + (b —a)lf, — gl

fur alle z € [a, b] die gleichmafige Konvergenz von (f,,) gegen f.
Wendet man den Satz auf die Partialsummen einer Funktionenreihe an, so erhalt man

21.4.2 Korollar

Ist D C R ein echtes Intervall, (f,,) eine Folge von stetig differenzierbaren Funktionen mit folgen-
den Eigenschaften:

Es gibt einen Punkt xy € D, so dass die Folge (F},) = (Zn: fk) der Partialsummen in zy konver-
k=

giert.

Die Folge (F) = <Z fk> konvergiere gleichmaRig auf D( es geniigt gleichmaRig auf jedem

kompakten Teilintervall). Dann konvergiert die Folge (F,,) gegen eine differenzierbare Funktion

F: D — Rund es gilt
- (z fk) Sy
k=0 k=0

Ist D kompakt, dann konvergiert (F,,) gleichméaBig gegen F. Die wichtigste Anwendung dieses
Satzes betrifft Potenzreihen:

21.4.3 Korollar

Ist 3 ax(z — a)* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0, D := U,.(a) und ist
k=0

p:D — R
xr Zak(m—a)k
k=0

die durch die Potenzreihe dargestellte Funktion, dann gilt

e}
Zkakx—a Zk+1ak+1x—a)k
k=0



Die Ableitung einer Potenzreihe erhalt man also (wie bei Polynomen) durch
gliedweise Differentiation der Reihe.

o0
Zusatz:q: D — Rmitg(z) := > 745 (x — a)**+1 ist eine Stammfunktion von p.
k=0

Beweis: Wir wissen, dass die formal differenzierbare Reihe >~ kax(z — a)*~! den gleichen Kon-
k=1

vergenzradius wie die Ausgangsreihe hat (das folgt auch einfach aus der Cauchy-Hadamardschen

Formel fur den Konvergenzradius). Daher erflllt p die Voraussetzungen des Korollars, weil jedes

z € U.(a) in einem abgeschlossenen Teilintervall [a — o,a + o] € U,(a), in welchem die formal

abgeleitete Reihe gleichmaRig konvergiert (0 < o < r geeignet).

Durch mehrfache Anwendung folgt p € C*°(D) und fur k£ € Ny gilt

(k)
a = 12@

Hieraus kommen wir im nachsten Abschnitt zurtick.
Daauch 3 75 (z — a)**+1 den Konvergenzradius r hat, gilt auch der Zusatz.

Durch Anwendung des Korollars erhélt man vollig neue Beweise fiir die Ableitungen von exp, cos,
sin, cosh, sinh, etc.

21.4.4 Beispiele und Bemerkungen

(@) Wegenexp(z) = > &1 =1+a+ % +...+ 2 4. folgt
k=0
2 k+1
! _ “ k—1
exp’'(z) = 1+2!x+...+(k+1)!x
_ x? P
= +x+§+...+ﬁ+...
= exp()
Analog folgt fir x € R
sin’ z = cosx, cos’ x = —sinz, cosh’z =sinhz und sinh’'z = coshx.

(b) Beim Beweis der Ableitungsformel fir exp wurde die Funktionalgleichundz,y € R) exp(x +
y) = exp(z) exp(y) wesentlich benutzt.
Weill man jetzt Uber die gliedweise Differentiation der Reihe, dass exp’ = exp gilt, so kann
man die Funktionalgleichung (das Additionstheorem) so beweisen:
Bei festem, aber beliebigen y € R, betrachte man

g:R — R
z — exp(z+y)exp(—x)
Nach der Produktregel ist
g'(x) = exp(z + y) exp(y) — exp(z + y) exp(—z) = (exp(z + y) — exp(z + y)) exp(—z) = 0.

Da R ein Intervall ist, ist also g(x) = g(0) = exp(y), also

|exp(z +y) = exp(x) exp(y) |




Damit ist die Funktionalgleichung (das Additionstheorem) von exp mit Hilfe der Differential-
gleichung von exp bewiesen.

Man beachte, dass wir in einen circuluc vitiosus geraten waren, wenn wir exp’ = exp hicht
mit Hilfe der gliedweisen Differentiation der Reihe bewiesen hatten.

21.5 Taylor'sche Formel, Taylor-Reihen, Abelscher Grenzertsatz

Wir haben die Funktionen exp, sin, cos, sinh, cosh etc durch Potenzreihen eingefiihrt (sogar fur
komplexe Argumente). Potenzreihen sind offensichtliche Verallgemeinerungen von Polynomen,,
diese wiederum sind sehr gut handhabbare Funktionen mit angenehmen Eigenschaften (stetig,
beliebig oft differenzierbar). In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns systematisch mit der Ent-
wicklung von Funktionen in Potenzreihen. Wir werden sehen: Ist eine Funktion Gberhaupt in eine
Potenzreihe entwickelbar, dann ist diese Potenzreihe notwendig die Taylor-Reihe, zunachst zur
Erinnerung.

Ist f: D — R (D C R ein echtes Intervall) a € D und f in a differenzierbar, dann approximiert die
Tangente

T:D — R
z = fla)+ f(a)(z—a)

an den Graphen von f die Funktion f in einer Umgebung von a so gut, dass sogar

(%) lim M -0

gilt.

Ferner ist f(a) = T(a) und f'(a) = T'(a). Ty := T ist ein Polynom von Grad < 1. Wir wollen in
Verallgemeinerung dieser Situation von folgender Problemstellungusgehen:

Gegeben sei eine echtes Intervall D C R, eine hinreichend oft differenzierbare Funktion, sagen
wir n-mal differenzierbare Funktion (n € N). Gesucht ist ein Polynom 7}, : R — R vom Grad < n
mit der folgenden Eigenschatft:

(%) Tu(a) = f(a) = fO(a),
T)(a) = f'(a),....,T™(a) = f"(a).

Wir machen fur das Polynom T,, versuchsweise den Ansatz
Tn(:c):Zak(:c—a)k (ar €R; 0 <k <n)
k=0

weil wir f in einer Umgebung von a approximieren wollen.
Wegen T,Sk) (a) = klay, fur 0 < k < n, ergibt sich, dass die a; durch f eindeutig bestimmt sind:

(k) (k)
ak:nTW:fTWyk:07-"an'

21.5.1 Satz und Definition
Es gibt genau ein Polynom 7, : R — R vom Grad < n, das (xx) erfullt ist, ndmlich
T:-R — R

z = T,(x):=Thu(f)(z):= fla)+ f(a)(x —a)+ ...+ —




Abbildung 22: Schmiegparabeln der Grade 1, 2, 3 der Expdal&mntktion am Punkt O

T,, heildt n-tes Taylor-Polynomvon f zum Punkt a. (B. Taylor 1685-1721, Schiler von 1.Newton)
k
ap = % heil3t der k-te Taylor-Koeffizient von f im Punkt a.
Wir werden sehen, dass fir den Fall, dass f n-mal stetig differenzierbar ist, in Verallgemeinerung
von (x) gilt
lim £&) = Tnal@) _
z—a (Jj — a)n
Das Taylor-Polynom T} ist die Tangente an den Graphen von f, das Taylor-Polynom 75 eine Pa-
rabel, falls f”(a) # 0. Den Graphen von T,, ,(f) nennt man auch Schmiegeparabel n-ten Grades
von fin a. (siehe Abb.22, Abb. 23 und Abb. 24)
Um die Gute der Approximation von f durch T, ,(f) zu messen, bezeichnen wir die Differenz
(Abweichung) f — T, o(f) mit Ry, 41:

Rnpa(z) = f(z) = Tha(f)(2).

Ob und in wieweit Taylor-Polynome als brauchbare Naherungen fiir f (wenigstens ,nahe bei a*) zu
betrachten sind, kann erst durch Analyse dieses Fehlers beantwortet werden. Es gilt nun

21.5.2 Satz (Taylor'sche Formel mit Integralrestglied)

Ist D C R ein echtes Intervall, f € C"*1(D) (f also n + 1-mal stetig differenzierbar), a € D.
Dann qilt far alle x € D

f"(a)

n!

f'(a)
1!

f"(a)

51 (x—a)?+... +

(2 —a)+

+ Rn+1 (l‘)

mit
xT

Rosa(a) = [ @@= 0mfm D gyat,

a

also f(z) = Tyo(f) (%) + Rny1 ().
Bemerkung: Der Rest R, 1 hangt natirlich auch (wie das Taylor-Polynom) von f und der Stelle a.
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Abbildung 23: Schmiegparabeln der Grade 1, 3, 5, 7, 9 dess@imuPunkt 0
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Abbildung 24: Schmiegparabeln der Grade 0, 2, 4, 6, 8 des@ssim Punkt 0



Diese Abhangigkeit bringen wir jedoch in der Notation (im Gegensatz zum Taylor-Polynom) nicht
extra zum Ausdruck.

Beweis von 20.5.2:im Fall n = 0 lautet die Aussage f(z) = f(a) + [ f/(¢)dt, das ist genau die

Aussage des Hauptsatzes (Version 2 fur stetig differenzierbare Funktionen f). Es bietet sich
also ein Induktionsbeweis mit der Induktionsverankerung n. = 0 an.

Schluss von n — 1 auf n:

Wir nehmen an, dass die Formel fir n — 1 gilt:

T

T — n—1 g(n)
gy [0

a

R, (x)
Mit partieller Integration folgt

x

+ % /(x —a)"f Y (t)dt

a

x

(x —t)™
n!

()

n!

R () = — £ ()

(@ —a)" + Rny1(2).

a

Rpt1(=)

Setzt man diesen Wert fur R,,(z) in die Darstellung (x) ein, so folgt

f(.’L‘) = Tnfl,a(f)(m) + fnT(f/)(x - a)n + Rn+1<m) = Tn,a(f)(x) + Rn+1(37)

und das ist die Aussage flr n.

O

Obwohl man an der Integralform des Restgliedes schon einiges ablesen kann, ist die folgende
Form des Restgliedes fur Anwendungen haufig glinstiger.

21.5.3 Satz (Lagrange'sche Form des Restgliedes)

Ist D C R ein echtes Intervall, f € C""Y(D), a,z € D. Dann gibt es ein ¢ mit ¢ € [a, z] oder
€ € [z, a] mit

B o)
ﬂ@;ﬁhdﬂ@ﬂ+jgjﬁT

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (vgl. ??7?) existiert ein £, so dass gilt

(x o t)n+1 :| z _ f(n+1)(f)

(z —a)" !

x

Runa(a) = 5 [ty (0 @ar = 5+ [

a a

Tz —t)" n
%dt =l +1)(§) [

n!

n+1

] T @Y

Man kann die Voraussetzung noch abschwachen.

21.5.4 Satz

Sei f € C*(D) und f™ : D — R noch differenzierbar in alle inneren Punkten von D. Dann gibt es

zuae Dundx e Deindmitd < <1, sodass gilt

fr(a+9(z — a))
(n+1)!

(x —a)" !

f(@) = Toa(f) (@) +



Beweis : Man betrachte fir festes x

-f(n)u n 1 n+1
- n'()(a:—u) —orm(sc—n)+

g(u) = f(z) = fu) = f(w) (@ —u) — ...

wobei die Konstante o € [a, ] bzw [z, a] gewahlt sei und so bestimmt wird, dass g(a) = 0 gilt.
Da aul3erdem g(z) = 0, gibt es nach dem Satz von Rolle ein ¢ €]0, 1] mit ¢’ (ap+9(z—a)) = 0.
Andererseits folgt

o) =~ FO @) — )+ T )"

und damit folgt o = ("1 (ag + 9(z — a)).

Man beachte, dass dieser Satz im Fall n = 0 gerade der MWSD ist.

2155 Folgerung

Ist f € C™(D) und f(»+1) =, dann ist f ein Polynom vom Grad < n.
Denn das Restglied im letzten Satz ist dann immer Null und f reduziert sich auf das Taylor-
Polynom von Grad < n.

Alle Polynome vom Grad < n sind also Losungen der Differentialgleichung
f+1) = 0 (sogar auf ganz R)

Die verschiedenen Darstellungen des Restgliedes werden wir fir Abschatzungen der GroRe des
Fehlers als auch (speziell die Lagrange Form) zur Bestimmung des Vorzeichens des Fehlers be-
nutzen.

21.5.6 Beispiele und Bemerkungen

(@) Esgiltsin, cos € C*°(D) und fur ¢ = 0 ist

3 J/,2n—0—1

. x n
ST =T — ? + ...+ (—1) m +R2n+3($)
mit onts
SIn”"(E) onts 41 €08 opig
R n _ 0 S n = (=1 n TS n
20+3(®) = 5oy © R A Tk
mit £ zwischen 0 und =z, und damit gilt fir allex € R
n 2k+1 |x‘2n+3
. _ 1 L T
S z::( Ve S 2

k=0

Als einfaches Beispiel berechnen wir den relativen Fehler »(x), wenn man im Intervall |0, 7]
den Sinus durch des Taylor-Polynom P(x) := T3(z) := = — g—f approximiert. Es ist (beachte

sinz > 0)
O<r(x):sinx'—P(x)§ x.s '
sinz Slsinx
Fur 0 <z < 7 ist aber
. x3 x? 2
smme—g:x(l—g)Zx(l—m),



also

x? 4

1
<
51— 472T-23!) 4% 5! (1- 472T-231)

0<r(z)<

< 0,0036 (Taschenrechner oder Maple)

Also ist der relative Fehler kleiner als 0, 36%.

Analog gilt fur allez € R:

n 22k |20+
- (—-1)* <
cos T kZ:O( ) or)| S Gt o)
(b) Furexp € C*(R) und a = 0 folgt
. 2 J?n xn+1 9
e ::exp()—l—&—x—kg—k +E+(n—|—1)!e

mit0 < 9 < 1.

Will man etwa exp im Intervall [—1, 1] durch ein Polynom bis auf 2 Stellen nach dem Komma
genau approximieren, so leistet das Taylor-Polynom T5 das Gewlnschte:

So ist namlich

2 (£3 CE4 £B5

x
P(z) :=T5,0(exp)(z )*l+x+§+g+ﬂ+ﬁ

und damit

x5
T _ p dx
le ()] = 7506 < 720<00038

Aus der obigen Darstellung von exp z ergibt sich fir x = 1 auch die Abschéatzung

3
(n+1)!

O<e—FE,<

fur alle n € Ny, dabei ist E,, = Z e

Aus dieser Abschatzung erglbt SICh (vgl. ???) leicht die Irrationalitatvon e.

Die hinreichende Kriterien fiir lokale Extrema oder Wendepunkte (vgl. ???) versagen schon
in einfachen Beispielen: Py(x) = z* oder Ps(x) = 2°

Mit Hilfe des Lagrange’'schen Restgliedes erhalt man folgendes hinreichende Kriterium fir
lokale Extrema.

21.5.7 Satz (hinreichendes Kriterium @ir lokale Extrema)

Sei D C R ein echtes Intervall, f € C"*1(D). In einem Punkt a € D gelte f'(a) = f"(a) = ... =
f™(a) =0, jedoch f(**+1Y(a) # 0. Dann hat f in a

(a) ein strenges (striktes) lokales Minimyalls n ungerade und £+ (a) < 0 gilt;
(b) ein strenges lokales Maximumfalls n un gerade und f("+1)(a) < 0,
(c) kein Extremum, falls n gerade ist.

Man hat die Differenz f(z) — f(a) zu betrachten. Zunachst besagt die Voraussetzung

f(n+1)(£)

f(z) = fla) = m(ﬂc —a)"*" = Ry (2)

Wir betrachten den Fall f"*1(a) > 0 und wahlen ein moglicherweise kleines Intervall Us(a), so
dass fiir alle x € Us(a) N D gilt f™*Y(z) > 0, insbesondere ist f(™1)(¢) > 0.



Ist nun n ungerade, also n + 1 = 2k gerade, dann gilt fur z € Us(a) N D immer (z — a)?%2%, wobei
das Gleichheitszeichen nur fir x = a gilt. Es ist also R,,+1(z) > 0 fur alle € Us(a); « # a. An
der Stelle a liegt also ein strenges lokales Minimum vor. Die Aussage fiir den Maximum erhalt man
durch Ubergang zu —f.

Ist jedoch n gerade, also n + 1 ungerade, soist R,,+1(z) > 0furz > aund R, 1(z) < 0 fur z < qa;
In a kann in diesem fall weder ein Maximum noch ein Minimum vorliegen.

O

Wir beweisen nun die angekiindigte Verallgemeinerung der Formel () aus der Einfihrung zu die-
sem Abschnitt:

21.5.8 Satz (qualitative Form der Taylorschen Formel)

Ist D C R ein echtes Intervall und f € C™"(D), n € N, a € D. Dann gilt fir alle z € D
() f@) =Toa(f)(@) + (z —a)"e(z),

dabeiist o : D — R eine in a stetige Funktion mit g(a) = 0.

Man sagt hierfir auch: f und 7, . f stimmen in « in n-ten Ordnung Uberein.
Zum Beweis gehen wir von (Lagrangesches Restglied)

n—1 (k) a
F@) ~ TucralD@) = f) -3 Do
k=0

()

- n! (z—a)"
aus.
Man beachte: wir haben nur f € C™(D) vorausgesetzt.
Dann folgt
(n) (n)(g) — f£(n)
£@) = o)) = Dy LT e
o(z)

Da ¢ zwischen a und z liegt, also die Gestalt ¢ = £(x) = a+9(x —a) hat mit 0 < ¢ < 1, folgt wegen
der Stetigkeit von f(™)
FM(Em) — ™ (a)

lim p(x) = lim ' =0,
z —a r—a n!
z#a

d.h. g ist stetig in a und p(a) = 0.

21.5.9 Beispiele und Bemerkungen
(a) Die Gleichung (x) in 20.5.(8) ist aquivalent mit
i @) = Tua(F)(@)

oo (@ —a)m

=0

Im Fall n = 1 erhalt man also einfach die Charakterisierung der Differezierbarkeit durch die
lineare Approximierbarkeit. Das Taylor-Polynom T;, ., (f) ist durch (x) charakterisiert, denn es

gilt:



Ist p,, : R — R ein Polynom vom Grad < n, mit lim £&=ra(@) — ¢ dannist p, = T, o(f),

e —a (@—a)"
z#a

denn aus der Voraussetzung folgt dann auch

lim Tn,a(f)('r) - pn(aj)

@—ap 0

T — a
x # a

das gehr aber nur wenn T, ,(f) — p» das Nullpolynom ist.

(b) Haufig verwendete Naherungsformelberuhen auf der qualitativen Form des Taylorschen Sat-

zes.
(@) Vitazr~1+2— %x2+j6:1:3— et
(B) 11 ~l—lp4 2p2 - 048
Vitz 2 8 16
(7v) 1= =1+ (Jz| immer hinreichend klein).
Haufig benlgt man sich z.B. im Fall (a) schon mit /1 4+ =1+ § + o(x)x (lin% o(z) =0)
(hier wird

fi9-1,1 —- R
r — Vi+zx
betrachtet, a = 0)

Wir benutzen die obige Formel, um ganz einfach

lim (v/n++/n—+/n) =

zu zeigen.
Fiar n > 1 ist ndmlich
/ 1 1
Tl+\/’l€: n(l—i—% == \/ﬁ 1+ﬁ
- 2\/5 AR)
1
= \f+ 5 Tel—=
(\f)

Hieraus folgt aber wegen lim g(ﬁ =0(0)=0
n—oo

lim (\/n++vn—+vn) ==

n—oo

Ist nun D C R ein echtes Intervall und f € C*(D), a € D, dann ist ja insbesondere
f € C™(D) fur jedes n € Ny und man kann fir jedes n das n-te Taylor-Polynom T,, ., (f)(x) =

Z 12 (4 _ g)* betrachten und fragen: Existiert lim Ty o (f)(2) = lim 3 12 (g g)k7
n—oo k=0 :

Das fuhrt zu folgender Definition:

21.5.10 Definition (Taylor-Reihe vonf € C*°(D)
Ist D C R ein echtes Intervall, f € C*>(D), a € D. Dann heif3t die Potenzreihe T, ,(f)(z) :=
Z f( (a ( a)* die Taylor-Reihe von f im Punkt a (oder zum Entwicklungspunkt a).

Dabel stellt sich die Frage:
Konvergiert die Taylor-Reihe -wenn sie denn konvergiert- immer gegen f ?



21.5.11 Bemerkungen und Beispiele

@)

(b)

(©

(d)

Auf Grund des Taylor'schen Formel mit Restglied konvergiert die Taylorreihe T o(f)(x) fur
x € D genau dann gegen f(z), wenn lim R,4;(x) = 0. Oder dquivalent: Die Folge (T}, (f))

der Taylor-Polynome konvergiert genau dann und T, ., f stellt dann die Funktion f ander
Stelle « dar, wenn die Folge (R,,+1(z) der Reste eine Nullfolge ist.

Weiss man, dass f irgendwie um a in eine Potenzreihe entwickelt werden kann, gibt es
also eine Potenzreihe 3" ax(z — a)* mit positivem konvergenzradius > 0, so dass fir alle
x € Ur(a) N D gilt

f@) =Y ana - o),
k=0

dann folgt aus dem Satz Uber die gliedweise Differenzierbarkeit einer Potenzreihe flr k£ € Ny,

ap =

% (a)
k!

d.h. die Potenzreihe stimmt mit der Taylor-Reihe tberein. Es gillt also T o (f)(z) = f(x) und
unsere obige Folge ist positiv zu beantworten.

Eine Potenzreihe kann aber auch nur fir den Entwicklungsopunkt a konvergieren (Kon-
vergenzradius Null). Es kann tatsachlich vorkommen, dass die Taylorreihe einer Funktion
f € C>=(D) nur fur den Entwicklungspunkt a konvergiert. Ein solches Beispiel wird z.B.
durch die Funktion f € C*°(R) mit (z € R,a = 0)

=1
fl@) = Z oF cos(kx)
k=1
geliefert. (vgl. z.B. Barner-Flohr: Analysis 1, 9.5)
Fir die Funktion f C C*°(R) mit

_ exp(—y%27 furz #£0
f(x)_{o, fur z = 0

gilt (vgl. Ubungsaufgabe ??? vom Blatt ???) f € C>(R) und £*)(0) = 0 fur alle k € Ny.

Two,0f(x) konvergiert also fir alle = € R, aber nur fir x = 0 wird die Funktion dargestellt.
Obwohl hier der Konvergenzradius der Taylor-Reihe positiv ist, stellt sie nur fir den Entwick-
lungspunkt die Funktion dar.

Aus der Bemerkung (b) folgt der bemerkenswerte

21.5.12 Eindeutigkeitssatz (Identiétssatz) fir Potenzreihen

Konvergieren die Potenzreihen

o0

Z ar(z — a)k und Z bi(z —a)k

k=0

in Ur(a) (R > 0) und stellen sie dort dieselbe Funktion dar, dann gilt a;, = b, fur alle k£ € No.

Beweis : Die dargestellte Funktion sei etwa f. Dann gilt nach (b) einerseits % = ay, aber auch

£2@  p, fur alle k € Ny, d.h. ax = by.

O



Die beiden wichtigsten Interpretationen des Satzes sind:

(1) Wenn es Uberhaupt moglich ist eine Funktion in Ugr(a) =]a — R, a + R[ als Potenzreihe mit
Entwicklungspunkt a darzustellen, dann nur als Taylor-Reihe:

£k (g
Fo) = T alF)() = 3 T
k=0

x—a).

(2) Wird eine Funktion f auf zwei verschieden Weisen als Potenzreihe mit Entwicklungspunkt a
dargestellt, dann sind die Koeffizienten entsprechender (z — a)™-Potenzen gleich.
In dieser Form nennt man Satz auch Satz von Koeffizientenvergleich
Mit ihm gelangt man haufig zu nicht-trivialen Beziehungen.
Der Satz enthélt auch als Spezialfall den Identitatssatz fur Polynome.

21.5.13 Satz (Hinreichnende Bedingundif die Darstellbarkeit einer C°>°-Funktion durch ihre Taylor-
Reihe)

Ist f € C*°(D), a € D und gibt es Konstanten A und B, so dass fiir alle x € D und alle n € N, die
Abschéatzung | ™) (z)| < AB™ gilt, dann gilt

f(z) = Too o (f)(2)
Unter dieser Voraussetzung ist namlich

AM"'H‘C(: _ a|n+1 - (B|£IZ _ a‘)n-&-l

Bon (@)l < — 5 — = A )

und die Folge rechts ist eine Nullfolge.

Zusatz: Gilt sogar |f(™) (z)| < M fir alle 2 € D und alle n € Ny, dann gilt lim R, ;(z) = 0.

21.5.14 Weitere Beispielelfr Taylor-Reihen

(a) Die C*°-Funktionen sin, cos, sinh, cosh, exp wurden durch ihre Taylor-Reihe zum Entwick-
lungspunkt O eingefihrt.
Es gilt aber fir allea € R, z.B. sinz = Ti o(sin)(x) bzw. cos x = T 4 (cos)(z) bzw.

= exp® (a

exp(z) = Too,a(exp)(z) = Z epki'()(x —a)k
k=0 ’
kzzo exi!(a) (z — ).

sin, cos, exp werden also fur alle a € R durch ihre Taylor-Reihe dargestellt und zwar auf ganz
R

Denn es gilt | sin® ()| < 1 und | cos® (z)| < 1 fiir alle 2 € R und alle k € Ny, daher folgt aus
dem Zusatz von 20.5.13 die Behauptung.

Fur die Exponentialfunktion kann man analog schliel3en:

Man nimmt die Lagrange’sche Form des Restgliedes R,,+1(x) =
¢ € [a,z] oder € € [z, a] gilt. Ist dann k& = max{a, z}, SO ist

exp" ) ()

G (@ —a)"t, wobei

| exp™(€)] = |exp(€)] < exp(b) =: M,



(b)

(©

also ist, )
M|z — a|™*
R, < ==
| +1($)| = (n+ 1)|
und damit lim R,11(z) =0 furalle z € R.

Im Fall der Exponentialfunktion hatte man auch mittels der Funktionalgleichung auf exp(x) =
Too,a(exp)(z) fur alle a € R und alle z € R schliefen kdnnen:
Esistja

exp(z) = exp(a)exp(z —a)

o0 Nk
= exp(a) Z % (nach Def. von exp)
k=0 ’

R (z —a)*
= I;Jexp(a)T

> ex () a
— E pT()(x — a)k' = Too’a(eXp)(.’L')-
k=0 '

In Spezialfallen kann man ohne Benutzung der Darstellungen in ??? das Restglied erhalten:
Sei dazu

f: R={1} — R
1
11—z

X —

Nach der Summenformel fur die geometrische Reihe ist fiir |z| < 1

@)= 3o = T o(f)(a).

k=0
Daher P, (z) i= Ty o(f)(x) = éoxk.

Statt aber das Restglied aus der Potenzreihendarstellung abzulesen, was dieses nur fir
|z| < 1 liefern wirde, beachten wir, dass fiir « # 1 gilt

+1 _ +1 n
l—2 11—z 1—=x P

Esist also fir alle x # 1 (d.h. in ] — oo, 1[ bzw. |1, c0])

xn+1

Rn-i-l(x) =

1—2a

Fir z > —1 sei f(x) = log(1 + z) (beachte f'(z) = =)
Wir wollen die Taylor-Reihe von f zum Entwicklungspunkt ¢ = 0 aufstellen und nach Mdglich-
keit nur wenige Ableitungen ausrechnen.

Dazu beachten wir, dass nach dem Hauptsatz gilt

T

o) = / %Hdt.

Fir |z| < 1 gilt daher

f(x)=log(1+1t)]g = %Hdt = / (Z(—l)’%’“) dt.



Nun konvergiert ioj (—1)*t* gleichmaRig auf [—
k=0

flz) =log(1+z) = (-1

k=0

Damit haben wir: Fur |z| < 1 gilt

log(1+2) = Z

k=0

(=D*
kE+1

||, ||]. Mit ?2? folgt daher

(=D*

k+1
k1t

)k

/tkdt = i
0 k=

0

e k—1
S =D &
T = I —
k=1 k

Da die Reihe rechts auch noch (nach dem Leibniz-Kriterium) fir x = 1 konvergiert, ist zu

vermuten, dass die Darstellung auch noch fur

x = 1 gilt, dass also

&)
log2= >
k=1

k

(—1)F—1 _q_

gilt.

Dazu benutzen wir die Taylorsche Formel mit dem Lagrange’schen Restglied (0 < ¢ < 1)

n

log(1l+z) = Z(—l)

k=1

k

Firo <z <listdann1+dx < 1, also 0 <

lim Rn+1 (l‘)

n—oo

=0, speziellist lim R, (1) =

Fassen wir zusammen:

I

(=n" 1
n+1 (1+dz)nt! “

Rut1(z)

n+1

1
n+1"’

x

92 also

< 1 und damit |R,41(z)| <
1.



21.5.15 Satz

Fir alle z €] — 1,1] gilt

M8

log(1 + z
k=1
Speziell gilt:
log2=1 ! + L1 + ! ~0
BE=IT T3 T s T
21.5.16 Bemerkung
Da lim log(l+ z) = —oo gilt und die rechte Seite fir z — —1 (x > —1) ebenfalls diesen unei-

x> —1

gentlichen Grenzwert hat, gilt die Darstellung bei grof3ztigiger Interpretation auch noch fur z = —1.

Auf die Konvergenz der Taylor-Reihe im Punkt 2 = 1 hatte man auch mit Hilfe des folgenden sehr
nutzlichen Satzes schlie3en konnen.

21.5.17 Satz (Abelscher Grenzwertsatz, N.H.Abel, 1826)

E

Die Potenzreihe Y a, 2" besitze den endlichen und positiven Konvergenzradius r. Die Reihe 3" ayx
sei noch fur z = r konvergent. Dann ist die durch die Potenzreihe dargestellte Funktion f :]—r,r] —
R in r noch (rechtsseitig) stetig, d.h. es gilt

Thinr flx Z apr® (r)

x < Tr

Beweis : Wir kénnen oBdA r = 1 annehmen, denn hat die Potenzreihe > a,,2™ den Konvergenz-
radius r > 0, so hat die Reihe 3" b,z mit by, := a;r* offensichtlich den Konvergenzradius 1
und 3" bra® ist dann und nur dann fir z = 1 konvergent, wenn 3" a2 fur x = r konvergent
ist.

Wir setzen s_; :=0und s,, :== ag + a1 + ... + a, und erhalten fur |z| < 1

E apT” —E Sk — Sk—1) (1—ux) g skx "+ spa”
k=0

und damit (n — oo) fur |z| < 1

=(1-1x) Zskmk.
k=0
Ist

oo oo
s= lim s, = lim E ak:E ak,
n—oo n—oo
k=1 k=0

dann folgt wegen (1 — ) > 2% =1 (|z| < 1) (Summenformel fiir die geometrische Reihe)
k=0

(%) flz)—s= 1—stk—s
k=0




Wegen s = lim s, gibt es zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0 ein N € N, so dass fur alle
n—oo

n > N gilt]s, —s| < 5.
Fur 0 < 2 < 1 folgt dann aus ()

k

[M]8

|fz)—s] < (1—-x)

|sn — s|z

-
I
<

N-1 c o]
k
< (1-2) lsk — s| + 1—1‘52.13
k=0 k=N
N-1
€
< (1-2a) |skfs|+§.
k=0

Wahlen wir nun ein § €]0, 1], so dass fur alle = €]1 — 4, 1] gilt

N-1 c
1—2) Y sk —s| < 5
k=0

so folgt fur diese =

€ €
|f(:v)—s\<§+§—€

d.h. es ist

lim f(x _S_Zak

x — 1

z <1

O

Um die Tragweite des Abelschen Grenzwertsatzes zu demonstrieren, beweisen wir an dieser Stel-
le einen Satz Uber das Cauchy-Produkt nicht notwendig absolut konvergeniReihen.

21.5.18 Satz (N.H. Abel, 1826)

Sind die drei (reellen) Reihen > ag, > b, und " ¢, mitc, := > arb,_x konvergent und sind A, B
k=0
bzw. C ihre Summen, dann gilt C = A - B oder explizit

) 00 )
Y= ap- ) b
n=0 k=0 =0

Man beachte, dass hier keine absolute Konvergenz vorausgesetzt wird.

Fur z € [0, 1] sei
x) = Zakx Zblxl und C(z Z Cn
k=0

und es gilt A(z)B(z) = C(z) fuir 0 < 2 < 1. Wegen der vorausgesetzten Konvergenz von
> ag, Y. b und > ¢, besitzen die Funktionen nach dem Abelschen Grenzwertsatz einen Grenz-
wertfirz — 1 (z < 1).

Aus A(x)B(z) = C(x) folgt daherwegen lim A(z) = A4, lim B(z) =B und lim C(z)=C,

x — 1 r — 1
z <1 z <1 z <1

auch
A-B=C.



(d) Als weiteres Beispiel behandeln wir die Taylor-Reihe von arctan und gehen ahnlich wie bei

Beispiel (c) vor.

Wir nehmen das Ergebnis vorweg:

21.5.19 Satz

Fir alle z € R mit || < 1 gilt

(e)

LC?’ x5 x7 e A $2k+1
arctanx:x—g—l—g—7:&...:];)(—1) ol
Speziell gilt
panl=T—1- 41 1y
arctanl = — =1 — — - — =
4 3 5 7

Denn fur |z| < 1 gilt

f 1 [ k 2k - k f 2k - p it

arctanxz/mdt:/ (—1)Fedt = 3 (~1) /t a=3 (1
0 5 k=0 k=0 o k=0

(da > (—1)F¢2* auf [0, ||] gleichm&Rig konvergiert)

Fir z = 1 folgt die Gultigkeit der Formel aus dem Abelschen Grenzwertsatz, da nach dem

Leibniz-Kriterium die Reihe S C&1°
k=0

1 konvergiert.

Da der Abelsche Grenzwertsatz aber auch fiir den Fall gilt, dass die Potenzreihe > azz*
noch fir z = —r konvergiert, gilt die Darstellung fur alle z € R mit |z| < 1.

Bemerkung: Zur praktischen Berechnung von 7 ist die Formel

™ 1 1 1 1 1
R [ Ep i e R
4 375 791

nicht sonderlich gut geeignet, da die Reihe zu langsam konvergiert.
Der BBP-Algorithmus (vgl. ???) ist da wesentlich effizienter.
Im Vor-Computer-Zeitalter hat man mit der Darstellung (sog. Machinsche Formel)

T 1 1
— = 4arctan — — arctan —
4 5 239

gearbeitet, die schneller konvergiert.

Binomische Reihe
Eine wichtige Reihe, die als Spezialfall sowohl die binomische Formel als auch die geome-
trische Reihe umfasst, ist die binomische Reihalahinter versteht man die Reihe

ba(x)::i(z>xk, aeR.

k=0

( 2 ) ist dabei der schon in ??? definierte Binomialkoeffizient

(5)=n (3)-"535mr e




Wir werden sehen, dass durch diese Reihe die Potenzfunktion z — (1 + x)* = exp(alog(1 +
x)) wenigstens in | — 1, 1] dargestellt wird. Berechnet man namlich die Taylor-Koeffizienten
von f(z) = (1 + z)* zum Entwicklungspunkt a = 0, so erhalt man

«

fPa)y=ala-1)...(a—k+1)(14+z)*F =k ( i ) (14+az)*Fk

und damit f<k1;(0) = ( z ) und daher

TeoN@) =3 () =bato)

k=0

Die Frage ist zunachst, fur welche = € R die Binomialreihe b,,(z) konvergiert.
Um triviale Falle auszuschlieRen, nehmen wir o ¢ Ng und x # 0 an.

Wir wenden das Quotientenkriterium mit a,, := ( Z ) ™ an:

« n+1
(%)

. Ap+41 . a—n
lim |2 = lim [~————Z——| = |z| lim = |x|.
n—oo Ay n—o00 < e% ) n—oo | n + 1
xn
n ]

Ist also |x| < 1, so ist die Binomialreihe nach der Limesform des Quotientenkriteriums kon-
vergent.

Um zu zeigen, dass fur |z| < 1 gilt

o0

(1+I)O‘Z( ‘g ):ck = b ()

k=0

oder m.a.W. (mit f(z) = (1 + z)%)

f(@) = T 0(f) (@) = ba(),

kdnnte man zeigen, dass das entsprechende Restglied R, () fur |2| < 1 gegen Null kon-
vergiert. Das ist im Prinzip moglich, wir gehen aber anders vor und benutzen einen Differeti-
algleichungstrick.

Aus -
bole) =30 ()" (el <1
k=0
folgt
bl () :Zk( ‘;‘ );y’fl => (k+1) ( kj‘_l >xk+1.
k=1 k=0
Da aber

) R e s

gilt, ergibt sich weiter
bl (x) = abg_1(x).



Nun ist aber

(14 2)bo_1(x) = (1+x)§:< 04;1 >q;k

(]

oo a) i
xT.
(i

Also gilt fiir alle € R mit |z| < 1 die (Differential-)Gleichung
(%) (1+ 2)b) () = aba(x).

Da flr |z| < 1 aber (1 4+ 2)* # 0 gilt, so folgt aus (x), dass « +— b, (x)(1+z)"“in] —1,1[ die
Ableitung Null hat, dass also = — b, (z)(1 4+ )~ dort konstant ist.
Fir x = 0 erhalt man, dass die Konstante gleich 1 sein muss. Daher gilt

(14 2)% =bo(z)

fur alle « €] — 1, 1] und beliebige o € R.

Ohne Beweis sei mitgeteilt, dass die Formel auch noch im Fall z = —1 qilt, falls « > 0 ist und
im Fall x = 1, falls & > —1. Zu allen anderen Fallen divergiert die Binomialreihe b, (z) (man
beachte a € N fur a € Ny ,erstarrt* die Binomialreihe zur Binomischen Formel).

Fassen wir zusammen:

21.5.20 Satz
Fir o € R — Ny gilt
oo o |I‘ < 17
(1—1—9@)“22( )xk,falls x=-1, unda>0
k
k=0 rx=1, unda> —1.

Fir alle anderen x € R divergiert die Binomialreihe.

21.5.21 Beispiele und Bemerkungen zur Binomialreihe

(@) Fira = —1 mit ( _kl > = (—1)*, daher ergibt sich fiir « = —1 aus der binomischen Reihe
for |z| < 1
1 oo
=1- ot =) (-1t
52 r+xt—x°+ (=)%x

Ersetzt man z durch —z, so ergibt sich

1 2 3 S k




Die geometrische Reihe ist also ein Spezialfall der Binomischen Reihe.
Die haufig verwendeten Naherungsformel

1
1—x

1
~l+z bzw. — =1 -2z
l1+z

(fur kleine |z|) sind nun evident.
Wichtige Spezialfdlle sind o =
Binomialkoeffizienten, so erhalt

1
2
m
( >:17 (
( >:<;><—;><—z>:1 (

1.2:3 167
und damit fir |z| < 1

und a = —
an

. Berechnet man im Fall o« = % die ersten

N

W= ONl=
= ==

1 1 )
\/1+,’I):1+§.’I;_§$2_m$4+0($6)7

dabei steht O(2°) fur eine Potenzreihe, die mit dem Glied cz° (c € R%.) beginnt.

Wie schon friher im Fall der linearen Approximation /1 + 2 ~ 1 + 5 ausgeflhrt, kann man
diese Formel benutzen um Wurzeln ndherungsweise zu berechnen und den dabei gemach-
ten Fehler abzuschétzen. Um etwa /10 naherungsweise zu berechnen, kénnte man in erster
Naherung v/10 = 1+ 9 ~ 1+% = 5,5 rechnen, der Naherungswert ist aber viel zu schlecht.

Um die Formel fur |z| < 1 zu benutzen, schreiben wir

10 1 1 1 11
VIO=4/9-— =3 /1+-=3(1+-— — ) =34-——_+. . . x3162
0=1/9-5 =31+ 3<+2_9 Tt ) 3t g T 3,16

Der ,exakte" Wert ist

V10 = 3,1622776602. ..

Fur o = —1 erhalt man

fir k > 1, also z.B.

und daher (fur |z| < 1)

1 _q{_1,,3.,2_ 5.3 35,4
\/m—l 3T+ 3% 1627 + 195" F .- -

Anwendung: Nach A.Einstein betragt die Energie einer ,relativistischen” Teilchens der Masse
m = \/% (mo Ruhemasse, v die Geschwindigkeit des Teilchens, ¢ Lichtgeschwindigkeit)

E =md.

Die kinetische Energie ist definiert durch

Erin = mc® — moc?.



Ist v < ¢, so kann man zur Berechnung von Ej;, die binomische Reihe (mit 2 = —(%)?)
verwenden:

Erin = mc® —moc?

9 1
= mycC (1_(2)21>

1 v 3, v 35 v
_ 2 (1 V2 2,/Vyy 99 Vg
= mgc (2(0) +8(c) +128(c) +>

1 3
= 5Mmov +8m0v( )2 + Glieder hoherer Ordnung

Der Term 1 mov reprasentiert die kinetische Energie im klassischen Fall (v sehr klein ge-

genuberc) der sog. ,3/8-Term* 3m0v (% )? ist das Glied niedrigster Ordnung der Abweichung
zwischen dem relativistischen und nlcht relativistischen Fall.

Die Beispiele haben gezeigt, dass zum Aufstellen der Taylor-Entwicklung einer Funktion die Benut-
zung der Taylorschen Formel mit Restglied und dem Nachweis lim R, ;(x) = 0 haufig schwerfallig
ist. Es ist haufig glinstiger, bekannte Reihen zu differenzieren oder zu integrieren (vgl. die Beispie-
le 2?7?).

Ferner kann man versuchen, die gegebene Funktion als Summe und/oder Produkt von Funktionen
mit bekannten Reihenentwicklung darzustellen, z.B.

1
coshz = §(eXp($)+€XP(—x))
-1 zL L
= Sliter gl et o
x? xz* 20 = a2k
= ]_ —_— —_— L= Al R
tatate Tl @R
k=0
cos T
= cosz
1—2x -

_ 1 9 1 3 1 1 4 N
= 1+x+<12!>x +(12!)x +<1+4|) +..., Jz| <1

In der folgenden Tabelle sind einige haufig benutzte Taylor-Entwicklungen zusammengestellt.



Funktion Taylor-Reihe um a =0 Gultigkeitsbereich
) .

— p Ox’“ (geom. Reihe) lz| < 1
x

expx & reR
k=0

: = k x2kt! 23 z°

sin x kz_jo(—l) E7m DT Il T - N z€R
& L 22k 22 gt

cosx > (-1) G =l — It reR
k=0

. X g2kl PR

sinh z k20(2k+1)! T+ 55+ 5+ reR
X 2k 2 4

cosh z Z(gk)!=1+%+x—!+. reR
k=0
& «

(14 x)~ Z(k)xk |z] <1 (e € R—=Np)
k=0

1+2)7 |1+ 3z— L2+ Lad - et £ |z <1
(1+2)77 |1- 3o+ 322 - 2a° + 3oty lz| <1

= (*1)}9 k+1 z? z3 2t

log(1 + ) kz—:o et el sl e M= -1<z<1
> k

arctan kzo (2;21 2kl = o %4—%—%71 -1<z<1

: - k : z2kt! 1z 1-3 2°

arcsin z kZ_:O(—l) k'2 T = rtss tas - —-1<z<1
B _1
beachte: (—1)’“( 2 ) = 130 Chol) figr k> 1

Die Reihenentwicklung von arcsin erhalt man aus der Reihenentwicklung der Ableitung arcsin’ z =

ﬁ (lz| < 1) und durch Anwendung des Abelschen Grenzwertsatzes durch gliedweise Integra-
tion.
21.6 Iterationsverfahren zur Berechnung von Fixpunkten undNullstellen (Newton-

Verfahren)
21.6.1 Einfuhrung:

Das Losen von Gleichungen der verschiedensten Art ist eines der altesten Probleme der Mathe-
matik. Bereits die Babylonier haben Verfahren zur Losung der Gleichung

(1) =a (a €R, a>0)

entwickelt (vergl.

).
Die Gleichung (1) ist aquivalent mit der Fixpunktgleichung
1 a
(2) (9: + E) =z.

2
Wir hatten gezeigt: Wahlt man einen beliebigen Startwert zg > a+ 1 und definiert rekursiv (iterativ)

1 a
Tpy1 i= 3 <a:n + > ; n € Ny,

n

dann konvergiert die Folge (z,,) (sogar monoton fallend) gegen die eindeutig bestimmte Losung ¢
(Fixpunkt) der Gleichung (2), d.h. es gilt £ = \/a.



Auch beim Problem ('Multiplizieren statt dividieren’) (vergl. ) waren wir auf eine Fixpunktgleichung
gestoRen. Statt das Problem zu einer positiven reellen Zahl « die inverse Zahl (beziglich der
Multiplikation) zu bestimmen, also die Gleichung

(3) ax =1

zu losen, haben wir ein aquivalentes Problem gelost: Wir haben die von Null verschiedene Losung

der Gleichung

(4) r =2z — ax?

bestimmt.

Setzt man g(x) := 2x — ax?, so hat man wieder das Fixpunktproblem g(x) = = zu lésen.
Wir hatten einen beliebigen Startwert zo mit 0 < z¢ < % gewahlt und gesehen, dass die durch

zn+1 = g(z,) definierte rekursive Folge "sehr schnell” gegen die eindeutig bestimmte von Null
verschiedene Ldsung von (4), also gegen £ := é konvergiert.

Der Zwischenwertsatz (vergl. ) liefert die Existenz von Fixpunkten: Ist f : [a,b] — R eine stetige
Abbildung und gilt f([a,b]) C [a,b], dann gilt es (mindestens) ein & € [a,b] mit f(§) =¢.

Sind f,g : D — R etwa stetige Funktionen gemeinsamen Definitionsbereich, so kann man sich fur
die Menge

() {z € D; f(x) =g(x)}
also die Menge der Schnittpunkte der Graphen von f und g interessieren.
Diese geometrische Interpretation ist nutzlich, weil eine Skizze der Graphen (die man selbst anfer-

tigt oder die man von einem GTR oder CAS geliefert bekommt) schon haufig eine gute Information
Uber die Anzahl und die (ungefahre) Lage des Schnittpunktes gibt.

Beispiel f(x) = cosz, g(z) = .



Hier sind wir wieder auf ein Fixpunktproblem gestof3en: In der graphischen Interpretation geht es
um das Auffinden der Schnittpunkte der Graphen von f mit der Winkelhalbierenden des 1. und 3.
Quadranten in einem cartesischen Koordinatensystem.

Wahlt man in (5) fir f die Nullfunktion, d.h. f(z) = 0 fur alle z € D, dann hat man alle x € D mit

(6) g9(x) =0
zu bestimmen. Geometrisch sind also die Schnittpunkte des Graphen von g mit der reellen Achse
zu bestimmen.

Dieses Problem zu l6sen ist fur eine linear-affine Funktion trivial, fir nicht-lineare Funktionen kann
es recht kompliziert sein.

Das Nullstellenproblem und das Fixpunktproblem sind im Prinzip nicht verschieden; man kann sie
in verschiedener Weise einander Uberfihren.

Aus g(z) = 0 erhalt man durch Addition von z das Fixpunktproblem

f(@) = gla) + o= 2.

Umgekehrt erhalt man aus dem Fixpunktproblem f(xz) = « durch Subtraktion von z das Nullstel-
lenproblem

Aus dem Fixpunktproblem
f(z) = exp(—2) =z
erhalt man durch Anwendung der Umkehrfunktion log von exp das Nullstellenproblem

g(x) ==z +logx =0.

Welche Ubergange gewahlt werden und ob das gestellte Problem in der Fixpunktform oder in der
Nullstellenform geldst wird, hangt von den jeweiligen Bedingungen ab. Fir beide Probleme gibt es
spezielle unter etwas verschiedenen Voraussetzungen arbeitende Losungstechniken, von denen
wir zwei ausfuhrlich behandeln:

e den Fixpunktsatz fur kontrahierende Selbstabbildungen einer nichtleeren abgeschlossene
Teilmenge A C C (es ist ein Spezialfall des allgemeinen Banachschen Fixpunktsatzes

(vergl. ).

e das Newton-Verfahren zur Nullstellenbestimmung (das auch im Komplexen funktioniert, wir
beschranken uns aber hier auf den reellen Fall).

Zur Einstimmung auf mégliche Verallgemeinerungen versuche der geneigte Leser (die geneigte

T
Leserin) ein x := ii € R* zu bestimmen, welches die vier Gleichungen
T4
x‘z’ — xg —3z1290224 — 8 = 0
V25 —a3 +8x3+4 = 0
r1+axo+x3s+rs—5 = 0
201 Lo T3 — Tg + 8 = 0
offensichtlich ist das Gleichungssystem fur z; = 3, 2o = 1, z3 = —1 und x4 = 2 erflllt. Gibt es

noch andere Losungen?

Fir m lineare Gleichungen in n Unbekannten liefert die Lineare Algebra Losungsverfahren. Der
Schwerpunkt unserer Uberlegungen liegt bei der numerischen Bestimmung der Losungen und
Fehlerabschatzungen.



21.6.2 Theorem: Fixpunktsatz fir kontrahierende Abbildungen, Kontraktionssatz (Spezidfall des
allgemeinen Banachschen Fixpunktsatzes)

Es sei A eine nichtleere abgeschlossene Teilmenge von C und
f: A — C eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

(a) Furallex € Aist f(z) € A (d.h. f(A) C A, m.a. W. fisteine Selbstabbildung von A).

(b) f ist eine Kontraktion (man sagt auch: f sei kontrahierend), d. h. es gibt ein ¢ € R mit
0 <q¢<1,sodassfirallezxye Aqgilt

() 1f(@) = f¥)l <glz—yl]

Dann gilt
1. f besitzt in A genau einen Fixpunkt, d.h. es gibt genau ein £ € A mit f(§) = ¢.

Fur jeden Startwert o € A konvergiert dadurch

(%) Tptr1 = f(xn)

rekursiv definierte Folge (x,,) gegen den Fixpunkt &:

n—oo

2. Es gelten die Fehlerabschatzungen

n

(k%) |2y — €] <

a |xn_$n71|§ 1 ‘xl—l’o‘(’HEN).

I—gq —q
Beweis: Die Kontraktionseigenschaft («) impliziert zunachst (k € Ny).

(* * **) : ‘xn-O-l - xn‘ = |f<xn) - f(xn—1| < Q|xn - xn—l‘
S q2|xn71 - xn72|2

q"|r1 — 2ol
Fur fixiertes n und m > n folgt daher
[T — Zn| = |Tm — Tme1 + Tt — T2+ + Tpp1 — T
< om = Tmo1 @1 — Tm2| ot [T — @
< @ — ol a2 — o]+ e — o

— qn(qm—n—1+...+q2+q—|—1)|x1—$o|

und wegen

m—n 1

1_

folgt

n

q
1): m — 4n S
(1) =l < 7
Da die Folge (¢™) aber wegen 0 < ¢ < 1 eine Nullfolge ist, ist die Folge (x,,) eine Cauchy-Folge,
also konvergent. Fur ihren Grenzwert £ := lim x,, gilt:

|1 —xo| (M >n).

1. £ € A, da A abgeschlossen ist (hier geht die Folgen-Abgeschlossenheit von A ein!)



2. ¢ erfullt die Gleichung f(£) = &, d. h. £ ist Fixpunkt, denn aus der Rekursionsgleichung

Tpg1 = f(zn)
folgt fir n — oo wegen der (Lipschitz-)Stetigkeit von f auch

= lim z,y1 = 1Lm flxn) = f( le xn) = f(£), d. h. £ ist Fixpunkt von f.

n—oo

3. ¢ ist der einzige Fixpunkt von f in A. Denn ware n € A ebenfalls Fixpunkt von f und n # &,
dann erhalt man

€= nl =1£() = f(m| < gl —nl

und damit ¢ > 1 im Widerspruch zur Voraussetzung 0 < ¢ < 1.

Die Abschatzung
q’IL
(xx2): |z, =& < 1_q|a:1 — x|
erhalt man aus (x1) durch Grenziibergang m — oc.
Wir zeigen noch
(1) fon =€l S Tofen—anal  (nEN).
Aus dieser Abschéatzung ergibt sich mittels (x x %x)
q q n—
|xn_£‘§ 1— |1'n_1'n—1| < iq 1|117n_1‘0|
- L |21 — @0l
1—g¢q ’

also die Abschéatzung (x+2). Zum Beweis von (xx1):

Aus [zn =& = |f(zn1) = fO)] < glona —¢]

= Q|xn—1 —ZTn + Ty — €|

< q(|zn—1 — 2a| + |20 =€)
folgt
(1—qlzn —& < glwn —2n_1| oder
iz, — €] < %qpcn — 2,_1| und damit
lzn =& < an_l|$1 — x| = |r1 — o .
1-— 1—g¢q

Aus der Abschéatzung (x*2) erhalt man umgekehrt auch die Abschéatzung (xx1):
Fir n = 0 in (x+2) erhalt man
lzo — &| <

- |z1 — xo] -
Beachtet man, dass der Startwert x := zy € A beliebig gewahlit war, so folgt wegen f(z) = z; aus
(xx2)

|l‘1— ¢l < l—iq|f(x) — x| fur alle z € A, speziell fur z = =z, also |z, — £| < l—iq\(f(xn) — x| =
ﬂ‘mn+1 - (En‘ S qum‘n - xnfl‘-



21.6.3 Bemerkungen

a)

b)

<)

d)

Da man jeden gewonnenen Wert z,, € A als neuen Startwert wahlen kann, ist das Verfahren
relativ unempfindlich gegen Rundungsfehler und Fehlerfortpflanzung.

Das Theorem gilt speziell fur eine kontrahierende Selbstabbildungen eines kompakten (und
damit speziell abgeschlossenen) Intervalls A := [a,b] C R.

Ist f : [ab] — [a, b] stetig differenzierbar, so ist f sicher dann eine Kontraktion, wenn
g :=max{|f(z)|; = € [a,b]} < 1 gilt.

Dies ergibt sich sofort aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (MW SD) oder dem
Schrankensatz. Wegen & — z,41 = f(§) — f(zn) = f(&) (€ — ) Mit &, € [€,x,] oder
&n € [z, €] ist die Konvergenz linear und fur groBe n ist die Konvergenzrate jeweils etwa

PACSIE

Die Bedingung, dass f eine Kontraktion ist, ist lediglich eine hinreichende Bedingung fiir die
Existenz eines Fixpunkts, sie ist nicht notwendig, wie das Beispiel

f:R — R
r — —2r+3

zeigt. f hat den Fixpunkt 1, ist aber keine Kontraktion! Warum nicht?

Im Fall f;[a,b] — [a,b] ergibt der Fixpunkt & den Schnittpunkt (¢,¢) des Graphen von f mit
der Diagonalen A := {(z,x), = € [a,b]} des Quadrats [a,b] x [a, b].

Der Ablauf der Iteration z,,+1 = f(z, =) stellt sich geometrisch Ubersichtlich dar durch den
Streckenzug, der bei (zg,xo) beginnt und der Reihe nach die Punkte (x,,x,), (Tn, Tni1),
(n+1, Tnt1) €tc. verbindet:

Beispiel: Monotone Konvergenz. Beispiel: Alternierende Konvergenz

Auch die Divergenz kann man sich graphisch veranschaulichen



AbstoRende Fixpunkte

Ist |f/(£)| > 1 so kann zwar f einen Fixpunkt ¢ haben, aber auch wenn man den Startwert
noch so nahe bei £ wahlt (&, # &), divergiert die Iterationsfolge (x,,), der Fixpunkt heif3t dann
ein abstoRRender Fixpunkt'.

f) Aussagen uber die Existenz von Fixpunkten und Verfahren zur deren Ermittlung starke Hilfs-
mittel der Analysis und der numerischen Mathematik dar. Fixpunktsatze werden in den ver-
schiedensten Zweigen der Mathematik und ihren Anwendungen verwendet, speziell in der
Analysis, etwa flr Existenzbeweise fir Differentialgleichungen oder beim Satz tber die Exi-
stenz einer lokalen Umkehrabbildung einer differenzierbare Funktion (von mehreren Verander-
lichen). Wir kommen hierauf bald zu sprechen.

g) Gilt etwa f € CP([a,b]) und ist f'(¢) = f"(&) = --- = fP=D(€) = 0, aber fP)(¢) # 0, so
liefert die Taylor-Formel fiir den Entwicklungspunkt &

[z, )
() &=zpyr = f(&) — flan) = if(p) ('Zn) (& —z,)P mitz, € oder
Y [wn:€]

und man hat sogar Konvergenz der Ordnung p, d. h. es gilt fur alle n € Ny

|Zn+1 — €| < Clz, — &|P, mit einer geeigneten Konstanten C' > 0.

21.6.4 Ein Beispiel: Ntherungsweise Berechnung voi

Wir definieren f(z) := « + cosx. Dannist f(z) = « aquivalent mit cosz = 0 und 7/2 ist die einzige
Losung dieser Gleichung im Intervall 10, 7[.
Wegen f/(z) = 1 —sinz hatman fir A:= [Z -7, Z+7| mit 0 <r < Z, ¢ := max{|f'(z)|; = €
A} < 1. Fur z € A folgt dann auch
ﬂ' m ™
‘f(x) 2’ ’f(x) f(z)‘ —q’I 2‘ ="
d. h.esist f(A) C Aund f ist eine Kontraktion.

Die Fixpunktfolge z,, 41 = f(z,,) konvergiert also fiir jeden Startwert 2o €]0, 7[ und wegen f’ (%) =

f" (%) = 0 liegt kubische Konvergenz vor.

Wegen |f”(z)| < 1 liefert (!) fur den Fehler ¢, := |z, — 5| die Abschatzung
a(n+1 ) n
epp <Lt < ket << e I mita, = 3 3k =13t — 1),
k=0
Aus elementar-geometrischen Griinden oder nach Definition von 7 als kleinste positive Nullstelle
von cos gilt 1.4 < /2 < 5 < 1.6 < 2. Wahlt man als Startwert x¢ := 2, dannist g < 0.6..
Die folgende Tabelle fiir die Werte x,,, der Fehler ¢,, := |z,, — 5| und die Fehlerschranken A,, :=

6an#,l(o, 6)(") zeigen die extrem schnelle Konvergenz von z,, (kubische Konvergenz), jedoch muss
stets cos x;,, mit der gleichen Genauigkeit wie x,, berechnet werden:



n| T, €n A,

0|2 0,43 0,6

1 |1,58385 0,0013 0, 0036

2 | 1,57079669778 3,71-1007 7,8-1076
3 | 1,57079632679489661923983 8,51 -10"2% 7,8-10777

vergleiche auch W. Kaballo: Einfihrung in die Analysis |, Spektrum, Akademischer Verlag, 2. Auf-
lage S. 271.

Wir haben in der Einfihrung (20.6.1) gesehen, dass das Fixpunktproblem und das Nullstellen-
problem aquivalente Probleme sind. Beim Fixpunktsatz (Kontraktionssatz) 20.6.2, haben wir keine
Differenzierbarkeitsvoraussetzungen fiir die Funktion f benutzt. Wir haben jedoch gesehen (vergl.
20.6.3 Bem. g) ), dass fur den Fall, dass f € C?([a,b]) gilt und der Fixpunkt¢ eine Nullstelle der
Ordnung p ist, diese lterationsfolge (z,,) sogar mit der Ordnung p gegen den Fixpunkt konvergiert.
Beim Newton-Verfahren setzen wir voraus, dass f : [a,b] — R zweimal stetig differenzierbar ist.

Die Idee des klassischen Newton-Verfahrens (auch Newton-Raphson-Verfahren genannt)zur Null-
stellenbestimmung lasst sich einfach geometrisch motivieren.



Dazu nehmen wir einmal an, der Graph von f habe die folgende geometrische Gestalt

und z;, sei bereits eine Naherung fir die gesuchte Losung ¢ der Gleichung f(z) = 0. Betrachtet
man jetzt die Tangente T an den Graphen von f im Punkt (xy, f(zx)), so hat diese die Gleichung

T(zx) = f(xx) + f'(zp)(x — 21)
Ihr Schnittpunkt .., mit der z-Achse ist gegeben durch
0= f(xk) + fl(xa)(xk+1 — xk) oder

Thy1 = T, — ]{/((‘?;)) .

"Offensichtlich” ist 2., eine bessere Naherung fur £ als z; (es muss natlrlich f/(z;) # 0 sein).
Jetzt wird man das Verfahren mit dem neuen Startwert x;, fortsetzen.

Wir werden sehen, dass unter geeigneten Voraussetzungen iber f die Newton-Folge
f(zy)
f' (k)

— wobei noch ein geeigneter Startwert xo zu wahlen ist — tatsachlich gegen die Nullstelle £ konver-
giert. Hier kommt die Grundidee der Differenzierbarkeit

Tpt1 = Th — (k € No),

— Differenzierbarkeit bedeutet in erster Naherung lineare Approximierbarkeit zum Tragen: Der
Graph von f wird ersetzt durch die Tangente, also eine linear-affine Funktion, deren Schnittpunkt
mit der z-Achse sich elementar berechnen lasst.

Man kann den Satz Uber das Newton-Verfahren unter verschiedenen Voraussetzungen formulie-
ren. Wir wahlen eine Formulierung, in welcher die Existenz einer (einfachen) Nullstelle der betref-
fenden Funktion vorausgesetzt wird (vergl. hierzu die Bemerkungen im Anschluss an das Theo-
rem).

21.6.5 Theorem (Newton-Verfahren zur Nullstellenbestimmang)

Sei [a,b] € R(a < b) ein kompaktes Intervall und f : [a,b] — R eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion (also f € C?/[a,b]), die im offenen Intervall ]a, b eine Nullstelle hat: f(¢) = 0 fur £ €]a, b].

Ferner sei
m = min{|f'(z)|, x € [a,b] > 0} und M := max{|f"(x)|; = € [a,b]}

AulRerdem sei 6 > 0 so gewahlt, dass
M .
q:= 2—6 <1l undK :=[{—0,§£+ 6] C [a,b] gilt.
m

a) FurjedenStartwert zy € K liegen die Newton-lterierten x,, in K (2,41 = @, — %, n € Ny

und die Folge (z,,) > 0 der Newton-Iterierten konvergiert gegen die Nullstelle &.

Fir n € Ny gilt
(*) Tpi1—&= % fn f”(t)(§ — t) dt und

(#4) |ong — & < X, — ¢



b) Die Folge (z,) konvergiert gegen ¢ (wegen (xx) sogar quadratisch). Genauer gelten die
Fehlerabschéatzungen

(3) |z—¢<22¢?" neN und
(4) |xn - £| < %'f(mnﬂ < 2m|1'n xnfl‘Qa neN

Beweis: Wesentliches Hilfsmittel beim Beweis wird die Taylorsche Formel mit Restglied sein.
(a) Wir beweisen die Aussage z,, € K fir alle n € Ny mit Induktion nach n.

xg € K gilt nach Voraussetzung. Es sei bereits z;, € K fur k = 0,...,n gezeigt. Zu zeigen ist
dann z,.; € K.

Wir benutzen die Taylorsche Formel mit Integralrestglied (vergl. ) mit x = &, und a = x,, und
erhalten

£
0= F(€) = f(n) + I (2n)(€ — 2n) + / e -

Subtrahiert man hiervon die Tangentengleichung 0 = f(x,) + f/'(zn)(zn+1 — x,), SO erhalt
man

0= f'"(zn)(€ — Tpi1) / F' () (€& —t)dt oder

Tpt1 — &= f,(i ) f”(t)(g —t)dt.

Das ist die gerade die Gleichung (1). Aus den Voraussetzungen ergibt sich mit der Stan-
dardintegralabschétzung hieraus auch |z, — & < %Mn — ¢|?, also (2) und damit auch
weiter

M
|1'n+1 *£| < T|xn 7§|2 < Q|5En 75‘ < ‘.En 7£| <
m
und damit z,, € K fir alle n € Ny.
(b) Firn = 0ist (3) richtig. (3) gelte fur ein beliebiges n € N dann folgt mit (2)
M M 2m 2 n 2m n+1
_ £ < 2 2 < i 2.9m _ 4 (gnf1)
|21 =&l < o fan — &7 < 2m<M> q TR
und damit (3) auch fur n + 1.
Zum Nachweis von (4) verwenden wir zunachst den Mittelwertsatz der Differentialrechnung
(MWSD) f(zn) — f(&) = f'(&n)(zn — &) mit einem geeigneten Zwischenwert &,, € { [7n, €]

[57 x’ﬂ]
Damit folgt wegen f(¢) =

[f(@n)l = f'(&n)] 2n — €| = mlz, — €] Oder

(4a) |, — €] < L

Eine weitere Anwendung der Taylorschen Formel (z = z,; a = x,_1) mit Lagrange-Restglied
liefert

f@n) = f@n1) + f (@n1)(@n = wn1) + 52 (@0 = 210)?
=0

Tp— Tp_1)?

dabei ist z,, eine geeignete Zwischenstelle zwischen z,,_; und z,,.

Mit (4a) folgt dann

2

)l _ 1)l oM

m 2m T 2m

Das ist die (a-posteriori-) Abschéatzung (4).



21.6.6 Bemerkungen:

a)

b)

d)

e)

In der Situation von Theorem 20.6.3 hat f wegen f/(z) # 0 fur alle z € [a, b] und des Satzes
von Rolle héchstens eine Nullstele in ]a, b[, wegen der vorausgesetzten Existenz einer Null-
stelle, hat f also genau eine Nullstelle in ]a,b[,. Die Existenz einer solchen Nullstelle kann
man haufig mit Hilfe des Zwischenwertsatzes zeigen.

Ist diese garantiert und ist f/(£) # 0 (d.h. ist £ eine einfache Nullstelle), so existiert stets eine
mdoglicherweise sehr kleine abgeschlossene Umgebung K := K; := [£ — 4, £ + 4] fUr welche
die Voraussetzungen des Theorems erfillt sind. Das Problem beim Newton-Verfahren be-
steht also darin, einen im "Einzugsbereich” der Nullstelle ¢ gelegenen geeigneten Startwert
x¢ zu finden.

Man vergleiche hierzu auch die Ubungsaufgabe tiber "anziehende” und "abstoRende” Fix-
punkte. Wir hatten das Newton-Verfahren auch als Fixpunktiteration fiir N(z) = x auffassen
kdénnen, dabei sei

Ny(z):=N(z) =2 — ;/((?)

die zu f gehdrige Newton-Funktion, wobei natirlich der Ausdruck
muss.

J{c,(('?) einen Sinn haben

Hat man einen Startwert x, im Einzugsbereich der quadratischen Konvergenz gefunden, so
konvergiert das Newton-Verfahren extrem schnell gegen die Nullstelle &:

Im Fall ¢ < 1 gilt nach 10 Iterationsschnitten — wenn man 20 = 1024 > 10% beachtet — bereits

2m 1000 2m —-300
— < — ~ —10 .
|$10 §| > Mq M

Auch im Fall f/(¢) = 0 ist das Newton-Verfahren nicht unbedingt zum Scheitern verurteilt,
denn es kdnnte ja auch f(£) = 0 sein und der Grenzwert lim % existieren
Ubung: Man untersuche hierzu a« — B
f*R — R
z — 2P (peN;p>2) mit £=0 und
beliebigem Startwert zq — 0.

Ist f € CPT1([a,b]) und £ €]a, b] eine p-fache Nullstelle von f, d. h. es gelte

f© =f(& == =0, aberfP (&) £ 0,
dann konvergiert das Newton-Verfahren noch linear mit Konvergenzrate 1 — %, d. h. far hin-
reichend groRe n gilt 11 — & ~ (1 — ) (z — §) .

Modifiziert man in diesem Fall die Newton-Folge, indem man x,, 1, := x,, fp}{/((‘i")) firn € Ny

setzt, so hat man fir geeignete Startwerte =, wieder quadratische Konvergenz.

Wegen m := min{|f'(z)|, = € [a,b]} > 0 hat f’ konstante Vorzeichen im Intervall [a, b).
Andert auch f” sein Vorzeichen nicht auf [a, b], so ist f konvex oder konkav auf [a, b] und hat

ff— das gleiche Vorzeichen wie zy — &, so impliziert die Bedingung % 0 < 1" wegen (1) in

[z0, €]

20.6.5 (x) bereits z,, € { oder fir alle n.

[57 :EO]

Dann konvergiert (z,,) monoton gegen £ und die Bedingung [£—4, £+] C [a, ] ist Uberflussig.



21.6.7 Beispiel:

Newton-Verfahren zur Berechnung der p-ten Wurzel aus einer positiven reellen Zahl.

Sei a > 0. Die p-te Wurzel aus a(p € N, p > 2) ist (eindeutig bestimmte) Nullstelle ¢ > 0 der
Funktion f : R} — R; = — 2P — a. Das Newton-Verfahren liefert hier

b —a 1 a
= — = — — 1 _— .
Tt = nah ' { ((p JTn + xﬂl) }

Fir n — oo konvergiert (z,,) nach Theorem gegen £ = /a, wenn nun der Startwert xo nahe genug
bei ¢ gewahlt wird. Hier ist aber wegen der Konvexitdt und Monotonie von f die Konvergenz fir
jeden Startwert zy > 0 gesichert.

Die Folge (z,)nen ist in diesem Fall monoton fallend und konvergiert notwendig gegen ¢a. Fir
hinreichend grof3e n liegt dann x,, im Einzugsbereich der Nullstelle £ und die Fehlerabschéatzungen
gelten mit diesem z,, als neuen Startwert.

Ty > Ya, n €N

% < Tpoq <Xy

Den Spezialfall p = 2 haben wir friiher (vergleiche ) bereits ausfiihrlich betrachtet. Wir wollen fir
diesen Fall den Einzugsbereich der quadratischen Konvergenz bestimmen. Es gilt (vergl. ).

Aus z( > 0 folgt {

S TR R
= i(xn_\/a)Q )

also fir n > 1 (wegen z,, > \/a)
1 2
’xn+l - \/a‘ < m !xn - \/&| .
Quadratische Konvergenz erhalt man also fir Startwerte x, mit der Eigenschatft
1

Da die Folge (f) monoton wachsend gegen /a konvergiert, erhalt man aus der Beziehung

L <Va<a,
T
ein Abbruchkriterium: Man stoppt die Berechnung falls bei vorgegebenem ¢

a
0<z,—— <9
xn

gilt.



Man vergleiche hierzu nochmals die Tabellen zur Berechnung von /2 in Abschnitt ? .

Auch bei absurder Wahl des Startwerts x erhalt man schnelle Konvergenz. Neben der schnellen
Konvergenz ist das Newton-Verfahren zur Wurzelberechnung auch noch selbstkorrigierend, wenn
man /2 etwa auf 100 Dezimalstellen genau berechnen, so miissten wir nicht die Rechnung von
Anfang an mit 100-stelliger Genauigkeit durchfuhren. Wahit man den Startwert z, = 2, so liefert
das Newton-Verfahren schon nach 6 Iterationsschritten 36 exakte Dezimalstellen. Nimmt man x¢
als neuen Startwert, erhalt man nach zwei weiteren Iterationsschritten 100 exakte Dezimalstellen.
Die Verhaltnisse sind jedoch nicht immer so ideal wie im letzten Beispiel.

21.6.8 Arger mit dem Newton-Verfahren

a) Betrachtet man das Beispiel
f*R — R

r +— arctancx.

mit der einzigen Nullstelle £ = 0, so divergiert das Newton-Verfahren fur jeden Startwert z
mit |zo| > 2. Vergleiche Ubungsaufgabe ? Blatt ?. Wahit man jedoch einen Startwert zy mit
|zo| < 2, so konvergiert das Newton-Verfahren gegen die Nullstelle £ = 0 von arctan.

b) Zykel im Newton-Verfahren
Betrachtet man
f:R — R mit
r — signz)yx.

Dann gilt fur die entsprechende Newton-Funktion N;(z) = N(z) =z — vz [(1/(2V/z)| = —=x
firz > 0und N(—z) =z fur z < 0.

Fur jeden Startwert tritt das Newton-Verfahren auf der Stelle.
Beachte |N'(z)| = 1 fur alle z € R.



21.7 Uneigentliche Integrale]'-Funktion, Stirlingsche Formel (wird nachgetragen)

21.8 Fourier-Reihen: Eine Einfihrung

Diese Einflhrung enthalt:

0.
1.

Einflhrung, Motivation

Grundbegriffe: Trigonometrische Polynome und trigonometrische Reihen, der Begriff der
Fourier-Reihe, erste Beispiele

Eine Minimaleigenschaft der Fourier-Polynome, Konvergenz im quadratischen Mittel, Bes-
selsche Ungleichung.

Die Satze von Dirichlet und Féjer, Beispiele und Anwendungen: Partialbruchzerlegung des
Cotangens und Produktentwicklung von sin 7.

Die Vollstandigkeit des Systems (e )xcz im Vektorraum V.

Eine Anwendung: Die isoperimetrische Ungleichung.

Einfihrung, Motivation

Eine der Grundaufgaben der Analysis ist es, "relativ komplizierte” Funktionen mit Hilfe "re-
lativ einfacher” Funktionen (z. B. durch Polynome) darzustellen oder wenigstens zu appro-
ximieren. Sind z. B. von einer beliebigen Funktion: f : R — R, von der wir allerdings vor-
aussetzen, dass sie n-mal stetig differenzierbar ist, der Funktionswert f(a) und die Werte
f®(a), k = 1,...,n fur eine Stelle « € R bekannt, dann approximiert das n-te Taylor-
Polynom

!/

a
Too(P@) = fla) + T\
von f die Funktion f, in einer Umgebung de Stelle ¢ in dem Sinne gut, dass fir 0 < k < n
die Ableitungen f®(a) und TS")(f)(a) iibereinstimmen und fiir den Fehler R, .(f)(z) :=
f(@) = Tha(f) (@) gilt

(@—a) -+ I —ay

Rn,a(f)(x) = (.13 - a)”r(x)

mit einer stetigen Funktion r, fur die r(a) = 0 gilt. Verallgemeinerungen von Polynomen
sind Potenzreihen, jedoch ist die Klasse der Funktionen, die sich wenigstens lokal durch
Potenzreihen darstellen lassen (die sog. (reell-) analytischen Funktionen) verhaltnismafig
eng. Weil Potenzreihen stetig, differenzierbar, ja sogar beliebig oft differenzierbar sin, haben
die dargestellten Funktionen die entsprechenden Eigenschaften.

Umso erstaunlicher ist es, dass mit Hilfe von Linearkombinationen aus
1, cos x,sin x, cos 2x,sin 2z, . . ., cos nx,sinn, . . .

relativ komplizierte "willkirliche” Funktionen dargestellt werden kénnen. Diese Entdeckung
hat im 18. und 19. Jahrhundert wesentlich zur Begriffsbildung und zur Klarung von Grundla-
gen der Analysis beigetragen.

Eine Grundeigenschaft der Funktionen cos und sin ist ihre 27-Periodizitat: Es gilt fur alle
zeR
cos(z + 2m) = cosz und sin(z + 27) =sinx.

Neben diesen "Grundschwingungen” haben aber auch die "Oberschwingungen”

cos(kx) bzw. sin(kz) (k € N, k > 2)



die Periode 27 (und damit auch die Perioden 27/, ¢ € Z). Idee ist es nun, moglichst allge-
meine 2r-periodische Funktionen als Uberlagerungen dieser harmonischen Schwingungen
zu schreiben (also die Frequenzen zu erhéhen), d. h. endliche Summen

Q, i . -
?0 + ;(ak cos ka + by, sin kx) bzw. Reihen
o0

% + I;(ak coskx + by sinkx) ag,by € C,z € R

zu betrachten. Warum man das das konstante Glied in der Form < schreibt, wird sich bald
zeigen.

Periodische Vorgange spielen auch bei zahlreichen Anwendungen eine wichtige Rolle (Astro-
nomie, Physik etc.).

21.8.1 Grundbegriffe:

Der Begriff der periodischen Funktion, trigpnometrische Polynome und Reihen, der Begriff
der Fourier-Reihe, erste Beispiele.

21.8.2 Definition:

Eine Funktion f : R — C heil3t periodisch mit der Periode p(€ R), falls fur alle € R gilt

flx+p)=f().

Da die Zahl 0 Periode fur jede Funktion ist, sind natirlich nur Perioden p # 0 von echtem
Interesse. Die Menge Per(f) der Perioden einer Funktion f : R — C bildet offensichtlich
einen Z-Modul, d. h. sind p; und py Perioden von f, dann ist auch myp; +mop- fir beliebiges
m1, my € Z eine Periode von f.

Aufgabe: Zeigen Sie: Gibt es unter den positiven Perioden eine Funktion f : R — C eine
kleinste, etwa p, so ist jede Periode w von f ein ganzzahliges Vielfachesvonp : w = ¢p, £ € Z.

Aufgrund der folgenden Bemerkung kann man sich bei der Untersuchung periodischer Funk-
tionen immer auf 27-periodische Funktionen beschranken:

21.8.3 Bemerkung:

Hat die Funktion f : R — C die Periode p # 0 dann hat die Funktion ¢ : R — C mit
g(z) = f (£&=z) die Periode 27. Hat umgekehrt g : R — C die Periode 27, dann hat f : R — C

mit f(y) =g (%“y) die Periode p.

Wir werden uns daher bei unseren Untersuchungen auf 27-periodischen Funktionen be-
schréanken.

Fur die Kombinationen cos kz + isinkz = exp(ikz)(k € Z, x € R) flhren wir eine spezielle
Bezeichnung ein: e;, : R — C sei definiert durch e;(z) := exp(ikxz). Man beachte, dass die
'Basisfunktionen’ e, : R — C 2x-periodisch sind, also alle Werte, die sie Uberhaupt anneh-
men, schon etwa im Intervall [0, 27, sogar in [0, 2r[ annehmen, und dass das Bild von [0, 27]
unter der Abbildung e, im Fall k # 0 die Einheitskreislinie S* = {z € C : |z| = 1} ist. Insbe-
sondere bildet die Funktion: cis:= e; das Intervall [0, 27| bijektiv auf die Einheitskreislinie S*
ab.



Man beachte auch die Rechenregeln

€k - €p (S} (k‘,@ S Z)
(ex)” = e (k,relZ).

Eine Funktion der Gestalt (n € Ng) T, : R — C

x = T :?O+kz_1 ay, cos bx + by, sin kx) (%)

(ag,br, €eC <k <n,zeR)

nennen wir ein trigonometrisches Polynom vom Grad hdchstens n. Aufgrund der Eulerschen
Formeln

exp(ikx) + exp(—ikx)  ex(x) + ep(—x)

hy = _
COS KX 2 2
sin ke — OPUET) + exp(—ikz) _ ex(w) — ex(~2)
2 21
lasst sich T;,(x) auch in der Form
Tn(x) = Z crer(z), e € C (xx)

k=—n

ausdriicken, wobei zwischen den Koeffizienten ay, by und ¢, der folgende Zusammenhang
besteht:

%(ak—ibk,), kZl
L = %ao, k=0 .
E(a_k“'ib_k” k<0

Umgekehrt lassen sich die a; und b, durch die ¢; ausdriicken:

a = CL + C_g, k>0

bk = i(ck — C_k-), k Z 1

Dass a; und by, reell sind, ist mit ¢; = c_j, aquivalent.

Frage: Sind die Koeffizienten ¢; in der Darstellung fir die a; und b, durch T,, eindeutig
bestimmt? Die Antwort ist "ja” und der Grund liegt in den Orthogonalitatsrelationen, welche
das System (e )rez erfullt.

Orthogonalit &tsrelationen

Furk ¢ e Zqgilt

= f exp(ikz) exp(—ilz)dr = oy = { (1) Z;«éﬁ

Beweis: Nach dem Additionstheorem von exp gilt
1 2 1 2w
Py /exp(zkw) exp(—ilz)dx = Py /exp(z(k —)x)dx
0 0

Fur k = ¢ ergibt sich ;L - 2r = 1.



Fir k # £ ist

2
1 ) _ 1 expi(k =0z o,
5 /exp(z(k‘ —x)dr = 5 g o

s
0

207

da ej_¢(z) die Periode 27 hat.

Bemerkung: Man spricht von Orthogonalitatsrelationen, weil die Funktionen im Sinne des
Skalarprodukts, das wir im Abschnitt 2 definieren, tatsachlich orthogonal zueinander sind.

Aufgabe: Beweisen Sie Orthogonalitatsrelationen fiir die Funktionen cos kx, sin k.

Multipliziert man dabei in der Darstellung

n

To(x) = Y cxex(w) mit eg(—) (= e_y(x))

k=—n
und integriert, dann folgt
1 27 1 27 n
o ), Tu(@)ee(~a)dz = - i k;ﬂ crer(x)e(—z)d
n 2
1
= 3 ay: [a@ed-ad -
27
k=—n 0
n 1 2m n
= kz ck%/ek,g(x)da:: kz cchu = Cy,
=—n 0 =—n

also sind die Koeffizienten ¢, (wir nennen den Index wieder k) in der Darstellung durch T,
eindeutig bestimmt:

27
ek = 5 [ Tn(z)exp(—ikz)dz

™

0

Betrachtet man in dieser Gleichung den Grenziibergang n — oo, dann erhalt man eine Reihe
der Gestalt

oo

Z ckek(:r) = nlLII;O Z ck.ek(x)

k=—0c0 k=—o00

Dabei sind die ¢, € C beliebig vorgegeben. Eine Reihe vom Typ heil3t trigonometrische
Reihe. Sie heil3t konvergent, wenn (der symmetrisch gebildete) Grenzwert rechts existiert.

Beachte: Man verwendet das Symbol > ... in zweierlei Bedeutung: Einmal ist es ein

k=—o0

Synonym fir die Folge | > cger(z) | der Partialsummen, zum anderen (im Fall der Kon-

k=—n
vergenz) bedeutet es den Grenzwert der Folge der Partialsummen (bei punktweiser bzw.
eventuell gleichméaRiger Konvergenz).

Wenn z. B. die Reihe >~ |cx| konvergiert, dann ist die trigonometrische Reih® " ce () aufR
k=—00 k=—o0
gleichmaRig konvergent; durclfi: R — C, x — > cger(z) wird also einstetige und
k=—o00

2w — periodische Funktion definiert

Es stellen sich nun fast von selbst die folgenden Fragen:



(A) Welche 2r-periodischen Funktionen: f : R — C lassen sich durch trigonometrische
Polynome approximieren oder sogar durch trigopnometrische Reihen darstellen?

(B) Wie lassen sich die auftretenden Koeffizienten ¢, berechnen? Sind sie etwa wie im

Fall der trigonometrischen Polynome durch f eindeutig bestimmt? Was wir feststellen
kénnen, ist zunachst folgendes:

Feststellung: Ist die Funktion f : R — C lokal integrierbar (es reicht, dass f|[0, 2n] eine
Regelfunktion ist) und es gelte

o0

flay="Y" eaenl@),

k=—o0

wobei die Reihe rechts auf R gleichmaRig konvergiere, dann gilt notwendig fur alle k € Z:

2

e = 5= | f(x)exp(—ika)dx
0

Beweis: Wir betrachten ein festes ¢ € Z, multiplizieren mit e,(—z) = e_,(x):

oo

f(x)e_e(z) = Z crep—e(x).

k=—o0

Wegen |e;_¢(x)| = 1 fur alle z € R ist auch die Reihe rechts auf R gleichméRig konvergent,
so kdnnen wir daher gliedweise uber [0, 27] integrieren. Das ergibt

2m 2
1 . e 1
g/f(l”) exp(—ilz)dz = Z Ck%/ ex—o(w)dx
0 k=—o00 0
= > adu=c
k=—0c0

Fazit: Die Koeffizienten ¢ lassen sich in einfacher Weise gewinnen, namlich durch Integra-
tion der darzustellenden Funktion f, multipliziert mit ex(—x) = e_i(z) = ex(x), Uber das
Periodenintervall [0, 2. Diese werden unabhéngig voneinander fir jedes k berechnet; der
Aufwand ist fiir jedes £ gleich grof3.

Wir drehen nun gewissermalen den Spiel3 um, gehen nicht von trigonometrischen Reihen
aus, sondern von Funktionen f: R — C.

Wir treffen die Vereinbarungen:

Wir bezeichnen mit V' den C-Vektorraum der 27-periodischen Funktion f : R — C, deren
Beschrankung auf das kompakte Intervall [0, 27] eine Regelfunktion ist. Fur f € V heil3t

flk) == 7 f(x) exp(—ikz)dz, k € Z,

0
EULER-FOURIERsche Formel

der k-te Fourier-Koeffizient von f und die Reihe

Seo(f) == lim Y~ f(k)ex die Fourier-Reihe von f.

k=—n



Die Partialsumme S,,(f) := Y. f(k)er(n € Ny) nennen wir auch das n-te Fourier-Polynom
k=—n

von f. Diese kann punktweise oder gleichmafiig konvergieren. Werten wir die Partialsumme
bzw. die Reihe an eine Stelle = € R aus, so schreiben wir auch

Sn(f)(x) bzw. S (f)(z) .

Jeder Funktion f € V kann man also die Fourier-Reihe S, (f) zuordnen:

f— SOO(f> :
Fragen: Gegeben sei eine Funktion f € V.

(A) Fur welche x € R konvergiert die Fourier-Reihe von f punktweise?
Fir welche Funktion konvergiert sie sogar gleichmaRig?

(B) Giltim Falle der Konvergenz der Fourier-Reihe notwendig

f(@) = Soo(f)(2) ?

Das heif3t, stellt die Fourier-Reihe die Funktion dar?

(C) Gibt es Bedingungen dafiir, dass eine Funktion f € V durch ihre Fourier-Reihe darge-
stellt wird?

(D) Ist die Fourier-Reihe einer stetigen Funktion f € V' in jedem Punkt x € R konvergent?

Letzteres ist nicht der Fall. Ein Gegenbeispiel findet man etwa in Zygmund: Trigonome-
trical Series, Warschau 1935 auf Seite 298 oder auch Konigsberger Analysis 1, 16.4.

(E) Wenn aber die Fourier-Reihe einer stetigen V' Funktion f € V doch an einer Stelle
x € R konvergiert, gilt dann S (f)(x) = f(z)?

Wir werden wenigstens Teilantworten auf die gestellten Fragen geben. Eines der Ergebnisse
wird sein, wenn die Fourier-Reihe einer Funktion f € V in einer Stelle z € R konvergiert,
dann konvergiert sie gegen f(z) := % d. h. gegen das arithmetische Mittel aus
dem rechts- bzw. linksseitigen Grenzwert an der Stelle z. Die Grenzwerte

fley) = lim f(z+h) - f(z) und

flao) = lim f(z—h) - f()

h<0
existieren stets, da f lokal integrierbar auf R — C 2r-periodisch, &|[0, 2r] Regelfunktion,
dann ist i lokal integrierbar, also Uber jedes kompakte Teilintervall von R integrierbar, speziell
gilt fur beliebige a,d’ € R

2 a+2m 2
/h(t)dt: / h(t)dt:/h(a’+t)dt,
0 a 0

speziell fir a = —7 also etwa

{ h(t)dt = /ﬁ h(t)dt = /ﬂ h(a +t)dt

Die Fourierkoeffizienten f(k) einer Funktion f € V lassen sich deshalb auch in der Form

s

flk):= £ _} f(t)exp(—ika)dz, k € Z




schreiben. Das ergibt fur
1 us
ag :=cp +c_p = — / f(t) cos(kt)dt; k>0
s

bzw.

b == i(cp —c_g) = % / f(t)sin(kt)dt; k> 1.

Ist f € V eine gerade Funktion, d. h. f(—z) = f(z) fir alle z € R, so sind alle b, = 0(k > 1)
und fir die ay, gilt aj, = 2 [ f(t) cos(kt)dt, k > 0.
0

Ist f € V ungerade, d. h. f(—z) = —f(z) fir alle z € R, dann sind alle a;, =0 (k > 0) und es
gilt

by = 2 / F(#)sin(kt)dt, k> 1.
v
0

Die Fourier-Reihe reduziert sich also auf eine reine cos-Reihe bzw. reine sin-Reihe.

Bemerkung: Fir theoretische Uberlegungen ist die Verwendung der komplexen Fourier-
Koeffizienten f(k) meist zweckmaRiger, fiir konkrete Rechnungen, insbesondere, falls die
Funktion f gerade oder ungerade ist, die Verwendung der a; bzw. b, das Rechnen im 'Kom-
plexen’ ist jedoch haufig einfacher.

Die Berechnung der Fourier-Koeffizienten fur die Aufstellung der Fourier-Reihe einer Funk-
tion f € V geschieht unter Verwendung der bekannten Integrationstechniken (z. B. partielle
Integration, Substitutionsmethode, Integration der rationalen Funktionen). Wir begniigen uns
zunachst mit 2 Beispielen:

(1) Die stuckweise lineare 2w-periodische Funktion f : R — R mit

Lm—t) far (0<t<2m
f(t) = 0, fur t=0
f(t+2m), furale teR

besitzt Sprungstellen in den Punkten ¢t = 27k, k € Z und ist im Ubrigen ungerade.
Sagezahn:



Nach der Bemerkung gilt a;, = 0 fir & > 0 und flr die b, gilt

2 11 _
b = ;/i(w—t)smktdt

1 1
= E — ? sin kt =
™
Also ist die Fourier-Reihe von f gegeben durch
sin kt

SNt =32
k=1

Man kann zeigen, dass fir 0 < ¢t < 27 gilt

Fur ¢ = 0 gilt offensichtlich So.(f)(0) = 0, ebenso S (f)(2r) = 0. Daher gilt fur alle
teR

k=1
Die Fourier-Reihe von f konvergiert fur alle ¢ € R und stellt die Funktion f dar. Man

beachte dabei, dass der Funktionswert 0 bei den Sprungstellen 27k, k € Z das arith-
metische Mittel aus dem rechts- und linksseitigen Grenzwert ist:

lim f(2rk 4+ h) + lim f(27k — h)
o i _3+(5) _,
2 2

(NIE]

In einer Umgebung einer der Sprungstellen ist die Konvergenz nicht sonderlich gut.
Sprungstellen fihren zu Fourier-Koeffizienten der Gré3enordnung %(k: — 00) und be-
eintrachtigen damit die Konvergenzqualitat fur alle ¢.

An jeder Sprungstelle tritt das "Gibbs-sche Phdnomen” auf.

In jedem kompakten Teilintervall [a, 3] C]0,2x| konvergiert die Fourier-Reihe sogar
gleichmaRig.

(2) Wir setzen die Einschrankung der Betragsfunktion
frol=mml =Rz |al
auf ganz R mit der Periode 27 periodisch fort.
Vorspann:

Behauptung: > & <2
k=1



n
Beweis: s, := > &

k=1
1 1 1 1
o= ety tiat T
< 1+i+i+i+ 1
- 2-1 3-2 4-3 n-(n—1)
_1+11+11+11++11
B 2 2 3 3 4 n—1 n
1 1 1 1 1 1 1 1 1
< (22 ) (2 Z ). = _ S
=5 < 141 (2 2) (3 3> (4 4> (n—l n—l) n
1
= 1+41--<2
O
f ist offensichtlich gerade, d. h. alle b, verschwinden und fr die a;, gilt
2 [T 22
agy = 7/ tdt=—— | =nundfurk > 1
T Jo ™2
2/”
ar = — t cos k
TJo .4,
2 tsinkt T 2 T sin kt
= | —= dt
™ ko 7J
2 T2 _ 0, falls k gerade
- W(COSkt)(L_ﬂc?((_l)_l)_{ =%, falls k ungerade
also lautet die Fourier-Reihe von f
T 4= cos(2k — 1)z
S = — _ =
() 2 w; (2k —1)2
Die Fourier-Reihe S (f) von f = | - | konvergiert offensichtlich gleichmaRig auf R, stellt also
eine stetige Funktion dar, gilt aber
Soo(f)(xz) = |f]d.h.also
T 4 s cos(2k — 1)z
- — = = fur alle R?
2 WkZ:: (2k — 1)2 21 ve

Das ist — wie wir bald zeigen werden — tatsachlich der Fall. Durch eine einfache Umformung

erhalt man

n cos 3x n cos dHx n 72 | |
cost+ ———+ ——+---= — — — |x|.
32 52 8 4

Setzt man hier x = 0, so folgt die bemerkenswerte Gleichung

2 _ 1 1 _ \o© 1
FT=ltete =2l @




®3)

Damit kann man auch den Wert der Riemannschen ¢-Funktion ((s) = Y72, 7= an der Stelle
s = 2 berechnen.

Setzt man namlich

o0

1
Si=Y, m(=¢@)
k=1
und schreibt (man rechtfertige die Zerlegung)
=1 =1
S = =t =
k=1 k=1
kungerade k gerade
so ergibt sich
~ilsa
S = § + 27 , also

Die Funktion f;R — C, t — g:i gg:i ist 2w-periodisch und stetig (Plotten Sie den Graphen!).

Zeigen Sie, dass die Fourier-Reihen von f gegeben ist als So. (f)(z) = Y7, 3¢ cos(kz) und
zeigen Sie direkt, (mit Hilfe der Summenformel fur die geometrische Reihe) dass

Seo(F)(x) = 2ik coskaz = f(x) furallez € R gilt .
k=0

Schlussbemerkungen

Da eine 2r-periodische Funktion jeden Wert, den sie annimmt, schon in einem Intervall der
Lange 27 annimmt, ist es nahe liegend, Punkte z,z’ € R, deren Differenz z — z’ ein ganz-
zahliges Vielfaches von 27 ist, unter dem Gesichtspunkt der 27-periodischen Funktion nicht
zu unterscheiden, es gilt ja f(z) = f(2), falls x — 2’ € 2xZ. Wir wollen daher zwei Punk-
te z und 2’ € R aquivalent (mod2x) nennen, wenn fir ihre Differenz » — 2/ € 27Z qilt.
Das definiert eine Aquivalenzrelation auf R, die zu = gehérige Aquivalenzklasse sei [z], also
[z] = {y € R, y ~ z}. Eine 2r-periodische Funktion lasst sich dann auch als Funktion auf der
Menge {[z]}; 2 € R} der Aquivalenzklassen auffassen. Diese Menge der Aquivalenzklas-
se (es ist eine Menge von Mengen!) bezeichnet man hier auch mit R/2xZ. Die Abbildung
p : R — R/27Z, x — [z] nennt man auch die kanonische Projektion und man hat eine
Zerlegung

R - c
pl  /Ff
R/27Z

der Abbildung f in die kanonische Projektion p und die Abbildung f: R/27Z — C eine
Funktion, dann wird durch f(z) := f(z).

Ist umgekehrt f : R/27Z — C eine Funktion, dann wird durch f(z) := f([z]) eine 2n-
periodische Funktion auf R definiert.

Wir wissen ferner, dass cis™ : R/27Z — S, [t] —1 (t) = exp (it) bijektiv ist, daher kénnen
wir eine 2r-periodische Funktion f : R — C bzw. eine Funktion f : R/2xZ — C auch als



Funktion f° auf der Einheitskreislinie auffassen. f° : S' — C, exp (it) = e1(t) — f([t])
f (@), (t € R). Jede 27-periodische Funktion f : R — C und umgekehrt.

f

R —— C
pl  f/ 1S
R/27Z St

exp (it) = ex (1)

T

1]

21.9 Eulersche Summenformel und Bernoullische Polynome (wdrnachgetragen)

21.10 Interpolation und elementare Aspekte der numerische Integration (wird
nachgetragen)

21.11 Einige elementar integrierbare Differentialgleichungen (wird nachgetragen)



V: Weiterer Ausbau der Integral- und Differentialrechnung
ist noch in Bearbeitung und enttlt u.a.:

e Uneigentliche Integrale, I'—Funktion, Stirlingsche Formel

e Eulersche Summenformel und Bernoullische Polynome

e Interpolation und elementare Aspekte der numerischen Integration
e Einige elementar integrierbare Differentialgleichungen

¢ Einige geometrische Anwendungen: insb. Kurven und ihre Langen

(wird nachgetragen)



VI. Metrische Raume und ihre Topologie

Mit diesem Kapitel beginnen wir mit dem systematischen Studium von Funktionen mehrerer Verander-
licher. Wir wollen Begriffe wie etwa ,Konvergenz“, ,Stetigkeit®, ,Kompaktheit* auf allgemeinere Si-
tuationen Ubertragen. In den Anwendungen der Mathematik (speziell in der Physik, aber nicht nur
dort) hat man es haufig mit Phdnomenen zu tun, die nicht nur von einem Parameter abhangen,
sondern von mehreren. Dazu einige Beispiele:

(1) Die Bewegung eines Teilchens in R? kann man als (stetige) Abbildung eines Intervalls [a, b] C
R in den R? auffassen:

(t etwa ein Zeitparameter)

(2) Betrachtet man etwas allgemeiner die Bewegung von m Massenpunkten in R, dann wird
die Bewegung beschrieben durch m Abbildungen (1 < j < m)

a9 a0 — R3,
t = (o008 .08 ().
also insgesamt durch eine Abbildung
a: [a,b] — (R®)"=R",
oo (af0),087(0,0f"(1), 0 (1), a8 (1), 0P (1), o™ (1), a8 (1), af™ (1)

(3) Befindet sich im Nullpunkt 0 = (0,0,0) € R? eine Masse M, so Ubt sie nach dem Gravita-
tionsgesetz auf eine im Punkt x = (21,79, 23) € R3 — {0} befindliche Masse m eine Kraft

aus:
C x

o ri=r(x) =\ /23 + 23 + 23

(dabei ist (auch im Folgenden) * als % - x aufzufassen und C ist eine geeignete Konstante).
Durch

Pla) =

F: R —{0} — R?,

(x1,29,23) — F(x)

wird ein Vektorfeld (Kraftfeld) definiert.

(4) Nach dem Boyle-Mariotteschen Gesetzt hangt das Volumen eines idealen Gases vom Druck
p und der Temperatur T ab:

T
V=Vp.T) =

mit einer Konstanten c.



(5) Fur den Drehimpuls L (im Bezug auf 0 = (0,0, 0)) eines Teilchens mit der Masse m, das sich
in R? bewegt, gilt
L(t) = (t) x p(t),
dabei bezeichnet x das Vektorprodukt in R3, x(¢) den Ort und p(t) den Impuls zur Zeit
t € la,b].

Diese Liste von Beispielen lasst sich beliebig fortsetzen. Der Schritt von der eindimensionalen
Analysis zur mehrdimensionalen Analysis bereitet haufig Schwierigkeiten u.a. weil

e die Theorie nicht mehr vertraut ist,
¢ die Rechenverfahren komplizierter werden,
e die begrifflichen Anstrengungen erhdht werden missen.

In der Analysis 1 haben wir einen kleinen Schritt in diese Richtung beim Ubergang von R zu
R? = C bereits getan. Wir werden versuchen, einen Mittelweg zwischen geometrischer Anschau-
lichkeit und Abstraktion zu finden. Wir entwickeln die Begriffe im Kontext der ,metrischen Raumen*,
der allgemeine Begriff des ,topologischen Raumes* wird lediglich gestreift. Unsere Anschauung ist
haufig nur ein unzureichendes Hilfsmittel zum Verstandnis komplizierter PhAnomene. Der Einsatz
eines Computeralgebrasystems (CAS) zur Visualisierung vieler Phanomene ist dabei ausgespro-
chen nitzlich.

22 Der Begriff des metrischen Raums, Beispiele, topologische Grund
begriffe

Wir wiederholen zunachst den Begriff des metrischen Raumefgl. Def 5.9), betrachten weitere
Beispiele und fuhren topologische GrundbegriffUmgebung, offen, abgeschlossen, Randpunkt,
Haufungspunkt, innerer Punk etc.) ein.

22.1 Definition (Metrik, metrischer Raum)
Sei X # (). Eine Abbildung d : X x X — R hei3t Metrik auf X, wenn fur alle z, y, 2 € X gilt

(M): dlz,y) = 0= z=y
(Ms) = d(z,y) = d(y,) (Symmetrie)
(M3): d(z,z) < d(z,y)+d(y,=2) (,Dreiecksungleichung")

Das Paar (X, d) hei3t metrischer Raum
Die Elemente 2 € X nennen wir auch Punktedes metrischen Raums. d(z,y) nennen wir auch den
Abstandvon x und y.

22.1.1 Bemerkungen und Beispiele

(a) Haufig schreiben wir nur X, wenn Klar ist, welche Metrik betrachtet wird. Da es aber auf
einer Menge X verschiedene Metriken geben kann, wie die folgende Beispiele zeigen, ist



(b)

(©

(d)

(€)

()

manchmal die préazise Schreibweise (X, d) notig.
Wie friher (vgl. §5.9) gezeigt gilt d(z,y) > 0 fur alle z,y € X.

Gilt nur (M{) : © =y = d(z,y) = 0 und (M) und (Ms) so spricht man auch von einer
Pseudo-Metrilauf X .

Fir alle z,y, z € X qilt
|d(.’L‘,Z) - d(ac,y)\ < d(y,Z)

(Jede Dreiecksseite ist mindestens so grol3 wie die Differenz der beiden anderen.)

Firn € Nund X = K* (K = Roder K = C) und 2 = (21,...,2,) € K" bzw. y =
(y1,-..,yn) € K™ wird durch

da(z,y) =

n
Z ‘xu - yu|2
v=1

die euklidische Metrikauf K™ definiert.
Die euklidische Metrik auf K™ nennen wir auch die nafirliche Metrik auf K". Sie entspricht
unserem geometrischen Abstandsbegriff.

Im Fall n = 1 stimmt sie mit dem Betrag auf R bzw. C = R? iiberein.

Andere Metriken auf K" sind

di(z,y) = Z |z, —yy|  (,Summenmetrik®)
v=1

und
doo(z,y) :== max {lz, — v |} (,Maximumsmetrik")

Fur jedes p € N liefert

N S
v=1

eine Metrik auf K™, die fiir p = 2 und p = 1 bzw. fir p — oo die Metriken ds, d; bzw. d liefern.

Ist X eine Menge mit mindestens zwei Elementen, dann wird durch

[ 1, fallsx#y;
d(w,y) = { 0. fallsz =y

eine Metrik auf X definiert, die sog. diskrete Metrik
Eine Menge X versehen mit der diskreten Metrik hat ungewohnte Eigenschaften. Man ver-
gleiche hierzu das Aufgabenblatt ??? zur Analysis 2.

Die Metriken aus Beispiel (d) erhalt man aus Normen Dazu sei an die Definition 5.8 (Norm
und normierter Raum) erinnert:



(@)

(h)

Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung

:=v - R
v ol
heil3t Normauf V, falls fur alle v,w € V und alle A € K gilt

(N): vl =0 <= v=0
(N2) = [|Av]l = [A] [|v]]
(N3): |lv+w|| < |lv|l + |lw|| (Dreiecksungleichung)

Die (nicht negative!) reelle Zahl ||v|| heit Norm (auch Betrag, Lange) des Vektors v. Ein
Vektor v mit ||v]| = 1 heil3t Einheitsvektor
Ein Vektorraum V' zusammen mit einer Norm || || auf V' hei3t normierter Raum

Hierfur schreibt man auch (V|| ||), insbesondere wenn man die gerade betrachtete
Norm besonders betonen will (das ist manchmal nétig, da es auf einem Vektorraum V'
viele Normen geben kann).

Wir wissen auch, dass jeder normierte Raum (V|| ||) durch die Definition (v,w € V)
d(v,w) := |lv — w||

zu einem metrischen Raum wird (vgl. §5.10). Insbesondere erhalt man die Metriken dy, ds, ds
und allgemeine d,, aus (d) aus den p—Normen

el = (Z mp);.

v=1
Aus Normen abgeleitete Metriken haben den Vorteil, dass sie translationsinvariargind.
Fur alle u,v,w € V gilt:

A +u,w+u) = |[(v+u) = (w+ )| = v -wl]|=dv,w)

Weitere wichtige Beispiele:

Der Hilbert'sche Folgenraum [2:

l2 = l2((C) - {(371/)11217 Ty S C? Z |J"V|2 < OO}

v=1

mit der I2—Norm

Der Raum {2 ist ein wichtiges Beispiel, wo die Norm aus einem Skalarprodukt abgeleitet ist.
Wir kommen auf dieses Beispiel ausfihrlich zurlck.

Ist M irgendeine nicht leere Menge und
B(M)={f:M —C, |f(z)] <C furalle z € M, C € R; geeignet}

die Menge aller beschénktenFunktionen auf M, so wird B(M) zu einem normierten Raum,
wenn man

1A= 11flar = 1 flloo := sup{[f(2)[; « € M}



(i

1)

(k)

o

definiert. (Supremums-Norm)
Die zugehdorige Metrik liefert als Konvergenzbegriff den Begriff der gleichmé8igen Konvergenz

Ist (X,d) ein metrischer Raum und X, C X eine nicht leere Teilmenge, so liefert die Ein-
schrankung der Metrik d : X x X — R auf die Teilmenge X, eine Metrik dy : Xo x Xo — R:

do(z,y) :==d(x,y) fur z,y € Xo.

do heil3t die auf X (von der Metrik d auf X) induzierteMetrik.

Ist Xy eine Teilmenge des metrischen Raums X, so werden wir in der Regel X, mit der
induzierten Metrik versehen. Ist z.B. X = R mit der Uiblichen Metrik und X, = Z, dann ist die
auf X induzierte Metrik die diskreteMetrik (vgl. (€)).

Wir kommen auf die induzierte Metrik haufig zurtick.

Die Metriken d;, ds und d., auf K™ besitzen Analoga fur Produkte von metrischen Raumen:
Sind (X1,dy), (Xa2,ds), ..., (X,,d,) metrischen Raume und ist

X:=X1 xXox...xX,,

dann werden durch

di(z,y) =

do(z,y) =

doo(t,y) = max {d;(z;,y;)}

jeweils Metriken definiert (x = (z1,...,2,) € X, y = (Y1,---,Yn) € X).

Das nachzuweisen, sei als Ubungsaufgabe gestellt.

Auf einem unendlicherProdukt X := [] X, von metrischen Raumen (X,,,d,,) erhalt man
n=0
durch

o0

d(z,y) = Z 2n1+1 1 iﬂé:a’jjl;n) (z=(zn) €X, y=(yn) € X)

n=0
eine Metrik.

Warum kann man das Prinzip aus (i) nicht direkt Gbertragen?

Wir schlieRen die Liste der Beispiele mit einem unserer geometrischen Anschauung ferner
liegenden Beispiel, das jedoch fiir die Zahlentheorie von grundlegender Bedeutung ist.

Sei X = Z, p € N eine feste Primzahl. Fir z € Z, x # 0, ist |z| € N und nach dem sog.
.Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie" besitzt n := |z| eine Zerlegung in Primzahlpo-
tenzen

n = H p”ﬁ(‘xl)
p€eP

dabei sei P :={2,3,5,7,...} die Menge aller Primzahlen.



Das obige Produkt ist nur formal ein unendliches Produkt, denn fir die Primzahlen p, die
nicht in der Primzahlzerlegung von n vorkommen, setzt man einfach v,(n) = 0.

Die durch
dy(z,z) =0 und d,(z,y) = poe(lz=y))

fur z # y definierte Metrik auf Z heil3t p-adische Metrikauf Z. Sie ist eine sog. Ultra-Metrik,
d.h. es gilt

dp(z, 2) <max{d,(z,y),dy(z,2)} fur z,y,z € Z.
Diese Metrik lasst sich in naheliegende Weise auf den Korper Q fortsetzen.

Die sog. ,Komplettierung“ von Q bezuglich dieser Metrik ergibt den Korper Q,, der p—adischen
Zahlen. Fiir jede Primzahl p erhalt man so Korper Q,,, welche den Korper Q der rationalen
Zahlen als Unterkorper enthalten. Interessenten an dieser Tatsache seien verwiesen etwa
auf:

G.Frei: Elementare Zahlentheorie, Vieweg Studium, Kag4ll

Wir fahren nun mit der allgemeinen Theorie fort und kommen zu einem fundamentalen Begriff,
namlich dem der Kugelin einem metrischen Raum.

22.2 Definition (offene und abgeschlossene Kugek-Umgebung, Splare)
Sei (X, d) ein metrischer Raum, ¢ € X und r € R, r > 0, dann heif3t

@ U,(a) := {z € X; d(z,a) < r} die offene Kugelmit Mittelpunkt a und Radiusr. Statt offene
Kugelsagt man auch kurz r—Umgebungvon a.

(b) U,(a) :={z € X; d(x,a) < r} die abgeschlossene Kugeit Mittelpunkt a und Radius r.
(¢) Sy(a) :={zx € X; d(x,a) =r} die Sptaremit Mittelpunkta und Radius r.

22.2.1 Beispiele und Bemerkungen

(@) Ist X = R?® versehen mit der euklidischen Metrik, « € R3 und r > 0, dann hat U,(a)
tatsachlich die geometrische Gestalt einer Kugel (U,.(a) ist eine ,Vollkugel“), weshalb man
auch im allgemeinen Fall von einer ,Kugel spricht.

Wahlt man in R? etwa die Maximumsmetrik, so ist die entsprechende ,Kugel* ein ,Wiirfel”,
namlich die Menge

{r € R max{|r; — a1, |z2 — asl,|vs — as| < r},
dabei z = (71, 22,23), a = (a1,az,a3) € R3.

)C3 ij

X; ' x;/
R E




= [a1 —r,a1 +r[x]az — r,a2 + r[x]az —r,a3 + 7]
Im Fall n» = 2 erhalt man bezuglich der euklidischen Metrik eine Kreisscheibe bzw. ein Qua-
drat bei der Maximumsmetrik.

Im Fall n = 1 fallen die Metriken zusammen und es ist U,.(a) =]a — r, a + r| ein ,offenes Inter-
vall”.
Ist X = C([a,b]) = {f : [a,b] — R, f stetig} und d(f,g) = ||f — glloc die Supremums-Metrik
auf X, dannistfir f € X

Ur(f) ={9€ X; llg— fll <}

die Menge aller Funktionen g € X, die im ,e-Schlauch” um f liegen.

Versieht man allgemein ein Produkt von metrischen Raumen
(XI) dl)a (X27 d2)7 LRI (Xna dn)

mit der Maximumsmetrik d..:

doo(z,y) = 1I£1Ja<xn{dj(xj,yj)}, dabei seien
x=(T1,...,2n) € X1 X...x X,

Y= (Y1, yn) € X1 X ... X Xp,
dann zerfallt die r—Kugel beziglich d, in ein Produkt von »r—Kugeln:

Ur(a) = {x€X;do(z,a)<r}
= {r1 € X; di(z1,a1) <7} x...x{xy € Xp; dp(Tp,a,) <7}
= Up(ar) x Up(az) X ... x Up(an).

(b) Man beachte: Im Fall » = 0 ist
Uo(a) =0, Uy(a) = {a} und Sp(a) = {a}



(c) Sind a,b € R, a < b, dann ist das ,offene Intervall”

. b— b
la,b[= Up(xg) mit r:= Ta und zo = a; .

Wir werden jetzt den Begriff ,offen” spezifizieren und dann sehen, dass die bisher als ,offen”
bezeichneten Mengen tatsachlich offen im Sinne dieser Definition sind.

(d) Statt der Bezeichnung U,.(a) bzw. U,.(a) fur Kugeln findet man in der Literatur auch haufig

B, (a) bzw. B(a,r) und B,(a) bzw. B(a,r) (von Englisch ,Ball* oder franzdsisch ,Boule*)

(e) Welche ,merkwirdigen“, von der geometrischen Vorstellung nicht zu erwartenden Eigen-
schaften Kugeln bzw. Sphéaren in einem metrischen Raum haben kdnnen, zeigt das Beispiel
eines diskreten metrischen Raumes (X, d) (vgl. 21.1(e)):

Hier gilt
(«) fur die offenen Kugeln und z € X:

Ist0 < r <1,soistU.(z) = {z}.
Istr > 1,s0istU,(z) = X.

(B) fur die abgeschlossenen Kugeln:
Ist0 <r < 1,soistU,(z) = {z}.
Istr >1,s0istU,(z) = X.

(v) fur die Spharen:
Ist0 <7 <1,so0istS,(x)=0.
Istr =1, soist S;(z) = X — {z}.
Istr > 1, soist S,(z) = 0.

Furalle y € U,.(x) gilt U,(y) = U, ().

Ein Beweis findet man in der Lésung der Ubungsaufgabe ??? aus Analysis 2. Es ist im Ubrigen
elementar.

Zuvor fuhren wir folgende Sprechweise ein:

22.3 Definition (Umgebung, offen, abgeschlossen)

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

Eine Teilmenge U C X heil3t

(&) Umgebung von z € X, wenn es ein r € R, r > 0 gibt mit
U (z) cU

Beachte: z € U, (x) CU C X.



(b) offen (in X), wenn U Umgebung jedes Punktes x € U ist, d.h. wenn es zu jedem x € U ein
ez > 0 gibt mit
U, (x)CU.

(c) Eine Teilmenge A C X heil3t abgeschlossgin X), wenn ihr Komplement X — A offen in X ist.

22.3.1 Beispiele und Bemerkungen

(8 Sind a,b € R, a < b, dann ist das ,offene Intervall
Ja,b[={x € R; a < x < b}
offen, denn ist = €]a, b[, so gilt

U,,(x) Cla,b[ mit r; := min{|a — z|, |b — z|}

] i |
a X b
Urx('x)
Auch die ,uneigentlichen Intervalle®
Ja,o0] bzw. | — c0,a[ (a € R)
sind offen, ebenso das Intervall | — oo, oo[= R.

Das Intervall [a,b] (a < b) ist nicht offen, auch nicht das Intervall [a,b], denn fiir kein » > 0
liegt U,.(a) ganz in [a, b] oder [a, b].

Das ,abgeschlossene Intervall* [a, b] ist jedoch abgeschlossen im Sinne unserer Definition,
wie man direkt zeigen kann oder aus dem nachsten Beispiel folgern.
(b) Ist (X, d) ein metrischer Raum, a € X, r > 0, dann ist die offene Kugel U, (a) offen und die
abgeschlossene Kugel U,.(a) abgeschlossen.
Fir r = 0ist Up(a) = 0 und die leere Menge nach Konvention offen.
Seir > 0undistz € Up(a) und p := r — d(z,a) > 0, dann ist U,(z) C U,(a), denn fir
y € U,(x) gilt nach der Dreiecksungleichung
d(y,a) < d(y,z)+d(z,a)
< ptd,a)
= r—d(z,a) +d(z,a)

=



(©

Seinun r > 0 und M := U,(a) die abgeschlossene Kugel. Wir haben zu zeigen, dass
U := X — M offen ist. Sei dann zo € U, dann ist

d(a,zg) :=7+ 3 mité > 0.

Fur z € Us(xo) ist dann
d(a,z) > d(a,x0) — d(zo,z) >r+0—35=r,

d.h. auch z liegt in U, d.h. das Komplement von M = U,(a) ist offen, d.h. U,(a) ist abge-
schlossen.

Us(xp)

Beachte im Fall » = 0 ist

Uo(a) = {a}.

Im Fall reeller Zahlen a,b mit a < b ist das ,abgeschlossene Intervall

[a,0) ={z € R, a <z < b}

ist abgeschlossen im Sinne unserer neuen Definition, denn es ist

— . b b—
a,b] = U.(zg) mit xg = ath und r = a.
[ 2 2

Auch die Intervalle [a, co[ und | — oo, a] sind abgeschlossen.

Die Beispiele [a < b] [a, b] bzw. ]a, b] zeigen, dass eine Teilmenge von R (allgemeiner ein me-
trischer Raum) weder offen noch abgeschlossen zu sein braucht. Auch bedeutet die Tatsa-
che, dass eine Teilmenge M C X nicht offenist, nicht dass sie automatisch abgeschlossen
ist. Die Begriffe ,offen* und abgeschlossen sind lber die Komplementbildung miteinander
verbunden.

In R sind die leere Menge @ und der ganze Raum jedoch die einzigen Teilmengen, die zu-
gleich abgeschlossen undoffen (=,abgeschloffen) sind.

In einem Raum mit der diskreten Metrik ist jedoch jede offene Kugel auch abgeschlossen
und jede abgeschlossene Kugel auch offen. Das ist aber nicht der ,Normalfall“.

Auf diese Phanomene kommen wir bei der Behandlung der ,Zusammenhangsbegriffe” zuriick.



Die offenen Mengen in einem metrischen Raum haben bemerkenswerte Eigenschaften, die
auf elementaren Eigenschaften von offenen Kugeln beruhen. Bevor wir diese allgemeinen
Eigenschaften formulieren halten wir eine wichtige Eigenschaft offener Kugeln bzw. Umge-
bungen fest:

22.4 Feststellung

Ist (X, d) ein metrischer Raum und sind =,y € X zwei verschiedene Punkte. Dann gibt es stets
Umgebungen U(z) von z und U(y) von y mit

U(z) N U(y) = 0.

Kurz: Verschiedene Punkte lassen sich stets durch Umgebungen (sogar durch r—Umgebungen)
trennen.

Auf dieser sog. Hausdorff-Eigenschafter Umgebungen in einem metrischen Raum
beruht die Tatsache, dass eine konvergente Folge einen eindeutig bestimmten
Grenzwert hat.

Der Beweisder Feststellung ist elementar:
Sind z,y € X zwei verschiedene Punkte, dann ist d(z,y) > 0 und setzt man etwa r := @, dann
gilt fur U(z) := U, (x) und U(y) := U, (y) offensichtlich

Ur(z)NU,(y) =0

Un(x) Uny)

d(x,y)

,unglaubige* moégen sich davon tberzeugen, dass auch schon U,(z) N U,(y) = 0 gilt mit

22.5 Theorem (Grundeigenschaften offener Mengen)
Ist (X, d) ein metrischer Raum und

Fa:={0; O C X, O offen }
das System der offenen Mengen in X, dann gilt:

(0) 0, x € Fy, d.h. die leere Menge und der ganze Raum sind offen.



(1) Ist A irgendeine Indexmenge und (O, )aca €in System von Teilmengen mit O, € Fg4, dann
gilt auch

LJ O, € Fy,

AEA
d.h. eine beliebige Vereinigung offener Mengen ist wieder offen.

(2) Sind 01,04,...,0, € F; (n € N), so ist auch der Durchschnitt
()1(7()2(7()3(7...(\()n € Fq,

d.h. endlicheDurchschnitte offener Mengen sind offen.

Beweis (0): Da die leere Menge Uberhaupt kein Element enthéalt, ist die Aussage:
Fur jedes x € ) und jedes r > 0ist U,.(z) € 0
richtig.
Firr jedes z € X und jedes r > 0 ist naturlich U,(z) C X, d.h. X ist offen.

Beweis (1):Istz € |J O,, dann gibt es ein A\g € A mit z € O,,. Da O,, offen ist, gibt es einr > 0
AEA

mit U,.(x) C Oy, und damit U,.(z) C Oy, C U Oy, d.h. | O, ist offen.
A€A AEA

Beweis (2):Sei O :=0: N 02N ...NO, und z € O.
Fir jedes j € {1,2,...,n} gibt es dann ein r; > 0 mit U, (z) C O;.
Setzt man r = min{ry,...,r,}, dannist U,.(z) C O := 01N 02N ...N O, also ist O offen.
O

Unter Verwendung der sog. de Morganschen Regeln ergeben sich aus §21.5 folgende Grundei-
genschaften abgeschlossener Mengen in einem metrischen Raum.

22.5.1 Theorem (Grundeigenschaften abgeschlossener Mem)
Ist (X, d) ein metrischer Raum, dann gilt

(0" P und X sind abgeschlossen.

(1) Ist A eine beliebige Indexmenge und A, C X abgeschlossen fur alle A € A, dann ist auch

(| A, abgeschlossen, d.h. beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen sind abge-
AeA
schlossen.



(2) Sind A4,..., A, C X abgeschlossen (n € N), dannistauch 4; U A, U...U A, abgeschlos-
sen, d.h. endlicheVereinigungen abgeschlossener Mengen sind wieder abgeschlossen.

Zu den de Morganschen Regeln:
Ist X eine nicht leere Menge und (X).ea €ine nicht leeres System von Teilmengen X, C X, dann
gelten die

22.6 De Morganschen Regeln

X—(U XA> = ﬂ(X—XA) und X—(ﬂXA> = U(X—XA)

AEA AEA A€A A€A

Der Beweisist elementar: Es ist

xGX(UXA>

AEA

Es gilt nicht (fir alle A € Aistxz € X,)
Esgibtein A € A mitz ¢ X,
Esgibtein A e Amitz € X — X,

ze | J(X-Xy).

AEA

rrr

Die zweite de Morgansche Regel beweist man analog, man kann sie auf die erste zuriickfuhren,
wenn man die Relation
X-(X-4)=4

fur jede Teilmenge A von X beachtet.

Da A C X genau dann abgeschlossen ist, wenn X — A offen ist, ergeben sich die Grundei-
genschaften abgeschlossener Mengen ist denen der offenen Mengen unter Verwendung der de
Morganschen Regeln.

Man beachte jedoch:

22.7 Feststellungen

(a) Beliebige Durchschnitte offener Mengen brauchen nicht offen zu sein: Nimmt man fur k£ € N
unda € X
Uk = U% (a)

die offenen Kugeln vom Radius % dannist (| U, = {a}. Eine einpunktige Menge in einem
k=1

metrischen Raum ist immer abgeschlossen (kann sie manchmal auch offen sein?).

(b) Beliebige Vereinigungen abgeschlossener Teilmengen brauchen nicht abgeschlossen zu
sein. nimmt man z.B. X = R mit der natirlichen Metrik und betrachtet die abgeschlosse-

nen Intervalle . .
Ay = -1+, 1—- = k
k |: + ]{77 k:| ) S N7



dann ist fj A =] —1,1].
k=1

Die Grundeigenschaften offener bzw. abgeschlossener Teilmengen eines metrischen Raumes
(X, d) haben sich also so fundamental erwiesen, dass man sie in der mathematischen Disziplin
Topologieals Axiome verwendet. Man gelangt so zu einem abstrakten Typ von Raumen, den sog.
topologischen Rumen Obwohl wir uns nicht tiefer mit diesem Begriff beschéaftigen werden, geben
wir die Definition an, da zumindest der Begriff des topologischen Raumes zur mathematischen
Allgemeinbildung z&hlt.

22.8 Definition (Topologie, topologischer Raum)

(a) Sei X eine nicht leere Menge. Ein System O von Teilmengen von X heil3t Topologie aufX,
wenn folgendes gilt:
(Op) WO, X €.

(Oq) Ist A eine beliebige Indexmenge und gilt O, € O fir alle A € A, dannistauch |J O, €
AEA
0.

(O2) Sind Oy4,...,0, € O (n € N), dann gitauch O; N O,N...N O, € O.

(b) Ein topologischeRaum ist ein Paar (X, ), wobei X eine (nichtleere) Menge und O eine
Topologie auf X ist. Die Teilmengen von X, die zu O gehdren, nennt man offene Mengervon
(X,0)

(c) Die Komplemente (in X) von offenen Mengen heif3en abgeschlossene Mengén X).

22.9 Beispiele und Bemerkungen

(a) Die Bedingung (Oy) ist eine formale Folgerung aus (O;) und (O2), wenn man die Konventio-
nen

J Ox =0 und ﬂOA:X
pY] AED
verwendet.

(b) Jeder metrische Raum (X, d) wird zu einem topologischen Raum, wenn man fir O das
System F,; der offenen Mengen in einem metrischen Raum wahlt. Man nennt F; die von der
Metrik d induzierte Topologie

Ist Xy C X eine nicht leere Teilmenge von X und betrachtet man auf X, die durch d|X, x
X, definierte Metrik dy, so ist (Xo,do) ein eigenstéandiger metrische Raum und damit auch
topologischer Raum mit dem System F,, der offenen Mengen (in Xj).

Eine Teilmenge U, C Xy, die offen bezuglich F;, ist, nennen wir auch X,—offen (offen oder
relativ offen in Xj).

Fur die beziglich dy gebildete Kugel
U (a) := {x € Xo; do(z,a) = d(zx,a) <1}



gilt offensichtlich
U (a) = U,(a) N Xo.

Aus diesem Grund ist eine Teilmenge U, C X, genau dann X,—offen, wenn es eine in X
offene Menge U gibt mit
Uy=UnNnX.

Analog definiert man der Begriff Xy—abgeschlossen. Eine Teilmenge Ay C X, ist genau
dann Xy—abgeschlossen, wenn es eine in X abgeschlossene Teilmenge A gibt mit A =
AN Xg.

Zur lllustration :
Ist etwa X = R2 (mit der euklidischen Metrik) und

Xo = {(z,y) € R* 2 >0 und y >0}

der ,erste Quadrant, dann ist (fir » > 0)

Uf0,0) = {(z,y) eR* >0, y>0; do(x,y) <r}
= U,(0,0) N X,.
y X
>0, (0,0)

N\

U, (0.0)

Man beachte, dass U (0, 0) offen in X ist, dass aber U2 (0,0) nicht offen in X = R? ist:
Der Punkt (g,()) € Xy ist innerer Punkt beziiglich X, aber nicht bezuglich X.

Dass eine Teilmenge U, C X, X,—offen ist, bedeutet also nicht, dass U, offen in X ist und
Uy C Xo gl|t

Ist jedoch die Teilmenge X, selber offen in X, dann ist eine Teilmenge Uy C X, genau dann
X—offen, wenn sie offen in X ist.

Weitere Beispiele

Betrachtet man R mit der naturlichen Metrik, dann ist das Intervall X, := [0, 1[C R weder
offen noch abgeschlossen in R, aber X, ist offen und abgeschlossen in X, (der ganze Raum
ist immer offen und abgeschlossen).

Ebenso ist das Intervall [0, [ offen in X und das Intervall [1, 1] abgeschlossen in X.

Ubungsaufgabe
Geben Sie eine in R offene Menge U bzw. eine in R abgeschlossene Menge A an mit

|:0, ;[UQXO bzw. |:;, ].|:AQXO



(c) Auf jeder nicht leeren Menge X ist O;,,4 := {X, 0} eine Topologie auf X, man spricht von der
indiskreten (chaotischen) Topologief X : Es gibt nur zwei offene Mengen X und 0.

(d) Ein anderes Extrem: Man nimmt fur O alle Teilmengen von X, d.h.
O := Ogiskret := P(X) = Potenzmenge von X.

(X, Ouiskret) heiBt diskretertopologische Raum.

Die diskrete Metrik auf einer Menge X induziert gerade die diskrete Topologie. Bei der dis-
kreten Topologie sind z.B. auch einelementigen Mengen {z}, (z € X) offen.

(e) Die natirliche TopologieD,, auf R erhalt man, wenn man als offene Mengen die Vereinigungen
offener Intervalle a, b| nimmt.

(f) Far zwei Metriken d und d’ auf einer Menge X konnen die Topologien F,; und F, Uberein-
stimmen. Man nennt die Metriken dann topologischaquivalentz.B. sind die Metriken

d:RxR—Rund d :RxR—=R

mit
€z Y

d(z,y) = |z —y| bzw. d'(z,y) = TR T

topologisch aquivalent.
(9) Ein hinreichende&riterium firr die topologische Aquivalenz zweier Metriken:

Sind d und d’ Metriken auf X und gibt es positive reelle Konstanten ¢ und C, so dass fir alle
z,y € X gilt

’cd(x,y) <d'(z,y) < Cd(z,y) ‘

dann sind d und d’ topologisch aquivalent. Solche Metriken nennt man auch strengéaquivalent

Zum Beweis muss man zeigen, dass jede offene Kugel beziiglich der einen Metrik eine offe-
ne Kugel bezuglich der anderen Metrik enthalt und umgekehrt. Das ist aber evident.

22.9.1 Anwendungsbeispiel

Im K™ sind die gangigen Metriken d;, ds und d, &quivalent. Dies folgt aus den bekannten Abschéatzun-
gen (vgl. ??7?)

[2lloe < llzllz < v llzlle  bzw. =zl < [lz]2 < [/l

A

Abbildung 25: Veranschaulichung im Fall= 2.



Die aus diesen Normen abgeleiteten Metriken d1, ds, d, ergeben also alle das gleiche System von
offenen Mengen auf der K™ oder vornehmer: Sie erzeugen dieselbe Topologie.

Wie wir im nachsten Paragraphen sehen werden, ergeben sie dann auch den gleichen Konvergenz-
begriff (fur Folgen) auf dem K".

Wir schlieBen diesen Paragraphen mit der Definition besonderer Punkte

Dazu sei (X, d) ein metrischer Raum und M C X eine nicht leere Teilmenge. Beziiglich M lassen
sich die Punkte von X in Klassen einteilen:

a. Die Punkte, fur welche M Umgebung ist. Das sind gerade die inneren Punktesie bilden das
sog. Innerevon M. Bezeichnung: M°. Offensichtlich ist M° c M.

b. Die Punkte, die von X — M umgeben werden, bilden die au3eren Punkte von M oder
beziglich M, ihre Gesamtheit heil3t das Auf3erevon (beztglich) M.

c. Alle Ubrigen Punkte von X heilen Randpunkteson M (besser beziglich M) und ihre Ge-
samtheit heil3t der Rand vonM . Bezeichnung: oM.

Ein Randpunkt = von M ist dadurch gekennzeichnet, dass es in jeder (noch so kleinen)
Umgebung von 2 sowohl Punkte von M als auch Punkte vom Komplement X — M gibt:

X
X-M

OM ist anschaulich gesprochen der Ort, wo sich M und X — M nicht treffen.

M := M UOM ist abgeschlossen. M heil3t die abgeschlosseneiile von M.

Fur eine Teilmenge A C X gilt
A abgeschlossen <<= A=A,

Ein Punkt x € M lasst sich offensichtlich auch dadurch charakterisieren, dass fiir jede Umgebung
U von z gilt
MNU # 0.

Jede Umgebung U von z trifft also A/, man nennt die Punkte aus M daher auch Berithrpunktevon
M.

Man beachte, dass ein Beruhrpunkt von M nicht zu M zu gehoren braucht, dass aber umgekehrt
die Punkte von M Berihrpunkte von M sind: M C M.

Verwandt mit dem Begriff der BerUhrpunkte ist der der Haufungspunkteiner Teilmenge M C X.

x € X heil3t Haufungspunkton M, wenn in jede Umgebung U von x ein von x verschiedener Punkt
von M liegt, m.a.W., wenn z Berlihrpunkt von M — {z} ist.

Es kann auch vorkommen, dass es zu einem z € M eine Umgebung U von x gibt mit

UNM = {z},
dann heifl3t x isolierter Punkton M.

Wir fassen unsere Uberlegungen zusammen in



22.10 Definition (Besondere Punkte in einem metrischen Raum)
Sei (X, d) ein metrischer Raum, M C X, xz € X heif3t

(8) Berihrpunktvon M <= Fur jede Umgebung U von z gilt
UNM #0
(b) Haufungspunkton M <= Fur jede Umgebung U von z gilt
Un(M—{z})#0
(c) innerer Punkton M < M ist Umgebung von z
(d) Randpunkton M <=z ist Beruhrpunkt von M und X — M
(e) AauBerer Punkton (bzgl.) M <= «istinnerer Punkt von X — M
<= X — M ist Umgebung von x
(f) isolierter Punktion M <= Wenn x € M und wenn es eine Umgebung U von z gibt mit

UNM = {z}.
Die Menge M aller Beriihrpunkte heif3t der Abschluss/on M (die abgeschlossene Hiille von M).
M heiRt dichtin X, wenn M = X.
Die Menge J\(;[ aller inneren Punkte von M heil3t das Innere von M (der offene Kern von M).
Beachte: Es qilt stets J@[ Cc M.

M heif3t nirgends dicht in X, wenn W = 0.
Die Menge aller Randpunkte von M heil3t der Randvon M ; Bezeichnung: 0M.

Esistalso 9M = MNX — M (Der Rand einer Menge ist als Durchschnitt zweier abgeschlossenen
Mengen also stets abgeschlossen.

Mit M’ oder H (M) wird haufig die Menge aller Haufungspunkte von M bezeichnet.
Beachte: M’ = H(M) C M.

Der Beweis des folgenden Satzes sei als Ubungsaufgabe im Umgang mit den eingefiihrten Begrif-
fen gestellt:

22.11 Satz

Sei (X, d) ein metrischer Raum, M C X. Dann gilt:

O
(@) M ist die grofite in M enthaltene offene Menge von X.

M offen <— M = J\(ZI

(o) M ist abgeschlossen und A/ ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die M um-
fasst, d.h. ist F' irgendeine abgeschlossene Teilmenge von X mit M C F, dann gilt M C F.

M abgeschlossen <= M =M

M= MUOM = MUOM = MU H(M)



1

(disjunkte Vereinigung)

M abgeschlossen <— OM C M < H(M)C M.

Wir erlautern die Begriffe an einigen Beispielen:

22.11.1 Beispiele
@ Ist X := (R™, || ||l2), r > 0und Y :=U,(a) = {x € R"; |jz]|2 < 1}, S" ! = {2 € R™; ||z]]> =
1}, dannist 9y = S"~1

In den folgenden Beispielen betrachten wir X = R und Teilmengen von R.

(b) Sei M = [0,1] U {3} C M. Dannist M =]0,1], M = [0,1] U {3} = M. M = {0, 1,3}, 3 ist
isolierter Punkt, denn U1 (3) N M = {3}

[e] P
() M:={t;neN}CR, M=0, M={0}UM =0M.
Besitzt M isolierte Punkte?

(d) M :=Q C R. Dann st (@ =(, Q =R, Qistalso dichtin R, 8Q = R. Jede reelle Zahl ist also
Randpunkt von Q.

Eine Menge (hier Q) kann also in ihren Rand (hier R) enthalten sein.
EsgiltauchR — Q = R.

Beides gilt, weil in jeder Umgebung eine reelle Zahl sowohl rationale als auch irrationale
Zahlen liegen.

(€) M =[0,1 CR, N:[1,2] C R, dannist MUN = [0,2], (MUN)® =]0,2[]0, 1[U]1,2[= MU N.

() Ist M =Z C R, dannist jeder Punkt k € Z isolierter Punkt, denn es gilt etwa]k—%, k+%[: {k}
fur jedes k € Z.

(@) Sei M :={(z,y) € R%; 0 <z und 0 <y <1} =R, x]0,1], dann ist

o IR
M= {(z,y)eR} 2>0,0<y<1} ]
M= {(z,y) eR} 2>0,0<y<1}
und
OM = RLU{(0,y); 0<y <1}U{(z,y); *>0, y=1} \

IR

(h) Ist jetzt wieder (X, d) ein metrischer Raum und M = U,.(a) die offene Kugel mit dem Mittel-
punkt a und Radius r > 0, dann gilt M = U,.(a) C U,(a) (abgeschlossene Kugel).




Das ist offensichtlich, da U,.(a) abgeschlossen ist (und U,.(a) enthalt), wahrend M = U,.(a)
die kleinste abgeschlossene Menge ist, welche U,.(a) enthalt: Also ist

U.(a) C U.(a).

Eigentlich wiirde man das Gleichheitszeichen erwarten, das dies i.A. nicht gilt zeigt das bi-
zarre Beispiel der diskreten Metrik auf einer zumindest zwei elementigen Menge:

Hier gilt (vgl. §21.2.1(e)) o o

Uy(z) = {z},also U,(x) = {z} = {z}, aber U, (x) = X, also ist U; (x) echtin U, (z) enthalten.




23 Konvergenz und Stetigkeit in metrischen Rumen

In diesem Abschnitt behandeln wir die Konvergenz von Folgen in metrischen Raumen, ferner wird
der Begriff der stetigen Abbildung zwischen metrischen Raumen diskutiert. Dies verallgemeinert
die Begriffsbildungen tber Konvergenz und Stetigkeit aus der Analysis 1. Die im ersten Abschnitt
eingeflihrten Begriffe (wie etwa r-Umgebung, offen, abgeschlossen etc) werden uns dabei nitzlich
sein.

23.1 Definition (Folgen-Konvergenz in einem metrischen Ran)

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge

(zk)ren VONn Elementen z; € X heildt konver- - Ue (a)
gent, wenn es ein ¢ € X mit folgenden Eigen- K x
schaften gibt: | ) RACI

Zu jeder e-Umgebung U.(a) von a gibt es ein *.a .

N €N, so dass fir alle k € N mit k& > N gilt \\'j

xy, € Ue(a) .

Wegen z, € U.(a) < d(xx,a) < ¢ ist die Konvergenzbedingung gleich bedeutend mit:
Die Folge (nicht negativer) reeller Zahlen (der Abstéande) (d(xy, a)) ist eine Nullfolge.

Man kann die Konvergenzbedingung auch so ausdriicken: In einer beliebig vorgegebenen e —Umgebung
U.(a) liegen fast alle(oder schlieBlich alle) Folgenglieder (das heif3t wie friiher: Alle, bis auf endlich
viele Ausnahmen oder von einer bestimmten Stelle an alle nachfolgenden Folgenglieder).

Wegen der Hausdorff-Eigenschaft eines metrischen Raumes ist « im Fall der Existenz eindeutig
bestimmt und man nennt a den Grenzwert der Folgéz,).

Man kann deshalb wieder kurz
a= klim Ty

schreiben, wenn (z1) gegen a konvergiert. Weitere Schreibweise: z;, — a (kK — o).

23.2 Beispiele und Bemerkungen

(a) Man kann in der Definition 22.1 ,jede r-Umgebung U,.(a)" ersetzen durch: ,jede Umgebung U
von ¢“. Denn wenn die Bedingung fur jedeUmgebung von a gilt, gilt sie insbesondere flr jede
r-Umgebung U,.(a).

Weil eine beliebige Umgebung U von a stets eine r-Umgebung U,.(a) enthalt, gilt auch die
Umkehrung.

(b) Sind d und d’' aquivalente Metriken auf X, dann gilt fir einen Punkt « € X und eine Folge
(l’k), T € X
lim d(xg,a) =0 < lim d'(zg,a) =0.

k—oo k—o0



(c) Klarist Gilt klim ry = a, dann gilt auch lim zy, = a fir jede Teilfolge (z,) von (zx). Dabei ist
— 00 J—00
1<k <ks<...<Ek; <...eine streng monoton wachsende Folge natirlicher Zahlen.

(d) Ist X = K™ und d = d,, dann gilt:

Eine Folge (x) mit z = (zk1,. .., 2k,) € R™ konvergiert genau dann gegen a = (aq,...,a,) €
K™, wenn fir jedes j € {1,...,n} die ,Koordinatenfolge" (z,) gegen a; konvergiert:
klim zp; =a; fur je{l,...,n}.

Beweis : Sei (x) konvergent gegen a (in der d..-Metrik). Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein
N e N, sodass fur alle k € Nmit k > N gilt

|k — alloo < €.

Wegen
|zKj — aj| < max {|z; — ar} = doo(Tk,a) = |75 — al|oo
1<j<n

gilt dann auch klim zg; =a; (1 <j<n).

Ist umgekehrt fur jedes j € {1,...,n} diese Bedingung erfillt, dann gibt es zu jedem
e>0ein N eN,sodassfiralle k > Nundalle j € {1,...,n} gilt

|xkj — aj| <e.
Ist fur jo € {1,...,n}
2o — ajol = max {lw; — a;[} = Jlo —alloo ,

dann gilt auch
lzx —alloe < €,

fur k > N, d.h.

lim zp =a.
k—oo

Im R? ist z.B. die Folge (z}) mit

oy = (W % (1+i)k>

konvergent mit dem Grenzwert (1,0, e3).

Da die euklidische Metrik d> und die Maximumsmetrik auf K™ &quivalent sind, gilt die entspre-
chende Aussage auch fiir die euklidische Metrik:

Auch Konvergenz einer Folge (z;) bezuglich der euklidischen Metrik ist aquivalent mit der
koordinatenweisen (komponentenweisen) Konvergenz.

Im Spezialfall K = C haben wir das friher direkt gezeigt.

Im Fall K = R liefert die obige Feststellung die Mdglichkeit die klassischen Konvergenzkriteri-
en (welche sind das?) anzuwenden (man wendet sie auf die Koordinatenfolgen an, die reelle
Zahlfolgen sind).

Im Paragraphen tber Kompaktheit werden wir zeigen, dass im Standardvektorraum K", k € N,
sogar alle Normen aquivalent sind, d.h. den gleichen Konvergenzbegriff liefern.



(e) Rechenregelfiir konvergente Folgen erhalt man fir einen normierten Vektorraum
Ist (V, || ||) ein normierter K-Vektorraum und d(z,y) = ||z — y|| die aus der Norm abgeleitete
Metrik.

Dann gilt: Sind (zx) und (yx) konvergente Folgen in V' und ist (¢;) eine konvergente Folge
reeller oder komplexer Zahlen, dann sind auch die Folgen

({L‘k +yk) und (tkfbk)

konvergent, und es gilt

lim (2 + yr) = lim xp + lim yg
k—o0 k—oo k—oo
und
lim (¢ = lim g - li .
(2 (Fma) o B I,

Ferner gilt: Auch die Folge (]|z||) der Normen ist konvergent, und so ist
li = || i .
[l = | Lim
Das folgt aus der Ungleichung | ||z| — [ly]| | < |l — |-
Wird die Norm || || von einem Skalarprodukt ( , ) auf V' induziert, gilt auRerdem
li = (li li .
Jim (i, y) = (lim 2, lim y)

Die Beweise ergeben sich wie im Fall K = R oder K = C, man braucht der Betrag | | nur durch
die Norm || || zu ersetzen.

Die letzte Behauptung Uber das Skalarprodukt folgt aus Dreiecksungleichung und der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung:

Ist z := lim z3 und y := lim %y, dann ist
k—oo k—oo

|<1'k - 33,y1c> - (x,y - yk>|
< Kz —2,ye)| + K2,y — yk)|
< ok =2l lyell + 2l 1y — vkl

[Tk, yi) — (7, 9)]

wenn man noch beachtet, dass eine konvergente Folge stets beschrankt ist, d.h. alle Folgen-
glieder in einer abgeschlossenen Kugel liegen.

Abgeschlossene Teilmengen eines metrischen Raumes (X, d) kdnnen eine sehr komplexe
Struktur haben. Hierzu vergleiche man etwa das Beispiel zur fraktalen Geometrie in Kénigs-
berger, Analysis 2, Seite 4 (4.Auflage), das ein zweidimensionales Analogon zum Cantorschen
Discontinuum (Cantorsche ,Wischmenge") darstellt. Mit Hilfe des Begriffs der konvergenten
Folge lassen sich jedoch abgeschlossene Teilmengen eines metrischen Raums einfach cha-
rakterisieren:

JAbgeschlossenheit” bedeutet das Gleiche wie ,Folgenabgeschlossenheit”, d.h. es gilt

23.2.1 Satz

Ist (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge, dann gilt: A ist genau dann abge-
schlossen (in X), wenn fiir jede konvergente Folge (ax) mit a;, € A und klim ar =z € X bereits
oo

x € A qilt.



Beweis : Sei A C X abgeschlossen und (a) eine Folge mit ay € A und z := hm ar € X. Wir

nehmen an, dass x nichtin A liegt. Da das Komplement X — A offen ist, ist dann X — Aeine
Umgebung von z, in welcher fast alle Folgenglieder liegen missen: Es gibt also ein N € N,
so dass fur alle £ > N qilt a, € X — A. Das steht aber im Widerspruch zur Voraussetzung,
dass a; € A fir alle k € N gilt.

Umgekehrt sei die ,Folgenbedingung” erfiillt. Wir miissen zeigen, dass A dann abgeschlos-
sen ist. Wir nehmen an, dass A nicht abgeschlossen ist. Dann ist U := X — A nicht offen.
Es gibt daher einen Punkt x € U, so dass keine offene Kugel mit Mittelpunkt = in U liegt.
Insbesondere enthalt dann jede Kugel U () einen Punkt a; mit a;, ¢ U. Fur die Folge (ay)
gilt also a;, € A und wegen d(ag,z) < % fur alle & konvergiert sie gegen z. Wegen der vor-
ausgesetzten Folgenbedingung muss also = € A gelten, das steht aber im Widerspruch zu
x € X — A. Also war unsere Annahme, dass A nicht abgeschlossen ist, falsch.

O

Bemerkung: Im Fall K = R oder K = C haben wir mit der ,Folgenabgeschlossenheit” gearbeitet.

Im Fall der Standardrdume K", n € N, konnten wir die Konvergenz einer Folge einfach
auf die Konvergenz in R reduzieren. Es stellt sich nun die Frage nach Konvergenzkriteriefin
beliebigen metrischen R&umen, d.h. nach Kriterien, die Aussagen tiber die Konvergenz einer
Folge gestatten, ohne dass man den Grenzwert kennt.

Wie im Fall K = R oder K = C lasst sich der Begriff der Cauchy-Folgen einem beliebigen
metrischen Raum definieren.

23.3 Definition (Cauchy-Folge)

Ist (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (z;) von Elementen z;, € X heilt Cauchy-Folgdin X),
wenn folgendes gilt:
Zu jedem ¢ > 0 gibt es einen Index N € N, so dass fir alle k,i € Nmit &k, > N gilt

d(xk,xl) <e

Diese Definition ist nicht Giberraschend, ebenso wenig die folgende Feststellung:

23.4 Satz (konvergente Folgen sind Cauchy-Folgen)

In einem metrischen Raum (X, d) ist jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge.
Beweis : Sei (x}) eine konvergente Folge in X und a := lim zy ihr Grenzwert in X.

k—o0
Dann gibt es nach Definition zu jedem ¢ > 0 einen Index N € N, so dass fir alle £ € N mit
k > N qilt:
d(zp,a) < g .

Istnun ! € Nund gilt auch [ > N, dann ist auch d(z, a) <
Also nach der Dreiecksungleichung

oM

d(zg,x;) = d(zg,a)+d(a,z;)
= d(xg,a) +d(z,a)

< fifo.

2 2



fur alle k,1 > N, d.h. (zx) ist eine Cauchy-Folge in X.
U

Eine Cauchy-Folge in X braucht nicht konvergent (in X) zu sein. Raume X, fur welche die Umkeh-
rung von Satz 22.4 gilt, in denen also jede Cauchy-Folge einen Grenzwert in X besitzt, erhalten
einige Namen.

23.5 Definition (volls&ndiger metrische Raum, Banach-Raum, Hilbert-Raum)

Ein metrischer Raum (X, d) heif3t vollstandig(oder komplett), wenn jede Cauchy-Folge in X einen
Grenzwert in X hat.

Ein normierter Raum (V, || ||), der bezuglich der aus der Norm abgeleiteten Metrik d(u, v) = ||u—v||
vollstéandig ist, heil3t ein Banach-Raun(S.Banach, 1892-1945).

Stammt die Norm sogar von einem Skalarprodukt ( , ) (ist ||v]| = /(v,v) fur v € V), dann heif3t
der vollstandige normierte Raum (Banach-Raum) auch Hilbert-Raum(D.Hilbert, 1862-1943).

23.6 Bemerkungen und Beispiele

(a) Hilbert-Raume sind also spezielle Banach-Raume.

(b) Der K™, n € N ist beziglich der euklidischen Norm || ||z ein Banach-Raum und da ||z =
Vi{z,x) ((, ) das Standardskalarprodukt auf K™) gilt, sogar ein Hilbert-Raum

Der K" ist auch beziglich der Normen || ||; und || ||« €in Banach-Raum, jedoch stammt nur die
euklidische Norm || || von einem Skalarprodukt (Begriinden Sie, warum die Maximums-Norm
Il llsc nicht von einem Skalarprodukt induziert wird).

Der Beweis ist klar, denn beziglich jeder der aus diesen Normen abgeleiteten Metriken gilt,

dass eine Folge (zx) = (w1, .-, 2k, € K" genau dann gegen a = (ay,...,a,) € K" konver-
giert, wenn fur jedes j € {1,...,n} die Koordinatenfolge (x;) gegen a; konvergiert (k € co).
(z) ist also genau dann eine Cauchy-Folge in K™, wenn fur jedes j € {1,...,n} die Zahlen-

folgen (x;) Cauchy-Folgen in K sind.
In K ist aber jede Cauchy-Folge konvergent. Man beachte dabei, dass im Fall K = C = R?
dies auf der Tatsache beruht, dass in R jede Cauchy-Folge konvergiert.

(c) Beispiele fur nichtvollstandige Raume lassen sich einfach angeben:

Man braucht nur aus einem vollstdndigen Raum einen Grenzwert einer Folge herauszuneh-
men:
Ista € R, dannist X := R — {a} (mit der von R induzierten Metrik) fur jedes « nicht vollstandig,
denn etwa die Folge (z;) = (a+ 1) ist eine Cauchy-Folge in X, ihr Grenzwert a liegt aber nicht
in X.

Der Raum C([0, 1]) der stetigen R-wertigen Funktionen auf [0, 1] mit der L2-Norm

1 3
1]z = / f(t)%dt
0

ist kein Banach-Raum (Hilbert-Raum), wie etwa das in der Abbildung skizzierte Beispiel zeigt.



(d)

1 ‘ Ji E—
1_1 1 1 )i 7
2" % 2 2%% % 1

(fx) ist zwar eine Cauchy-Folge in V := C([0, 1]) bezuglich der L2-Norm, die Grenzfunktion f
(bezuglich der L2-Norm) ist aber in 3 nicht stetig.

C([0,1]) ist auch bezuglich der L'-Norm

191 i= [ 1#0las

kein Banach-Raum.

Die Menge Q der rationalen Zahlen ist mit der von R induzierten Metrik nicht vollstandig. Geben
Sie eine Cauchy-Folge von rationalen Zahlen an, die nicht gegen eine rationale Zahl konver-
giert.

Haufig kann man die Vollstandigkeit eines Raumes A daraus schlieBen, dass man ihn als
abgeschlossendrilraum eines vollstandigen metrischen Raumes erkennt.

Seien (X, d) ein metrischer Raum und A C X ein Teilraum (mit der induzierten Metrik)

a) Ist A vollstandig, dann ist A abgeschlossen in X.
b) Ist X vollstandig und A abgeschlossen in X, dann ist auch A vollstandig.

Beweis a): Sei (a) ein Folge in 4, die in X konvergiert: a = klim ar, € X. Wirhaben zu zeigen,

dass a € A gilt. Da (ax) eine Cauchy-Folge in A ist, ist (a;) konvergent in A. Wegen der
Eindeutigkeit des Grenzwertes folgt

a= lim ap € A.
k—o0

Beweis b): Sei (ay) eine Cauchy-Folge in A. Dann ist (ax) auch eine Cauchy-Folge in X (ay €
A C X) und besitzt daher einen Grenzwert a € X. Da A aber abgeschlossen ist, gilt

a= lim a, € A,
k—oo

A ist also vollstandig.

Weitere Beispiele von vollstandigen metrischen Raumen, Banach- und Hilbert-Raumen:



(e) Der Raum B(M,K) der beschrankten K-wertigen Funktionen (K = R oder C) auf einem ech-
ten Intervall A C R (allgemeiner eine nicht leere Teilmenge M C R) ist ein Banach-Raum
beziglich der Supremums-Norm || f||oc = sup{|f(z)|; x € M}.

Zur Erinnerung: Konvergenz einer Folge ( fx) in der Supremums-Norm bedeutet gleichméaRige
Konvergenz.

Ist (fx) eine Cauchy-Folge beziiglich || ||, dann konvergiertf; auf M gleichmafig gegen eine
Grenzfunktion f : M — K. Zu jedem ¢ > 0 gibt es daher ein K € N, so dass fir alle x €¢ M
und alle k£ > K qilt

[f(@) = fu(z)] <e.

Setztmane =1, soistalso firallex € M und alle k > K

lf@)| = fe(@)] < [f(z) = fe(z)| <1,
daher (wéhle k = K)
[f@)] <1+ |fx(@)| <1+ [fxlleo
fur alle x € M, d.h. f ist ebenfalls beschrankt:

f= klim fr € B(M,K) .

Nimmt man V := C([a,b],K) = {f : [a,b] — K; f stetig }, mit der Supremums-Norm (=
Maximums-Norm), dann ist V' ein abgeschlossener Unterraum von B([a,b],K), daher nach
dem Kriterium ebenfalls vollstandig.

Ist V' = R([a,b],K) der K-Vektorraum der K-wertigen Regelfunktionen auf dem kompakten In-
tervall [a, b] und ist ( fi) eine Folge von Regelfunktionen f, : [a,b] — K, die gleichm&Rig gegen
f : [a,b] — K konvergiert, dann ist nach dem Stabilitétssatz (vgl. §17.2.9) f ebenfalls eine Re-
gelfunktion, daher R([a,b],KK) als abgeschlossener Teilraum des Banach-Raumes B([a, ], K)
ebenfalls ein Banach-Raum.

Der Raum T'([a, b]) der Treppenfunktionen ist beziiglich der Supremums-Norm kein Banach-
Raum.

Die Unterraume Q und |0, 1[ von R kénnen nicht vollstiandig sein, da sie nicht abgeschlossen
sind.

Der Vektorraum C*°(K) aller beschankterreellen oder komplexen Zahlenfolgen ist ein Banach-
Raum beziglich der Norm

[2]|oo = max{|z1], |22l |2s], -} ,

dabei sei z = (z1, 29, 23,...,25,...), z; € K.

Der Hilbertsche-Folgenraum [?(K) ist ein Hilbert-Raum (vgl. Beispiel 21.1.1(g)). *(K) ist in
naturlicherweise ein K-Vektorraum:
Istx = (21, 22,...) € *(K) und y = (y1,¥2,...) € [*(K), dann sind auch

Az + py € P(K)

fur beliebige A, u € K.

Wir zeigen dies fir A = p = 1. Sind namlich z = (z;) und y = (y;) € *(K), dann ergibt sich
aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

n n n oo o0
> 1zl < \IZ%IQ-ZIMIQ < $ZI%‘I2~Z|%‘I2
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

(o]
die absolute Konvergenz der Reihe )" z;y; (die Teilsummen der Absolutreihe sind monoton
=0

und beschrankt!).



Damit ist die Definition (Skalarprodukt)

(@,y) == Ty,
j=0
fur z = (z;), y = (y;) € *(K) sinnvoll.
Damitistdann | 3" |a;[2 = /(@ 2) = |ll2-
§=0

Ferner ist dann - -
Sz il < llzll3 2 |Z5u0 + vl < oo
j=1 j=0
und damit
(z5) + (y;) = (2 +y;) € B(K) -
Die hatte man auch einfacher aus der Ungleichung |z;y;|? < 2(|z;|* + |y;|?) schlieRen kdnnen.
Wir zeigen, dass [2(K) vollstandig, d.h. hier ein Hilbert-Raum ist.

Die Folge (zx) mit x, = (g, , Tk,, - - -) € [*(K) sei eine Cauchy-Folge in I?(K).
Wir werden zeigen, dass fir jedes j die Komponentenfolge (z;)ren €ine Cauchy-Folge in K
sein muss.

Beachte: Wir missen ,Folgen von Folgen* betrachten.
Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Dann gibt es ein N € N, so dass fur alle k,l € Nmitk,l > N
gilt
() ek —mll3 = fawy — @yl <€
j=1

Dann gilt erst recht fur alle £,7 > N und alle j € Ny:

|$;€j — xlj\ <eg.
Fir jedes j ist die Kompenentenfolge (x;)rcn also eine Cauchy-Folge in K, besitzt also einen
Grenzwert z; € K.
Aus (x) ergibt sich ferner fur jedes n € Ny und alle k,1 > N die Ungleichungen

n

Z |2k — aii? < €2

k=1

und hieraus fir [ — oo
n
2 2
D oy — P <e
k=0

fir &k > N und alle n und damit auch wieder fiir n — oo

oo

3 xR —xi|? < €2
(o) D Jwky — ]

=0

furalle k > N.

Die Folge = := (x1, 2, 3, . ..) hat die Eigenschaft, dass x—zy in I?(K) liegt (vn = (vn1,ZN2, - - .))-
Wegen r = x — zy + o liegt z selber in I2(K).

Die Ungleichung (++) kann man jetzt in der Form ||z, — z||? < ¢ fiir k > N schreiben, in der sie
besagt, dass leIglo x5, = x gilt.

Der Raum [?(K) ist ein fundamentales Beispiel firr einen nicht endlich dimensionalen Hilbert-
Raum.



Als Ubungsaufgabe zeige man:

Ubungsaufgabe: Ist (X, d) ein diskreter metrische Raum, dann ist X vollstandig.
Tipp: Was sind die konvergenten Folgen in (X, d)?

Die Vollstandigkeit hangt also von der Metrik ab. Obwohl aquivalente Metriken den gleichen Kon-
vergenzbegriff ergeben kénnen, hangt der Begriff der Vollstandigkeit nicht nur von der Aquivalenz-
klasse der Metrik ab:
Betrachtet man als Beispiel X = R mit der natirlichen Metrik d(z,y) := |z — y| und mit der zweiten
Metrik

d'(x,y) = |exp(z) — exp(y)]

dann sind d und d’ aquivalent (man weise dies nach).
Betrachtet man jedoch die Folge

1
(yr) = (1ng)’ keN,

dann ist (yx) eine Cauchy-Folge beziiglich d’, nicht aber beziglich d!
Gilt jedoch fur zwei Metriken d und d’ auf X Abschatzungen vom Typ (vgl. §21.9(g))

’cd(ny) <d'(z,y) < Cd(z,y) ‘

fur alle 2,y € X mit positiven Konstanten C' und ¢, dann ist (X, d) genau dann vollstandig, wenn
(X, d’) vollstandig ist.

Die Standardmetriken in K™ erfiillen solche Abschatzungen, daher ist K™ beziiglich jederder Me-
triken dy, ds, d. Vvollstandig (bzw. ein Banach-Raum).

Ubungsaufgabe: Man zeige: Fiir p,q € NU {oco} mit 1 < p < ¢ < oo gilt
[zllq < llz[lp und IP(K) C I9(K) ,

daher sei fur z = (z;) € ’(K) und p € N

p

oo
lzlp = | D lsl? und  [|lz]leo := sup{|aa], |22, ..} -
j=1

Ferner zeige man, dass alle Raume [?(K) Banach-Raume sind.

Tipp: Beim letzten Teil orientiere man sich am Beispiel p = 2, wo die Behauptung gezeigt
wurde.

Wir schlie3en unsere Betrachtungen Uber Konvergenz in metrischen Raumen zunachst mit einem
Fixpunktsatzder den Banachschen Fixpunktsatz aus Analysis 1 auf vollstandige metrische Raume
verallgemeinert.



23.6.1 Theorem (allg. Banachscher Fixpunktsatz)

Sei X ein vollstandiger metrische Raum und f : X — X eine kontrahierernde Selbstabbildung,
d.h. es gebe ein ¢q € [0, 1], so dass fir alle z,y € X qilt

() |df(@), f(v)) < gd(z,y) ]

dann besitzt f genau einen Fixpunkt, d.h. es gibt genau ein =, € X mit f(z.) = z..

Zusatze:

(a) Definiert man mit einem beliebigen Startpunkt = € X rekursiv z, = f(zx—1), k € N, also
x1 = f(xo), x3=f(x1), =x3=f(x2), etc.
dann ist die Folge (z1)ren konvergent und es gilt
lim zp = x4 .

k—oo

(b) Fir alle k € N gelten die Fehlerabschatzungen

qk
1—q

d(Try1,
d(wy, w,) = Az <

d(l‘l, .%‘0)

und fir beliebiges =z € X gilt

und fir alle k € Ny

(c) Die Folge (z1) konvergiert lineargegen x., d.h. hier: Es gilt fur alle k£ € Ny
d(Tpt1,24) < qd(zg, Ts) -

Der Beweisdieses weitreichenden Satzes ist relativ einfach. Wir werden (mit Hilfe des Cauchy-
Kriteriums) zeigen, dass die Folge (z)) konvergiert (die Bedingung, dass f eine Selbstabbil-
dung von X ist, bewirkt, dass alle z; wieder in X liegen), ihr Grenzwert x, ist dann notwendig
ein Fixpunkt von f (und zwar der einzige), denn es gilt firr beliebige k € N

Az, f(z2)) < d(ze,z1) + d(zk, f2s))
= d(xw,z) +d(f(xr=1), f(x4))
< d(xw,xk) + qd(Tr—1,T4)

und wegen klim d(xy,x.) = 0 folgt
(@, f(2.)) <0

Andererseits ist stets d(z., f(x.)) > 0, also ist d(z., f(x.)) = 0 und dies ist &quivalent mit

fla.) = ..



Zur Eindeutigkeit des Fixpunktes:
Ware y,. € X ein weiterer von z, verschiedener Fixpunkt von f, dann wére

d(Ts, yi) = d(f(24), f(yx)) < qd(T4,9x)

und damit ¢ > 1, im Widerspruch zu 0 < ¢ < 1.

Zur Existenz und Konvergenz:
Wir benutzen zum Beweis die sog. ,Defektungleichurty

(D) : d(z,y) < 12 (d(f(2),x) + d(f(y),y))

die sich aus der Ungleichung

d(z,y) < d(z, f(2)) + d(f(2), f(y)) + d(f(y),v)

(man muss die Dreiecksungleichung zweimal anwenden) ergibt, wenn man im mittleren Term

d(f(z), f(y)) < qd(=,y)

beachtet.
Aus der Dreiecksungleichung folge Ubrigens sofort auch die Eindeutigkeit des Fixpunktes.
Mit Induktion folgt fur alle & € Ny

(**) ’ d(.%‘k+1, l‘k) < qkd(xl,xo) ‘

Wir setzen in der Defektungleichung(D) « := x4, Und y := x, k,p € Ny, und erhalten mit der
Dreiecksungleichung

1
(k%) d(Tpgp,p) < -4 (d(@k4pt1; Thp) + d(Trs1, Tk))
()
< g [T ) de )
24" . .
< 1 d(xz1,x9)  fUr beliebiges p > 0
—q

Da die Folge (¢*) ein reelle Nullfolge ist, folgt daher, dass die Folge (x;) eine Cauchy-Folge in X
ist und wegen der vorausgesetzten Vollstandigkeit von X also einen Grenzwert z, in X hat:

Ty, = lim zp .
k—o0

Dass dieses z, dann ein Fixpunkt von f ist (und zwar der einzige), haben wir bereits eingangs
gezeigt.

23.6.2 Ubungsaufgabe

Man beweise die Ungleichung (x * *) direkt (d.h. ohne Benutzung der Defektungleichung (D))
durch fortgesetzte Anwendung der Dreiecksungleichung.



Die Fehlerabschatzungen aus (b) erhdlt man, wenn man in der Defektungleichung (D) z := x,
und y := y, setzt.

Ara) < (@A), w) +d(F (), )
1 =0
= qud(f(-rk)zxk)
= ilqd('rk-i-lrzk)
k
< ﬁd(wl,xo).

Setzt man hier k := 1, z := zo, f(z) = f(x0) = z1, so folgt
A, f(2) < T2 d(f(2),)

Setzt man in der letzten Ungleichung = = z;, und f(x) = x4, so folgt
(2, Thp1 < %_qd(xkﬂ,xk) .

Weil man die letzten beiden Ungleichungen im ,Nachhinein“ gewonnen hat, nennt man sie auch
a-posteriori-Abscitzungenwéhrend man die Ungleichung

¢
d(zy,xr) < 1

d(xy,x
q(l 0)

eine a-priori-Abschatzungnennt.

Die lineare Konvergenz ist offensichtlich:
(@4, Tppr) = d(f (i), [ (1)) < qd(ms, 1) -

23.6.3 Bemerkungen und Beispiele

(&) Weil unter den Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes die rekursiv definierte Fol-
ge zi := f(xx—1), k > 1, (xo € X beliebig) gegen den Fixpunkt konvergiert, sagt man auch:
x,. wird mit der Methode der sukzessiven Approximatis@herungsweise bestimmt.

(b) In der Theorie einer Veranderlichen hat man mit dem Mittelwertsatz der Differenzialrechnung
und Monotonietberlegungen schlagkraftige Werkzeuge, um festzustellen, ob eine Selbstabbil-
dung vorliegt und ab sie eine Kontraktion ist.

Ist M C R z.B. ein kompaktes Intervall und f : M — R eine differenzierbare Funktion mit
q :=sup{|f'(x)]; x € M} < 1, dann gilt nach dem MWS der Differenzialrechnung

fl@) = fly) = -y,
also
|f(@) = f(y)] < gl =y,

also hat die Gleichung = = f(z) eine eindeutig bestimmte Losung z.. € M, die man ,sukzessive
Approximation“ erhalt, wenn man mit einem beliebigen zy € M startet und

T = f(a?o), To = f(a:l), T3 = f($2) etc.
bildet.



(c) Wie schon festgestellt, ist es im allgemeinen Fall manchmal schwierig festzustellen, ob die

(d)

gegebene Abbildung f : X — X eine Selbstabbildung ist und ob sie kontrahierend ist.

In vielen Fallen kann die Voraussetzung f : X — X, d.h. f ist eine Selbstabbildung, abge-
schwécht werden. Gibt es namlich einen Startwert 2, € X, so dass die lteration z;; = f(z)
unbeschrankt durchfihrbar ist, so gelten die Aussagen des Fixpunktsatzes fur dieses x.

In der Anwendung liegt haufig folgende Situation vor:
Sei (V.| ||) ein Banach-Raum (liber R oder C),

X :=U,(x0) = {z € X; d(x,y0) <71}

die abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt 2o € V und Radius »r > Ound f : X — V eine
Abbildung mit

If(z) = fIl < gllz—yll
furalle z,y € X und g € [0, 1] .
Ferner sei

| f(z0) — ol < (L —q)r .

Dann hat f genau einen Fixpunkt in X und mit dem Startwert zy konvergiert die durch z; =
f(zr_1), k € N, definierte rekursive Folge gegen den Fixpunkt.

Zum Beweismuss man nur nachweisen, dass alle z; in X liegen. Denn X ist ein abgeschlos-
sener Teil eines Banach-Raumes und damit selbst vollstandig. Wenn die Folge (zx) sinnvoll
definiert ist, ist sie eine Cauchy-Folge und ihr Grenzwert z, ist der Fixpunkt.

Nach Definition ist z; = f(x¢) und damit ist

1f(z0) = zoll = [[o1 — ol < (A —g)r <7,
also auch z; = f(xzg) € X.
Nehmen wir an, es seien z1,...,z; € X, dann giltin Analogie zu ()
1— ¢! k+1 .
[2k41 — 2ol < Tq”xl —zo| <1 —¢")r<r,

also leigt auch xx; € X und die Iteration ist unbeschréankt durchfiihrbar.

Auf dem Banachschen Fixpunktsatz beruhen zahlreiche Existenz- und Eindeutigkeitssatze der
hdheren Analysis. Wir werden ihn anwenden z.B. um

e den Umkehrsatz fur differenzierbare Abbildungen zu beweisen;

e Existenz- und Eindeutigkeitssatze fir Differentialgleichungen (Picard-Lindel6f) zu bewei-
sen;

e Integralgleichungen zu losen;
e ein Newton-Verfahren in R™ zu entwickeln;
etc.

Hier nur eine Anwendung in der Linearen Algebra, wo man den Banachschen Fixpunktsatz
auch zum Losen von linearen Gleichungssystemen verwenden kann.

Seien dazu A € R™*™ also eine n x n—Matrix und b € R™ vorgegeben.
Wir wollen das Gleichungssystem
mit dem Banachschen Fixpunktsatz I6sen und betrachten dazu die (affine) Abbildung

f:R* > R"™ mit f(z)=Axz+0b.



Fur z,y € R™ ist z.B. mit der Maximums-Norm || ||o, auf R™

[f(@) = fWllee = [[Az+b— (Ay+b)]o
= Az =yl
Ljjz =yl

IN

1<5<k k=1

n
mit L := max { > |ajk|}.
L ist die sogenannte Zeilensummennormer Matrix A = (a;).

Istnun L < 1 und zy € R™ ein beliebiger Startvektor, so konvergiert die durch xp 11 = Az, + b
fur k € Ny definierte Folge (x) gegen eine Losung a der Gleichung a = Aa + b.

Dieses iterative Losungsverfahren von linearen Gleichungssystemen nennt man in der Nume-
rik auch Gesamtschrittverfahren

23.7 Stetigkeit

Wie friher festgestellt, besagt unsere alltagliche Stetigkeitsvorstellung in etwa, dass bei ,stetigen”
Veranderungen oder Ablaufen keine abrupte, zdhe Schwankungen vorkommen. Durch die Stetig-
keit einer Funktion (Abbildung) f an einer Stelle a ihres Definitionsbereichs sind die Werte f(x)
fir nahe bei a gelegene Argumente z (aus dem Definitionsbereich) an den Wert f(a) in gewisser
Weise gebunden: Sie weichen wenig von f(a) ab, wenn 2 um wenig von a abweicht:

Praziser. f(z) weicht beliebig wenigvon f(a) ab, wenn nur z hinreichend wenigon a abweicht.

Das Beispiel der Riemann-Funktion (vgl. §10.2.10(b)) hat uns jedoch gezeigt, dass uns die An-
schauung bei Stetigkeitsfragen leicht triigen kann. Die obige qualitative Beschreibung lasst sich
auch quantifizieren: Da mann in metrischen Raumen Abstande zwischen den Elementen messen
kann (durch die Metrik), lasst sich die obige qualitative Beschreibung in eine quantitative Uberset-
zen, namlich in die e-0-Sprache.

Die Stetigkeit in metrischen Raumen lasst sich auch als ,Folgenstetigkeit” charakterisieren (wie in
K =R oder K = C).

Wir betrachten im Folgenden Abbildungen f : X — Y, wobei X und Y beliebige metrische Raume
sind. Da die Metriken in X und Y eine Rolle spielen, wollen wir eine Metrik in X mit dx und eine
Metrik in Y mit dy bezeichnen.

23.7.1 Satz Aquivalenzsatz fir Stetigkeit)

Seien X = (X,dx) und Y = (Y,dy) metrische Raume und f : X — Y eine Abbildung und a € X
und b := f(a).
Dann sind folgende Aussagen &aquivalent:

(a) (e-0-Stetigkeit)
Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so dass fur alle x € X mit z € Us(a) (d.h. dx(z,a) < §) gilt

f(x) € Ue(f(a))  (dh. dy(f(y), f(a)) <e);

(b) Fur jede e-Umgebung U.(f(a)) von f(a) (in Y) gibt es eine §-Umgebung Us(a) von a (in X) mit
f(Us(a)) C Ue(f(a)) ;



(c) (Umgebungsstetigkeit)
Fir jede Umgebung V von f(a) (in Y) gibt es eine Umgebung U von «a (in X) mit

f0)cvy

(d) (Folgenstetigkeit)
Fur jedeFolge (xx) mit z;, € X und klim xr, = a konvergiert die Bildfolge (f(zx)) (in Y) gegen

b= f(a). o

f heil3t stetig ina (an der Stelle a oder im Punkt @), wenn ein (und damit jede) der Bedingungen
(@), (b), (), (d) erfullt ist.
f heil3t stetig(auf X), wenn f in jedem Punkt a € X stetig ist.

Geometrische Interpretation:

Us (fla))

N

ftUs (a))

Us (a) f

Mit der Vorgabe eines beliebigen ¢ > 0 wird eine ,Toleranzumgebung“ U.(f(a)) festgelegt, zu der
es dann eine §-Umgebung von a (in X) geben muss, deren Bild in der beliebig vorgegebener &-
Umgebung des Bildpunktes f(a) liegt.

Beweis : Dass (a) und (b) aquivalent sind, ist offensichtlich auf Grund der Definition von - bzw.
0-Umgebung.
Wir zeigen: Aus (c) = (b).

Sei also (c) erfillt und £ > 0 beliebig vorgegeben. Dann ist V := U.(f(a)) eine Umgebung
von f(a). Nach Voraussetzung gibt es dann eine Umgebung U von a (in X) mit

f(U) cV =U(f(a)) .

Wieder nach Definition enthélt U eine 6-Umgebung von a: Us(a) C U .
Wegen
f(Us(a)) € f(U) CV = U:(f(a))

gilt also

f(Us(a)) C Ue(f(a)) -

Wir zeigen: Aus (b) = (c).
Sei umgekehrt die -5-Bedingung erflllt:



Sei V eine beliebige Umgebung von b = f(a), dann enthalt V' eine Kugelumgebung U, (b
V von b. Zu dieser e-Umgebung gibt es nach Voraussetzung eine §-Umgebung Us(a) von a
mit

f(Us(a)) CU(b) CV .
Jetzt wahle man nur noch U := Us(a), so sind U bzw. V' Umgebungen von a bzw. b mit
fU)cVv.
Wir zeigen: Aus (b) = (d).
Dazu sei (z1) eine Folge mit x; € X und hm ) = a. ZU vorgegebenem ¢ > 0 kdnnen wir
nach Voraussetzung ein 6 = é(g) > 0, so bes'ummen dass f(Us(a)) C Us(f(a)) gilt.
Weil aber die Folge (x}) gegen a konvergiert, liegen fast alle z;, in Us(a):
Es gibt also ein N = N(4) € N, so dass fiir alle k € Nmit £ > N gilt

xg € Us(a) .

Dann ist aber wegen f(Us(a)) C Uc(f(a)) fur alle k£ > N auch

flazx) € Ue(f(a))
d.h. die Bildfolge (f(zx)) konvergiert gegen f(a).

Es bleibt noch etwa (d) = (c) zu zeigen.
Wir zeigen die aquivalente Aussage: Wenn (c) nicht gilt, kann auch (d) nicht gelten.

Wenn (c) nicht gilt, existiert eine ,Ausnahmeumgebung“ V; von f(a), so dass fur jedeUmge-
bung U von a gilt

OATE
Fur jedes k € N sei Uy, := U (a).

Fir jedes k € N gibt es dann ein xp € U C X mit f(zx) ¢ V. Die Folge (z\) konvergiert
gegen a, aber kein Bildelement f(z;) gehort zu V4. Damit haben wir eine Folge konstruiert,
fur welche Bedingung (d) nicht erfllt ist.

Wegen A = B <= - B = —A, istalso (d) = (c) gezeigt.

Der Beweis ist lediglich eine Variante des fir K = R gefiuihrten Beweises (vgl. ???).

23.7.2 Beispiele und Bemerkungen

(a) Das folgende Unstetigkeitskriteriunist eine direkte Folge des Aquivalenzsatzes:

f: X — Y istnicht stetig in a € X, wenn es eine Folge (x) gibt mit z; € X und klim Tr = a,
C oo

fur welche die Bildfolge (f(xx)) nicht konvergiert oder fir welche die Bildfolge (f(;k)) gegen
einen Wert # f(a) konvergiert.

(b) Versieht man den Ausgangsraum X mit der diskreten Metrik d = § mit

1, fur z#y,
O(z,y) = { 0, fur z =y,
dann ist jedeAbbildung f : X — Y (Y beliebiger metrischer Raum) stetig.

Dannist a € X und (x}) eine Folge aus X, die gegen a konvergiert, dann gilt wegen Ué(a) =
{a} fur fast alle z;, auch z; = a.
Trivialerweise konvergiert dann die Bildfolge (f(zx)) gegen f(a).



(c) Haufig ist eine Abbildung f nicht auf dem ganzen metrischen Raum X definiert, sondern nur
auf einer nicht leeren Teilmenge D C X.

Nun ist aber D mit der von z induzierten Metrik dy (do(x,y) = d(x,y)) fur (z,y) € D x D ein
selbststandiger metrische Raum, so dass man also die aquivalenten Eigenschaften aus Satz
22.7.1 anwenden kann.

Wenn man beachtet, dass die Umgebungen eines Punktes a € D beziglich dy genau diejeni-
gen Teilmengen U, von D sind, die sich in der Gestalt Uy = U N D schreiben lassen, wobei U
eine Umgebung von a in X ist, so ist offensichtlich, dass die Stetigkeitsdefinition (entsprechend
der Bedingung (b) von Satz 22.8.1) so lautet:

f: D — Y ist genau dann stetig in a € D, wenn es zu jeder e-Umgebung U.(f(a)) (inY)
eine §-Umgebung Us(a) von a (in X) gibt mit

f(Us(a) N D) C U:(f(a)).

Ue (fla))

ftUs(a) " D)

Us (a)

Mit dieser relativen Situation haben wir schon bei Funktionen einer Variablen gearbeitet.

(d) Die globale Stetigkeieiner Abbildung f : X — Y, d.h. f ist stetig auf ganz X, lasst sich elegant
charakterisieren mit Hilfe des Begriffes des Urbildes und mit offenen Mengen.

Zur Erinnerung :
Ist f: X — Y eine Abbildung (X, Y beliebige nicht leere Mengen) und 7' C Y eine Teilmenge,
dann heif3t bekanntlich
fTUT) = € X; f(z) € T)
das Urbild von T unter f.
Offensichtlich gilt fur 7y, C T, C Y

fH () C fH(T)
und fir D C X und T' C Y qilt:

() D= f"YT)= f(D) C T und
(i) T= f(D)= D C f~YT).
Jedoch gilt i.A. nicht

Aus T = f(D) folgt D = f=1(T),
wie das folgende Beispiel zeigt:



Hierist f~1(T) = D U D;.
(c) und (b) lassen such auch so ausdriicken:

f(fYT) cT und D C f1(f(D))

Die folgende Charakterisierung der globalen StetigKegtt den Vorteil, dass sie auch fur beliebige
topologischéRaume qilt:

23.7.3 Theorem (Charakterisierung der globalen Stetigké)
Sei (X, dx) und (Y, dy) metrische Raume.

(a) Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig, wenn fir jede offene Menge V in Y, das
Urbild f=1(V) offen in X ist.

(b) Ist D C X eine nicht leere Teilmenge, dann ist eine Abbildung f : D — Y genau dann stetig,
wenn fir jede offene Teilmenge V' C Y das Urbild f~*(V) D-offen ist, d.h. es gibt eine offene
Menge U C X mit

Y (vV)=UnD.

(c) Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig, wenn fur jede abgeschlossene Teilmenge
A C Y das Urbild f~*(A) abgeschlossen in X ist.

(d)Ist D ¢ X und f : D — Y eine Abbildung, dann ist f genau dann stetig, wenn fur jede
abgeschlossene Teilmenge A C Y das Urbild D-abgeschlossen ist, d.h. es gibt eine abge-
schlossenen Teilmenge B C X mit f~1(4) = BN D.

Beweis von (a):Sei f : X — Y stetigund V C Y offen und a € f=1(V). (Wir konnen f=*(V) # 0
voraussetzen, denn die leere Menge 0 ist offen.) Wir zeigen, dass a ein innerer Punkt von
(V) ist.

Seib:= f(a) € Y. DaV offenist, gibtes eine > 0 mit U.(b) C V. Da f stetig in a ist, gibt es
ein d > 0mit f(Us(a)) C Uc(f(a)).
Daher ist
Us(a) € 71 (f(Us(a))) € f71(U:(f(a)) € f7H(V),
also ist a innerer Punkt von f=1(V).
Da dies fur jedes a € f~1(V) gilt, ist also f~1(V) offen (in X).



Sei umgekehrt f~1(V) offen fur jede offene Menge V C Y. Wir zeigen, dass dann f stetig
ist. Dazu seia € X und b = f(a).

Fur jedes £ > 0 ist die Kugel V := U.(b) offen in Y. Nach Voraussetzung ist dann f~1(V)
offenin X. Nunistabera € f~1(V) = f~}(U.(f(a))), daher gibt es ein § > 0 mit
)

(U
Us(a) C f~H(U-(f(a))) ,
das heil3t aber
f(Us(a)) C fF(f(U(f(a)))) C Us(f(a)) ,

das bedeutet f ist stetig in a.

O

Beweis von (b): Der Beweis in der relativen Situation D C X ist vollig analog (man muss nur mit
der induzierten Metrik dy arbeiten).

Beweis von (c): Da fir beliebige Teilmengen A von Y gilt

Y —A) =X - f1(4)

und da nach Definition A in Y genau dann abgeschlossen ist, wenn Y — A offen ist, folgt (c)
aus (a).

O

Analog beweist man (d).

Anwendung:
Ist (X,d) ein metrischer Raum und f : X — R (mit der Standardmetrik) stetig, so gilt fur jedes
¢ € R: die Mengen

(1) U1 :={z € X; f(z) < c} bzw.
Us :={z € X; f(x) > ¢} sind offen in X;
(z)

(2 Ay :={z e X; f(z) <c} bzw.
As = {x € X; f(x) > ¢} sind abgeschlossen (in X).

Insbesondere sind Nullstellenmengen N := {z € X; f(x) = 0} stetiger Funktionen wegen
N = f~1({0}) stets abgeschlossen.

Als Ubung zeige man: Die orthogonale Gruppe O(n;R) = {A € R**"; AA* = E,,} ist eine abge-
schlossend@eilmenge des R™*"™ (den man z.B. mit der euklidischen Norm und der daraus abgelei-
teten Metrik versieht).

O(n;R) ist auch eine beschrénkte Teilmenge von R"*" (denn alle Elemente von A = (a;;) haben
einen Betrag |a ;x| < 1) und damit nach dem Satz von Heine-Borelvgl. §23.13) auch kompakt
O(n;R) ist ein wichtiges Beispiel einer kompakten Gruppe. Sie tragt weitere Strukturen, so ist sie
z.B. auch eine Lie-Gruppe

Eine wichtige Klasse stetiger Abbildungen sind sog. Lipschitz-stetige Abbildungen
Dabei heif3t eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Raumen Lipschitz-stetig (auch be-
schrankt), wenn es eine Konstante L > 0 gibt, so dass fiir alle z, 2" € X gilt

dy (f(2), f(@")) < L dx (w,2')

Hier kann man zu vorgegebenem ¢ > 0 immer ein Universal-6 wahlen, ndmlich z.B. § :=
welchem die e-6-Bedingung erfullt ist.

€ .
T+1° mit



23.7.4 Beispiele zur Lipschitz-Stetigkeit

Jede lineare Abbildung f : K — K™ (n,m € N) ist stetig, dabei seien K" bzw. K™ jeweils mit der
Maximumsmetrik versehen.

Beweis : Sei (e, ..., e,) die Standardbasis von K", dann gilt fur z € K" bzw, a € K"
T = ijej und a = Zajej
j=1 j=1

mit (eindeutig bestimmten) Koeffizienten z;,a; € K, 1 < j <mn.
n

Aus z —a = ) (z; — a;j)e; und der Linearitat bzw. Eigenschaften von || || folgt dann

() = f@)lle = [If(z—a)lle
= |F D @i—ay)|e
j=1

o0

(z; —aj)f(ey)

I
M:

1

.
I

o0
n
< Z|$7 —aj| [[f(ej)lloo
Jj=1
< e —alle - Z 1f(ej)lloo (wegen [z; —a;] < [|lz — allo)

=L
= L]z — al -

Wie wir bald sehen werden, brauchen lineare Abbildungen f : V' — W, wobei V und W beliebige
normierte K-Vektorrdume sind, nicht stetig zu sein.

Ist (V. ||) ein beliebiger normierte K-Vektorraum, dann ist die Norm || || : V' — R Lipschitz-stetig
mit der Lipschitz-Konstante 1, denn es gilt fir beliebige z,a € V

lzll = llalll < llz —all = 1- |lz —al| .

In Analogie zu Folgen in R und C kann man Rechenregelnif stetige Funktionebeweisen, die Be-
weise mit Hilfe des Folgenkriteriums lassen sich im wesentlichen wortlich Ubertragen.

Wir fassen uns deshalb kurz:

Seien im Folgenden X,Y,Y1,Y5,...,Y,, beliebige metrische RAume und W ein normierter K-
Vektorraum (wichtiger Spezialfall ist W = K).

Regel I: Sind f; : X — W und f, : X — W stetig, dann ist auch f; + fo : X — W stetig.
Ist ferner g : X — K stetig in a € X, dann ist auch gf : X — W stetig in a und falls g(a) # 0 ist,
ist auch 5 : X — {a} — W stetig in a. Ist insbesondere g(x) # 0 fur alle 2 € X, dann ist auch

5 . X — W stetig.

Folgerung:
Alle Polynomfunktionen P : K® — K und alle rationalen Funktionen sind auf ihrem jeweiligen



Definitionsbereich stetig. Dabei ist eine Polynomfunktion auf K™ eine Abbildung P : K” — K der
Gestalt

— k1 kq
x=(T1,...,Tpn) — g Chy - - Ck,TY" . Ty

ki,...,kn €Ny
ki +...4+kn<r

Eine Abbildung der Gestalt

K" — K
(T1,.. ., Tp) zlflzf,"
mit natUrlichen Zahlen k4, ..., k, und k1 + ... + k,, = r heil3t ein Monom vom Grad r.

Ein Polynom ist also eine Linearkombination von Monomen vom Grad < r.

Eine rationale Funktion auf eine offene Teilmenge D C K" ist eine Funktion, die als Quotient von
Polynomfunktionen auf D darstellbar ist (dabei muss man natirlich die Nullstellen der Nennerpo-
lynoms beriicksichtigen). Da eine Polynomfunktion durch endlich viele Additionen und Multiplika-
tionen aus der Koordinatenfunktion z1, .. ., x,, und den Konstanten entsteht, folgt die Behauptung
durch mehrfache Anwendung von Regel 1. Ebenso folgt die Behauptung Uber rationale Funktio-
nen.

Beispiele
(a) Die Abbildung p : R**! — {0} — R"*+! mit

T 1

= = -
lzllz -~ lll2

p()

ist stetig. Ihr Bild ist die euklidische n-Sphare S™ = {z € R"*1; ||z||2 = 1}.
(b) Die Polynomfunktion

p: R? — R,
(x,y) — azx®+by> +cey+detey+ f

(a,b,..., f €R)ist stetig.

(c) Die rationale Funktion

R: R? — R,
(z,y) Pl
’ 22 +y? 41

ist stetig.
Nicht verwunderlich ist die folgende

Regelll: Ist f : X - Y stetiginaund g: Y — Z stetiginb € Y undist f(X) C Y und b = f(a),
dannistgo f: X — Z stetig in a.

’ Kurz: Die Zusammensetzung stetiger Funktionen ist stetig. ‘

Wir wiederholen den Beweis (mit dem Folgenkriterium):
Sei (z) eine Folge mit z;, € X uns klim xr = a. Dann gilt wegen der Stetigkeit von f in a:

— 00

lim f(zg) = f(a) =b.

k—o0

Wegen der Stetigkeit von g in b folgt

lim g(f(2x)) = g(b) = g(f(a)) , also

k—o0



kli_)rrolo(gOf)(wk) =(go f)(a).

Ubungsaufgabe Geben Sie einen weiteren Beweis mit Hilfe der Umgebungscharakterisierung der
Stetigkeit.

Beispiel:
Sei X = (K™, || ||2). Dann ist die Abbildung

h: X — R,

z o exp([lz]3) = exp(af + ... +a7)
als Zusammensetzung zweier stetiger Abbildungen:
f+ X — R,
z =zl
und
g: R — R,
Yy = expy
stetig.

Vor der ndchsten Regel eine Vorbemerkung:
Sind (X,d) und (Y1,d4), ..., (Y, d,) metrische Raume und ist

f: X=>Y: =Y x...xY,

eine gegebene Abbildung, so kann man diese in ,Komponenten® f; :— X — Y; zerlegen, fur die

danngilt f = (f1,..., fmn)-
Jede Komponente kann man auffassen als Zusammensetzung pr; o f von f mit der Projektion

pri: Y =Y x...xY,, — Y;,
(ylu"'7ym) = Y.

Man erhélt ein kommutatives Diagramm (von Abbildungen)
f: X =Y =Yix.. xYx...xY,

fi=wrjof o

Y;

Da eine Folge (yx) mity, € Y =Y; x ... x Y,, genau dann konvergiert, wenn jede Komponenten-

folge in Y; konvergiert, sind die Projektionen pr; : Y; x ... x Y, — Y] alle stetig (1 < j < m).

Sind umgekehrt fir j € {1,...,n} Abbildungen f; : X — Y; gegeben, so kann man diese durch
f=U1, 0 fm): X=2Y =Y x...xY,

zu einer Abbildung von X nach Y zusammenfassen.

Regel llI:

(@ Sind X und Y1,...,Y,, metrische Rdume und ist Y := Y7 x ... x Y}, ihr Produkt (versehen
mit der Produkt-Metrik), dann ist eine Abbildung

f=U1, 0 fm): X=>Y =Y x...xY,

genau dann stetig in a € X, wenn alle Komponenten f; : X — Y stetig in a sind.



(b) Istinsbesondere jedes Y; = K (1 < j < m), dann ist eine Abbildung

f=f(fi,.o fm): X = K™

genau dann stetig in a, wenn jede "Komponentenfunktion f; : X — K (1 < j < m) stetigin a

ist.
Der Beweis ist nach der Vorbemerkung klar, denn die Konvergenz von f(zx) = (f1(zk), - .-, fm(zk))
gegen (fi(a),..., fm(a)) ist Aquivalent mit der komponentenweisen Konvergenz.

Die Teilaussage (b) kann man als Reduktionslemmé&etrachten: Bei der Untersuchung stetiger Ab-
bildungen f = (f1,..., fm) : X — K™ (mit einer der Standardmetriken), kann man sich immer auf
den Fall m = 1 zuriickziehen.

Ist f: X — Y stetigund ist D C X, dann ist natlrlich f|D : D — Y auch stetig.

Man konnte auf die Idee kommen, dass z.B. eine Abbildung (Funktion) f : R? — R bereits schon
stetig ist in einem Punkt a € R?, wenn ihre Einschrankungen auf die achsenparallelen Geraden
durch den Punkt stetig sind. Dass es nicht so ist, zeigt das folgende

Gegenbeispiel f : RZ2 — R mit
sy, fur (z,y) # (0,0) ;
— z2+y2) ’ ’ )
f@) { 0, fur (z,y) = (0,0).
Fir (x,y) # (0,0) ist f als rationale Funktion stetig. Auch sind die Einschréankungen von f auf
R x {0} und {0} x R stetig:

x +— f(z,0)=0 und
y = [f(0,y)=0

f ist aber im Nullpunkt nicht stetig, denn es ist f(¢,¢) — f(0,0) = 1 fur alle ¢t # 0. Etwas anders
ausgedruckt:

Die Folge (zx,yx) := (3, 1) konvergiert zwar gegen Null, die Bildfolge f(zx,yx) = ﬁ— = 1 hat
k2 T k2

den konstanten Wert 1, also gilt
lim f(aw,yi) = 1#0= f(0,0).

Die Bildfolge konvergiert zwar, aber nicht gegen den Funktionswert.

Plottet man mit MAPLE den Graphen von f in einer Umgebung der Nullpunktes, so kann man die
Unstetigkeit von f im (0,0) erkennen.

Das Maximum von f hat den Wert 1, das Minimum den Wert —1, diese Werte werden fir alle
(z,y) € R?2 mitz = y bzw. x = —y angenommen.




Man kodnnte auf die Idee kommen, dass auch die Bilder offener bzw. abgeschlossener Mengen
unter einer stetigen Abbildung wieder offen bzw. abgeschlossen sind.
Aber schon aus der Analysis 1 sind Gegenbeispielbekannt:

@)
f:]0,2n] — R,

r +— sinx
bildet das offene Intervall ]0, 27| auf das abgeschlossene Intervall [-1, 1] ab.

(b)

f [17 (X)} - R )
1
T = =
x
bildet die im X, := [1, co[ abgeschlossene Mengen [1, co[ auf die in R nicht abgeschlossene
Menge ]0,1] ab.
(c) Weiteres Gegenbeispiel: Wir betrachten .
f: R — R?, 5] / //
t — (t,t) 19 ////
bildet R auf die Gerade G mit der Gleichung = 2 7: 1x 2 s
y =z ab. s
Dabher ist fur keine offene Menge U C R, U # /// 2
—34

0, das Bild f(U) offen in R2.

(d) Wir nehmen an, dass (X,dx) und (Y.dy) metrische Rdume sind und dass die Abbildung
f: X — Y bijektiv ist. Dann existiert die Umkehrabbildung ¢ : Y — X, und es gilt
=x fur alle z € X und
flgly) =y furalley €Y.

Ist nun U C X eine Teilmenge, so stimmt das Bild f(U) mit dem Urbild g~ (U) tberein:
g7 U) = {yeY;gly eU}
= {yeY;z:=yg(y) €U}

{f(x); z €U}
= f(U).

Daher ist die Umkehrabbildung g von f genau dann stetig auf Y, wenn das Bild jeder offenen
Teilmenge U C X unter f wieder offen (in Y) ist.

23.8 Definition

Sind (X, dx) und (Y, dy ) metrische Raume.
Eine stetige, bijektive Abbildung f : X — Y, fir welche die Umkehrabbildung ¢ : Y — X ebenfalls
stetig ist, heil3t ein Hombomorphismus



Eine bijektive Abbildung f : X — Y ist also genau dann ein Homdomorphismus, wenn fir eine
beliebige Teilmenge U C X gilt:

U offen (in X) < f(U) offen (in Y).

23.8.1 Beispiele und Bemerkungen

(@)

(b)

(©

Mann nennt zwei metrische Raume X und Y hombomorph wenn es einen Homéomorphismus
f:X —Y gibt.

Die Begriffsbildung kann man auch sofort auf topologische Rumeiibertragen.

Es lassen sich dann topologische Aussagen uber Teilmengen von X mittels eines Homdomor-
phismus tbersetzen in entsprechende Aussagen tber Teilmengen von Y. Man sagt auch, dass
X und Y dieselbe topologische Struktunaben.

Betrachtet man R mit der nattrlichen Metrik. Dann sind die Abbildungen

T ™
tan.}—a,g[—ﬂR und arctan.Rﬁ]—E,i{
jeweils stetig und Umkehrabbildungen voneinander. Daher ist R homéomorph zum Intervall
] - %7 %[

Frage: Konnen Sie einen Homdomorphismus f : R —] — 1, 1] angeben?

Wir betrachten im R™ die euklidische Metrik || || und die Abbildung

f:R" — U(0):={z eR™; ||lz|]2 <1},
x

o _r
L[]l

bzw.

g:Ul(O) — Rn,
Y

y _ v
L—yll2

Beide Abbildungen sind stetig und Umkehrungen voneinander. Daher sind der ganze R™ und
die (offene) euklidische Einheitskugel U;(0) hom&omorph.

Testfragen:

() Gilt dies auch, wenn || || eine beliebige Norm auf R™ ist?

() Sind die (offenen) Einheitskugeln beziglich euklidischer Norm, der Maximumsnorm bzw.
der Eins-Norm in R™ homéomorph?

(d) Wir identifizieren den R? mit C x R und identifizieren C mit C x {0} c R3 und schreiben die fir

(euklidische) Einheitssphare in R? als

S% = {(w,t) ECxR; |Jwf* +t*=1}.



()

Ferner sei N := (0,1) € R? der ,Nordpol“ der Sphare S2.
Dann werden durch
c: 8- {N} — C,

w
t J—
(w,t) —

und
7:C — S*-{N},
2z |22 — 1
z —
22+ 17 |22 +1
stetige Abbildungen definiert, die Umkehrungen voneinander sind. Man rechne dies nach.

Daher sind die im Nordpol punktierte Sphare S? — {N} und die komplexe Zahlenebene C
hom&éomorph.

N=(0,1)
(w, 1)

o(wi) C
Ji G(wt)

(wt)

Geometrische Veranschaulichung

o nennt man auch stereographische Projektion

Frage: Wenn der Punkt (w,t) € S? in den Nordpol ,wandert*, wohin wandert dann der Bildpunkt
o(w,t) € C?

Eine stetige, bijektive Abbildung f : X — Y braucht keine stetige Umkehrabbildung zu haben:
Dazu betrachten wir X := {(¢,0) € R?; 0 < ¢ < 1} und die Einheitskreislinie S* := {(z,y) €
R2; 22 + y? = 1} (jeweils mit der von R? induzierten Metrik) und die Abbildung
f+ X —- Y,
(t,0) +— (cos2wt, sin27t).
Dann ist f stetig und bijektiv, also existiert die Umkehrabbildung g : S? — X. Diese ist jedoch
unstetig im Punkt (1,0). Denn betrachtet man eine Folge z, € S'; I'm 2, > 0 und klim 2L =
oo

1+ 0i = (1,0) und die Folge w;, € S* mit Im wy > 0 und klim wy, = 1, dann konvergieren die
Bildfolgen (g(zx)) und (g(wy)) gegen 0 bzw. 1.

Die Tatsache, dass f zwar bijektiv und stetig aber kein Homdéomorphismus ist, schlief3t nicht
aus, dass es vielleicht doch einen Homdomorphismus k4 : [0, 1[— S* geben konnte.



Mit Hilfe des Kompaktheitsbegriffekbnnen wir das aber ausschlie3en (vgl. ??7?). Dort werden
wir auch ein sehr einfaches und brauchbares Homéomorphiekriteriunkennen lernen.

Wir wissen, dass eine Folge (fi) von stetigenFunktionen f; mit einem Intervall D C R als De-
finitionsbereich, die gleichmaRig auf D konvergiert, eine stetige Grenzfunktion f auf D besitzt.

Wir wollen diesen Satz verallgemeinern und benotigen dazu den Begriff der gleichmal3igen
Konvergenz in metrischendgmen

Seien X = (X,dx) und Y = (Y,dy) metrische Raume, f;, : X - Y, keNund f : X - Y
Abbildungen.

Man sagt: Die Folge (fi) konvergiert gleichméaRig gegen f, falls zu jedem ¢ > 0 ein N € N
existiert, so dass fur alle z € X und alle k£ > N gilt

dy (fn(z), f(z)) <e.

23.9 Satz

Sind (X, dx) und (Y, dy) metrische Raume und ist (fi) eine Folge stetiger Funktionen, f; : X —
Y, die gleichmaRig gegen die Funktion f : X — Y konvergiert, dann ist auch f stetig.
Beweis : (Analog zu Analysis 1, ???)

Wir zeigen die Stetigkeit von f in einem beliebigen Punkt a € X. Die Schlusselungleichung
ist die folgende:

dy (f(z), f(a)) < dy (f(2), fn(2)) + dy (fn(2), fn (@) + dy (fn(a), f(a)) -

Die beiden auf3eren Terme werden klein etwa < 5, wegen der gleichmaRigen Konvergenz

(N hinreichend grof3), der mittlere Term (hier ist N fest) wir ebenfalls < 5 fur alle » € X mit
x € Us(a), 6 > 0 geeignet, (wegen der Stetigkeit von fy in a).

O

Bemerkung:
Ist Y = K (dabei K = R oder K = C) und

B(X,K)={f:X - K; Esgibtc > 0mit|f(z)|] < cfliralle z € X}

und ||fllc = sup{|f(x)|; = € X}, dann konvergiert eine Folge (fx), frx : X — K genau dann
gleichmaRig gegen f : X — K, wenn klim Il fx = flloo = 0 gilt.

23.10 Stetigkeit linearer Abbildungen, die Operatornorm

Im Beispiel 22.7.4(a) haben wir gesehen, dass jede lineare Abbildung f : K* — K™ (n,m €
N) stetig, sogar Lipschitz-stetig ist, wenn man K™ bzw. K™ mit irgendeiner der Standardnormen
versieht. Eine lineare Abbildung zwischen normierten Raumen braucht aber nicht stetig zu sein.
Zum Beispiel ist die Abbildung

D: c'o,1] — R,
fo= 1)
linear, aber nicht stetig, wenn man C*([0, 1]) mit der Supremums-Norm und R mit der natrlichen

Norm (dem Betrag) versieht, denn die Supremumsnormen von fi(z) = % bilden eine Nullfol-
ge, wahrend die Folge (f;(0)) der Ableitungen divergiert.



Wir beweisen zunéchst fur lineareAbbildungen zwischen beliebigen normierten K-Vektorraumen
(Vo[ llv) und (W, [ lw) den folgenden

23.10.1 Aquivalenzsatz ir Stetigkeit

Seinen (V, || ||v) und (W, ] |lw) normierte K-Vektorraume und u : V- — W K-linear.
Dann sind aquivalent

(1) wist (Uberall) stetig;

(2) wiststetigin0 € V;

(3) Es gibt eine Konstante C' > 0 mit ||u(z)||w < C|lz|v fur alle x € V.
Hieraus folgt, dass eine stetige lineare Abbildung v : V' — W sogar Lipschitz-stetig ist.
Beweis : Wir zeigen (2) = (3) = (1).

Da (1) = (2) evident ist, sind damit alle drei Aussagen aquivalent.

@ (2) = (3)
u sei stetig in 0 € V. Dann existiert insbesondere zu ¢ := 1 ein § > 0 mit
u(z) = u(0)lw = llu(z)lw <1
furalle z € V mit |z — 0f|y = ||z||v < é.

Fiir beliebige y € V, y # 0, setzen wir z := $ - ”;ﬁv, dann gilt ||z||y < 4, und es folgt

[ V)

1) 1
1> fJu(z)|lw = 3 m”u(y)ﬂwa

oder 5
lu)liw < Slyllv-

Lassen wir jetzt auch y = 0 zur Konkurenz zu, so sehen wir wegen u(0) = 0, dass wir
C := 2 wéhlen kénnen.

(b) (3) = (1)
Aus (3) folgt fur z := y — z wegen der Linearitat von u
lu(y) = u(2)lw < Clly - z[lv-
Wenn daher ¢ > 0 beliebig vorgegeben ist, so hat man fir ¢ := =55
3
Cc+1

ly —zllv <6 = = uly) —u(z)llw <e.

Damit haben wir auch die Lipschitz-Stetigkeit (und damit die gleichméaRige Stetigkeit(!))
von u gezeigt.

O



23.10.2 Beispiele und Bemerkungen

(&) Wegen der Eigenschaft (3) ist die Stetigkeit einer linearen Abbildung v : V' — W gleichbedeu-
tend mit der Existenz einer Konstanten fir welche ||u(z)||w < C|z|v fir alle z € V gilt.

Lineare Abbildungen mit der Eigenschaft (3) nennt man manchmal auch beschankt Man be-
achte jedoch, dass diese Terminologie nicht sonderlich gliicklich ist, da nach bisheriger Sprach-
regelung eine Abbildung u : V' — W beschrankt heif3t, wenn ihr Bild «(V') in W beschrankt ist.
Ist W # {0}, so ist fur eine beschrankte lineare Abbildung v : V. — W, u # 0, das Bild i.A.
nicht beschrankt. Beispiel?

(b) Fur die Standardvektorraume K™ und K™ mit einer der Standardnormen erhalt man nochmal
etwas anders die Stetigkeit einer linearen Abbildung « : K™ — K™, denn w ist ein m-Tupel von
linearen Abbildungen (Linearformen)

uj K' - K (1<j<n),
1
— aj1+aj2+...+aj"€K.

Ln

(c) Ist M = [a,b] C R ein kompaktes Intervall und V' = C([a,b]) der R-Vektorraum der stetigen
Funktionen f : [a,b] — R mit der Supremums-Norm, so zeigt die Standardabschéatzung fur

Integrale
b

1)1 = | [ f@)de| < (b= @)l

a

dass das Integral

I:V — R,
b

fFﬁIU%=/ﬂ@M

eine stetigelLinearform ist.

(d) Fur normierte K-Vektorraume (V|| ||v) und (W, || ||w) sei
LV, W) :={u:V — W; u K-linear und stetig } .

Man verifiziert ohne Muhe, dass L(V, W) beziiglich der punktweisen Verkniipfung ein K-Vektorraum
ist. Es ist unser Ziel, in diesem K-Vektorraum eine (naturliche) Norm einzufihren. Wir beach-
ten zunéchst, dass im Spezialfall V' = K™ und W = K™ und der Standardnormen gilt

I/(I[('IL7 K'HL) — HOTI’L(K”, KTYL) o~ KT)’LXTL — K'Hln7

eine lineare Abbildung kann man also in diesem Fall mit einer m x n-Matrix identifizieren und
damit mit einem Element aus K™".

Wir benutzen den Aquivalenzsatz um auf L(V, W) eine Norm einzufiihren.

23.10.3 Definition (Abbildungsnorm oder Operatornorm)

Seien (V.|| |lv) und (W, || ||w) normierte K-Vektorraume und v € L(V, W). Unter der Operatornorm
von u versteht man die Zahl

Jull == inf{C > 0; [u(z)|w < Clz|y firalle z € V} .



23.10.4 Beispiele und Bemerkungen

(@)

(b)

(©)

(d)

Auf Grund des Aquivalenzsatzes ist die Menge, deren Infimum wir betrachten, nicht leer und
durch Null nach unten beschrénkt, die Definition also sinnvoll ist und es gilt stets ||| > 0.

Wir werden bald sehen, dass durch
L(vV,Ww) — R
u =l

tatséchlich eine Norm auf L(V, W) erklart ist. Mit der Operatornorm wird also L(V, W) zu ei-
nem normierten und damit auch metrischen Raum.

Man beachte, dass ||u|| sowohl von der Norm auf V' als auch von der Norm auf W abhangt,
was wir in der Bezeichnung nicht ausdricklich hervorgehoben haben.

Fur den Beispiel (vgl. 22.10.2(b))
I:C(a,b]) — R

9

b

foe I = / f(2)de

a

ist die Operatornorm offensichtlich gerade b — a.

Nach Definition des Infimums gibt es zu jedem ¢ > 0 eine Konstante C' > 0 mit |ju(z)|w <
Cllz|v fur alle z € V, so dass C < |lu|| + € gilt. Hieraus folgt fur alle z € V'
[u(@)lw < [l lz[lv-

Die Operatornorm ist also charakterisiert durch:

Furalle z eV gilt ||Ju(x)|lw < |lu| ||z|lv und ist
|w(@)|lw < C|lz|ly furalle z €V, soist|u| < C.

u ist also ein Maf} fur die maximale Langenverzerrung, die ein Element x € V unter der Wir-
kung von u erleiden kann.

Um zu sehen, dass durch u — |ju|| wirklich eine Norm auf L(V, W) definiert ist, benutzen wir
den folgenden

Hilfssatz:
Firw e L(V, W) qilt
Jull = sup{llu(z)|lw; [lzllv <1}
= sup{[ju(@)|w; [lz]v =1} .



Beweis : Nach Definition von ||| gilt far ||z]y <1
[u(@)llw < ]l lz]lv < [lull .

Daher ist s := sup{||u(z)|lw; |lz]| < 1} endlich und esist s < ||u]|.
Nunist{z € V; ||z||v =1} C {z € V; ||z|]|y < 1}, also ist auch

t = sup{[lu(z)w; [[z]v =1}

endlich und es gilt ¢t < s.

Es bleibt ||u|| <t zu zeigen. Nach Definition von ¢ gilt
[ellv =1 = Ju(@)|w <t.

Durch Ubergang von y # 0 zu W”Z/H folgt dann |ju(y)|lw < t|y|lv fur alle y € V, d.h.

lu]| <t nach Definition von ||ul|.
O

(e) Wir zeigen jetzt, dass
s L(v,w) — R,
u =l
tatsachlich eine Norm ist.

(N1): ||ul| > 0 gilt nach Definition.
Ist ||u|]| = 0, dann ist u(x) = 0 fur alle z € V mit ||z||yy < 1 nach dem Hilfssatz, also auch
u(y) = 0 fur alle y € V, d.h. w ist die Nullabbildung.

(N2): |[Au|l = |A] [Jul| fur A € K ist offensichtlich.
(N3): Istauch v € L(V, W), so gilt fir ||z||y <1

[(u+o)@)lw < fu@)w + [o(z)]lw
< Mull flllv + ol lzllv: < flull+ ol

also
w+ vl < flul] + o] -

® sind Vi, Ivi), (Va, |l llvs) und (Vs, || |lv,) normierte K-Vektorraume und v € L(V;,V3) und
v € L(Va,V3),s0istvou e L(Vy,V3) und es gilt

[o 0 ull < vl [|ul -
Denn es gelten fur x € V; die folgenden Abschatzungen

[o(u(@))llvs < lloll u@)llve < ol lull ll<]v, -



(9) FurV =w sei L(V) := L(V,V).
Aus unseren Uberlegungen folgt, dass L(V') eine normierte Algebra ist mit [jidy || = 1.

(h) In L(V, W) hat man zwei natirliche Konvegenzbegriffe:

(«) Die punktweise Konvergenz:
Eine Folge (uy), ur € L(V, W) konvergiert punktweise gegen v € L(V, W), wenn fur alle
x €V gilt klim ug(z) = u(x) (Konvergenz in W).

(6) Konvergenz in der Norm (gleichmaRige Konvergenz):
(ux) konvergiert in der Norm gegen u < klim |lug — ul] = 0.

Wegen |Jug(z) — w(z)||w = ||(ux — u)(z)||w < ||ux — ul|||z|v folgt aus der gleichmé&Rigen
Konvergenz die punktweise Konvergenz.

(i) Wir wissen, dass L(V, W) ein normierter Raum ist (bezuglich der Operatornorm).
Man kann sich fragen: Wann ist L(V, W) ein Banach-Raum?

Ubungsaufgabe

Ist W ein Banach-Raum, ist auch L(V, W) ein Banach-Raum.

Insbesondere ist L(V,K) ein Banach-Raum und ist V' ein Banach-Raum, so ist L(V) eine
Banach-Algebra.

Tipp:
Man zeige der Reihe nach

(o) Ist (uy) eine Cauchy-Folge im L(V, W), dann ist fir jedes x € V (ux(z)) eine Cauchy-
Folge in W, also konvergent. Es gibt also ein eindeutig bestimmtes y € W mit klim ug(z) =
Y- -
Durch
u:' V. —- W,

z —  lim wug(z)
k—o0

wird eine lineare Abbildung definiert.

(B) Als Cauchy-Folge ist (uy) beschréankt, d.h. es gibt ein C' > 0, so dass fir alle z € V gilt
[[ur(z)lw < Cllz]lv, hieraus folgt (k — o0) [lu(z)[w < Cllz(lv, d.h. u € L(V,W).

(7) (ux) konvergiertin L(V, W) gegen w.

() Die Operatornorm ist i.A. schwierig zu berechnen. Nimmt man auf K" und K™ jeweils die
Maximumsnorm und ist

u:=A¢€ LK",K") = Hom(K",K™) = K™*",

n
also eine m x n-Matrix, so ist || A|| = max { > |ajk|} die sog. Zeilensummennorm voA.
SIsn (k=1



x
Firz = : € K™ mit |z| < 1 gilt

Tn

n
< max ( |ajk> =M.
1<5<n \ &~

n
|Aello = max 157 ajna
k=1
Der Wert M wird angenommen:
n
Wir wahlen jj so, dass M = _ |a;, | gilt und setzen &, := ‘ZJ—O;' falls ajy, # Oistund &, =1
k=1 70

sonst.

&1
Dann gilt fur £ := : , I1€lloc = 1 und es ist

&n
[A¢lloo = M .

Eine weitere wichtige Norm auf K™*" ist die Hilbert-Schmidt-Norm (auch Frobenius-Norm
genannt):

m n
DD laml

|Allp.s. =
j=1k=1
Das ist die euklidische Norm des Elementes
(alla~"7a1n7a217~"7a2n;-"aam17~~- 7amn) € K™ .

Da —wie wir bald zeigen werden— auf einem endlich-dimensionalen normierten K-Vektorraum
alle Normen aquivalent sind, ist es gleichgiltig mit welcher Norm man im Raum

L(K"7Km) — HOm(Kn,Km> [ KTYLXYL o~ Kmn

arbeitet.

Da in K™*™ alle Normen &quivalent sind, muss es —falls || A|| eine beliebige Operatornorm von
A € K™*" bezeichnet- Konstanten ¢;, ¢ bzw. C; und C5 geben, so dass gilt

allAllms < (Al < el Alls. bzw.

nax {lapl} < Al <G max {lapl}
k<n 1<k<n

Gy

1
1

—

INIA

Konvergenz in K™m*™ =~ K™" hatte man auch ohne den Begriff des Abbildungsraums defi-
nieren konnen, denn Konvergenz in K™*™ = K™" jst aquivalent mit der komponentenweisen
Konvergenz.

Halten wir fest:
Die Konvergenz einer Folge (A%)) = (a%“)) von Matrizen A®) ¢ K™*" gegen eine Matrix
A = (aj) € K™*"™ ist 4quivalent damit, dass fur jedes (j,1) € ({1,...,m} x {1,...,m}) gilt

. (k)
lim aj

=aj
k—o00 J

(das ist Konvergenz in K).

Die Algebra K™*™ der n x n-Matrizen mit Eintragen aus K ist eine Banach-Algebra (sogar
bezilglich irgendeiner Norm auf K™*"),



Ist z € Cund |z| < 1, dann ist bekanntlich 1 — z invertierbar in C und
o0

(1-2)7'=)_2* (geometrische Reihe).
k=0

Eine Verallgemeinerung ist die folgende

23.10.5 Bemerkung
Ist (A,] ||) eine Banach-Algebra mit Einselement 14 (z.B. A = K®*")und A € A mit [|4] < 1,
dann ist 14 — A invertierbar (in .A), uns es gilt mit G4(A) := > A* (geometrische Reihe)
k=0
(Iga—A)GA(A) =GAa(A)(1a—A) =1 (sog. Neumansche Identitét).

Der Beweis ist offensichtlich wegen z.B.

(la—A)Ga(A) =D AP A = A =1,
k=0 k=0

23.11 Exkurs: Die Matrix-Exponential-Abbildung

Bei der Losung von Systemen linearer Differentialgleichungen (aber nicht nur dort) ist es nitzlich,
die Matrix-Exponential-Funktion A — e4 := exp(A) fir A € K<™ zur Verfiigung zu haben.

Wir skizzieren einen Zugang.

Zunachst kann man in jedem (normierten) K-Vektorraum (V.|| ||) den Begriff der Reihe(von Ele-
menten = Vektoren aus V') einfuhren.

Dazu sei (ax)ren, €ine Folge von Elementen a;, € V. Dieser Folge kann man eine neue Folge

(Sm)men, Mit s, := > ay zuordnen.

k=0
(sm) heil3t die Folge der Partialsummater Folge (ay) oder die der Folge (ay) zugeordnete Reih&Vie
im Fall V = R oder V = K zeigt man:
Die Abbildung

> o Abb(No, V) —  Abb(N, V),

(ar) = (sm) = (Z %)
k=0
ist bijektiv.
Jede Reihe ist eine spezielle Folge und jede Folge lasst sich auch als Reihe auffassen. Die Sur-
jektivitat der Abbildung > benutzt der sog. ,Teleskop-Trick".

Ist nun die Folge (s,,) der Partialsummen von (a;) konvergent, dann nennt man ihren Grenzwert
(das ist ein Element aus V)

m
s:= lim s, = lim E ay
m—0o0 m— 00 k—o

auch den Wert (die Summe) der Reihe (s,,) und schreibt daftr auch

oo
S = E ag .
k=0

Leider wird auch hier das Symbol > a;, in zweierlei Bedeutung verwendet:



1. Einmal ist es ein Synonym fur die Folge (s,,) = (Z ak>, die Folge der Partialsummen
k=0
(insbesondere, wenn die Konvergenzfrage noch offen ist),

2. zweitens bedeutet es (im Fall der Konvergenz von (s,,)) auch den Grenzwert von (s,,), also
ein Element aus V. Welche der beiden Bedeutungen gemeint ist, ist meist aus dem Zusam-
menhang klar.

Ein einfaches hinreichendeKriterium fur die Konvergenz von (s,,) ist die Konvergenz der (Absolut-)
Reihe (0,,,) mit oy, = Z |lax ||, vorausgesetzt, der normierte Raum (V|| ||) ist ein Banach-Raum.

=0
(o) ist natlrlich eine FoIge(Re|he) in R und damit genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-
Folge (in R) ist:
Zu jedem ¢ > 0 gibt es also einen Index N € N, so dass fur alle m,l € Nmitm > 1 > N gilt

m l
D llakll = llax]
k=0 k=0

m m
Z lakl|| = Z llaxll <e.
k=I+1

k=Il+1

|0m*0n| =

Nach der Dreiecksungleichung ist dann aber auch fur alle m > 1> N

m m
Ism = sill = || D arl| < D llaxl <e,
k=l+1 k=141

d.h. die Folge (s,,) ist eine Cauchy-Folge in (V, || ||) und daher konvergent, da V' ein Banach-Raum
ist.

Man vergleiche hierzu den Beweis aus Analysis 1, dass aus der absoluten Konvergergner Reihe
in R oder C die Konvergenz der Reihe selber folgt.

Wir wollen unsere Uberlegungen spezifizieren auf die Banach-Algebra K™*" der n x n-Matrizen
versehen mit irgendeiner Operator-Norm

Da alle Normen auf dem Vektorraum K”*™ gquivalent sind, gibt es insbesondere eine positive
reelle Zahl ¢4, so dass fir A = (a;x) € K™*™ und irgendeine Operator-Norm || || auf K™*™ gilt

Al < e max {lajil} =: ¢

<j<
< k<o

J
k

23.11.1 Theorem (Definition zwexp(A) fir A € K™*™)

Fir A € K**™ sei || A|| < ¢ (mit einer nicht-negativen Konstante ¢, || || sei irgendeine Operator-Norm

(oo}
auf K™*"). Dann ist die Reihe )~ % A* konvergent (in (K", | ||)) und man definiert
k=0

el = exp(4 i k‘l
k=0

Die Abbildung (Matrix-Exponential-Abbildung)

Kxn . RKnxn

A — exp(4)

hat folgende Eigenschaften



(&) Fur A, B € K"*™ mit AB = BA qilt

’ exp(A + B) = exp(A) exp(B) ‘

(b) Furjede A € K™*" ist exp(A) invertierbar und
(exp(A)) ™" = exp(—A)

(c) Ist A = Diag(Aq,...,\,) eine Diagonalmatrix mit Diagonalelementen \q,..., A\, € K, dann

ist fir k € N
AF = Diag(A\F, ..., \F) und

o0

1
exp(A — A" = Diag(exp(A1),...,exp(An))

. 0 —1 1 0 .
(d) FurI._<1 0)undE._<0 1>undteK|st
2t 48 0
2l 4!_6!i>E+< ET :F)I
= cos(t)E +sin(t)I

- ( Cof)(t) cog(t) )+ ( sir?(t) _Sgl(t> >

_ (cos(t) — sin(t) )

sin(t)  cos(t)

@

o]

ke}
=
~
S—

Il

N

[

|
+

|

Beweisskizze:

Die Konvergenz von Z L AFist klar wegen || A*|| < ||A||* = ¢* und der Konvergenz von Z 5" (=
k=0 }=0

exp(c)).
Die Funktionalgleichung beweist man im Fall der Vertauschbarkeit von A und B wie die Funktio-

nalgleichung der gewbhnlichenexp-Funktion.
Aus der Funktionalgleichung folgt die Invertierbarkeit von exp(a) wegen

exp(A) exp(—A) = exp(—A) exp(4) = exp(0) = E .
Wegen I?¢ = (—1)*E ist die Formel fur exp(tI) klar.

“ cos(t) —sin(t)
Da exp(tI) die ,Drehmatrix < sin t cos(t)

male Erzeugende” der Drehgruppe

> ist, nennt man die Matrix I auch eine ,infinitesi-

23.11.2 Bemerkungen und Aufgaben

(@) Ist AB # BA, 50 ist i.A. exp(A + B) # exp(A) exp(B), wie das Beispiel A = ( oo > und

0 1 -
B'(O O>ze|gt.



Hier ist

e (30)(80)=(1h) w
s (33)(30)-(80) w
exp(A)exp(B) = (g f) und
ewoarm) = (o)

(b) Fur eine beliebige Matrix A € C"*" und S € Gl(n,C) zeige man
(o) S71-exp(A) S =exp(S™1AS)
(B) det(exp(A)) = exp(Spur(A))

(c) Durch

v: K — GlnK) (AeK™™),
t — exp(tA)

wird ein Homomorphismus definiert.
Wir werden bald sehen, dass diese Abbildung sogar differenzierbar ist und dass

3(t) = Aexp(tA)

gilt.



24 Kompaktheit

Zur Erinnerung: Wir hatten eine Teilmenge K C R oder K C C kompaktgenannt, wenn sie abge-
schlossen und beschrankt ist. Dabei bedeutet ,abgeschlossen®:

Der Grenzwert jeder konvergenten Folge (ay), ar € K, liegt wieder in K (diese Eigenschaft ist
die sog. ,Folgenabgeschlossenheit®). In der Zwischenzeit wissen wir, dass dieser Begriff der ,Fol-
genabgeschlossenheit” mit dem Abgeschlossenheitsbegriff in metrischen Raumen X &aquivalent
ist (d.h. X — K ist offen).

Der Begriff der Beschranktheit ist Klar:
Es gibt ein C' > 0, so dass fir alle z € K qilt |z] < C.

Ferner haben wir die Bolzano-Weierstral3-Charakterisierutgs Begriffs ,kompakt* kennengelernt:
Eine Teilmenge K C K (K = R oder K = C) ist genau dann kompakt, wenn jede Folge von Ele-
menten aus K eine Teilfolge besitzt, die gegen einen Punkt aus K konvergiert.

Ubungsaufgabe: Wiederholen Sie den Beweis.

Wir werden sehen, dass fiir metrische Raume die Begriffe ,Uberdeckungskompakt‘ und ,folgen-
kompakt* aquivalent sind.

Typische Beispiele kompakter Teilmengen sind

(@) InFall K =R kompakte Intervalle, also Intervalle vom Typ [a,b], a,b € R, a <b.

(b) Im Fall K = C (= R?) kompakte Kreisscheiben
K:={z€C; |z|<r}, (r>0)

oder allgemeine Kreisscheiben U,.(a) = {z € C; |2 —a| < r}; a € C, r > 0, oder auch

Produkte von kompakten Intervallen
IR

d \\\%
[a,b] x [¢e,d]; a,b,e,d€R; a<b, c<d c

|

a b IR

Ferner wissen wir:
Eine stetige Funktion f : [a,b] — R hat auf [a, b] ein (globales) Maximum und ein (globales) Mini-
mum, und ist insbesondere beschrankt auf dem kompakten Intervall [a, b].

Wir wollen in diesem Abschnitt den Begriff des kompakten Intervalls so verallgemeinern, dass die
zu definierenden kompakten metrischen Raume X wieder die Eigenschaft haben, dass z.B. jede
stetige Funktion f : X — R ein (globales) Maximum bzw. (globales) Minimum auf X besitzt.

Viele Verfahren zur Berechnung von Extremstellen sind erst dann legitim anwendbar, wenn die
Existenz solcher Extremstellen feststeht. Eine Analyse der Beweise, in denen die Existenz von
Maxima und Minima eingeht, filhrt auf den Begriff der (Uberdeckungs-)Kompaktheit. Es ist zentral
fur die gesamte Mathematik.

Fir die Standardmetriken werden wir jedoch zeigen, dass eine Teilmenge K C K™ genau dann
(Uberdeckungs -) kompakt ist, wenn sie beschrankt und abgeschlossen ist (das ist das Theorem
von Heine-Borel).



Im K" stimmen also der bisher verwendete Kompaktheitsbegriff (kompakt = abgeschlossen und
beschrankt) mit dem nun zu definierenden Kompaktheitsbegriff (= Uberdeckungskompaktheit)
Uberein.

Wir beschéftigen uns zunéchst mit dem Begriff der ,Uberdeckung®.

Dazu zunachst einige Beispiele:

(@) Betrachtet man in R? (mit der euklidischen Metrik) alle offenen Kreisscheiben U; (p) vom Ra-
dius 1 und dem Mittelpunkt p := (m,n) € Z x Z, dann liegt jeder Punkt z = (z,y) € R x R in
mindestens einer dieser Kreisscheiben, oder aquivalent:
Die Vereinigung aller dieser Kreisscheiben
tiberdeckt den ganzen R2:

RQ C U Ul(p)
PELXZL

98
6@0{2}0{2}’4

IR
KALALA

AKX

C O

(es gilt sogar R* = | | Ui(p))

PELXZL

(b) Nimmt man jedoch alle Kreisscheiben mit ganzzahligen Mittelpunkten und jeweils Radius %
dann gibt es Punkt z = (x,y) € R?, die in kei-

ner dieser Kreisscheiben liegen, z.B. liegt der
Punkt (3,%) € R? in keiner dieser (offenen)
Kreisscheiben. -

Die Kreisscheiben U, (p), p € Z x Z, bilden
keine Uberdeckung von R2.

(c) Wir betrachten etwa allgemeiner eine offene Kugel U, (a) in R™ (mit der euklidischen Metrik)
und einen festen Punkt y € R™ mit d(y, a) = r (also einen Randpunkt der Kugel).

Fur k£ € N setzen wir
1
U = {z € Ur(a); d(z,y) > k‘}

Wir erhalten so ein System offener Mengen
Uy C Uy(a). Dafir z € U,(a) stets d(z,y) > 0
gilt, bilden die U, eine offene Uberdeckung
von U, (a).

Es ist auch evident, das nicht schon endlich
viele Uy, ausreichen, um U,.(a) zu Gberdecken,
denn andernfalls hatte man U,.(a) = Uy, fur ein
geeignetes k € N, da die Uy, eine aufsteigende
Folge von Teilmengen von U,.(a) bilden.

(d) Man erhélt eine weitere Uberdeckung von U,.(a), indem man zu jedem z € U,(a) die offene
Kugel U, := Uz (2) wahlt.



Offensichtlich gilt U, (a) U | U..
z€U,(a)

AR

Hier braucht man nicht alle U, um U,.(a) zu
Uberdecken: Es reichen sicher endlich viele
geeignete U, aus.

7,

Diese Voruberlegung sollen die folgenden Be-
griffsbildungen motivieren:

24.1 Definition (Uberdeckung)

Sei (X, d) ein metrischer Raum und D C X. Ein System von Teilmengen U;, j € J (J beliebige
Indexmenge # 0) heil3t Uberdeckungron D, wenn

pc|Ju;
JjeJ

gilt, wenn also jeder Punkt z € D in mindestens einer Teilmenge U; liegt.

Die Uberdeckung heil3t offen, wenn jede Menge U; eine offene Teilmenge von X ist.
Ist (U;) ;e eine Uberdeckung von D und Jy C J und gilt schon

D C U Uj,
Jj€Jo

dann heiR3t das System (U;) ¢, eine Teiliilberdeckungon (U;) e ;-

Ist dabei J, eine endlicheMenge, so spricht man von einer endlicheriTeiliberdeckung. Unsere Bei-
spiele (d) und (c) zeigen, dass es bei einer vorgegebenen Menge D (hier D = U,.(a)) sowohl offene
Uberdeckungen (U;) ;e gibt, bei denen endlich viele U; ausreichen (d), um D zu iiberdecken, als
auch offene Uberdeckungen, bei denen das nicht der Fall ist (c).

Allgemein wollen wir eine Teilmenge K C X kompakiennen, wenn jede(wohlgemerkt jede!) offe-
ne Uberdeckung von K eine endliche Teiliberdeckung enthalt, d.h. praziser

24.2 Definition (Uberdeckungs-) Kompakt)

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge K C X heiRt kompakt wenn es zu jederUber-
deckung (Uj),es von K durch (in X) offene Mengen U; eine endliche Teiliiberdeckung gibt, d.h.
es gibt eine endliche Teilmenge Jy := {j1,...,j-} C J mit

KcC LTJ Uj, (oderK c U Uj)

k=1 J€Jo

24.3 Beispiele und Bemerkungen

(a) Die Definition besagt nicht dass K kompakt ist, wenn K eine endliche Uberdeckung durch
offene Mengen besitzt (eine solche gibt es immer! Wieso?), sondern, dass bei einer beliebigen
Uberdeckung durch offene Mengen bereits immer endlich viele ausreichen, um K zu Uber-
decken!



(b)

(©

(d)

()

()

Eine offene Kreisscheibe U,.(a) in R™ (mit der euklidischen Metrik) ist nicht kompakt (siehe
Beispiel (c)).

Sind z4,...,x, endlich viele (verschiedene) Punkte eines metrischen Raums X , soist K :=
{z1,...,z.} kompakt. Beweis ist offensichtlich.

Ist (X, d) ein metrischer Raum und ist (z;) eine konvergente Folge in X und

a= lim zp,
k—oo
dann ist die Menge
K:={xy; keN}U{a} C X

kompakt.

Beweis : Sei (U;);c. eine beliebige offene Uberdeckung von K. Da a € K gilt, gibt es ein
j* e Jmita € Uj-.
Da U;- offen ist, ist U;- eine Umgebung von q, in der fast alle Glieder der Folge (ax)
liegen: Es gibt also ein N € N, so dass fur alle k > N gilt a,, € Uj-.

Andererseits liegt jedes Folgenglied z; in einem geeigneten Uj, (ji € J). Offensichtlich
gilt dann bereits
K C UhlJleu...Ul]‘

JN-—-1

lJlG*,

d.h. wir haben eine endliche Teiliiberdeckung konstruiert.

Lasst man in (d) den Grenzwert in der Definition von K weg, so wird die Behauptung falsch.

Zeigen Sie dies am Beispiel X = R und der Folge (a;) = (l) mit dem Grenzwert 0. Zeigen

. k
Sie also .
M: =< —keN

ist keine kompakte Teilmenge von R.
Tipp: Betrachten Sie dazu die offene Uberdeckung von M mit

1 1 1
==, 2{; =l —; > 2.
Ul :|27 |:7 Uk :|k+1ak_1|:7 k_

Das Beispiel zeigt auch: )
Um zu zeigen, dass eine Teilmenge M C X nicht kompakt ist, genligt es eineoffene Uber-
deckung von M anzugeben, aus der man keine endliche Teiliiberdeckung auswéahlen kann.

Weitere wichtige Klassen kompakter Mengen werden wir in den nachfolgenden Séatzen ken-
nenlernen.

Ist ein metrischer Raum X kompakt, so ist haufig folgende ,Kompaktheitsschluss* genannte
Schlussweise maglich:

E bezeichne eine Eigenschaft oder einen Sachverhalt, der fur jede offenen Teilmenge U von
X entweder gilt oder nicht gilt. Ubertragt sich £ von U und V (V ebenfalls offen) auf U UV und
gibt es zu jeden Punkt x € X eine (wenn auch noch so kleine) offene Umgebung U,., welche
die Eigenschaft F ebenfalls hat, dann hat auch ganz X die Eigenschaft E.



(9)

(h)

Der Beweis ist einfach: Mittels Induktion zeigt man, dass E fur die Vereinigung von endlich
vielen offenen Mengen U aus X gilt und damit gilt £ wegen

X=U,U...uU,,

mit geeigneten z; € X auch fur X.

Dieser ,Kompaktheitsschluss® erlaubt es haufig, von lokalen Sachverhalten auf globale Sach-
verhalte zu schlieRen.

() Eine Funktion f : X — R (X metrischer Raum) heil3t lokal beschénkt wenn es zu jedem
x € X eine oBdA offene Umgebung U, gibt und eine Zahl ¢, € R mit

|f(2)] <cg furallez € U, .

Eine lokale beschréankte Funktion braucht nicht beschrankt zu sein (so ist etwa die Expo-
nentialfunktion exp : R — R lokal beschrankt, aber nicht beschrankt).

Es gilt jedoch: Ist X kompakt und f : X — K lokal beschrankt, so ist f beschrankt, denn
dann ist fir geeignete x1,...,x, € X

X=U; U...UU,,
und daher gilt fur alle z € X
If(@)] < c:=max{|ce, |, s |ca.|} -

(B) lIst (fi) eine Folge von Funktionen f;, : X — R und konvergiert (f) lokal gleichmaRig
auf X, d.h. gibt es zu jedem = € X eine oBdA offene Umgebung U, so dass (fx|U..)
gleichmaRig konvergiert und ist X kompakt, so konvergiert (f;) auf ganz X (also global)
gleichmaRig.

Kompaktheit einer Teilmenge K C X ist eine sogenannte ,innere Eigenschaft‘ der Teilmenge
K, d.h. man kann sie prifen, ohne K zu verlassen, d.h. mit den K-offenen Mengen:

Eine Teilmenge K C X ist genau dann kompakt, wenn K bezlglich der induzierten Metrik
kompakt ist, d.h. wenn jede Uberdeckung von K durch K-offene Teilmengen eine endliche
Teiluberdeckung enthalt.

Die Kompaktheit einer Teilmenge K C X lasst sich also allein durch die induzierte Metrik
entscheiden (die Lage von K in X spielt dabei keine Rolle — im Gegensatz zum Begriff der
Abgeschlossenheit).

Der Beweis ist klar, da die K-offenen Mengen die Gestalt U N K mit U offen in X haben,
bedeutet

K = |JW;nK) nichts anderes als
Jje€J

K C U Uj .
ied

Wir bevorzugen jedoch die bequemere urspriingliche Definition.

Die Definition der Kompaktheit in topologischen Rumerist identisch mit der Definition 23.2.

Die Uberdeckungskompaktheit wird allerdings héufig auch als ,Quasi-Kompaktheit* bezeich-
net und kompakt heil3t dann quasi-kompakt-hausdorffsch. Die Terminologie ist leider nicht
einheitlich. Da sich unsere Betrachtungen auf metrische Raume beziehen, ist die Hausdorff-
Eigenschaft immer automatisch erfllt.



Die folgenden Satze dienen zur Konstruktion und Kennzeichnung kompakter Mengen in metri-
schen Raumen. Sie erlauben haufig durch einen ,einfachen Blick" zu entscheiden, ob eine vor-
gegebene Menge K kompakt ist oder nicht. Da man in der Definition der Kompaktheit jedeoffene
Uberdeckung zu testen hat, ob sie eine endliche Teiliberdeckung enthélt, sind solche Kompak-
heitskriterien ausgesprochen niitzlich.

24.4 Satz

Ist (X,d) ein metrischer Raum und K C X kompakt, dann ist K abgeschlossen (in X) und be-
schrankt.

Beschrankt bedeutet dabei: K ist in einer geeigneten Kugel U,.(a) enthalten (a € X, r > 0).
Beweis Abgeschlossenheit.

Da X stets abgeschlossen ist, kdbnnen wir K # X voraussetzen.

Um nachzuweisen, dass K abgeschlossen ist, mlissen wir zeigen, dass das Komplement X — K
offen ist. Sei also p € X — K ein beliebiger Punkt. Wir konstruieren eine e-Umgebung U.(p) mit
Ues(p) € X — K. Dazu setzen wir fir k € N

1
Uy == {EEX; d(y,p) > k} .

Dann ist Uy, offen und es gilt
Uti=x-{p}oK.
k=1

Es gibt daher wegen der Kompaktheit von K endlich viele kq, . .., k. mit

KCOU}CJ..

J=1

Setzt man N := max{ki,...,k.} und € := &, soist U.(p) C X — K, d.h. p ist innerer Punkt von
X — K. K ist also abgeschlossen.

Wir geben einen Alternativbeweis fiir die Abgeschlossenheit, der die Hausdorff-Eigenschaft eines
metrischen Raumes benutzt und auch fir kompakte Teilmengen von Hausdorff-Radumen funktio-
niert.

Sei also wieder p € X — K. Wegen der Hausdorff-Eigenschaft kbnnen wir in X zu jedem a € K
disjunkte Umgebungen U, von p und V, von a finden.

v, K
Ua

X

AusU,NVo=0 = hUaj N OV“J' =0
j=1

Da K kompaktist, gilt K ¢ V,, U...UV,, firgeeignete ay,...,a, € K.
FarU :=U,, N...NU,, giltdann: U ist Umgebungvon pund U C X — K.



Die Beschranktheit von K ist klar:

Denn ist « € X beliebig, dann ist X = |J Ui(a) und wegen K C X gibt es endlich viele
k=1
ki,...,k. € Nmit
K c|JU(a).
j=1

Nimmt man N := max{ks,...,k.}, soist K C Ux(a), K also beschrankt.

24.5 Folgerung

Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist beschrankt.
Das folgt aus 23.3(d) und dem Satz, lasst sich aber auch direkt zeigen.

Eine naheliegende Frage ist, inwiefern die Umkehrung von Satz 23.4 gilt.

24.6 Hilfssatz

Ist X ein kompakter metrische Raum und A C X eine abgeschlossene Teilmenge, dann ist A
ebenfalls kompakt.

Beweis : Sei dazu namlich (U;)¢.s irgendeine offene Uberdeckung von A:

AclJu;.

jeJ
Esist U := X — A offen und offensichtlich
x=vullJu|o4.
jeJd
Da X kompakt ist, gibt es endlich viele ji, ..., 7. € J mit
X=UUU;,uU...uU; DA.
Wegen U N A = { folgt hieraus bereits

ACUjIU...UUj .

r

Der klassische Satz von Bolzano-Weierstral3 besagt, dass jede beschrankte Folge in K (K = R
oder K = C) eine konvergente Teilfolge (= Haufungswert) besitzt. Es gilt folgende Verallgemeine-
rung.



24.7 Satz (von Bolzano-Weierstrafl3)

Ist K eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes X, und (zj) eine Folge von Punkte
z;, € K, dann gibt es eine Teilfolge (zx;) von (z1), die gegen einen Punkt a € K konvergiert.

Zum Beweis nehmen wir an, dass keine Teilfolge von (a;) gegen einen Punkt von K konvergiert.
Dann besitzt jeder Punkt = € K eine offene Umgebung U, in der hdchstens endlich viele Glieder
der Folge (z) liegen. Wenn némlich in jeder Umgebung von z unendlich viele Folgenglieder lie-
gen, dann kdnnte man eine Teilfolge von (z) konstruieren, die gegen x konvergiert.

Es gilt

Kc|JU.

zeK

Wegen der Kompaktheit von K gibt es endlich viele Punkte z1,...,z, € K mit
KcU;,U...UU,, .

Damit liegen in ganz K nur endlich viele Folgenglieder.

24.8 Bemerkung

Nennt man eine Teilmenge K eines metrischen Raumes folgenkompaktwenn jede Folge von Ele-
menten aus K eine in K konvergente Teilfolge besitzt, dann kann man den Satz auch so ausspre-
chen:

’ Eine kompakteTeilmenge K eines metrischen Raumes X ist folgenkompakt

Hiervon gilt auch die Umkehrung, d.h. es gilt

’ Eine Teilmenge K eines metrischen Raumes ist genau dann kompakt, wenn sie folgenkompakt ist.

Der Beweis der Umkehrung sei als (etwa schwierigere) Ubungsaufgabe gestellt. Man beweise
hierzu zunéchst:
Sei K eine folgenkompakte Teilmenge eines metrischen Raums X, dann gilt

(a) das Lebesgue'sche Lemma
Zu jeder offenen Uberdeckung (U;),ec; von K gibt es ein A > 0, so dass fur jedes z € K die
A-Umgebung U, (x) in einer geeigneten der Mengen U; enthalten ist.

Ein solches A nennt man auch eine Lebesgue’sche Zakler Uberdeckung.

(b) Zujedem ¢ > 0 gibt es endlich viele Punkte z1, ...z, € K, so dass die e-Umgebungen Ud(zy)
der z; eine (offene) Uberdeckung von K bilden.

Hierflr sagt man auch: Eine folgenkompakte Teilmenge ist totalbeschrankt.

Bemerkenswert ist der folgende



24.9 Satz
Jeder kompakte metrische Raum X ist vollstandig.

Beweis : Wir missen zeigen, dass jede Cauchy-Folge aus X einen Grenzwert in X hat.

Sei dazu (x) eine Cauchy-Folge in X und ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Nach Definition gibt
es dann einen Index N; € N, so dass fur alle k£ > m > N; gilt

d(zg, Tm) <

N ™

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstral3 (§23.7) besitzt (z) eine konvergente Teilfolge (x,) mit
einem Grenzwert ¢ € X. qa ist auch der Grenzwert der urspriinglichen Folge (z;), denn wegen
lim z;, = a gibt es ein N, € N, so dass fir alle j > N gilt

J—00 ’

d(xy,;,a) <

| ™

Ist N := max{Ny, Ny}, dann gilt fur k > N
d(zg,a) < d(xg, zpy ) + d(TKy, a) =
d.h. lim zp =a.

k—o0

Auch das Intervallschachtelungsprinzip aus der Analysis 1 lasst sich sinnvoll Ubertragen.

24.10 Theorem (allgemeines Intervallschachtelungspring)
Sei X ein metrischer Raum und (k) ,cn, eine Folge nicht-leerer kompakten Teilmengen mit
KoDKiDKyD...DK;DKjp1D...,
dann ist der Durchschnitt dieser Kompakte ebenfalls nicht leer:
ﬁKj ={zeX; zeK,firalle j € Ng} # 0.
j=0
Beweisdurch Widerspruch:

Wir nehmen an, es sei (| K, = (). Dann ist (de Morgan lasst griRen!)
j=0

(X -Kj)=X.

1Cz¢

Insbesondere ist dann K in der Vereinigung der offenen Mengen X — K; enthalten. Da K, kom-
pakt ist, gibt es eine nattrliche Zahl r mit

K()C(X—Kjl)U(X—sz)U...U(X—Kjr)

Ist N := max{j1,...,jr} SO gilt sogar Ky C X — K und daraus folgt Ko N K = (.
Das ist aber ein Widerspruch zu
KoNKy=Ky#0.



Zusatz: Bilden die Durchmesser der K; eine Nullfolge, so gibt es genau p € K;, oder
j=0

{p} = ﬁ K;
7=0

Unter dem Durchmesser einer Teilmenge K eines metrischen Raumes X versteht man dabei die
Zahl

0(K) :=sup{d(z,y); z,y € K} .
Eine weitere Moglichkeit, aus bekannten kompakten Raumen neu kompakte Raume zu konstruie-
ren, ist die Produktbildung. Wir beschranken uns auf zwei Faktoren, der Satz gilt aber viel allge-
meiner (siehe die spatere Bemerkung)

24.11 Theorem

Sind X und Y kompakte metrische Raume, dann ist auch das cartesische Produkt X xY (versehen
mit der Produktmetrik) kompakt.

Beweis : Sei (U;);es irgendeine offene Uberdeckung von X x Y, also

X xY =|]JU;, Ujoffenin X x Y,
jeJ
dann mussen wir eine endliche Teiliberdeckung konstruieren.

1. Schritt: Es sei b € Y ein fester Punkt, dann ist X x {b} (versehen mit der von X x Y
induzierten Metrik) wie X x Y selbst auch ein kompakter metrische Raum, daher gibt
es endlich viele Indizes ji, jo, ..., j, mit

XX{b}CUjIUszu...UUj

2. Schritt: SeiU :=U;, U...UU;j,.
Die Menge U héangt von b ab, wir schreiben daher U = U (b). Diese Menge ist jedenfalls
als Vereinigung offener Mengen offen in X x Y. Hieraus wollen wir schlieen, dass es
ein r = r(b) > 0 gibt mit X x U,.(b) C U. Dies kann man so einsehen: Da U offen ist,
existiert zu jedem Punkt = € X eine reelle Zahl r(x) > 0, so dass

Ur(z) X Ur(x)<b) cU

gilt (beachte dabei, dass die Kugelumgebungen in X x Y Produkte von Kugelumgebun-
genin X bzw. Y sind). Es gilt also

X x {b} C U (Ur(m) X Ur(w)(b)) cU.
rzeX
Da aber X x {b} kompakt ist, gibt es z1,...,z, und Radien r1 = r(z1),...,7, =
r(z,) > 0, so dass bereits

X x {b} C (Up, (x1) X Up, (b)) X ... X (U (x) x Uy (b)) CU

n

gilt.
Setzt man jetzt
reo=min{ry,...,m},
so gilt offensichtlich
X x{b} c X xU,(b) CU.



3. Schritt: Unsere bisherigen Uberlegungen zeigen:
Zu jedem b € Y gibt es eine reelle Zahl r > 0, so dass X x U,(b), r = r(b), von endlich
vielen der Mengen U; tiberdeckt sind.
Nun gilt aber

Y = Unb).

bey

Wegen der Kompaktheit gibt es dann endlich viele Punkte b4, ...,bx € Y mit
Y=U,(b)U...uU,, (bg).

Daher ist
k

XxY=|J(XxU,(b)).
v=1
Jede der Mengen X x U,,(b;) (1 < v < k) wird aber durch endlich viele U; Uberdeckt,
daher genugen auch schon endlich viele U;, um X x Y zu lUberdecken, das bedeutet
also dass auch X x Y kompakt ist.

O

Bemerkung:

Der Beweis lasst sich sofort auf endlich viele Faktoren Ubertragen:

Sind X, x, X,, kompakte metrische Rdume und X := X; x ... x X,, ihr Produkt, dann ist auch X
kompakt (beziglich der Produktmetrik).

Es gilt sogar (auch fur beliebige topologische Raume):

’ Ein beliebiges Produkt kompakter Raume ist kompakt (Satz von Tychonoff). ‘

Einen beweis findet man etwa in B.Querenburg: Mengentheoretische Topologie (Springelad, 3.Aufl.
2003) dort im Abschnitt 8, wo auch andere Kompaktheitsbegriffe behandelt werden. Der Beweis
wird meist Uber Ultrafilter gefuihrt. Auch in Fall von metrischen RAumen, muss man bei unendlich
vielen Faktoren erstmal auf dem Produkt eine Metrik definieren.

Als Vorstufe fir den Satz von Heine-Borel in K™ bendtigen wir

24.12 Satz (Spezialfall des Satzes von Heine-Borel)
Fur beliebige a,b € R mit a < b ist das Intervall
D:=la,b)={zeR; a<z<b}

kompakt.
Das Intervall vom Typ [a,b], das wir bisher auch Jkompaktes® Intervall genannt haben, ist also
tatsachlich im Sinne unserer neuen allgemeineren Definition kompakt.

Beweis : Sei (U;) e irgendeine Uberdeckung von D durch offene Mengen U; C R, also D C
U U; und
jeJ

M := {z € [a,b]; [a,z] besitzt eine Uberdeckung durch endlich viele U;}

Dann ist M # () (da a € M) und nach oben beschrankt, also existiert ein £ := sup M.
Offenbar gilt: Istz € M undista <t <z = t € M, m.a.W.: M ist eine Intervall:

M =la,&[ und M = [a,€].



Wir wahlen einen Index jo € J mit £ € U;,. Da Uj, offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit
Ue(§) =€ —e,§ +e[C Uj, -
Man wéahle nun irgendein x mit
E—e<z<éund a<z.
Dann gilt z € M, also
la,z] CU;, UU;, U...UU;, (reN geeignet)

Daher ist auch
[a,f] CUJ‘OUUjIU...UUj

also gilt auch ¢ € M und damit ist M = [a, £].

r

Ware ¢ < b, so kdnnte man ¢ > 0 so klein wahlen, dass noch ¢ + ¢ < b gilt und man héatte
dann
[a,{+¢e] CU;,UU;, U...UU;,

im Widerspruch zur Definition £ als Supremum.

24.13 Theorem (Heine-Boreldr K™)

Eine Teilmenge K ¢ K", n € N (K = R oder K = C) ist genau dann kompakt, wenn sie beschrankt
und abgeschlossen ist.

Wegen C" = R?" geniigt es den Fall K = R zu betrachten.

Beweis : ,«<=" Sei zunachst K beschrankt und abgeschlossen in K™. Wegen der Beschranktheit
ist K in einem (moglicherweise groRen) Wirfel enthalten: Es gibt also ein A > 0 mit

KcW:=[-\A"CR"™
Auch in W ist K noch abgeschlossen, denn das Komplement ist ja
W-K=Wn{R"-K)

und damit offen in W.
Der Warfel ist als Produkt kompakter Intervalle kompakt. Als abgeschlossene Teilmenge von
W ist daher auch K kompakt (vgl. ???).

~—" Wir wissen (vgl. ???), dass eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes be-
schrankt und abgeschlossen ist.

O

Beachte Kompakte Teilmengen eines metrischen Raumes sind immer beschréankt und abgeschlos-
sen. Die Umkehrung gilt fir die Standardvektorraume K™ mit den Standardmetriken, ist i.A. aber
falsch. Ein simples Beispiel ist X =]0, 1] (als metrischer Raum mit der von R induzierten Metrik)
und nimmt man K := X, dann ist K beschrankt und da der ganze Raum immer abgeschlossen ist
(bezuglich der induzierten Metrik) ist K auch abgeschlossen, aber K ist nicht kompakt.

Man Uberlege sich, dass die abgeschlossene Einheitskugel in einem unendlich dimensionalen
Hilbert-Raum nicht kompakt (sie ist es genau dann, wenn der Raum endlich-dimensional ist).



Viele wichtige Existenzaussagen der Analysis beruhen auf Eigenschaften stetiger Abbildungen
kompakter R&ume, insbesondere auf dem Satz von der Annahme eines Maximums und Minimums
fur stetige reellwertige Funktionen (auf kompakten Mengen) und dem Satz von der gleichmaRigen
Stetigkeit (fir stetige Funktionen auf kompakten Mengen).

Beide Satze haben wir im Spezialfall K c K kompakt friiher bewiesen. Wir erhalten sie als Spezi-
alfall nochmals aus den folgenden allgemeinen Satzen:

24.14 Satz

Sind X und Y metrische Raume, X kompakt und ist f : X — Y stetig, dann ist das Bild f(X) eine
kompakte Teilmenge von Y.

’ Kurz: Stetige Bilder kompakter Raume sind kompakt.

Der Beweisist elementar:

Sei namlich (V;) ;< irgendeine offene Uberdeckung von f(X), also

rxcJvi
jeJ
Wir miussen eine endliche Teiliiberdeckung konstruieren.
Wegen der Stetigkeit von f sind die Urbilder U; = f~!(V;) offen in X und bilden daher eine offene
Uberdeckung von X
x=Ju;.

jed
Da X kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge J, C J mit X = |J U;. Dann gilt aber
Jj€Jo
rxcJv
Jj€Jo

Als Folgerung ergibt sich ein beriihmtes Theorem:

24.15 Theorem (K.Weierstral3, 1861)

Ist X (# 0) ein kompakter metrische Raum und f : X — R eine stetige Funktion, dann besitzt f
ein (absolutes) Maximum und (absolutes) Minimum, d.h. es gibt Punkte z,,.,. € X und z,,;, € X
mit

f(@maz) = f(x) bW, f(Zmin) < f(2)

fur alle z € X.

Beweis : Nach dem vorangehenden Satz ist das Bild A := f(X) eine kompakte Teilmenge von R.
A ist also insbesondere (nach oben und unten) beschrankt und nicht leer. Also existieren
M = sup Aund m := inf A.
Wegen der Abgeschlossenheit von A gehdren aber die Haufungspunkte A und m von A
selber zu A.

O



24.16 Folgerung

Ist K C R™ eine (nicht-leere) beschrankte und abgeschlossene (also kompakte) Teilmenge und
ist f : K — R eine stetige Funktion, dann hat f auf K ein (absolutes) Maximum und (absolutes)
Minimum.

24.17 Beispiel

Definiert man als Abstand zweier nicht-leerer Teilmengen K und A eines metrischen Raums (X, d)
die (nicht negative) reelle Zahl

d(K,A) :=inf{d(x,y); x € K,y € A},
dann gilt: Ist K kompakt, A abgeschlossen und K N A = (), dann gibt es einen Punkt p € K mit
d(p, A) = d({p}, 4) = d(K, A),
insbesondere ist stets d(K, A) > 0.
Beweis : Die Funktion

K — R
x +— d(z,A)

ist stetig und nimmt auf K ein Minimum an. Es gibt daher einen Punkt p € K mit d(p, A) =
d(K,A). Da (wegen K N A = ) p nichtin A liegt und A abgeschlossen ist, gibt es eine Kugel
Uy(p) C K (r > o), mit U,(p) N A = (. Folglich ist

d(p,a) >r>0

furalle a € A, also d(p, A) > r.

Zu den grundlegenden Gestaltungsprinzipien der heutigen Mathematik gehort es, dass man nicht
nur Objekte betrachtet, wie z.B. Gruppen, Vektorraume, Modulen 0.4. Objekte, sondern auch Ab-
bildungen, die mit den jeweiligen Strukturen vertraglich sind, z.B. das Gruppenhomomorphismus,
Vektorraumhomomorphismus (= lineare Abbildungen) etc.

Istz.B. f : V — W eine bijektivelineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen K-Vektorrdum-
en, dann ist die existierende Umkehrung ¢g : W — V stets automatisch auch linear. (Kénnen Sie
diese Tatsache aus dem Stegreif beweisen?)

Ahnliches gilt fur bijektive Abbildungen zwischen Gruppen.

Mann konnte daher vermuten, dass eine bijektive, stetige Abbildung f : X — Y zwischen metri-
schen Rdumen X und Y stets auch eine stetige Umkehrabbildung besitzt. Das ist i.A. jedoch nicht
der Fall, wie das folgende Beispiel zeigt:

Sei M = [0, 27| und

f:M—S" = {2€C; |z| =1}
= {(z,y) €R? 22 +¢* =1}

die stetige und bijektive Abbildung

t — exp(it) := cost + isint = (cost,sint)



(M sei mit der von R induzierten Metrik versehen).

Fir z € St ist die durch
g(z) =t < t€0,2n] und exp(t) ==z

erklarte Umkehrabbildung aber im Punkt 1 = (1, 0) nicht stetig, denn etwa die Folgen (z;) und (wy,)

mit ) .
2L = exp <Zkz> und wy = exp (z <27r — k‘))

konvergieren beide gegen 1 = (1, 0), die Bildfolgen (¢g(zx)) bzw. (g(wy)) konvergieren aber gegen
0 bzw. 27.

Dass g nicht stetig sein kann ergibt sich auch so:
Ware g stetig, so misste nach ??? das Bild g(S*) = [0, 27| kompakt sein, da S* eine kompakte
Teilmenge von C = R? ist. Das Intervall [0, 27| ist aber nicht kompakt!

Bemerkung: Wir hatten die Abbildung f auf ganz R betrachten kénnen, aber da die Winkelfunktio-
nen die Periode 27 und damit auch alle Zahlen 27k, k € Z, als Periode haben, nimmt f bereits
alle Werte in einem Intervall vom Typ [(2k — 1)7, 2kn[, k € Z, an, speziell kann man k& = 1 wahlen.
Man sagt auch: Durch die Abbildung

R — St

t +— exp(it) =cost+isint

wird die reelle Gerade auf die Einheitskreislinie ,aufgewickelt®.

Es gilt jedoch

24.18 Satz

Ist X ein kompakter metrische Raum und f : X — Y eine bijektive stetige Abbildung auf einen
metrischen Raum Y, dann ist die Umkehrabbildung g : Y — X stetig.

Der Beweisist mit den uns jetzt zur Verfigung stehenden Mitteln ganz einfach.

Wir wissen (vgl. ??7?), dass eine Abbildung zwischen metrischen Raumen genau dann stetig ist,
wenn die Urbilder offener (bzw. abgeschlossener) Mengen wieder offen (bzw. Abgeschlossen)
sind.

Wir haben die Stetigkeit von g : Y — X zu zeigen.

Sei also A ¢ X abgeschlossen. Das Urbild von A ist dann aber gerade

g (A =fA) Y.

Nun ist aber A kompakt als abgeschlossener Teil von X (vgl. ???), f(A) als stetiges Bild eines
Kompaktum kompakt (vgl. ???) und deshalb abgeschlossen als kompakte Teilmenge des metri-
schen Raumes Y (vgl. ???).

O

Eine weitere schone Anwendung des Weierstral’schen Satzes ist die Tatsache, dass in den Stan-
dardvektorraumen K™ (K = R oder K = C) alle Normenaquivalent sindind damit den gleichen
Konvergenzbegriff liefern:



24.19 Satz Aquivalenzsatz fir Normen)

In K™ sind je zwei Normen &aquivalent, d.h. sind Ni, N, : K* — R zwei beliebige Normen, dann
gibt es positive reelle Zahlen a, b mit

[aNy(z) < No(z) < BNy (x)]

fur alle z € K™.

24.19.1 Bemerkungen

(a) Die aus den Normen abgeleiteten Metriken sind dann sogar streng aquivalent.

(b) Auf einem beliebigen R- oder C-Vektorraum V' ist von vornherein nicht zu erwarten, dass je
zwei Normen aquivalent sind, so sind z.B. im Vektorraum V = {f : [0,1] — R; f stetig} die
beiden Normen

1

Noo(f) := Ifllec = max{[f(#)[; + € [0,1]}  und  Ni(f) 1=/|f(t)|dt

0
nicht &quivalent. IR

Es gilt zwar Ny(f) = fl|f(t)\dt < Noo(f),

0
d.h. aus der N..-Konvergenz (= gleichmaRige
Konvergenz) einer Folge folgt stets die Kon-
vergenz bezuglich N; (= Konvergenz im abso-
luten Mittel).

Die Umkehrung gilt jedoch i.A. nicht; Es gibt
z.B. Ni-Nullfolgen, die keine N,-Nullfolgen

|

|

|

|

|

|

|

|

|

:

sind. :
Das zeigen die Funktionen f; : [0,1] — R mit 1 i R
denen in der Abbildung skizzierten Graphen: 2k k

(c) Fir die Standard-Normen in K haben wir die Aquivalenz direkt gezeigt (vgl. 2?7?).

Beweis des SatzesEs gentigt zu zeigen, dass eine beliebige Norm N auf K™ zur Wurfel-Norm || || oo
aquivalent ist, hier sei also

|z|loo := max{|x1|, |z2]|,- .., |xn|}
firz = (z1,22,...,7,) € K™
Ist N : K* — R eine beliebige Norm, so gilt mit der Standard-Basis (es,...,e,) von K"
zunachst

und

j=1 j=1



mith = 3 N(e;) > 0.
Hieraus ]s:ciqlieﬁen wir, dass die Abbildung

N: K' — R,

x +— N(x)
stetige ist, wenn man K™ mit der Wirfel-Norm versieht. Es gilt ja fur z,y € K"
IN(z) ~ N(y)| < N(z — y)
auf Grund der Dreiecksungleichung fur N, und damit
IN(z) = N(y)| < N(z —y) < bllz -yl

Wir wissen schon, dass N (z) < b||z]l« gilt. Um eine Abschatzung nach unten zu erhalten,
betrachten wir, dass die Wurfeloberflache

W= { € K" o]l = 1}

kompakt ist.
Da W nicht den Nullpunkt enthalt, sind die Werte der stetigen Funktion N auf W stets echt
positiv, auf Grund des Weierstrafld’'schen Satzes gibt es daher zu a > 0 mit der Eigenschaft:

[ylc =1 = N(y)=a
Hieraus folgt durch Ubergang von = # 0 zu y := m in der Tat
N(z) = allz]o
fur alle z € K™ (zunachst fur z # 0, fir x = 0 gilt das Gleichheitszeichen).

O

Ubungsaufgabe Zeigen Sie: Je zwei Normen auf einem endlich dimensionalen K-Vektorraum sind
aquivalent.

24.19.2 Bemerkung

Weitere wichtige theoretischen Anwendungen der Weierstral3'schen Satzes findet man u.a.

(a) bei manchen Beweisen des Fundamentalsatzes der Algebra, wenn an entscheidender Stel-
le benutzt wird, dass der Betrag einer komplexen Polynomfunktion ein (absolutes) Minimum
besitzt.

(b) bei Beweisen des Spektralsatzes fir symmetrische Operatoren mit Hilfe des sog. Rayleigh-
Quotientenwobei benutzt wird, dass die stetige Funktion

gs: R — R,
<z, St >

T —
113

auf der Standard-Sphare S"~! := {x € R™; ||z||» = 1} ein absolutes Minimum hat und der
Funktionswert dann der kleinste Eigenwert der symmetrischen Matrix S € R™*" ist.

Wir kdnnten den Beweis hier fihren, erhalten die Aussage aber auch spater ganz einfach mit
Hilfe der Lagrangeschen Multiplikatoren



Zum Abschluss unserer Betrachtungen tiber kompakte Raume zeigen wir, dass eine stetige Funk-
tion auf einem kompakten Raum gleichmaflig stetigst, eine Eigenschaft, die wir von stetigen Funk-
tionen auf kompakten Intervallen kennen und z.B. beim Beweis, dass eine stetige Funktion

f : [a,b] — R eine Regelfunktion ist (also integrierbar ist), von zentraler Bedeutung war.

24.20 Definition (gleichnaf3ige Stetigkeit)

Eine Abbildung f : (X, d) — (Y, d) zwischen metrischen Raumen heil3t gleichmaf3ig stetigwenn es
zu jedem ¢ > 0 ein (Universal-)é > 0 gibt, so dass fur alle 2,2’ € X mitd(z,2’) < § gilt

d(f(z), f(a")) <e

Bemerkung: Eine gleichmaRig stetige Abbildung ist natirlich stetig.

24.21 Satz

Sind (X,d) und (Y, d) metrische Rdume und ist X kompakt. Dann ist jede stetige Abbildung f :
X — Y gleichmaRig stetig.

Beweis : Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Dann gibt es zu jedem p € X ein §(p) > 0, so dass fur
alle x € Ug(p)(p) gilt

d(f(2). £()) < 5.

Da | Usep) (p) = X giltund X kompakt ist, gibt es endlich viele Punkte pq,...,pr € X mit
peX

k
U Usso () = X.
j=1

Sei § := 3 min{d(p1),...,d(px)}. Sind dann z,2’ € X beliebig mit d(z,2") < 6, so gibt es ein
Jef{l,...,k} mitz € Uss(,,)(p;) und es gilt dann o’ € Us,,) (p;)- Es folgt

d(f(x), f(pj)) < 5 und d(f(z), f(p;)) <

< <
2 2’

daher

d(f(x), f(2) < d(f(z), f(p;)) +d(f(p;), f(2)) < e.

Wir behandeln zum Abschluss des Paragraphen eine typische Anwendung des Satzes von der
gleichmaRigen Stetigkeit auf Doppelintegrale



24211 Satz
Seia,b,c,d e R, a<b, c<dund
filabl x[ed — R,
(@,y) — flz,y)

eine stetige Funktion.
Bei festem y ist die Funktion

fUifab] — R,
z = f(zy)
dann auch stetig, kann also Uber [a, b] integriert werden:

F(y) :/bf"’(fv)dfr/bf(x,y)dx-

Die Funktion
F:ed — R,
y — Fy)
ist stetig auf [c, d], kann also Uber [c, d] integriert werden.
Man nennt
d d b
[Pwa= [ ( / f(x,y)dx) ay

(&

ein Doppelintegral
Beweis : Es ist lediglich die Stetigkeit von

F:led — R,
b
y — Fy)= / £, y)de

zu zeigen.

Dies folgt aber einfach aus der gleichmafigen Stetigkeit von f : [a,b] x [a,d] — R (beachte:
das Rechteck [a, b] X [c, d] ist kompakt).
Zu vorgegebenem ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so dass fur alle z, 2’ € [a,b] bzw. y,y’ € [e,d] mit

|z —2'| <6, |y —y'| <o agilt
€

‘f(x,7y/) - f(xay)| < b
Damit ergibt sich fir |y’ —y| < 6

—Q

b
F(/) - Fly)| = /<f<m,y’>—f<:c,y>>dx
s
S |f(x7y')—f(ac,y)|dx
= (bia)bfa:

F ist also sogar Lipschitz-stetig.



Zusatz Man kann den Satz benutzen um damit ein Integral von f Uber das Rechteck

R :=[a,b] X [c,d]

[ tete /(/fxydm>dy

Mit Hilfe des Satzes Uiber parameterabhangige Integrale (vgl. ??7?), kann man leicht zeigen, dass

d /b b/ d
([ semac) = ] ([ smm) o
/fxy (z,y) /(/fwydy)dx
gilt.

Hier handelt es sich um einen extremen Spezialfall des Satzes von Fubirfvgl. ???).

zu definieren:

gilt, so dass also auch

Ist f : R — R eine nicht negative Funktion, d.h. f(z) > 0 fur alle z € R, dann kann man das
Integral interpretieren als das Volumen des Bereiches (Ordinatenmenge von f).

O(f) = {(a,y,2) eR*; a < <b, e <y <d; 0< 2 < fla,y)}

Z

N \\\\\\\\\\%

Fiir jedes y € [c, d] ist F(y) der Flacheninhalt des Schnitts von O(f) mit der zu z-z-Ebene paral-
lelen Ebene durch y (im Bild schattiert). Alle diese Scheiben aufintegriert Gber [c, d] ergeben das
Volumen von O(f).

Aufgabe: Man zeige

2 o2 2, .2
Irtf(x,y){ V1—22—y? falls z° 4y <1

0, fallsz®+y%>1

SO ist

—1 1
—1 1

INIA

x
Y

INIA



VII. Differentialrechnung in mehreren Variablen

In diesem zentralen Kapitel entwickeln wir die fundamentalen Tatsachen der Differentialrechnung
fur Abbildungen
f:D—R™,

deren Definitionsbereich eine offene (nichtleere) Menge D C R™ ist. Dabei geht es zunachst dar-
um, den ,richtigen Begriff fir die Differenzierbarkeit einer Funktion von mehreren Variablen zu
finden. Die naheliegende Idee, bei einer Funktion von n Variablen n — 1 Variablen festzuhalten
und die dadurch entstehende Funktion einer Veranderlichen mit den gelaufigen Methoden der Dif-
ferentialrechnung einer Variablen zu behandeln, fihrt zum Begriff der partiellen Ableitungund zur
partiellen Differenzierbarkeit

Sei z.B. D C R? offen und (a,b) € D ein fester

Punktund f : D — R eine (reellwertige) Funkti- IR
;rc;li festem y = b erhalt man durch
oM - R, b
x — f(z,b)
eine Funktion einer Veranderlichen, deren Defi- &

nitionsbereich die Menge M := {z € R; (z,b) €
D} ist. (siehe Abb.)

Diese Menge ist eine offene Umgebung von a (in R). Hat nun diese Funktion in = = a eine Ablei-
tung, existiert also

fb(x) — fb(a) f(CC, b) — f(av b)

lim 2L gy ,
Tz — a xr—a z — a r—a
T # a T # a

so heil3t dieser Grenzwert die partielle Ableitungvon f nach der ersten Variablen in (a, b).

Notation: 8, f(a,b) = 9, f(a,b) = gf

—I(a, b) o.a.

Vollig analog definiert man

a2f(a7 b) = ayf(av b) =

g—;(a, b) o.&.

Beispiele

(@) Sei f(z,y) := 3z — 6y und D = R2. Die partiellen Ableitungen existieren in allen Punkten
(z,y) € D und sind konstant:

O1f(x,y) =3 und Oof(x,y) =—6.

(b) Fir

f:R? - R,

(z,y) = e“cosy
existieren fur alle (x,y) € R? die partiellen Ableitungen, und es gilt

O f(z,y) = €® cosy und Oof(x,y) = —€"siny .



(c) Fur f: R? — R mit
[ o falls z =y =0;
fen={ Yea. e (g 2 (0.0

2 +’L/2 )

existieren die partiellen Ableitungen im Punkt (a,b) := (0,0) und es gilt
91f(0,0) =0 =08,f(0,0) ,

was sich sofort aus der Definition ergibt.

Die Funktion f ist aber an der Stelle (0, 0) nicht stetig, wie man etwa sieht, wenn man die Folge
(zk,yr) = (1. +) betrachtet.

Esist f(xk, yr) = 2%2 = 1furalle k € Nund kli—{rolo(xk’yk) = (0,0), aber

1
k2+k

0=7(0,0)# lim flzx,yp)=1.

(d) Noch einfacher ist f : R? — R mit f(x,y) = 0, falls zy = 0 und f(z,y) = 1 sonst. Es ist
D1£(0,0) = d2£(0,0) = 0, f ist aber unstetig in (0, 0).

Aus der partiellen Differenzierbarkeit folgt also i.A. nicht die Stetigkeit der Funktion an der betref-
fenden Stelle. Wir suchen daher noch einen starkeren Differenzierbarkeitsbegriff, fir welchen aus
der Differenzierbarkeit an der betrachteten Stelle die Stetigkeit folgt.

Das ist der Begriff der totalen Differenzierbarkeitvobei die Grundidee -wie in einer Veranderlichen
auch- darin besteht, die Anderungsrate der Funktion durch eine lineare Abbildung geeignet zu
approximieren. Die Ableitung wird keine Zahl, sondern eine lineare Abbildungsein. Das erfordert
einen gewissen Gewohnungsbedarf und die Verwendung der Techniken der lineare Algebra.

Die partiellen Ableitungen spielen bei der Berechnung der die lineare Abbildung repréasentieren-
den Matrix (bzw. der Standardbasen) -man nennt diese Matrix die Jacobi-Matrix eine wichtige
Rolle und sie liefern unter der zusatzlichen Voraussetzung ihrer Stetigkeit das fundamentale hin-
reichende Kriteriuniur die totale Differenzierbarkeit.

Partielle Ableitungen sind jedoch nur spezielle RichtungsableitungéAbleitungen in Richtung der
Einheitsvektoren). Wir beschaftigen uns deshalb zunachst mit

e verschiedenen Differenzierbarkeitsbegriffen,

Rechenregeln fiir differenzierbare Abbildungen, von besonderer Wichtigkeit ist dabei

die Kettenregel,

¢ Mittelwertsatz und Schrankensatz,

e hoheren Ableitungen und dem Satz von Schwarz,

e Taylor-Formel und lokalen Extremwerten,

In einem kurzen Exkurs beschéaftigen wir uns auch mit der Frage

e Wann besitzt ein Vektorfeld ein Potential?
Dabei wird offenbar, dass sich Vektorfelder und Differetialformen ersten Grades (sog. Pfaff-
sche Formen) umkehrbar eindeutig entsprechen. Ob man also Kurvenintegrale langs Vektor-
feldern oder Kurvenintegrale von 1-Formen betrachtet, ist nur eine Frage der Sprechweise.

Den Abschluss des Kapitels bilden

e der lokale Umkehrsatziir differenzierbare Abbildungeund



e der Satziiber implizite Funktionenso wie dessen Anwendung auf

e Extremwerte unter Nebenbedingungen (Lagrange’sche Multiplikatoren).

Zur Notation:
Im Folgenden ist D meist eine offene (nichtleere) Teilmenge des R™. Wir betrachten Abbildungen

f: D — R™,
fi(x)
x — f(z)= = fil@)er + ...+ fo(T)em ,
fm ()
(e1,...,en) die Standardbasis des R™.

Die Funktionen f; : D — R (1 < j < m) heilRen die Komponentenfunktionewon f. Ist m > 2, dann
heil3t f auch vektorwertige Funktion, fir m = 1 Skalarfunktion oder einfach nur Funktion.

Aus Platzspargrinden verwenden wir fur z € R™ meist die Zeilenschreibweise = = (z1,...,z,),
insbesondere bei Argumenten von Funktionen.

Wenden wir jedoch Matrizen auf Elemente x € R™ an, so schreiben wir diese als Spaltenvektoren,
z.B.
z

Az =A , AeRmxn,

T

Ax wird hier als Matrizenprodukt aufgefasst, das Ergebnis ist also eine Spalte im R™. Durch Trans-
ponieren erhalt man aus einem Zeilenvektor immer einen Spaltenvektor (und umgekehrt). Zur Not
kénnen wir uns auch immer auf die (Vektorraum-) Isomorphismen R”? =~ R**! =~ R1x" perufen.



25 Differenzierbarkeitsbegriffe

Wir erinnern an den Aquivalenzsatz fiir Differenzierbarkeit (§18.1.7) fiir Funktionen auf einem ech-
ten Intervall D C R. Er besagt insbesondere, dass fur Differenzierbarkeit einer Funktion f: D — R
in a € D folgende Aussagen aquivalent sind:

(3) Es gibt eine Zahl [ € R und eine in a stetige Funktion g : D — R mit

gla)=0 und f(x)= f(a)+1l(x—a)+ (x —a)g(x) (fir z € D)

(4) Es gibt eine Zahl [ € R, so dass fur den durch die Gleichung
f(x) = fla) +U(z —a) +r(z)

definierten Rest r : D — R gilt

(5) Es gibt eine lineare Abbildung L : R — R mit

o £@) = f@) ~ L = a)

r—a xr—a

=0.

Hier steht der Gedanke der linearen Approximatiomm Mittelpunkt.

Die ,Anderungsrate” f(z) — f(a) der Funktion wird durch eine lineare Abbildung so gut approxi-
miert, dass fur den Fehler sogar lim % = 0 gilt.
Hieristl = f'(a) = L(1) der Wert der Ableitung an der Stelle a.

Im Mehrdimensionalen miissen wir uns an eine neue Definition der Ableitung gewdhnen.
Im Eindimensionalen ist eine lineare Abbildung L : R — R eindeutig bestimmt durch ihren Wert
l:=L(1), denn es ist

L()=L(h-1)=hL(1)=hl=1h

und umgekehrt bewirkt jedes | € R eine lineare Abbildung L : R — R, namlich h — [h.
Hier unterscheidet man deshalb meist nicht zwischen der linearen Abbildung L und ihrem Wert
= L(1).

25.1 Definition ((totale) Differenzierbarkeit)

Seienn,m € Nund D C R" eine offene (nicht-leere) Teilmenge. Eine Abbildung f : D — R™ heif3t
in @ € D (total) differenzierbar, wenn es eine (i.A. a« abhangige) lineare Abbildung

L — La . Rn — R’rn
gibt, so dass der durch die Gleichung

f(@) = fla) + L(z — a) + r(z)



definierte Rest r : D — R die Bedingung

r(z)

ia o —al|

erfullt. Dabei sei || || irgendeine der (dquivalenten) Normen im R™.

Beachte Es gilt also nicht nur lim r(z) = 0, sondern sogar lim ~% = 0.

r—a —a \m—a” -

Man sagt: » geht schneller gegen Null als x — ||z — al| (beim Grenzibergang x — a).

25.1.1 Bemerkungen

(@)

(b)

(©

(d)

Wir werden gleich sehen, dass L eindeutig bestimmt ist. Man nennt L im Fall der Existenz das
Differential oder die Linearisierungvon f in a.

Bezeichnung: L =df(a) = Df(a) = df|, 0.4.

Manche Autoren nennen L auch die Ableitung vonf in a und schreiben L = f/(a). Autoren wie
z.B. K.Kdnigsberger verwenden den Begriff Ableitung (Bezeichnung f’(a)) Synonym fiir den
Begriff der sog. Funktionalmatrix oder Jacobi-Matrix, die man erhalt, wenn man die Matrix-
Darstellung der linearen Abbildung L beziglich der Standardbasen im R™ bzw. R™ verwendet.

Setzt man h := z — a, SO sagt man auch, dass h — f(a + h) — f(a) durch h — Lh bei h =0in
erster Ordnung approximiewtird.

Die Eindeutigkeit der approximierenden linearen Abbildung ergibt sich einfach so:
Gilt auch f(z) = f(a) + L(z — a) + 7#(x) mit einer linearen Abbildung L : R™ — R™ und mit
lim &) 0, so folgt

z—a llz—all ™

(L—L)(x —a)=7(x) —r(x)

und damit auch

lim L(x —a)— L(z — a)
@—a [l —af

=0.

Wahlt man nun einen beliebigen Einheitsvektor v € R™ und betrachtet diejenigen x € D, fir
die x — a = tv mit genligend kleinem positiven ¢ gilt, so ergibt sich
I -
lim (tv) — L(tv) o,
t—0 t

was schon wegen der Homogenitét von L natirlich L(v) = L(v) bedeutet.
Da man fiir v jeden Einheitsvektor von R wahlen kann, bedeutet dies L = L.

Die Eindeutigkeit der approximierenden linearen Abbildung ergibt sich auch nochmals im Zu-
sammenhang mit den partiellenAbleitungen, mit deren Hilfe man die Matrixdarstellung von L
(=Jacobi-Matrix von f in a) explizit berechnen kann.

Eine Abbildung f : D — R™ heildt differenzierbarwenn f an jeder Stelle a € D differenzierbar
ist.

Im Unterschied zur sog. partiellen Differenzierbarkeit, auf die wir bald zuriick kommen, spricht



man auch von total differenzierbar und der totalenDifferenzierbarkeit. Wir lassen das Adjektiv
Jotal* jedoch meist weg.

Sowohl die lineare Abbildung L also auch der Rest r hangen i.A. von der betrachteten Stelle
ab, was man in der Notation meist nicht extra zum Ausdruck bringt.

(e) Statt f'(a)h verwenden manche Autoren die Schreibweise f/(a, h). f’ ist dann eine Abbildung
von D x R™ — R™, die bezuglich des zweiten Argumenten linear ist.

25.1.2 Beispiele und Bemerkungen

(@) Ist f : R™ — R™ eine konstante Funktion und gilt etwa f(x) = ¢ fir alle z € R™, soist f fur alle
x € R™ differenzierbar und es ist L = df (z) = 0 fur alle z € R.

Das Differential ist also die Nullabbildung fir alle =z € R™.

Die Definitionsgleichung
f(z) = f(a) + L(z —a) +r(z)
ist mit L = 0 und r(z) = 0 erfillt.

(b) Ist

f:R* — R™,
r +— Ax+b

mit A € R™*” und b € R™, f also eine affine Abbildung, dann gilt: f ist fur alle z € R"
differenzierbar und es qilt fiir alle a € R™

df(a)=A.

Insbesondere ist das Differential hier unabhangig von a.

Der Beweis ist elementar. Aus f(z) = Az +bund f(a) = Aa + b folgt
f(x)— fla) = Ax — Aa = A(z — a) .

Also kann man L = df (a) := A und r(z) = 0 fur alle z € R™ setzen.

Legt man im Fall n = m = 1 unsere neue Auffassung der Ableitung zu Grunde, so sind die
linearen Funktion

R — R,

r = CcT

die einzigen, die mit ihrer Ableitungsfunktion Gbereinstimmen.

(c) Ist S € R™*" eine symmetrische reelle Matrix, also S = S¢, so betrachten wir die quadratische
Form

gs: R" — R,
r +— qg(r)=2"Sr (hieristalsom = 1).



Wir schreiben x = a + h und erhalten
gs(a+h) — qs(a) = 2a"Sh + h'Sh .

Durch Lh := 2atSh wird eine lineare Abbildung(Linearform) L : R® — ]R definiert und

R(h) := h'Sh erfullt die Bedingung hm HELH) =0, denn es ist mit s := |sjx| namlich
J,k=1

[R(h)| < s|All3 -

qs ist also in jedem Punkt a € R™ differenzierbar und flir das Differential gilt
df(a)(h) = 2a'Sh

und fur die Ableitung (= Matrixdarstellung von df (a) beziglich der kanonischen Basen in R”
und R)
f'(a) =2a'S .

Nimmt man speziell fur S die Einheitsmatrix E = E™, so ergibt sich f’(a) = 2a'.

(d) Ist f : D — R eine in a differenzierbare Funktion, so nennt man (in Verallgemeinerung des
Begriffes der Tangente im Fall n = m — 1) die Menge

{(z,2p41) € R™Y @1 = f(@) + df (a) (2 — a)}
die Tangentialhyperebersn den Graphen von f im Punkt (a, f(a)).

Wie man leicht bestétigt, ist z.B. die Ebene mit der Gleichung z3 = 0 (sie ist isomorph zu R?)
die Tangentialhyperebene an den Graphen der Funktion

R? — R,
2 2
(r1,22) +— @]+ 23

im Punkt (0,0).

Im R? kdnnte man auch einfach Tangentialebene sagen, denn jedeEbene in R? ist eine Hyper-
ebene.

25.2 Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Ist f: D — R™in a € D differenzierbar, so ist f stetig in a.

Ist namlich f differenzierbar in a, so ist per Definition die Abbildung o : D — R™ mit

Q((L’) = lz—all , falls z+#a,
0) fa"S r=a,

stetig in a, und es gilt fur alle z € D

f(x) = f(a) + L(z — a) + [lz — allo(x) .

Weil jede lineare Abbildung stetig ist (es gilt |L(z)|| < C||z|| mit einer geeigneten Konstanten C),
setzt sich f aus in a stetigen Abbildungen in einfacher Weise zusammen, f ist also selber stetig in



Aus der (totalen) Differenzierbarkeit folgt also die Stetigkeit. Wie unser friiheres Beispiel gezeigt
hat, folgt allein aus der Existenz der partiellen Ableitungen an einer Stelle a i.A. nicht die Stetigkeit
an der betreffenden Stelle. Wir werden aber bald sehen, dass unter der Voraussetzung, dass die
partiellen Ableitungen auch stetig sind, dann auch die (totale) Differenzierbarkeit und damit die
Stetigkeit an der betreffenden Stelle folgt.

25.3 Partielle Ableitungen und Jacobi-Matrix

Schon eingangs haben wir den Begriff der partiellen Ableitung fir Funktionen von zwei Verander-
lichen erlautert. Wir kommen nun systematisch auf diesen Begriff zuriick.

Offensichtlich ist eine Abbildung f : D — R™ (D C R" offen) genau dann in a € D (total) differen-
zierbar, wenn die Komponentenfunktionen f; : D — Rvon f (f = (f1,..., fm))fUrl <j<mina
(total) differenzierbar sind.

Wir kbnnen uns also (wenn wir wollen) immer auf reellwertige Funktionen (m = 1) mit Definitions-
bereich D C R™ beschranken. Schwieriger ist es jedoch, die Dimension n des Definitionsbereichs
Zu erniedrigen. Man kann jedoch viele Fragen fir Funktionen mehrerer Variablen auf Funktionen
einer Veranderlichen zuriickfuhren.

Wir beschreiben einen solchen Spezialisierungsprozess im Folgenden (es ist eine Verallgemeine-
rung unserer Eingangstiberlegungen).

Seialso D C R™ offenund a = (a4, ...,a,) € D ein fester Punkt und f : D — R eine Funktion. Fir
jedes j mit 1 < j < n kann man dann die Menge

Dj = {ZIJJ eR; (al,...,aj,l,afj,ajJrl,..wan) S D}

betrachten.

25.3.1 Bemerkung

Ist D C R™ offen, a = (ay,...,a,) € D, dann ist
fur jedes j mit 1 < j < n die Menge X D
az(a]JaZ)

D;:={z; eR;(a1,...,a;-1,%j,aj41,...,a,) € D}

al---
eine nicht leere Teilmenge von R (a; € D;). T

Da D; offen (und nicht leer) ist, existiert ein | \ / Fa i %
f a;-€ a+€
e > 0mitUg(aj) :=la; —e,a; +€[. D, !
(siehe Abbildung: Beispiel fur n=2)

Istnun f : D — R eine Funktion, so erhalt man durch den Spezialisierungsprozess

fV: D, - R,
Zrj = f(al,ag,...,aj_l,xj,aj+1,...,an)

Funktionen einer Veranderlichen z;. D; enthalt insbesondere das offene Intervall Ja; — €, a; + €|,
also eine e-Umgebung von a;.



25.3.2 Definition (partielle Differenzierbarkeit)

Die Funktion f : D — R hei8t im Punkt a = (a4, ...,a,) € D nach der j-ten Variable (1 < j < n)
partiell differenzierbar, wenn die Funktion (einer Variablen)

fV: D, - R,

J?j = f(al,ag,...,aj_l,xj,aj+1,...,an)

im Punkt a; (im Sinne der Analysis 1) differenzierbar ist.

0

Schreibweise [V (a;) =: 0, f(a1,...,an) = —f(a1,...,a,) 0.4

Ok

f heiBtin D partiell differenzierbarwenn f in jedemPunkt nach jederVariablen partiell differenzier-
bar ist.

25.3.3 Bemerkungen und Beispiele

(@)

(b)

Eine direkte Definition der partiellen Ableitung von f nach der j-ten Variablen im Punkt a ist
also

0;f(a) = tlim flat tei) — /(@ ; 3. Achse

[1]
wobei e; der j-te Einheitsvektor in R™ ist. %fZN\m

AT ——

Durch Addition von te; (t € R) zu a wird a nur
in der j-ten Komponente geandert.

Die partielle Ableitung nach der j-ten Varia-
blen ist also die gewohnliche Ableitung einer

Funktion einer Veranderlichen (bei Festhalten 4] 2. Achse
der restlichen). Daher gelten dann auch ana- /
loge Rechenregeln. a A .
Die Graphen der fU] erhdlt man als Schnitte / \
P / 1.Achse (a,4,)

durch den Graphen von f. (siehe Abbildung)

Geometrisch ist 9; f(a) der Anstieg des Graphen von U in a.

Damit man die j-te partielle Ableitung von f im Punkt a € D definieren kann, ist nicht unbedingt
erforderlich, dass D offen ist. Es genliigt, dass es wenigstens eine Folge (t,), ¢, € R, t, # 0,
mit tlim t, = 0 gibt, fir welche a + t,e; € D gilt.

Die trifft z.B. zu fur einen kompakten Quader
[al,bl] X [ag,bg} X ... X [(J,T“bn]

(wobei die [a;, b;] echte (kompakte) Intervalle in R sind).

Da wir uns jedoch die Freiheit nehmen wollen, das in einer vollen zum Definitionsbereich
gehdrenden Umgebung des Punktes zu beweisen, setzen wir in der Regel voraus, dass «a
ein innerer Punkt des Definitionsbereiches ist, was bei offenem D per Definition immer der Fall
ist.



(c) Ein einfaches Beispiel:

(d)

()

()

f:R® — R,
(z,y,2) +— x%exp(3y) +cosz.

Hier ist (nach Rechenregeln einer Variablen)

o f(z,y,z) = 2zexp(3y)
dof(z,y,2) = 3z%exp(3y) und
Osf(x,y,z) = —sinz.

Man verwendet hier auch die Notation

Sl 2), @) wnd L (ea).
Aber Vorsicht! Was wére z.B. 2 f(y,z,z)?
Existieren in a = (a4, ..., a,) die partiellen Ableitungen von f nach allen Variablen, dann heif3t

der Zeilenvektor (0; f(a),...,0,f(a)) der Gradient vonf in a:

grad f(a) :== (01f(a),...,0nf(a)) .

Statt grad f(a) findet man in der physikalischen Literatur haufig V f(a) (gesprochen: Nabla f
ina).

Existiert in allen Punkten ¢ € D die partielle Ableitung 0; f(a), so kann man 0; f wieder als
Funktion 0; f : D — R auffassen (1 < j < n).

f heilt stetig partiell differenzierbar nach dgsten Variablenwenn 9;f : D — R stetig ist. Sind
alle 0, f stetig (1 < j < n), dann heil3t f stetig partiell differenzierbar (in D).

In einer Variablen folgt aus der Differenzierbarkeit die Stetigkeit der Funktion an der betreffen-
den Stelle. Wie schon mehrfach angekiindigt, ist dies bei partiell differenzierbaren Funktionen
i.A. nicht der Fall, wie das einfache Beispiel f : R? — R mit

[ Lt £0,0),
f(a:,y)—{ ™0, far (za) = (0,0) |

zeigt.

fistin (0,0) nicht stetig, also erst recht nicht (total) differenzierbar. Die partiellen Ableitun-
gen 9, f(0,0) und 9, f(0,0) existieren jedoch und sind bei Null. Im Punkt (0,y), y # 0, ist
01f(0,y) = % 01 f ist also im Nullpunkt nicht stetig. Ebenso ist 95 f im Nullpunkt unstetig.

Wir wollen uns nun mit dem Zusammenhang zwischen (totaler) Differenzierbarkeit und parti-
eller Differenzierbarkeit intensiver beschaftigen. Wir zeigen zunachst, dass aus der (totalen)
Differenzierbarkeit von f in a die partielle Differenzierbarkeit der Komponentenfunktionen folgt
und dass das (totale) Differential df (a) beziglich der kanonischen Basen in R™ bzw. R™ die
sog. Jacobi-Matrixals Darstellungsmatrix besitzt. Insbesondere ergibt sich damit nochmal die
Eindeutigkeit der approximierenden linearen Abbildung.



25.3.4 Satz (Zusammenhang zwischen totaler und partielldifferenzierbarkeit)

Sei D Cc R" offen, a € Dund f = (f1,...,fn)t : D — R™in a € D (total) differenzierbar. Dann
sind die Komponentenfunktionen f, 1 < k < m in a partiell differenzierbar und das Differential
L :=df(a) von f in a hat bezuglich der Standardbasen in R bzw. R™ die Jacobi-Matrixvon f in a
(Funktionalmatrix)

Oifi(a) -+ Okfila) -+ Onfila) grad fi(a)

O1fa(a) -+ Okfala) -+ Onfala) grad fa(a)
J(f;a) = : : : = :

81fm<a) 8kfm(a) 8nfm<a) grad fm(a’)

als Darstellungsmatrix.

25.3.5 Bemerkung

Da eine lineare Abbildung und eine ihrer Darstellungmatrizen (bzgl. fest gewahlter Basen) die glei-
che Wirkung auf einer Vektor der Ausgangsraums haben, hatten wir in der Definition 24.1 der
totalen Differenzierbarkeit statt mit einer linearen Abbildung auch gleich mit einer Matrix arbeiten
kdnnen. Wir haben jedoch die koordinatenfreie Definition bevorzugt, die sich auf allgemeinere Si-
tuationen (normierte, nicht endlich-dimensionale Vektorraume) verallgemeinern I&sst.

Beweis von Satz 24.3.4Wir bezeichnen mit S := (ey,...,e,) die Standardbasis von R™ und mit
S’ = (e},...,e,) die Standardbasis von R™.

Nach definition der Matrix einer linearen Abbildung (bzgl. der Basen S un S’) ist dann

df(a)e; = > 9 fula)el, fur 1<j<n.
k=1

Das ergibt sich wie folgt: Fur ¢t € R, ¢ #£ 0 ist

3 fr(a+ te;) — fr(a) o = fla +t€i) - f(a)
df (a)(te;) + Rte;)
t

_ . R(tey)
= F@aE e

k=1

Durch Grenziibergang ¢ — 0 (¢ # 0) erhalt man auf der rechten Seite df (a)e; (1 < j < n).

Also existiert auch der Limes auf der linken Seite (und zwar komponentenweise). Die j-te
Spalte der Darstellungsmatrix ist also

9 £1(a)
0; fx(a)

0, fmla)



(Man erinnere sich: In der Darstellungsmatrix stehen in der j-ten Spalte die Koordinaten des Bil-
des des Basisvektors e; bzgl. der Basis S’.)

25.3.6 Bemerkungen und Beispiele

(a) Die Jacobi-Matrix fur eine differenzierbare Abbildung f : D — R™ (D c R™ offen) ist also vom
Typ m x n(m Zeilen, n Spalten).

Im Spezialfall m = 1 (also eine Funktion f : D — R) ist sie vom Typ 1 x n, also eine Zeile mit
n Eintragen. Hier ist also

J(fra) = (01f(a),...,0nf(a)) = grad f(a).
und ihre Wirkung auf einen Spaltenvektor
h=(hi,...,hy)" € R" =2 R"*!
ist also
hy
df(a)h:=J(f;a) = (Of(a),...,0nf(a))- |
b,
alf(a)hl +...+ 8nf(a)hn
= (grad f(a)", h)
(mit dem Standardskalarprodukt (, ) in R™)

In der Physikliteratur findet man fur die Gleichung
df (a)h = 01 f(a)hy + ...+ Onf(a)hy,
unter Weglassen aller Argumente haufig die Kurzschreibweise
df = O fdxy + ...+ Oy fday,,

wobei die ,Differentiale” und dz1,...,dz, haufig als ,unendlich kleine Grof3en" interpretiert
werden. Eine konkrete Interpretation ist die Interpretation als Linearformen (= Differetialformen
1.Grades oder Pfaffsche Formen) von R"™ — R.

dz; : R — Rist dabei die Linearform

hy
dl’j(h):hj, 1§]§n, = e R".
hn
Die dz; haben die gleiche Wirkung wie die Projektionen
pj: R — R,
h (g hj .
Bemerkung: Mit etwas linearer Algebra kann man (dz4,...,dz,) als die zur Standardbasis
S = (e1,...,e,) € R" duale Basis(Basis des Dualraumes (R™)* = R'*") interpretieren.

Wir werden uns in diesem Kapitel noch etwas ausfihrlicher mit Differetialformen 1.Grades
(Pfaffsche Formen) beschéaftigen (und zwar im Zusammenhang mit Kurvenintegralen).



(b) Um eine konkrete Abbildung f : D — R™ (D c R™ offen) in einem Punkt a € D auf totale
Differenzierbarkeit zu untersuchen, bietet sich folgende Strategie an:

Man untersucht die Komponentenfunktionen f;, (1 < k& < m) von f auf partielle Differenzier-
barkeit, bildet gegebenenfalls die Jacobi-Matrix 7 (f;a) und prift nach, ob die Gleichung

(+) oy F@) = f(a) = T (fr0)(x — a)

=0
ra o —al

gilt. Ist dies der Fall, dann ist f in « (total) differenzierbar.
In vielen Beispielen ist dies der Fall, etwa bei f : R? — R mit
(= _ ([ Azy)

fley) = ( 2y ) - ( Ly )

Fir a = (ay,as) € R?ist
v grad fi(a) \ _ [ 2a1 —2a9
J(fra) = ( grad fa(a) )~ \ 2a2 2a1

Es ergibt sich hier

Wi —hj

fila1 + hi,a2 + h2) — fi(a1,a2) — grad fi(a) - ( Z; )

h
fg(al + hi,a0 + hg) — fg(al, CLQ) — grad fg(CI,) . ( h; ) 2h1ho

Verwendet man die Maximumsnorm in R?, so sieht man leicht, dass
h2—h3
lim @ = lim WlL\ — 0
h—0 ||h]|  |ri—0 L1 2 0
I
gilt.

f ist also fur alle a € R? total differenzierbar und

f'(a) = T(f;0) = ( 2a1  —2az ) .

2a2 2&1

[\

Man beachte hier die spezielle Gestalt der Jacobi-Matrix. Sie ist vom Typ

(ohie 2 )=(5 7). aven

d.h. esist

lalfl(a) = 02 f2(a) und O2f1(a) = =01 fa(a) ‘

Wir kommen auf dass Phéanomen (Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungeorick. Es han-
delt sich in dem Beispiel um der Real- und Imaginarteil der Abbildung

c — C,

zZ = 22.

(Schreibe z = z + yi, =,y € R, und quadriere.)

Im Beispiel 24.3.3(e) ist die Jacobi-Matrix(= der Gradient) die Matrix (0, 0).



Wenn f in a = (0,0) total differenzierbar wéare, misste f in a = (0,0) auch stetig sein. f ist
aber unstetig in (0,0). Das ist das lang angekiindigte Beispiel, dass aus der bloRen Existenz
der partiellen Ableitung bzw. der Jacobi-Matrix noch nicht die (totale) Differenzierbarkeit an
der betreffenden Stelle folgt. Wie wir gesehen haben, sind die partiellen Ableitungen von f in
diesem Beispiel unstetig in a = (0,0).

Im Folgenden beschéftigen wir uns mit dem wichtigen hinreichenden Kriteriumifr totale Diffe-
renzierbarkejtmit dem man das obige Beispiel viel einfacher behandeln kann.

Wir werden sehen:
Existieren fur eine Abbildung f := (fi,...,fm)! : D — R™ die partiellen Ableitungen der
Komponentenfunktionen f (1 < k < m) in a € D und sind sie stetig in a, dann ist f total
differenzierbar in a.

25.4 Das Hauptkriterium fur Differenzierbarkeit

Wie schon angekiindigt werden wir jetzt zeigen, dass unter der zusétzlichen Voraussetzung, dass
die partiellen Ableitungen der Komponentenfunktionen f;, von f an der Stelle a € D stetig sind,
folgt, dass f in « total differenzierbar ist.

25.4.1 Theorem (Hauptkriterium fir Differenzierbarkeit)

Ist D C R" offen, a € Dund f = (f1,..., fm)" : D — R™ eine Abbildung. Existieren die partiellen
Ableitungen 9; fi, in einer Umgebung von a (1 < j < n, 1 < k < m) und sind diese Funktionen
stetig in a, dann ist f total differenzierbar in a.

Beweis : Wir kénnen uns auf den Fall m = 1 beschrénken, da f genau dann differenzierbar ist,
wenn alle Komponentenfunktionen differenzierbar sind.

Die Jacobi-Matrix ist in diesem Fall der Gradient:
J(f;a) = grad f(a) = (01f(a),...,0nf(a)) .

Die zugehorige Linearform L : R™ — R ist in diesem Fall gegeben durch
Lh=grad f(a) -h="Y_0;if(a)h; (h=(h1,...,hn)").
j=1

Wir mussen also zeigen:
i £ 1) — f(a) — L(h)

=0.
h—0 2]

Da D offen ist, gibt es eine offene Wirfelumgebung W := W_(a) C D. Die Idee ist nun, einen
beliebigen Punkt a+h € W mit a durch einen Streckenzug zu verbinden, dessen Teilstrecken
parallel zu den Koordinatenachsen verlaufen:

3. Achse az=a+h
Dazu definieren wir rekursiv die Hilfspunkte
ap:=aund a; :=aj_1 + hje;, j=1,2,...,n 2. Achse
(siehe Abbildung). Insbesondere ist dann a
Gp =0+ hie1 +hoea+ ...+ hpep,=a+h. a=do 4

1.Achse



-

f(aj) — f(a;—1) ist eine teleskopische Summen mit dem Wert f(a + h) — f(a).

j=1

Also "
(D) fla+h) = fla) =3 flas) = flaj).-
j=1
Die Punkte a;_; und a; unterscheiden sich nur in der j-ten Koordinate. Die Differenzen

in dieser Summe kann man mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differenzialrechnung (je-
weils in einer Variablen) wie folgt umformen:

Dazu betrachten wir die Funktionen (1 < j < n)
@j [0k =R mit p;(t) = flaj—1 +tej) .
Mit diesen Funktionen gilt
() flaj) = flaj—1) = pj(hj) — »;(0) .

Die Funktionen ¢; sind wegen der partiellen Differenzierbarkeit von f differenzierbar,
wobei

(3) ¢ (t) = 0 f(aj—1 + te;) gilt.

Auf die Differenz ¢;(h;) — ¢;(0) kann man den Mittelwertsatz der Differentialrechnung
(im Intervall [0, h;]) anwenden, Es gibt also Zwischenpunkte ¢; € [0, h,] mit

@j(h;) —¢;(0) = i (t;)h; .
Setzt man z; := a;_1 + t;je;, so folgt
(4) flaj) = flaj—1) = 0;f(z)h;

Setzt man nun (4) in (1) ein, so folgt wegen Lh = Zn: 0, f(a)h;

j=1

(5) fla+h) - i 0;f(z;) — 0;f(a))h; und damit

(6) [f(a+h)— f(a) — Lh| < [|h]| Z 10 f(z;) — 0;f(a)] -
j=1
Fur h — 0 gilt z; — a fur 1 < j <n, was unmittelbar aus der Definition von
Zj = Q-1 + tjej fOlgt

Wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen 9; f an der Stelle « folgt nun (genau an dieser
Stelle geht die Stetigkeit ein!)

o @+ 1) = (@) = L

=0.
h—0 [12]loo

25.4.2 Bemerkungen und Beispiele

(&) Da man partielle Ableitungen relativ leicht bilden kann und ihnen haufig die Stetigkeit (ohne
Rechnung) ansieht, ist das hinreichende Kriterium aus dem Theorem das am meisten benutzte
um eine Abbildung auf (totale) Differenzierbarkeit zu testen.



(b) Es ist jedoch nicht notwendig fiir die totale Differenzierbarkeit, das heif3t eine Abbildung kann
auch dann (total) differenzierbar sein, wenn die partiellen Ableitungen nicht stetig sind. Dazu
betrachte man z.B.

2 falls (x, 0,0),
FiR2 SR mit fry) =4 Jem@Ete) (z,9) #(0,0)
0, falls (z,y) = (0,0).

Aufgabe: Zeige, dass f in a = (0,0) (total) differenzierbar ist, die partiellen Ableitungen 0, f
und 0, f dort aber unstetig sind.

(c) Aus §24.4.1 folgt, dass alle Polynomfunktion p : R™ — R, also Funktionen der Gestalt

_§ o I . pdn
p(xl,...,xn) - Ay joyefin Tl "ot T

mit Koeffizienten a;,,...,a;, € R Uberall differenzierbar sind, da die partiellen Ableitungen
wieder Polynomfunktionen und damit auch stetig sind.

Dieses Beispiel fuhrt zu folgender

25.5 Definition

Ist D C R™ offen und f : D — R eine Funktion. Dann heif3t f stetig partiell differenzierbar (auf
D), wenn die partiellen Ableitungen 9; f existieren und die dann erklarten Funktionen 9;f : D — R
stetige Funktionen sind (1 < j < n).
Eine Abbildung

f=( fa):D—=R"
heil3t stetig partiell differenzierbar, wenn alle Komponentenfunktionen fi. (1 < k < m) stetig partiell
differenzierbar sind.

Wir bezeichnen mit C'(D,R™) die Gesamtheit der stetig partiell differenzierbaren Abbildungen
und mit C1(D) := C*(D,R) die Gesamtheit der stetig differenzierbaren Funktionen auf D. Nach
dem Hauptkriterium ist eine C!-Abbildung f auf ganz D differenzierbar. Sie ist sogar stetig dif-
ferenzierbar im Sinne der folgende Definition. Es ist offensichtlich, dass die betrachteten Menge
R-Vektorrdume sind.

25.6 Definition (Stetige Differenzierbarkeit)

Sei D c R™ offen (# 0) und f : D — R™ eine Abbildung. f heil3t auf D stetig differenzierbarmwenn
f fur alle x € D differenzierbar ist und die dann erklarte Abbildung

f'+ D — Hom(R"R™)=R™ "™
v = fl(x)=df(x) = J(f;2)

stetig auf D ist.



25.6.1 Bemerkung

Es sei daran erinnert, dass man auf dem Raum der m x n-Matrizen viele (alle untereinander
aquivalente) Normen erklaren kann, z.B. die Operator-Norm

1Al

sup{||Az[; [lz|| <1} oder

2

Al = | DD lawgl?

k=1j=1

Wir wissen, dass eine Folge von Matrizen genau dann konvergiert, wenn sie elementweise kon-
vergiert. Existiert also f/ (= J(f, a)) auf D, so ist die Aussage

,aus x; — a folgt f/(z;) = f'(a) (I — o0)"
nichts anderes als die Aussage
Laus z; — a folgt 0; fi.(z;) — 0 fr(a) firj=1,...,nund k=1,...,m".

/' ist also genau dann in a stetig, wenn die partiellen Ableitungen aller Komponentenfunktionen in
a stetig sind.

Damit haben wir

25.6.2 Satz

Ist D C R” offen, dann ist eine Abbildung f : D — R™ genau dann stetig differenzierbar, wenn
f € C(D,R™) gilt, d.h. wenn f stetig partiell differenzierbar ist.

Fir die eingefuihrten Differenzierbarkeitsbegriffe gilt also die folgende Aquivalenz und die folgen-
den Implikationen

stetig differenzierbar

stetig partiell differenzierbar
\

(total) differenzierbar

4

partiell differenzierbar

Die beiden unteren Implikationspfeile lassen sich, wie unsere Beispiele gezeigt haben, i.A. nicht
umkehren.

Partiellen Ableitungen sind spezielle RichtungsableitungetAbleitungen in Richtung des Koordina-
tenachsen). Wir werden spater sehen, dass man auch Richtungsableitungen in Richtung eines
beliebigen Einheitsvektors v, ||v||2 = 1, definieren kann. Dabei werden wir sehen, dass auch aus
der Existenz aller Richtungsableitungen in einem Punkt i.A. nicht die Differenzierbarkeit in diesem
Punkt folgt. Umgekehrt folgt jedoch aus der totalen Differenzierbarkeit die Existenz aller Richtungs-
ableitungen (wie wir im nachsten Abschnitt sehen werden).

Man kénnte auf die Idee verfallen, dass aus der Stetigkeit von f in a und der Existenz der partiellen
Ableitungen in «a die totale Differenzierbarkeit folgt. Dies ist aber i.A. auch nicht der Fall, wie das
folgende Beispiel zeigt: f : R? — R mit

0, fir x=y=0,

f(@ y>={ T fur (@,y) #0,0),



ist stetig in a = (0,0), die partiellen Ableitungen 9, f(0,0) und 92 f(0,0) existieren und sind Null,
also ist grad f(0,0) = (0,0), also ist auch grad f(0,0) ;

nicht die geforderte Eigenschaft. Man weise dies nach.

8 , aber der Rest r(z,y) hat

25.7 Exkurs: Zusammenhang zwischen (total) reeller Differenierbarkeit in R? und
komplexer Differenzierbarkeit

In der Analysis 1 haben wir schon den Begriff der Ableitung fir Funktionen f : D — C definiert,
dabei war D etwa ein echtes Intervall in R. Da die komplexen Zahlen einen Korper bilden, kann
man den Begriff der komplexen Differenzierbarkedber auch fur Funktionen f : D — C (D C C
offen) in volliger Analogie zum reellen Fall definieren.

25.7.1 Definition

Sei D c C offen (# (). Eine Funktion f : D — C heilt in a € D komplex differenzierbar, falls der
Grenzwert

@ tim /O I@
z—a zZ—a
Im Fall der Existenz wird dieser Grenzwert wie ublich mit f’(a) bezeichnet und hei3t dann (der

Wert der) Ableitung von f an der Stelle a. Ist f in allen Punkten z € D komplex differenzierbar,
dann heif3t die Funktion

existiert.

f'+ D — C,
: e f2)
die Ableitung(sfunktion) von f. Man nennt dann f auch holomorphoder analytischin D.

Aquivalent mit der obigen Definition ist die Existenz einer komplexen Zahl [ (= f'(a)), fur welche
dann der durch die Gleichung

) f(z) = fla) +1U(z —a) +7(2)
definierte Rest r : D — C die Eigenschaft

lim M = lim 7T(Z) =

z—az—a z—al|z—al
hat.
Ist f in a komplex differenzierbar und ist / := f’(a), dann wird durch

L:C — C,
h — Ih

eine C-lineare Abbildung definiert (dabei ist I = L(1)), welche f in a komplex-linear approximiert
(bis auf den Fehler 7).

Komplexe Differenzierbarkeit von f in a ist also auch &quivalent mit der Existenz einer (von a
abhangigen) C-linearen Abbildung L : C — C mit
@ fim 1) 1@ = L —a)

=0.
|2 —al




Nun ist aber jede C-lineare Abbildung L : C — C erst recht R-linear. Identifiziert man wie Ublich
die komplexen Zahlen C mit R? wie

. . x
x4+ iy «—— (z,y) oder x+zy<—>(y),
so sieht man sofort, dass eine in a € C = R? komplex differenzierbare Funktion in a auch (total)

reell differenzierbar ist. Uns interessiert die umgekehrte Frage:

Wann folgt aus der (totalen) reellen Differenzierbarkeit von f in a die komplexe Differenzierbarkeit?
Oder wann ist eine R-lineare Abbildung L : C = R? — C = R? auch C-linear?

M.a.W.: Wann hat L die Wirkung L(h) = [h fur alle h € C = R? mit geeignetem [ € C = R??

Schreibtmani=a+i8, o, € Rund h = x + iy, x,y € R, so entspricht

(4) h— lh = (axz — By) + (ay + Bz)i der Abbildung ( Z ) — ( g ;ﬂ ) ( ij )

Zerlegt man f in Real- und Imaginarteil f = u + iv <~ ( z ) so sieht man, dass die Jacobi-

Matrix
Ahu(a) Oqu(a)
O(a) 0O9v(a)
von f in a eine spezielle Gestalt hat, nAmlich vom Typ ( g :f > sein muss, falls sie auch C-

lineare Abbildung bewirken soll.

Das bedeutet einmal, dass im Fall komplexer Differenzierbarkeit von f in a f (total) reell differen-
zierbar ist und der Realteil und der Imaginarteil die sog.

Cauchy-Riemannsche DGLn

Ou(a) = dawv(a) und dru(a) = —01v(a)

erfillen missen und wenn umgekehrt f total reell differenzierbar in a ist (C = R?) und wenn « und
v in a die Cauchy-Riemannschen DGLn erfillen, dann ist f in a komplex differenzierbar.

Fassen wir unsere Uberlegungen in einem Satz zusammen:

25.7.2 Satz (Zusammenhang zwischen reeller und komplexeirifierenzierbarkeit)

Sei D c C offen (# (). Eine Funktion f : D — Cistin a € D genau dann komplex differenzierbar,
wenn f in a (total) reell differenzierbar ist (C = R?) und u = Re f und v = I'm f in a die Cauchy-
Riemannschen DGLn erfullen:

’81u(a) = 0yv(a) und Oou(a) = —d1v(a) ‘

In diesem Fall gilt
f'(a) = du(a) + id1v(a) =: a +if
sowie

det T (f;a) = |f'(a)]> = a® + 3% .



25.7.3 Bemerkungen

(a) Das systematische Studium analytischer (holomorpher) Funktionen ist Gegenstand der sog.
Funktionentheorie

(b) Obwohl die Definition der komplexen Differenzierbarkeit formal wie im Reellen aussieht, erge-
ben sich gewaltige Unterschiede (z.B. ist eine auf einer offenen Menge D c C (D # ) einmal
komplex differenzierbare Funktion beliebig oft komplex differenzierbar).

(c) Definiert man fir f =u+ivunda € D

O f(a) = 0Ou(a)+i01v(a) bzw.
Oaf(a) = 0Oqu(a)+idgv(a),

so ist das System der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Ou(a) = 0Oqv(a)
Oou(a) = —01v(a)

aquivalent mit der Gleichung

O1f(a) +1i02f(a) =0
oder

O1f(a) = —i02f(a)

(d) Haufig definiert man noch (die sog. Wirtinger-Operatoren)
Of(a) = %(alf(a)—iagf(a)) und
O1(@) = L(Ouf(a) +idaf(a)

dann gilt:
[+ D — Cist genau dann analytisch (holomorph), wenn f (total) reell differenzierbar ist in D
und fir alle a € D gilt 9f(a) = 0.

25.7.4 Einfache Beispiele
(a)
f+C — C,

z = 22

ist analytisch, denn hierist (z = = + iy = (x,y))

Ref(z) = u(z,y)=2*—y? und
Imf(z) = v(z,y) =2zy und es gilt

du(z,y) =2¢  dwu(z,y) =2y
ow(z,y) =2y  Owu(z,y) =2z



(b)

(©

die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sind also uberall erfullt und da « und v
stetig partiell differenzierbar sind, ist f (total) reell differenzierbar und fiir die Ableitung ergibt
sich

fl(x) =22+ 2yi = 2(x + yi) = 22,

was man naturlich auch direkt betatigen kann.

f:C — C,

zZ = Z

ist nirgends komplex differenzierbar, denn die erste Cauchy-Riemannsche DGL ist nirgends
erflllt (es ist dyu(z,y) = 1 # —1 = dav(x, y)).

Die komplexe Exponentialfunktion
exp: C — C,
z +—  exp(z) = exp(x)exp(iy) = exp(x)(cosy + isiny)

ist analytisch, und es gilt exp’(z) = exp(z) fur alle z € C.

Hier ist u(z,y) = exp(z) cosy und v(z, y) = exp(z) sin y. Die Cauchy-Riemannschen DGLn sind
Uberall erflllt, w und v sind stetig partiell differenzierbar, damit ist f komplex differenzierbar (in
ganz C) und es gilt

exp'(z) = Owu(x

y) + i01v(x,y)
C

exp(z) cosy + i exp(z)siny

(z,
(z)
exp(z)(cosy + isiny)
= exp(z) exp(iy) = exp(z + iy) = exp(2) .



26 Differentiationsregeln

In diesem Abschnitt werden wir sehen, dass sich die uns aus der Theorie einer Variablen vertrau-
ten Differentiationsregeln (wie z.B. die algebraischen Differentiationsregeln tiber Summen oder
Produkte, sowie die Kettenregel) auf Funktionen von mehreren Variablen tbertragen lassen. Die
Beweise sind denen in einer Variablen analog, manchmal etwas umstandlicher. Die wichtigste Re-
gel ist sicherlich die Kettenregeldie ganz grob besagt, dass die Zusammensetzung g o f zweier
differenzierbaren Abbildungen f und g wieder differenzierbar ist und dass fir die Jacobi-Matrizen

J(go fia)=T(g; f(a) - T(f;a)

gilt.
Wir beginnen mit

26.1 Satz (algebraische Regeln)

Sei D C R" offen, a € D und sind f,g : D — R™ in q differenzierbare Abbildungen, dann sind
auch

f+9g:D — R™ und
O[fZD — Rm7 O[GR,

in o differenzierbar und fur die Differentiale bzw. die Jacobi-Matrizen gilt

d(f +9)(a) = df(a) +dg(a) bzw. J(f+g;a) = T(f;a)+ T (g;a)
d(af)(a) = adf (a) bzw. J((af);a) = aT(f;a)

(Linearitat der Ableitung)

Produkt- und Quotientenregel kann man nur fir Funktionen f : D — R formulieren, also im Fall
m = 1. Dann gilt:

f - gistin a differenzierbar, und es ist
d(f - g)(a) = g(a)df (a) + f(a)dg(a) (Produktregel)

und falls g(a) # 0, ist

1Y o _ s(@)df(@) — f(a)dga)
I <g) (a) (9(@))?

(Quotientenregel)

Fur die Jacobi-Matrizen gilt also hier

J(f-g;a) = g(a)I(f;a)+ f(a)T(g;a) b,
! (f; ) = G 0@ @ (5:0)

Zusatz Sind f und g in D stetig differenzierbar, dann sind es auch f + g und im Fall m = 1 auch
f-g,ferner Lin {z € D; g(x) # 0},



Wenn man beachtet, dassim Fallm =1 J(f;a) = grad f(a) gilt, so haben wir als die Rechenregeln
fur den Gradienten

grad(f-g)(a) = gla)gradf(a)+ f(a)gradg(a) bzw.
f 1
grad (g) @ = o o) grad /@) ~ f(a) gradg(o)

bewiesen. Diese Rechenregeln gelten tibrigens auch, wenn man nur die Existenz des Gradienten
grad f(a) bzw. grad g(a) voraussetzt.

Beweis des SatzesWir wissen, dass die Differenzierbarkeit von f in a gleichbedeutend ist mit der
Existenz einer linearen Abbildung L = df(a) und einer i.A. stetigen Abbildung ¢ : D — R™
mit

f(x) = f(a) + df(a)(z — a) + [lz — alle(z) und  p(a) =0.
Schreibt man entsprechend

9(z) = g(a) +dg(a)(z — a) + [lx — a o(=)

mit ¢ : D — R™, wobei g stetig in ¢ und g(a) = 0 gilt, so kann man wie in einer Variablen
schlieRen. Die Linearitatsregeln liest man sofort ab, die Produkt- und Quotientenregel sind
etwas aufwendiger zu beweisen.

Dem geneigten Leser / der geneigten Leserin sei empfohlen, etwa die Produktregel zu be-
weisen und die Quotientenregel im Spezialfall f(z) = 1 fur alle z € D.

Wir kommen nun zur durchaus wichtigsten Differetiationsregel, der Kettenregel, dass namlich die
Ableitung eines Kompositums das Kompositum der Ableitungen ist.

Genauer gilt

26.2 Theorem (Kettenregel)

D c R" sei offen und f : D — R™ differenzierbar in a € D. D' C R™ sei offen und g : D’ — R! sei
differenzierbarin b € D’'.

Ferner sei f(D) C D'. Gilt dann f(a) = b, dannist g o f in a differenzierbar, und es gilt

d(g o f)(a) = dg(f(a)) o df (a)

bzw. fir die Jacobi-Matrizen

[T(ge fia) = T(g: f(a) - T(F;0)] ,

wobei der Punkt rechts das Matrizenprodukt bedeutet.

Zusatz Sind g und f stetig differenzierbar, dann ist auch g o f stetig differenzierbar.

Diagramm:

D -L y(D) c D' L R!
gof Y




Beweis : Nach Voraussetzung gilt
fla+h) = f(a) +df(a) + |[R]ler(R)
mit o; stetig in 0 und 1 (0) = 0 bzw.
9(b+k) = g(b) + dg(b)k| k|| 02 ()
mit g, stetig in 0 und p5(0) = 0.
Setzt man speziell k := df (a)h + ||h||e1(R), so folgt
(9o f)la+h)= (g0 f)(a)+ (dg(b) o df (a))h + R(h)
mit R(h) = [[hl|dg(b)e1(h) + [|k[le2(k).
R(h)

Die Kettenregel ist bewiesen, wenn wir }ir% Tar =0 zeigen koénnen.
11—

Da die lineare Abbildung df (a) : R™ — R™ Lipschitz-stetig ist, gilt fir £ mit einer passenden
Konstante C'
1B < [[RII(C + [[er (R -

i im B _
Damit folgt dann }11_)0 = 0.

Das beweist die Differenzierbarkeit von g o f in a, die Aussage der Kettenregel.

Bei Anwendungen der Kettenregel treten besonders haufig die Speziallfalle n = 1, m beliebig,
! =1 bzw. m, n beliebig und | = 1.

1. Wir nehmen an, dass D C R ein offenes (echtes) Intervall ist und
a: D — R™,
t o= at)=(a1(t),...,am(t)"

sei eine differenzierbare Abbildung (« entspricht dann f aus der Kettenregel). Ferner sei
g : D’ — R eine Funktion mit
D' > Bildo .

Dann wird durch
p: D — R,
t = glat) =glaa(t),...,am(t))
eine reellwertige Funktion definiert.

Ist nun auch g auf D’ differenzierbar, dann ist auch ¢ auf D differenzierbar, und es gilt fur
teD

(1) = Z 0j9(as(t), .., am(t)) o (t) = grad g(a(t)) - &(t) ,

wobei der Punkt das Skalarprodukt in R™ beschreibt.

Beweis : Firt € D ist



und auf D’
gradg(z) = (019(x), ..., Omg(x)) .
Mit der Kettenregel finden wir also

.
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Aufgabe: Man Uberlege sich, dass diese Formel auch gilt, wenn D ein nicht offenes (echtes)
Intervall in R ist.

2. Die Kettenregel beinhaltet insbesondere auch Formeln fir die partiellen Ableitungen von go f.
Hat namlich g : D’ — R! die Komponentenfunktionen g, ..., g, so sind die Komponenten-
funktionen von g o f gegeben durch

glofa g2of7 "'aglof'

Das (i, j)-te Glied der Jacobi-Matrix J (g o f; a) berechnet sich dann zu

391 Ofk
gt o f Z ayk &UJ ( )

dabei haben wir die m unabhangigen Veranderlichen von g bzw. der g; mit yy,...,y, be-
zeichnet und haben der Deutlichkeit halber ng’;(a) statt wie meist Ublich 0; f(a) geschrie-
ben.
Insbesondere in alteren Lehrbichern findet man die folgende suggestive Schreibweisklan
setzt

Y = fk(xlw",zn)

zi = (Y1, Ym)

und erhalt dann
0z; 0z; 3yk
O0x; Z “ Oy oz

Im Spezialfall n = 1 hat man Funktionen y, = fi(t) einer Variablen ¢ und man erhalt

azl Z 0z; ayk
5‘yk ot

Bei der Benutzung dieser Formeln muss man allerdings die richtigen Argumente einsetzen!



Vollig analog zeigt man: Seien D C R™ und D’ C R™ offen,
g: D' — R,
y — 9(),

sowie

h
:D—R™

~
|

fm
differenzierbare Abbildungen mit f(D) c D’. Dannist h: D — R mit h = g o f partiell differenzier-
bar,undesgiltfir1 <j<n

Gy d
ih(xr,. .. an) = Za—g(fl(:c),...,fm(m)) : ai’f(xl,...,xn) .
=1 9Yk L

Man betrachtet die Jacobi-Matrizen von h, g und f. Sie sind

J(h;z) = gradh(z) = (01h(z),...,0nh(z))

Tle: (@) = (giuumuwiiuu»)
O(z) .. i(a)
J(f;x) = : :
() v Gln(x)

Nach der Kettenregel gilt aber
J(hiz) =T(go fiz) =T(g; f(z)) - T(f;).
Durch obige Formel werden aber genau die Elemente dieses Matrizenprodukts geliefert.

Das Differential einer differenzierbaren Funktion f : D — R (D C R" offen) liefert eine Approxima-
tion fur die Anderungsrate der Funktion beim Ubergangvon a € D zua + h € D:

fla+h)— f(a) = df(a)h .
Um das Anderungsverhalten einer Funktion in einer Umgebung von a € D zu untersuchen, kann

man auch eine Gerade durch a betrachten, etwa die durch

p: R — R",
t — a-+tv
definierte. Dabei sei v € R™ ein Richtungsvektor

der Geraden, d.h. ein Vektor # 0, den wir auf die
euklidische Léange 1 normieren: ||v||2 = 1.

Man kann nun alle méglichen Geraden durch a betrachten und das Anderungsverhalten von f auf
solchen Geraden in einer Umgebung von a betrachten. Das fihrt zu folgender Definition:

26.3 Definition (Richtungsableitung)

Sei D C R" offen, f : D — R eine Funktion, a € D und v € R™ mit |jv||2 = 1 (Richtungsvektor).
Existiert der Grenzwert
iy fla+t) = f(@)

t—0 t

)



dann heif3t er die Richtungsableitung von f im Punkt « in Richtung v.

Bezeichnung  0,f(a) := tlg% w _

Ist v = e; der j-te Standardbasisvektor des R", dann ist

8ejf(a) _ lir(l) f(a+t6;) — f(a’) _ a]f(a)

gerade die j-te partielle Ableitung von f in a. Partielle Ableitungen sind also spezielle Richtungs-
ableitungen.

Ist f : D — R nun eine differenzierbare Funktion, so existieren in allen Punkten = € D die Rich-
tungsableitungen 9, f(z) fur jede Richtung v.

Das ist der Inhalt des folgenden Satzes:

26.3.1 Satz

Sei D C R™ offen, a € D und f : D — R in q differenzierbar. Dann existiert die Richtungsableitung
Oy f (a) fur jeden Richtungsvektor v, und es gilt

avf(a) = 81f(a)1)1 + an(a)UQ + .+ anf(a)vm

furv = (v1,...,vn)"

Dies kann man mit Hilfe des Skalarproduktes auch so schreiben:

V1 01f(a) U1
0.f(a) = grad f(a)- | : |= < S N >
Un anf(a) Un

mit dem Standardskalarprodukt ( , ) in R™.

Wir geben hierfir zwei Beweise:

Der erste beruht auf der Definition der Differenzierbarkeit:
Fur alle t € R, ¢ # 0, deren Betrag hinreichend klein ist, gilt

f(aJr“;) —fla) _ df(a)(tvz +r(t) df(a)o + T(iv)
Wegen 0 = lim H(tv\l) lim ﬁf) gilt auch
im ")
t—0 ¢t ’

Beachtet man df (a) = grad f(a), so folgt die Behauptung.

Der zweite Beweis verwendet die Kettenregel:
Ist ¢ : R — R™ definiert durch

et)=a+tv= (a1 +t1,...,an +tvy,)
(Gerade durch a mit dem Richtungsvektor v, ||v||2 = 1), dann ist fur hinreichend kleine ¢ > 0

v:(]—e¢) CD,



alsoist h:= f oy :]—e,e[— R definiert. Nach der Definition der Richtungsableitung ist

s = i FOT IOy FeD) IO _ )

Nach der Kettenregel ist aber (ersetze f — o und g — f)

W) = Y- o) - 240

Nun ist aber ¢;(t) = a; + tv;, also

, dp; d
O(t) = ZL(t) = S (a; + tvy) = vy,

ot T dt
daher ist
" af U1
W(0) =Y -(a)o; = grad f(a) - |
—1 975 "

Auf Grund der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gibt es einen Winkel ¢ € [0, 7] zwischen den
Vektoren grad f(a) und v derart, dass

9uf(a) = llgrad f(a)ll2||v]l2 cos ¢ = |grad f(a)|2 COS¢‘

gilt.
Hieraus kann man eine Maximalitatseigenschaft des Gradienten ablesen:

(1) Seine Lange (Norm) ||grad f(a)l|2 ist das Maximum aller Richtungsableitungen 9, f(a), d.h.

lgrad f(a)ll2 = max{0y f(a), [[v]|l2 =1} := M ;
(2) Ist M # 0, dann gibt es genau einen Richtungsvektor vy mit 9,, f(a) = M und mit diesem ist
grad f(a) = M.

Man sagt deshalb: Der Gradient von f im Punkt a zeigt in die Richtung des starksten Auf-
stiegs der Funktion im Punkt a.

Ist ndmlich M # 0, so kann man vg := % wahlen.

Ist v ein Richtungsvektor, dann ist —v ebenfalls ein solcher und es gilt offensichtlich

O_ofla) = —3uf(a) .

Die Gegenrichtung des Gradienten von f in a ist die Richtung des starksten Abstiegs und
diese ist gegeben durch —||grad f(a)||2.

Wir beschlie3en diesen Abschnitt mit zwei weiteren Beispielen:
(a) Wir betrachten f : R2 — R? mit

exp(x)siny

foy) — ( exp(z) cosy ) |



(b)

Die Komponentenfunktionen sind also

filz,y) =exp(z)cosy  und  fo(z,y) = exp(z)siny
und es gilt
O f1(z,y) = exp(z) cosy, O2fi(z,y) = —exp(z)siny,
O f2(w,y) = exp(x)siny, Oaf2(w,y) = exp(x) cosy.
Damit gilt fir die Jacobi-Matrix

705 (5.9)) = ( exp(z) cosy — exp() siny ) |

exp(x)siny  exp(x)cosy

Da die partiellen Ableitungen sogar C°°-Funktionen sind, insbesondere also von der Klasse C!
sind, ist f in jedem Punkt (z,y) € R? (total) differenzierbar. Man beachte wieder die spezielle
Struktur der Jacobi-Matrix, die wieder vom Typ

(50)

Identifiziert man R? mit C, so handelt es sich bei der Abbildung f um die komplexe Exponenti-
alfunktion

ist.

exp: C — C,
z +—  exp(z) = exp(x)(cosy + isiny)
(z=z+1iy, z,y ER).

Ist M C [0, 0] ein echtes Intervall, F' : M — R eine Funktion und

K(M)={zeR" ||z||s =/2i+...+22 € M}

(eine Kugelschale), so erhalt man durch
f: K(M) — R,

z = F(z]2)
eine Funktion, fir welche fir alle orthogonalen Matrizen A, d.h. fur alle A € O(n,R), gilt
f(x) = f(Ax) .

Eine solche Funktion nennt man auch rotationssymmetrisch

Ist nun M ein offenedintervall und F stetig differenzierbar, dann ist auch die Kugelschale K (M)
offen (in R™), dannist f in jedem Punkt z € K (M), x # 0, stetig partiell differenzierbar mit den
partiellen Ableitungen

Ty

0if () = F'(||lll2) 7
[ ]]2
Danniist f in jedem Punkt z € K(M), = # 0, (stetig) differenzierbar, und es gilt

f/(x)ZJ(f;x):Wxt'

1<j<n.

Wahlt man speziell F = id,;, dannist f(z) = ||z||2 =: 7(z) und unsere Betrachtung zeigt, dass
r: R™ — {0} — R (stetig) differenzierbar ist und dass
1, 1

J(r;z) = gradr(x) = mm = m(xl,...,xn)

gilt (x = (21, ..., 2,)").



(c) Engverwandt mit der Abbildung aus Beispiel (a) ist die Abbildung (Polarkoordinaten-Abbildung)
P, : R? — R mit
_( reose \ _ [ fi(r, )
r= (g ) = (560 )

T (Pa; (1,)) = ( cosp  —rsing )

sing rcosp

Hier ist

und damit
detJ (Pa; (r,0)) = 7”((:052 w+ sin® p)=r.
T (Pa; (r,)) ist also fur (r, p) € R? mit r = 0 invertierbar.

Berechnen Sie die inverse Matrix!

(d) Eine Abbildung a = (ay, ..., a,)t : M — R™ eines offenen (echten) Intervalls M C R ist genau
dann differenzierbar in ¢t € M, wenn dort jede Komponente «, differenzierbar ist und dann gilt

o (t) == a(t) = (ar(t),...,an ()",

d.h. die friher gegebene ad-hoc-Definition der Ableitungen einer Kurve stimmt mit der neuen
Definition tberein.

26.3.2 Anwendung: Orthogonalitit von Gradient und Niveaumenge

Im R™ betrachten wir das Standardskalarprodukt ( , ). Ist f : D — R eine differenzierbare Funktion
auf einer offenen (nicht leeren) Menge D C R™ und a« : M — D eine differenzierbare Kurve
(M C R ein offenes, echtes Intervall) und verlauft o« ganz in einer Niveaumenge (Fasa) von f, d.h.

gibt es ein ¢ € R mit f(«a(t)) = cfur alle ¢t € M. Dann gilt
O1f((t)) a (t)
grad f(a(t)) - a(t) = < : : : > 7

O f(a(t)) in ()

d.h. der Gradient von f im Punkt «(¢) und der Tangentialvektor &(t) stehen aufeinander senkrecht.
Kurz:

]gmdf(a(t)) L at)furallete M\

Der Beweis ergibt sich wegen der Konstanz von h := f o a sofort aus der Kettenregel:

0=h(t) = grad f(a(t)) - &(t) .
Beispiele

(@) Sind ay,...,a, € R™ und nicht alle a; gleich Null und ist ¢ = 0, und ist f : R® — R definiert
durch

flxr, ... zn) =a1x1 4+ ... + apzy ,

dann ist die Niveaumenge
N :={z € R?* ayzy +... + apz, =0}
eine Hyperebene. Man hat
grad f(z) = (a1,...,an)

fur alle z € R™. (aq,...,a,) ist daher ein Nor-
malenvektofir H.



(b) Ist
f:R* —- R,

x = |zl =/ 22 +...+22,

dann ist die Niveaumenge (Ferner zu 1) {z € R"; f(z) = 1} die Sphare S"~1.

Sie ist grad f(z) = mxt far = # 0. Insbe-
sondere ist fir xo € S"~! grad f(xo) = xf, die
affine Hyperebene

H = {zo+v; veR" (xg,v) =0} sl
gerade der sog. Tangentialraum an S”~! im
Punkt zg.

Im Spezialfall n = 2, kann man den Graphen von f : D — R als ,Landschaft* Gber D mit f(x)
als ,Hohe" Gber dem Punkt x interpretieren. Die Niveaulinien von f sind dann die Hohenlinien
der Landschaft (man denke an eine geographische Karte).
Der Gradient von f in a steht nach unse-

rer Feststellung senkrecht auf der Hoéhen-

linie durch z und -wie ebenfalls oben
festgestellt— zeigt f(z) in die Richtung des

starksten Anstiegs von f und —grad f(z) in

die Richtung des starksten Abstiegs. Ferner

ist ||grad f(z)||2 ein MaB fir die Steilheit am

Ort .
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27 Mittelwertsatze, Schrankenatze

Ein beherrschender Satz der Differentialrechnung einer Veranderlichen ist der Mittelwertsatz (MWSD).
Wichtiger noch sind seine Folgerungen (Schrankensatz, Monotonie-Kriterium, Konvexitéat etc.).

Man kann ihn ohne grof3e Anderur]_gen auf reellwertige Funktionen einer Vektorvariablen tbertra-
gen. Er liefert Aussagen uber das Anderungsverhalten einer Funktion mit Hilfe von im Definitions-
bereich verlaufender Kurven.

27.1 Satz (MWS fir reellwertige Funktionen)

Sei D c R™ offenund f : D — R eine differenzierbare Funktion. Ferner seien a,b € D Punkte, so
dass auch ihre Verbindungsstrecke

S:=8p:={a+tlb—a); 0<t <1}

in D liegt. Dann gibt es einen Punkt £ € S mit

[f(b) = f(a) = grad f(£) - (b —a) |

Beweis : Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der ,eindimensionalen” Version des Mittelwertsat-
zes und der Kettenregel.

OBdA sei a # b. Wir betrachten die ,Verbin-
dungskurve*

a:[0,1]]—=D mit alt)=a+tb—a).
Ihre Spur ist gerade die Strecke S,;, und es
gilta(t) =b—a.
Wir setzen fiir t € [0,1] ¢(t) := f(a(t)).

Dann ist ¢ auf [0, 1] differenzierbar und dort gilt nach der Kettenregel

©'(t) = (f o) (t) = grad f(a(t)) - &(t) = grad f(a(t)) - (b—a) .

Auf ¢ : [0,1] — R kann man den MWSD anwenden:
Es gibt daher ein 7 mit 0 < 7 < 1 und ¢(1) — ¢(0) = ¢'(7), alsoist mit £ := «(7) € Sap

f(0) = f(a) = grad f(a(r)) - (b — a) = grad f(§) - (b —a) .

27.2 Folgerung (Charakterisierung konstanter Funktioner)

Ist D c R™ offen und bogenweise zusammenhangend (das ist aquivalent mit polygon zusam-
menhangend), dann ist eine differenzierbare Funktion f : D — R genau dann konstant, wenn fir
alex e D

grad f(z) =0

gilt.



Beweis : Wir zeigen nur die nicht triviale Richtung. f ist stetig differenzierbar, also kénnen wir den
MWSD anwenden:

Dazu sei zy € D ein fester Punkt. Da D polygon-zusammenhangend ist, gibt es weitere
Punkte x1,...,x; := 2 in D, so dass die Verbindungsstrecken S, firv=1,...,kin D
liegen. Nach dem Mittelwertsatz folgt

f(zo) = f(x1), f(z1) = f(22), .., fzh1) = flak) = f(2)
und damit f(x) = f(xo) fur beliebige z € D.

v—1Zy

27.2.1 Eine kleine Anwendung
Fur den naturlichen Logarithmus log : R} — R, z — log z gilt bekanntlich die Funktionsgleichung
log(zy) =log x +logy (z,y €RY).
Wir wollen diese Formel noch etwas anders beweisen. Dazu betrachten wir die Funktion
f: R xR, — R,
(z,y) — log(zy)
und
g: RE xR} — R,
(x,y) +— logxz+logy.

Man beachte, dass D := R x R bogenweise zusammenhangend ist. Fir inre Gradienten gilt

grad f(z,y) = <1,1) bzw.
z’y
11
gradg(z,y) = <)
Ty

Fur b := f — g giltalso grad h(x,y) = 0 fur alle (z,y) € R} x R%, also ist fir alle (z,y) € R} x R
h(z,y) = const.

mit einer geeigneten Konstanten, d.h. f(z,y) = g(x,y) + const.



Zur Ermittlung der Konstanten setzen wir (x,y) = (1,1) und erhalten
0=1log 1 =log(l-1) =1log 1+log 1+ const =0+ const = const ,

also haben wir die Funktionalgleichung des Logarithmus mit den Rechenregeln der Differential-
rechnung mehrerer Variablen bewiesen.

Der folgende Satz liefert eine Integraldarstellung der Funktionsénderung f(b) — f(a), falls sich a
und b durch eine in D verlaufende Kurve verbinden lassen. Der Satz stellt eine Art Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnunig R" dar.

27.3 Satz (iber die Integraldarstellung des Funktionszuwachses)

Sei D Cc R" offen und f : D — R eine C!-Funktion und « : [0,1] — D eine C'-Kurve mit a(0) = a
und a(1) = b.

Dann gilt

F(b) — f(a) = / grad f(a(t)) - a(t) dt
0

Bemerkung: Das Integral ist das Kurvenintegral des Vektorfeldegrad f langso.

Beweis : Der Beweis folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und der Ket-
tenregel:

Es ist namlich mit ¢ := fo «

f() = f(a) = f(a(1)) = f((0)) =/90’(t)dt= grad f(a(t)) - a(t) dt
0

o _

27.4 Folgerung (Schrankensatz)

Ist D c R™ offen und f € C'(D) und liegt fiir a,b € D auch die Verbindungsstrecke S := S, in D,
dann gilt
[f(b) = f(a)] < M[|b— a2
mit M := max{||grad f(z)||2; x € S}.
Beweis : Mit a(t) = a + (b —a), 0 <t < 1 ergibt sich aus Satz 26.3 mit Hilfe der CSU
1
/gradf(a(t)) “(b—a)dt

0

£ (b) = fla)] =

AN
=)
=3
N
U
=
Q
=
~
=
I°H
=
\
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w
U
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A
=
=
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Bei unseren Satzen haben wir vorausgesetzt, dass die Dimension des Zielraums eins ist. Betrach-
tet man Abbildungen
fi
f= :D — R™,
fm

so kann man den MWS auf jede Komponenten f; anwenden, muss aber in der Regel fur jede
Komponente einen anderen Zwischenwert £ nehmen, i.A. gibt es keine Zwischenstellen £ € S =
Sqp Mit

f(b) = fla) =T (f;6)(b—a).

Ein einfaches Beispiel hierfir ist (n = 1, m = 2)

sint

f:R—R? mit f(t)<c95t>

und a =0, b =2m. Dannist f(b) — f(a) = ( 8 ) aber fur alle t € [0, 2] ist

J(f;t)(2r —0) = ( —Czlbr;t )%7& ( 8 ) '

Wir formulieren fur vektorwertige Funktion f : D — R™ einen Mittelwertsatz und einen Schranken-
satz:

27.5 Satz (MWS fir vektorwertige Funktionen)

Sei D C R" offenund f : D — R™ stetig differenzierbar. Mit a,b € D sei auch die Strecke
S=Sw={a+tlb—a); 0<t<1}

in D enthalten. Dann gilt

/j frat+t—a))dt-(b—a).
0

Dabei wird das Integral Uber die Jacobi-Matrix komponentenweise gebildet. Das Ergebnis ist wie-
der eine m x n-Matrix, die im Sinne der Matrizenmultiplikation mit dem Spaltenvektor b — a multi-
pliziert wird.

Beweis : Ist p(t) := fr(a+t(b—a))fur0<t<1lund1 <k <m.Dannistfirl <k <m

Il
\H

S
~~
—
N

QU

~

fr(0) = fr(a) = @r(1) = ¢1(0)

(i: pr(a+t(b—a))(b; aj)) dt

Il
1§ 3
o\

djpr(a+t(b— a))dt) (bj — ajy)

.
I



Da die Jacobi-Matrix 7 (f; a +t(b — a)) die Komponenten 0;¢(a + t(b — a)) hat, ergibt sich

die Behauptung.

27.6 Satz (Schrankensatziir Vektorwertige Funktionen)

Unter den Voraussetzungen von Satz 26.5 gilt mit

L= max{|l7(fia+t(b—a)ls 0<t < 1)

die Abschatzung

1£(b) = fla)ll2 < Llb — a2 -
h

Beweis : Ist f = : , So folgt nach Satz 26.5

fm

1 2
/5 (®) = fi(a)|* < [Ib—all3 (/ Igmdfk(a(t))lldt)
0

und mit der CSU in der Form

2

1 1
Jue |

0 0

1
/u-l
0

1 m
1£(6) = f(a)l5 < IIb—aHg/ZHgmdfk(a(t))llgdt
o k=1

und durch Wurzelziehen ergibt sich

1£(0) = f(a)ll2 < L]|b = all2 .

O



28 Hohere partielle Ableitungen, der Vertauschungssatz von H.A.Schwar

Ist D ¢ R™offenund f : D — R eine partiell differenzierbare Funktion, dann kann man sich fragen,
ob die partielle Ableitungen

(‘)jf:D - R,
z — 0;f(x)

selber wieder partiell differenzierbar sind.

Man wird f zweimal partiell differenzierbar nennen, falls die n Funktionen
0;f:D—R (1<j<n)

wieder partiell differenzierbar sind, d.h. wenn

010 f, ..., OnO1f
O10of, ..., OnOaof
010nf, ...y OnOnf

existieren.

Dieses Spiel kann man weitertreiben.
Man definiert allgemein

28.1 Definition (--mal partiell differenzierbar)

Seienn € N, D Cc R" offen und f : D — R eine Funktion (von n Variablen).

Ist r € N, so heif3t f r-mal partiell differenzierbar genau dann, wenn alle partiellen Ableitungen der
Form

aj 8jr—1"'aj1f (.j7‘7"'aj1€{17~'~7n})
existieren in D.

Das bedeutet: FUr j.,j.—1,...,51 € {1,2,...,n} ist f nach der j;-ten Variablen differenzierbar,
0;, f nach der j-ten Variablen, 0, _, ... 0;,0;, f nach der j,.-ten Variablen in D partiell differenzier-
bar.

Es stellt sich dabei sofort die Frage, ob das Ergebnis von der Reihenfolge der Differentiation
abhangt, ob also z.B. 9,0, f das gleiche ist wie 9,0, f, so dass dann in Wirklichkeit nicht n? parti-
elle Ableitungen der Ordnung 2 existieren, sondern lediglich %n(n + 1), m.a.W. gilt fir jeden Punkt
a € D, dass die Matrix (sog. Hesse-Matrix)

0101 f(a) --- 0,01f(a)

10.f(a) -+ Duduf(a)
symmetrisch ist.
Einfache Beispiel zeigen, dass dies manchmal so ist:
(a) Sei z.B. die Funktion

f:R? - R
(z,y) — 2*+ay®

)



gegeben.

Hier gilt
nf(z,y)= 20+4y*  Oof(r,y) = 2xy
%01 f(z,y) = 2y; 010 f(x,y) = 2y

also 020 f(x,y) = 0201 f(x,y).

(b) Das folgende Beispiel zeigt jedoch, dass die ,gemischte Ableitungen® i.A. nicht vertauschbar
sind.
Sei f : R? — R definiert durch

= “"y% falls (z,y) # 0;
fe0) { 0, falls (x,y) = 0;

Zeigen Sie:
01f(0,y) =—yfuralley und 8.0, f(0,0) = —1,
Do f (x,0) =z furallez und 9,0,(0,0) = 1.

Die partiellen Ableitungen 920, f(0,0) und 9,92 f (0, 0) existieren also, sind aber verschieden.

Aus unseren friiheren Uberlegungen wissen wir, dass allein aus der Existenz der partiellen Ab-
leitungen an einer Stelle noch nicht die (totale) Differenzierbarkeit der betreffenden Funktion in a
folgt. Sind die partiellen Ableitungen jedoch stetig in a, so konnten wir auf die (totale) Differenzier-
barkeit von f in a schlielBen. (vgl. §24.7)

Im obigen Beispiel sind die partiellen Ableitungen 0,0 f und 9.0; f in Null nicht stetig (weisen Sie
das nach!). Wenn man die Stetigkeit voraussetzt, kann man die Vertauschbarkeit beweisen. Dabei
genigt es sogar, um die Existenz und Stetigkeit einer der gemischten Ableitungen vorauszusetzen,
dann existiert auch die andere und sie sind gleich. Das ist die Aussage des Vertauschungssatzes von
H.A.Schwarz

28.2 Satz (Vertauschungssatz von H.A.Schwarz)

Sei a € R™ und die Funktion f besitze in einer offenen Umgebung U(a) C R™ die partiellen
Ableitungen 0, f, 0;f und 0,0, f.Ferner sei 0,0, f stetig in a.
Dann existiert auch 90 f(a) und es gilt.

f)kajf(a) = 8j6kf(a).

Beweis : Um die Bezeichnungen zu vereinfachen setzen wir ¢(s,t) := f(a + sei + te:) (s,t € R).
Dann besagt die Voraussetzung, dass die partielle Ableitung 9;92¢(0, 0) existiert. und in (0, 0)
stetig ist.

Zu zeigen ist die Existenz von O (‘3}@(0, 0) und die Gleichheit 90, ¢(0,0) = 0102¢(0,0).

Q={(s.0): Is| <7 || <r} (r>0geeignet)

Die Beweisidee beruht auf mehrfacher” An-

wendung des MWSD auf geeignete Funktio- t

nen einer Veranderlichen. e

@ ist in einer geeigneten offenen Umgebung

W von (0,0) € R? definiert, welche das Qua-

drat s
L

enthalt.



Nach Definition ist nun
5‘251@(07 0) — lim lim 1(99(& t) B 30(07 t)) B (90(37 0) B @(Oa O))

t—0s—0 s t

Der Bruch rechts ist ein Differenzenquotient beziiglich der zweiten Variablen (= t), auf den
man den MWSD anwenden kann. Man erhalt

%(90(870 — 90(07t)) _t (80(8?0) — @(070)) _ 2(8290(5719215) _ 82Q0(07192t)),

dabeiist 0 < ¥ < 1.

Der letzte Ausdruck ist wieder ein Differenzenquotient, jetzt beztglich der ersten Variablen,
auf den man wegen der Existenz von 9,0, wieder den MWSD anwenden kann. Man erhalt

8182(,0(1918,192t), 0< 191,192 < 1.
wegen der Stetigkeit von 9, 9> an der Stelle (0, 0) folgt
}iH(l) lir% 8182@(1918, 192t) = 8182(,0(0, 0),

also insgesamt 9201 ¢(0,0) = 9102¢(0, 0).
|

Eine Funktion f : D — R (D c R™ offen) wird man r-mal stetig partiell differenzierbarennen, wenn
sie r-mal partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen der Ordnung < r stetig sind.

C"(D) sei der Vektorraum der r-mal stetig partiell differenzierbaren Funktionen auf D und wir
setzen noch

C®(D) = () ¢"(D) (dabeiistC” (D) =C(D)).
r=0
Als Folgerung aus dem Satz von Schwarz erhalten wir

28.3 Korollar
Sei D c R™ offen und f € C"(D). Dann gilt

8]# s ajzajlf = 8jw(r) s aj‘rr(2)8j1r(l)f
fur jede Permutation = : {1,...,7} — {1,...,r}.

Der Beweis ergibt sich mit vollstdndiger Induktion nach r und der Erzeugung der symmetrischen
Gruppe durch Transpositionen benachbarter Glieder (Nachbarvertauschungen).

Bemerkung: Folgende Schreibweise fir die hoheren partiellen Ableitungen sind ebenfalls in der
Literatur Gblich:

o f

8:5.,»7, e 8.1’]'1

52
00 = /

0z’ J

82
3j3jf:32:£‘£7 0j....05, f =
J

Als Anwendung des Satzes von Schwarz wollen wir uns mit der Frage befassen:
Wann ist ein Vektorfeld ein Gradientenfeld? *

Fur viele physikalische Anwendungen ist dies eine wichtige Fragestellung.



28.4 Satz

Sei D c R*offenund f = (f1,..., fa)! : D — R™ ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Hochstens
dann gibt es eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : D — R mit grade = f, falls f = (f1,..., fn)
die Integralilitatsbedingungen

Ok0;f(a) =0;0kf(a), 1<j,k<n, a€D,
erfullt, d.h. wenn die Jacobi-Matrix 7 (f;a) von f in a symmetrisch isffir alle a € D).

Beweis : Gilt ndmlich
grad<p = (81301, s 7877«90n) = f = (fla s 7f71)
mit einem geeigneten ¢, dann ist nach dem Satz von Schwarz
O fj = Ok0jp = 0;0kp = 0; fi.
Halten wir speziell die Falle n = 2 und n = 3 fest:

Im Fall n = 2, also f = (f1, f2) lautet die Integralilitditsbedingungen einfach

O2f1 =01 f2
und im Fall n = 3
O2f1 = 01 [a2, J3f1 =01 [s3, J3f2 = Oaf3,
d.h. fir das dem Vektorfeld f zugeordnete Vektorfeld
rot f 1= (02f3 — 03 f2,03f1 — 01 f3,01 f2 — 02 f1)
gilt rot f = 0.

Also: Damit sich ein stetig partiell differenzierbares Vektorfeld f als Gradient einer stetig
differenzierbaren Funktion ¢ : D — R darstellen lasst, muss notwendigerweise rot f = 0
gelten.

O

So ist offensichtlich, dass das Vektorfeld (Wirbelfeld)

v: R2 — R?

)

1
(xvy) = 5(—y,$) = (’01,’02)
kein Potential besitzen kann, denn es gilt
1 1
O = —= # = = O1v3.
U1 5 # 5 = O1v2

Das sog. ,Windungsfeld“
w: R*—{(0,00} — R?*,
Ly 2 _ .2 2
(xﬂ y) = ( T2 ) T'2 ) Y r X + y
erfullt zwar die Integralilitditsbedingung, besitzt aber dennoch kein Potential. (Warum nicht?)

Ist jedoch D C R™ ein Sterngebietbeziiglich O c R", allgemeiner ein einfach zusammenhéngen-
des Gebiet) und ist v = (vq,...,v,) — R™ ein stetig differenzierbares Vektorfeld, das die Inte-
gralilitatsbedingungen 0;v, = Oyv; (1 < j,k < n) erfullt, dann besitzt v ein Potential, ndmlich:

@ : D — Rmit
o(z) = Z (/ vj(tx)dt) x;
0

Jj=1



(p ist das Kurvenintegral von v langst der Verbindungsstrecke vom Nullpunkt zum Punkt x € D
parametrisiert etwa durch ¢t — tz, 0 <t < 1.)

Ist allgemein D C R™ offen (# ) und F = (F,...,F,)" : D — R" ein stetiger Vektorfeld und
a : [a,b] — D eine stetig differenzierbare Kurve, dann heif3t die reelle Zahl

/F da = j(F(a(t),d(t)>dt

[e3

das Kurvenintegrakon F' langst a.
(, ) ist das Standardskalarprodukt in R™.

Ista = (ay,...,ap)" : [a,b] — D stetig differenzierbar, so ist explizit

[ = ; / ()i (6 di

Ist ¢ : D — R stetig differenzierbar, dann gilt fir das Vektorfeld grad ¢ : D — R™

/ grade - da = p(a(b)) - ¢(a(a)) .

«

Wenn ein Vektorfeld also ein Gradientenfeld ist, hangt das Kurvenintegral nur von Anfangs- und
Endpunkt der Kurve ab und nicht vom Verlauf dazwischen, insbesondere ist in diesem Fall fir eine
geschlossene Kurve « (d.h. a(a) = a(b)) stets

[ ¢+ da=p(ala)) - pla@) 0.

[e3



29 Taylor-Formel, lokale Extrema

Wir erinnern an den Mittelwertsatz fur differenzierbare Funktionen f : D — R (D C R™ offen) (vgl.
§26.1):
Sind a,b € D Punkte, fur welche auch die Verbindungsstrecke

S=5Sp={a+tlb—a); 0<t<1}

in D liegt, dann gibt es ein ¥ €]0, 1[ mit

[£(b) = f(a) = grad f(a+9(b—a)) - (b — a)]

Der Beweis ergab sich unmittelbar aus der ,eindimensionalen” Version des Mittelwertsatzes und
der Kettenregel. Wir wollen nun den Mittelwertsatz zum Satz von Taylor(Taylorsche Formel) verall-
gemeinern und bedienen uns der gleichen Methode (Zuriickfihrung auf die bekannte Taylorsche
Formel einer Veranderlichen).

29.1 Satz (Taylor-Entwicklung zweiter Ordnung)

Sei D c R" offen, a € D und f € C*(D). Dann gibt es zu jedem Vektor h = (hq,...,h,)" € R", fur
den auch die Verbindungsstrecke S, 5, in D liegt, ein 9 €]0, 1] mit

Flath) = F(@)+ D2 0uf@hi+ 5 D23 50k f(a+ Oy

k=1 j=1k=1

Schreibt man zur Abkiirzung fiir den Gradienten grad f(z) einfach f'(x) und fur die Matrix der
zweiten partiellen Ableitungen (Hesse-Matrix)

Hy(x) = f"(x) = (0;00f(x)) ,

dann ist H¢(z) symmetrisch nach dem Satz von Schwarz und die Taylor-Entwicklung erhélt die
besonders einpragsame Form

(%) fla+h) f(a) + grad f(a) - h+ %htHf(a + Yh)h oder

fla+h) = f(a)+f’(a)h+%htf”(a+19h)h

Beweis : Wir betrachten die Funktion ¢ : [0, 1] — R mit ¢(t) = f(a + th).
Nach der Kettenregel ist zundchst
= Z Okf(a + th) - hy,
k=1
und damit auch (nochmalige Anwendung der Kettenregel)

n

Za (Zakf + th)h > =3 050k f(a+th)hjhy .
j=1

j=1k=1

Nach der Taylorschen Formel in einer Veranderlichen gilt aber mit 0 < ¢ < 1

p(1) = 9(0) + #/(0) + 3¢"(9) .

Beachtet man die Definition ¢(t) = f(a + th), so folgt die Behauptung.



29.2 Bemerkung

Setzt man f € C"TY(D), r > 1 voraus, so erhalt man aus der Taylorschen Formel

©(1) = ¢(0) + ¢'(0) + 1ga”(O) +.+ Fp(” (0) + (1) ()

2 A

(r+1)!

Taylorentwicklungen héherer Ordnung, die man mit der Multindexschreibweisévgl. etwa O.Forster:
Analysis 2, §7) einigermalRen Ubersichtlich schreiben kann.

Fir unsere Zwecke —Anwendung auf lokale Extremwerte— reicht jedoch die einfache Form der
Taylorschen Formel, der wir fir den anschlieRenden Gebrauch eine leicht ver&dnderte Form geben
wollen.

29.3 Satz

Sei D c R" offen, f € C?(D) und U eine ganz in D liegende Umgebung von a € D. Dann gilt fur
alle h = (hy,...,h,)t € R" mita + h € U die Gleichung

Flat h) = f(a) + grad f(a) - h-+ ShHy(a)h + [h]]%o(h)

mit flllir%)g(h) = 0.

Bemerkung:

Diese Gleichung verallgemeinert die Definition der (totalen) Differenzierbarkeit von f in a. Ein
Vorteil liegt darin, dass die Hesse-Matrix H;(a) an der Stelle a betrachtet wird und nicht an der
Stelle a + ¥h. Allerdings muss man noch das Restglied ||A||?o(h) berucksichtigen.

Wegen (x) gilt
fla+h) = f(a) +grad f(a) - h+ %htHf(a)h +r(h)
mit r(h) := $h'(Hs(a+ 9h) — Hy(a))h .

Dafir 0 < z < y stets (z,y € R)
2
Ty Yy
< <1
-T2+y2 — x2+y2 —

gilt, folgt fur h # 0 wegen der Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen, wenn man

n

1

r(h) = 5 'gl(ajakf(a +9h) — ;0 f(a)) - hjhy
Jh=
beachtet,
Ir(M)ll2 || Mz 1 - 4
T e Z: 9,0 F(a + 9h) = 0,01 f (a)]
und damit

_Ir(R)ll2
lim =
h=0 A2




Wegen o(h) := ‘T,(fﬁ)z

und der Aquivalenz aller Normen in R™ folgt dann auch ;lzmb o(h) =0.

Lokale Extrema von Funktionen mehrerer Variablen definiert man wie im Fall einer Variablen.

Sei D C R” beliebig (# 0). Man sagt f : D — R besitzt an der Stelle a € D ein lokales Maximum
bzw. Minimum, wenn es eine r-Umgebung U, (a) von « gibt, so dass fir alle z € U, (a) N D stets

f(x) < fla)  bzw.  f(z) > f(a)
gilt.

Lokale Maxima bzw. lokale Minima heil3en auch lokale Extrema und die Stellen a € D, an denen
f ein Extremum besitzt, heil3en auch Extrem(al)stellervon f oder genauer Maximal- oder Minimal-
stellen von f.

Liegt bei a ein lokales Maximum (bzw. Minimum) vor, so sagt man auch: a sei ein lokaler Maximie-
reroder Minimierervon f.

Gilt sogar f(z) < f(a) bzw. f(x) > f(a) fur alle z € U,.(a) — {a}, so spricht man von einem strikten
lokalen Maximum bzw. Minimum bei a.

Um den Unterschied zwischen den lokalen (man sagt auch relativen) Extrema einerseits und den
Extremaandererseits sprachlich besser hervorzuheben, nennt man die letzteren auch haufig glo-
bale(oder absolutg Extrema der betrachteten Funktion. Man mache sich klar, dass eine Funktion
weder lokale noch globale Maxima zu besitzen braucht!

Fur differenzierbare Funktionen in (echten) Intervallen wissen wir, dass das Verschwinden der Ab-
leitung in einem inneren Punkt eine notwendigeBedingung fir das Vorliegen eines Extremwertes
in diesem Punkt ist (Lemma von Fermat) und dass man etwa mit Hilfe der zweiten Ableitung (falls
diese existiert) auch hinreichendes Kriterium erhalt.

In mehreren Veranderlichen bestehen gewisse Analogien.
Wir nehmen zunéchst einmal an, dass eine Funktion f : D — R (D C R™ offen, # 0) ina € D
(total) differenzierbar ist und in a ein lokales Extremum hat.

Behauptung
Alle Richtungsableitungen, insbesondere alle partiellen Ableitungen, miissen in a verschwinden.

Da f in a total differenzierbar ist, existieren zunachst einmal alle Richtungsableitungen, d.h. fur
alle v € R™ mit ||v||2 = 1 existiert

9 f(a) = tim L0 ) = (@)

t—0 t

Wir nehmen oBdA an, dass in a ein lokales Maximum vorliegt (sonst Ubergang von f zu — f). Fur
alle hinreichend kleine ¢ liegt dann a + th in einer offenen Kugel um a und es gilt f(a + th) < f(a)
fur diese ¢.

Die in einer Umgebung von O definierte Funktion ¢ mit o(t) = f(a + th) hat daher ein lokales
Maximum bei ¢t = 0. Daher ist ¢’(0) = 0.

Wegen o' (0) = 9, f(a) ist also 9, f(a) = 0.
Insbesondere missen alle partiellen Ableitungen 0, f(a), ..., 9, f(a) in a verschwinden, d.h. es gilt
grad f(a) =0

Wenn wir einen Punkt ¢ € D, in welchem die partiellen Ableitungen existieren und in welchem
grad f(a) = 0 gilt, einen kritischen Punkton f nennen, so haben wir also gezeigt:



Ist f in einem inneren Punkt a« € D differenzierbar und besitzt a in D ein lokales Extremum, so
ist a ein kritischer Punkt.

Wie in einer Variablen, kann nun in einem kritischen Punkt ¢ ein Maximum, ein Minimum oder
keines von beiden vorliegen (Sattelpunkt).

In 2 Variablen konnten die entsprechenden Graphen so aussehen:

/]
\\‘\‘- <III ;/
AT
\ /4

&/

\

Wir erinnern an folgende Kriterien fUr positive Definitheikiner symmetrischen Matrix H € R™*™:

29.3.1 Bemerkung

Eine symmetrische Matrix H € R"*" ist genau dann positiv definit, wenn ihre Eigenwerte alle po-
sitiv sind. Es genugt natirlich sogar diese Bedingung fiir den kleinsten Eigenwert von H zu fordern.

Wir erinnern kurz an den Beweis:
Zunachst sind Eigenwerte von symmetrischen Matrizen (selbstadjungierte Endomorphismen) stets
reell.

Ist nun A € R ein Eigenwert von H und z ein Eigenvektor zu A, d.h. Hz = Az, x # 0, dann ist
o Hr = o' hx = \xle = \|z||2
und da z* Hx > 0 fur alle z # 0 nach Voraussetzung gilt, ist auch \ > 0.

Fur die umgekehrte Richtung benutzt man den Satz Uber die Hauptachsentransformation
Es gibt eine Basis vy, ..., v, aus Eigenvektoren von H,

H’U1 = )\1’()1,...,H’Un = )\n’l)n 5

n
und schreibt man einen beliebigen Vektor v € R™ in der Form u = " ~v;v;, v; € R, so ist
j=1

u' Hu = ZAJWJP )

Jj=1



insbesondere ist die rechte Seite > 0 fiir u # 0, falls A; > 0 gilt fir 1 < j < n.
Ist \; der kleinste Eigenwert von H, so gilt (Rayleigh-Prinzip)

A1 = min{u'Hu, ||ul|s = 1} .

)1 ist also das Minimum der quadratischen Form u! Hu auf der Einheitssphare u'u = ||ul|3 = 1.

Hilfssatz:
H ist also genau dann positiv definit, wenn fur allex € R™ gilt

o Hr > \||z|)3 .

29.4 Satz
Sei D c R" offen (# @) und f € C*(D).

(a) Hat f ina € D ein lokales Maximum(Minimum), so ist notwendig grad f(a) = 0 und die Hesse-
Matrix H = H(a) ist negativ semidefinit(positiv semidefinit).

(b) Ist grad f(a) = 0 und ist die Hesse-Matrix H = H(a) negativ definit(positiv definit), so besitzt
fin a ein lokales Maximum(lokales Minimum).

(c) Nimmt die quadratische Form z — «'Hx (H = H/(a)) sowohl positive als auch negative Werte
an, so hat f in a keine Extremalstelle.

Beweis zu (a): Dass grad f(a) = 0 sein muss, wissen wir schon. Wegen (vgl. §28.1)

g"(0) =>"> " 0,0k f(a)hhy = h'Hy(a)h

j=1k=1
giltim Fall eines Minimums ¢”(0) > 0 und daher h'H¢(a)h > 0 fur alle h € R™.

Die Hesse-Matrix muss also positiv semidefinit sein im Fall eines Minimums und negativ semi-
definit im Fall eines Maximums.
U

Beweis zu (b): Wegen grad f(a) = 0 gilt nach der Taylorschen Formel (vgl. §28.3)

fla+h) = f(a) + %htHf(a)h +lRl3e(h)  mit i o(h) = 0.

Sei zur Abkirzung Q(h) := h'*H¢(a)h und Q positiv definit. Dann gilt fur alle & # 0 mit hinrei-
chend kleiner Norm

fla+h) - f(a)

h .
Ok :iQ(”h,%@(h) mit T o(h) = 0.

h—0

Da Hy(a) positiv definit ist, gibt es nach dem Hilfssatz ein a(= A;) > 0 mit Q (ﬁ) > o fur
alle h # 0. Zu diesem « existiert dann wegen }1111% o(h) =0ein § > 0, so dass fur ||h|| < ¢ stets



lo(h)| < § dilt.

Das ¢ denken wir uns gleich so klein gewahlt, dass U := Us(a) C D gilt. Da wir jedes z € U in
der Form x = a + h mit ||h|| < ¢ schreiben kénnen, ergibt sich fiir alle z = a + h € Us(a)

f(x) = f(a)

>
2/

Q(h)—g(h)za—%zzam.

1
2
Das Vorzeichen von f(z) — f(a) ist also durch das Vorzeichen der quadratischen Form Q, also
das Definitheitsverhalten der Hesse-Matrix bestimmt. f hat in diesem Fall sogar ein striktes
lokales Minimum. Ist @@ negativ definit, so schliel3t man vollig analog und erhélt, dass f in
diesem Fall in a ein striktes lokales Maximum hat.

O

29.5 Beispiele und Bemerkungen

(@)

(b)

(©)

Um eine symmetrische Matrix H € R™*™ auf Definitheit zu testen, gibt es neben den schon
genannten Kriterien viele weitere, aber meist in der Praxis schwierig anzuwendende, da ein
hoher Rechenaufwand damit verbunden ist, z.B. das sog. Hauptminoren-Kriteriumdas schon
von Jacobi aufgestellt wurde:

Eine symmetrische Matrix H = (hw)léuén ist genau dann positiv definit, wenn det Hy > 0 fir
1<v<n
k=1,2,...,n gilt. Dabei ist H;, € R¥** die linke obere k-reihige Teilmatrix von H (1 < k < n).

Einen Beweis findet man etwa in G.Fischer: Lineare Algebra, 13.Aufl. S.327

Im Fall n = 2 ist dieses Kriterium aber nitzlich und elementar zu beweisen:

Ist
A:(% §>ER2X2,

dann ist A genau dann positiv definit, wenn o > 0 und det A = a§ — 3% > 0 gilt. Istz = ( il )
2

dann ist (quadratische Erganzung)
a-rtAx = 23 + 2afz115 + adzs = (axy + Bra)* + (ad — B2)x3 .

Aus dieser ldentitat kann man das Kriterium unmittelbar ablesen.

Statt alle Eigenwerte (Nullstellen des charakteristischen Polynoms) auf Positivitat zu testen,
genigt es die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms zu ermitteln und die Vorzeichen-
regel von Descarteanzuwenden.

Ist H € R"*" eine symmetrische Matrix und

Py(t) = (—1)™" + ap_1t" 1 ..+ it + ag
ihr charakteristisches Polynom. Dann gilt
H st positiv definit = (=1)a; >0 fir j=0,...,n—1.

Einen Beweis findet man ebenfalls in dem zitierten Buch von G.Fischer.

Da man eine positiv definite Matrix durch simultane Zeilen- und Spaltentransformationen in die
Einheitsmatrix Uberfiihren kann, gilt:



H € R™ ™ ist genau dann positiv definit, wenn es eine invertierbareuntere Dreiecksmatrix L
gibt, so dass H = LL! gilt.

Eine Variante davon ist (Cholesky-Zerlegung):

H ist genau dann positiv definit, wenn es eine untere Dreiecksmatrix W mit positiven Diago-
nalelementen gibt, so dass H = WW! gilt, z.B. gilt etwa

9 —36 30 3 0 0 3 —12 10
—36 192 180 | = —-12 4/3 0 0 4v3 —5V3 |,
30 —180 180 10 —5v3 V5 0 0 NG

also ist die Matrix links positiv definit.

Beweise hierzu findet man in Blchern tber Numerik, z.B. in G.Opfer: Numerische Mathematik
fur Anfanger, Vieweg-Studium, 3.Aufl. 2001.

Aus dem Satz Uber die Hauptachsentransformation (oder auch nur mit vollstandiger Induktion tiber
die Dimension) ergibt sich der

29.6 Sylvesterscher Tagheitssatz

Ist g eine quadratische Form auf einem n-dimensionalen R-Vektorraum V, dann gibt es immer eine

Basis F' = (v1,...,v,) von V, fur welche die Matrix A von ¢ die Gestalt

+1 0

p
+1
—1
A= q
-1
0
0 0

hat (0 <p,q, p+q < n).

Eine solche Basis nennt man auch Sylvesterbasis. Ferner ist die Anzahl p der Diagonalglieder +1
und die Anzahl ¢ der Diagonalglieder —1 unabhangig von der Wahl der Sylvesterbasis. Insbeson-
dere ist p auch die Anzahl der positiven Eigenwerte, ¢ ist die Anzahl der negativen Eigenwerte,
n — (p + q) ist die Anzahl der Eigenwerte, die gleich Null sind.

In einer solchen Basis hat die quadratische Form die durchsichtige Gestalt:

2 2 2 2
q(w1v1 + V2 + o F TpU) =X T, =T — =T,

q ist also genau dann positiv definit, wenn p = n (also ¢ = 0) ist, die Sylvestersche Normalform ist
dann also die Einheitsmatrix E,,.

Es gibt einen schnellen Algorithmus zur Bestimmung des Paares (p, ¢). Dieses Paar nennt man
haufig auch die Signaturder quadratischen Form, die Bezeichnungen in der Literatur sind aller-
dings nicht einheitlich und manchmal verwirrend.

Dazu geht man aus von der Matrix A von ¢ beziglich irgendeiner Basis von V. Dann kann man



A in Diagonalform transformieren (i.A. allerdings nicht orthogonal), indem man elementare Spal-
tenumformungen (Linksmultiplikation mit Elementarmatrizen) und die entsprechende Zeilenumfor-
mungen verwendet. Das Ergebnis ist dann wieder eine Darstellungsmatrix der quadratischen Form
beziglich einer Basis von V, auf die es aber bei der Signaturbestimmung nicht ankommt.

Beispiet
Wir betrachten die quadratische Form ¢ : R?> — R, deren Matrix bezuglich der Standardbasis

(e1,e2) von R? durch
0 1
(V)

gegeben ist.

Esist also g(z1e1 + z2e1) = 22125,
Welche Signatur hat A?
Zunachst addieren wir die zweite Zeile zur ersten und dann die zweite Spalte zur ersten, das ergibt

, (21
v=(140)

Jetzt subtrahieren wir die Halfte der ersten Zeile von der zweiten und dann die Halfte der ersten
Spalte von der zweiten, das ergibt
w2 0
(2.

"o__ 1 0
oo (i 4)

Also hat ¢ die Signatur (1, —1); ¢ ist daher indefinit.

Ein letzter Umformungsschritt ergibt

29.7 Beispiele
(&) Wir wollen das globaleMaximum und Minimum der Funktion
f[0,1] x[0,1] — R,
(z,y) = 1+de+y—2(1+y*)a?

bestimmen.

Sinnvollerweise betrachtet man zunéchst die Einschrénkung von f auf die 4 Randstrecken des
Quadrats @ := [0, 1] x [0, 1], also die vier Funktionen

hly)=f0y)=1+y,

fa(y) == f(1L,y) = 3+y —2¢° fir 0<y<1,
und

fa(x) := f(2,0) = 1+ 4a — 227,

fa(z) == f(x,1) = 2 + 4o — 422 firo<z<1.

Maximum und Minimum erhalt man mit den Methoden einer Variablen, wir geben das Ergebnis
in Form einer Tabelle an.



Maximum Minimum
Stelle Wert Stelle Wert
f(0,y) (0,1) 2 (0,0) 1
f(1,y) (1, %) 3,125 (1,1) 2
f(z,0) (1,0) 3 (0,0) 1
fen| G 3 0.1 (1.1) 2

Die weiteren Kandidaten fur Extremstellen sind die kritischen Punkte von f in Inneren von Q.
Es gilt
grad f(z,y) = (4 — 41 +y%), 1 —4a?y) ,
also grad f(x,y) = 0 genau dann, wenn
(1+4*)=1 und 4a’y=1.

Durch Elimination von y = @ aus diesem nicht linearen Gleichungssystem erhalt man fir z
eine quadratische Gleichung 4.Grades

1
4 3
S S
x xr° + 16
x = 3 ist offensichtlich eine Nullstelle und fihrt auf y = 1, (x,y) = (3, 1) ist ein Randpunkt von
Q.

Polynomdivision ergibt

1 1 1 1 1
4_ .3, - _ 1 3 _ +t,2 + 4
x x +16 (w 2> (a: 295 435 8) .

nur eine reelle Nullstelle zy besitzt und dass ¢ = % ein Naherungswert ist, den man auch mit
der ,Cardanischen Formel“

1
0= ¢ <1 + 19+ 297+ 19 \/297>

erhalten kann.

Ty = 19—0 ergibt yo = 13—0 und f(zo,y0) > 3,13 . Vergleicht man dies mit der obigen Tabelle, so
ergibt sich:

f hat ein absolutes Minimum im Punkt (0,0) mit dem Wert f(0,0) = 1 und ein absolutes
Maximum im Punkt (zq, yo) mit dem Wert f(zo,y0) > 3,13 .

Insbesondere ergibt sich auch, dass in (zg,yo) ein lokales Maximum vorliegt, was man auch
mit Hilfe der Hesse-Matrix leicht nachpriifen kann, denn diese ist im Punkt (z¢, o) negativ

definit:
_4 _2 a b
Hf(.’l','o,yo):(_zo _10>:<b C)
Zo Yo
Hier ist namlich a = f% < 0und
4 4
ac —b* = det Hp(zo,y0) = —— — — > 0.

ZoYo Zo



Die Signatur (p, ¢) einer einer quadratischen Matrix A zugeordneten quadratischen Form Q 4(z) =
2t Az lasst sich mit einem schnellen Algorithmus bestimmen.

29.8 Bemerkung

Eine symmetrische Matrix A € R™*" ist offensichtlich genau dann positiv definit, wenn fur irgend-
eine invertierbare Matrix P € R™*™ gilt P* AP ist positiv definit.

Ist P eine Elementarmatrixso entsteht AP aus A durch die entsprechende elementare Spaltenum-
formung.

PtAP entsteht aus A durch elementare Spaltenumformung und die entsprechende elementare
Zeilenumformung desselben Typs. Einen derartigen doppelten Umformungsschritt wollen wir eine
elementare Spalten/Zeilenumformung nennen (kurz S/Z-Umformung).

Unter einer Spalten/Zeilenumformung schlecht hin, wollen wir eine endliche Abfolge von elemen-
taren Spalten/Zeilenumformungen verstehen.

29.9 Satz

Jede symmetrische Matrix A € R™*" lasst sich durch Spalten/Zeilenumformungen in eine Diago-
nalmatrix Uberfiihren, d.h. es gibt ein P € Gl(n,R) mit

P'AP = Diag(dy,...,d,) .

Der Beweis ist einfach mit Induktion nach n zu fuhren.

Will man entscheiden, ob A positiv definit ist, so kann man das an den Diagonalelementen d, ... ,d,
ablesen. A ist genau dann positiv definit, wenn alle d;, 1 < j < n, positiv sind.

Ist p die Anzahl der positiven Elemente in Diag(dy,...,d,), ¢ die Anzahl der negativen Elemente
in Diag(dy,...,d,), dannist (p, q) die Signaturder quadratischen Form Q 4(z) = z Ax.

Man kann den symmetrischen Diagonalisierungsalgorithmus also auch benutzen, um den Typ der
durch
Qalx)=a'Az+ o'z +3=0,

A=At e R o € R", B < R definierten Quadrikzu erkennen.

Wendet man die bei der S/Z-Diagonalisierung auftretenden Spaltenoperationen auf die Einheits-
matrix E,, an, erhalt man eine Matrix P € Gl(n,R) mit

P'AP = Diag(dy,...,d,) .

Wir betrachten nochmals ein Beispiel:
0 1 3
A= 1 0 2 | eRrR¥3,
3 20

Die Matrix A ist sicher nicht positiv definit, weil bei einer positiv definiten Matrix alle Diagonalele-
mente positiv sein missen.



Addition der zweiten Spalte zur ersten;
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Die rechts entstehende Matrix

1 —% -2
0 0 1
hat in der Tat die Eigenschaft
0 1 3 2 0 0
Pl 1 0 2 P=|0 —3 0
3 20 0 0 —12

Die Signatur der quadratischen Form @ 4 ist also (1, 2), Q 4 ist indefinit, d.h. nach der Definition: A
ist indefinit.

Ein letztes sehr beachtliches Kriterium fur die positive Definitheit einer symmetrischen Matrix A
ist:

Lost man das lineare Gleichungssystem Ax = 0 mit Hilfe des Gauf3-Algorithmus, so ist A ge-
nau dann positiv definit, wenn die bei der Losung (ohne Spaltenvertauschung) auftretende Pivot-
Elemente alle positiv sind.

Zur Erinnerung: Die Pivot-Elemente sind Elemente # 0 in der Matrix, die man zum ,Ausraumen”
der Spalten benutzt.

Viele der genannten Kriterien hdngen eng miteinander zusammen, so liefert etwa der Gaul3-
Algorithmus eine sogenannte L-R-Zerlegung der Matrix A, d.h. L ist eine untere Dreiecksmatrix
(mit lauter Einsen auf der Diagonalen) und R ist eine obere Dreiecksmatrix (mit Diagonalelemen-
ten #£ 0). A wird dabei als invertierbar vorausgesetzt.



Beispiet
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Parameterabhangige Integrale

Haufig sind Funktionen definiert als Integrale der Gestalt

mm=/}@ww

ein typisches Beispiel ist etwa die Gamma-Funktion:

Furz >0

I(z) = /txfleftdt.
0

Wir untersuchen, unter welchen Voraussetzungen an die Funktion f die entsprechende Funktion
g stetig bzw. (stetig) differenzierbar von x abhangt. Unter Benutzung des Lebesgueschen Grenz-
wertsatzes und unter Verwendung des Begriffs der Nullmenge ergeben sich starke Sétze, die
unsere friiheren Uberlegungen tiber parameterabhangige Integrale wesentlich verallgemeinern. In
de folgenden zwei Satzen ist

f:XxT—R

eine Funktion auf dem Produkt eines metrischen Raumes X und einer Menge 7' C R™. Wir ma-
chen die folgende ,Generalvoraussetzung:

Fur jedes fixierte = € X sei die Funktion ¢t — f(x,t) Uber T integrierbar. Durch Integration tber T
entsteht dann eine Funktion (parameterabhangiges Integral)

qg: X —>R mit

glx) = [ flx,t)dt
/

I: Stetigkeitssatz f habe folgende zusatzliche Eigenschaften

(1) Es gibt eine Nullmenge N C T, so dass fur jedes fixierte ¢ C T — N die Funktion
x — f(z,t) stetig ist.
(2) Es gibt eine Funktion F': T — R mit
I*(F) < o© und
|f(z,t)] < F(t) furfastallete T undallez € X

Dann ist die durch

@)= [ flat)as
T
fir x € X definierte Funktion
g: X —R
stetig.

Kurz: Ist f(z,t) Lebesgue-integrierbar beziiglich ¢ und stetig in z, so ist [ f(x,t)d¢ stetig in
T



x, falls f gleichmaRig in 2 dominiert ist.

Beweis Zum Nachweis der Stetigkeit benutzen wir das Folgenkriterium:
Zu zeigen ist also:
Fir jede Folge (xy), zr € X mit kllrrgo xp =z € X gilt kllrgog(xk) = g(z).
Dazu betrachten wir die Funktionenfolge
(fx) mit fy: T — R
t o~ fi(t) = f(zg,t).

Wegen der allgemeinen Voraussetzung sind alle f; Gber T integrierbar und wegen (1) kon-
vergiert (fi) f.0. gegen f(x,t). Wegen (2) kdnnen wir den Lebesgueschen Grenzwertsatz
anwenden und erhalten

klim g(xk):klim /fk(t)dt = klim fzg, t)dt
T

T
/f(x,t)dt = g(z).
T

Bemerkung: Durch Zerlegung in Real- und Imaginarteil, erhalt man sofort auch einen analo-
gen Satz fur komplexwertige Funktionen.

Beispiel: Fourier-Transformierte:
Sei f € LY(R,C).
Dann ist fur jedes = € R auch die Funktion
te ft)e

Uber R integrierbar und die durch

iy 1 —ixt
MF¢%4Medt

definierte Funktion

o~

fR—-C
heil3t Fourier-Transformierte von f.

Nach dem Stetigkeitssatz ist fstetig, da x — f(t)e~®" fur jedes t € R stetig ist und |f| eine
von z unabhangige Majorante des Integranden ist.

. Differentiationssatz

Sei X jetzt eine offene Teilmenge (# 0) der R™ und f habe die folgenden zuséatzlichen Ei-
genschaften:
(a) Furfastallet € Tistx — f(x,t) stetig differenzierbar.
(b) Es gibt eine Funktion
I"(F) < o0 und
030t < F) (95:=5%).



Dann ist die durch

g(z) = [ f(z,t)dt
/

definierte Funktion
g: X —R

stetig differenzierbar.

Ferner ist fur jedes z die Funktion ¢ — 9; f(z, t) Uber T integrierbar, und es giltfir 1 < j <n

9;9(x) :Jajf(x,t)dt

Diese Formel ist auch als Leibnizsche Regdiir die Differentiation eines parameterabhangigen
Integrals bekannt.

Bemerkung: Der vdllig analoge Satz gilt auch fir Funktionen f : X x T'— C.

Beweis Sei x¢ € X, wir wahlen eine reelle Zahl r > 0, so dass die Wirfelumgebung
W (20) = {z € R"; [lz — zo|oc <7}

in X liegt (beachte: X ist offen).

Wir arbeiten mit Differenzenquotienten.

Sei dazu (hy) eine Nullfolge reeller Zahlen mit |h;| < = und hy # 0 fur alle £ € N. Wir setzen
x = 2o + hre; (e; der j-te Standard-Einheitsvektor im R™; 1 < j < n) und betrachten

f(xg, t) — f(@o,1)
hi

oi(t) ==
Die ¢ : T'— R sind integrierbare Funktionen und fur fast alle ¢ € T gilt
kli—>nolo i (t) = 0 f (o, t).
Ferner folgt aus dem Schrankensatz der Differentialrechnung

lor(t)] < F(t).

Nach dem Lebesgueschen Grenzwertsatz ist dann auch die Grenzfunktion der (¢y,), also die
Funktion

integrierbar, und es qilt
dim [ uttt = [ 0.0
T T
Hieraus folgt wegen

/@k(t)dt _ g(l’k)};g(%)

durch Grenziubergang k — oo die partielle Differenzierbarkeit von g und die Formel

() 0;9(xo) = /@f(xmt)dt.



Durch Anwendung des Stetigkeitssatzes erhalt man aus (x) auch die Stetigkeit der partiellen
Ableitung 9;g(zo) und damit die stetige Differenzierbarkeit von g.

. . . . 2
Beispiel: Fourier-Transformierte von ¢ — e~¢ I2

Wir berechnen das Integral (z € R)

~

1 —t?[2 —ixt
f(x)::—/e et gt
V2
TR

die sog. Fourier-Transformierte von
fit—e 2t em).

Das Integral existiert und ist nach dem Stetigkeitssatz (X = R) eine stetige Funktion von z.

Zur Berechnung setzen wir fir x € R

g(x) ::/67%(””)2@5

R

Wir zeigen, dass g stetig differenzierbar ist und dass fir die Ableitung

_1

g (z) = —i/e 5 () (¢ 4 ) dit
R
gilt.

Es genigt die Behauptung fir jedes beschrankte offene Integral | — a,al, a € R, a > 0, zu
zeigen.

Die erste Bedingung des Differetiationssatzes ist offensichtlich erfullt und fir alle (z,t) €
] — a, a[xR besteht die Abschatzung

9
ox

Da F Uber R integrierbar ist, folgt die Behauptung aus dem Differentiationssatz.

e~ 3 (@tit)’ < 67t2/26a2/2(|t| +a) =: F(t)

Wir wollen das Integral fir ¢’ berechnen. Das ist einfach, denn ¢ — —e=3(+i)* —. G(¢)

hat die Ableitung G'(t) = e~ 21+ (¢ + iz) daher ist ¢'(z) = —i(G(cx) — G(—o0)) = 0 fir

alle = € R, nach dem MWSD folgt, dass ¢ konstant auf R ist. Wegen g(z) = ¢(0) = /27

(vergleiche hierzu das Beispiel iiber die Berechnung des GauR-Integrals [ e~ l#I” ¢z oder
Rn

I' (1) = /7 ) ergibt sich dann wegen fla) auch

= 7=9()
fla) = e = f(a).

f stimmt also mit seiner Fourier-Transformierten tberein: f = f

Diese Gleichung lasst sich auch in der dquivalenten Form (GauRR-Verteilung)

et l2at =1
.y




schreiben.

Zusatzbemerkung Es gilt auch ein Holomorphiesatzder in etwa besagt, dass im Fall X =
D =offene nicht leere Teilmenge von C und der Voraussetzung, dass fur jedes fixierte t € T'
die Abbildung

D — C
z = f(z1)

holomorph (= in jedem Punkt z € D komplex differenzierbar) ist, die durch
D — C
z — g(z):= /f(z,t)dt
T

ebenfalls holomorph ist, und dass
0
! —
9'(z) = / 5,/ (= )t
T

gilt.

Bemerkung: Die von (b) analoge Bedingung muss naturlich ebenfalls erfillt sein.



