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1 Einfihrung

Das vorliegende Skript dokumentiert eine im Sommersemester 2019 an der Fakultdt fiir
Mathematik und Informatik der Universitit Heidelberg gehaltene Blockvorlesung. Diese
wurde an fiinf aufeinander folgenden Tagen je 3 Std. pro Tag gehalten.

Es ist nicht erklartes Ziel, Neuland zu betreten oder einen besonders originellen
Zugang zum Thema Finanzmathematik darzustellen. Alleiniger Zweck der Vorlesung ist
es, moglichst ziigig ein paar grundlegende Sachverhalte klarzumachen und dabei nicht auf
mathematische Prézision zu verzichten. Ausgespart wurden Kreditrisikomodelle, Risiko-
mafe, Zinskurvenmodelle uvm. Kern der Vorlesung sind Derivate und deren Preise. Aus
Zeitgriinden wird hierbei auf zeitstetige Modelle verzichtet, sondern allein auf diskrete
Modelle zuriickgegriffen.

Im zweiten Kapitel geht es darum, Terminvertrige und Optionen kennenzulernen.
Fiir Terminvertrage ist die Preisfindung einfach und unmittelbar zuginglich. Schwieriger
ist es bei Optionspreisen: obwohl sie per Put-Call-Paritdt unmittelbar untereinander in
Zusammenhang gebracht werden konnen, konnen die Preise nicht ohne Weiteres ad hoc
bestimmt werden.

Das dritte Kapitel ndhert sich in einem ersten Schritt der Berechnung von Op-
tionspreisen. Hierbei wird die einfachste Art, dieser Frage nachzugehen, gewihlt: das
einperiodische Modell, welches nur zwei Zeitpunkte zugrunde legt.

Im vierten Kapitel werden auf Grundlage des mehrperiodischen Modells die Fxis-
tenz und die Eindeutigkeit eines arbitragefreien (Options-)Preises auf das Vorhandensein
eines risikoneutralen Mafes und die Replizierbarkeit der Option zuriickgefiihrt.

Abschliefsend wird im letzten Kapitel der Grenziibergang des mehrperiodischen
Binomialmodells hin zum zeitstetigen Modell genutzt, um den Black-Scholes-Preis einer
europiischen Kauf- bzw. Verkaufsoption zu ermitteln.

Grundlage fiir die einzelnen Kapitel waren sowohl die Lehrbiicher von Féllmer /Schied
[F511] (3. und 4. Kapitel) und von Lamberton/Lapeyre [Lam12] (4. Kapitel) als auch die
Skripten von Frey/Schmidt [Fre09] (2. und 5. Kapitel) und v. Renesse [v. 13] (3., 4. und
5. Kapitel).






2 Grundlagen

2.1 Themen

Fragestellungen der Finanzmathematik sind

e Bewertung und Absicherung von Derivaten

o Portfoliooptimierung - wie verwaltet man bestmdglich die einem Portfolio inhéren-
ten Gefahren?

Diese sind eng verbunden mit folgenden Bereichen

o Risikomanagement

Finanzmarktstatistik

Okonomie der Finanzmirkte

Versicherungsmathematik

2.2 Zinsen

2.2.1 Zinsen und Nullkuponanleihen

2.2.1.1 Definition: Es sei t <T. Eine Nullkuponanleihe B(t,T) (engl. zerobond) gibt
den heutigen (d.h. zur Zeit t) Preis einer Geldeinheit in T an, B(t,T) wird auch als
Diskontfaktor bezeichnet.

2.2.1.2 Bemerkung: Der Preis B(¢,T') hat die Eigenschaften
1. Bei positiven Zinssitzen gilt B(t,T) < 1.
2. Es gibt kein Konkursrisiko (default risk), d.h. B(T,T) = 1.

2.2.1.3 Bemerkung: Die meisten handelbaren Anleihen lassen sich als Linearkombina-~
tion von Nullkuponanleihen darstellen. Statt Preisen fiir Nullkuponanleihen werden auch
h&dufig Zinsen angegeben. Hierbei nutzt man mehrere Methoden:

1. Diskrete Verzinsung:

e jahrliche Verzinsung - Sei T" € N, dann ist der zur Nullkuponanleihe B(0,7")
zugehorige Zinssatz r. durch die Gleichung

1 T
B(0,T) = (1 N ) bestimmt.

c

Hierbei ist der Satz r. von der Zeit T abhéngig.
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e unterjahrige Verzinsung - Sei zusétzlich n € N gegeben. Nun ist der zugehérige
Zinssatz 7., durch

1 nT
B(0,T) = (1 N ,,C_n) gegeben.

n

e LIBOR-Zins (London Interbank Offered Rate) - Hierbei handelt es sich um
einen Spezialfall, da besonders kurze Laufzeiten a = % die Regel sind (d.h.
n=2,4,.... Der LIBOR-Zins ist durch

1
B(0,T) = —— definiert.
O.T) = a0, definier

2. Stetige Verzinsung:
Der Zinssatz y(0,T") der stetigen Verzinsung wird anhand der Gleichung

B(0,T) = e ") ermittelt.

Wegen des Grenzwerts
lim (1 + E)" =e"
n—>oo n

erklért sich die Wahl von y(0,7") durch Grenziibergang der unterjahrigen Zinssétze

Ten-

2.3 Derivate

2.3.1 Terminvertrige

2.3.1.1 Definition: Unter einem Terminvertrag (engl. forward contract/agreement)
versteht man eine zum Zeitpunkt t eingegangene Verpflichtung,

e cin Gut G, welches underlying genannt wird und derzeit Gy kostet,

o zu einem Zeitpunkt T in der Zukunft, dem sog. Filligkeitszeitpunkt, (d.h. t <T)
und

o zu etnem bereits in t festgelegten Basispreis K

zu erwerben. Handelt es sich um einen borsengehandelten (i.d.R. normierten) Termin-
vertrag, spricht man von einem future contract.

2.3.1.2 Bemerkung: In der Regel wird der Basispreis K so bestimmt, daf das Eingehen
der Verpflichtung zur Zeit ¢ kostenlos ist. In diesem Fall nennt man den Basispreis auch
Terminpreis, der mit FE(t,T) bezeichnet wird.

2.3.1.3 Bemerkung: In der Praxis werden solche Vertrige auf Giiter wie Wertpapiere
(d.h. Schuldscheine, Anleihen, Aktien, Verbriefungen, usw.), Devisen, aber auch Rohstoffe
wie Edelmetalle, Roh6l oder Strom abgeschlossen. Man versucht oft, sich mit solchen
Vertragen gegen ungilinstige Entwicklungen auf den Méarkten zu wappnen. Ein weiterer
Zweck ist die Spekulation auf die Preisentwicklung dieser Giiter.
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2.3.1.4 Definition: Der Kaufer eines (Termin-)Vertrags geht in dieser Position long,
wdahrend der Verkdufer short geht. Der Preis Gy des Gutes zur Zeit t wird auch Spot-
Preis genannit.

2.3.1.5 Bemerkung: Zur Zeit T ist der Wert des Terminvertrags fiir den Kaufer dann
Gt - K, wihrend er fiir den Verkdufer —(Gr — K) ist.

2.3.2 Arbitrage - vorldufige Definition

Ein Markt enthidlt Gelegenheiten zur Arbitrage, wenn aus dem Nichts Geld geschaffen
werden kann, d.h. wenn zum Zeitpunkt ¢ ein Vermogen V; mit Wert 0 durch geschicktes
Handeln (also short und long gehen) in Zukunft, z.B. zum Zeitpunkt 7" mit ¢ < T mit
Sicherheit groker als 0 ist: Vp > 0. Gibt es in einem Markt keine solche Méglichkeiten,
spricht man von einem arbitragefreien Markt. Anders als im Mérchen geht man also
davon aus, daft aus Stroh kein Gold gesponnen werden kann.

2.3.2.1 Bemerkung: Analog gilt dann auch, dal ein positives Vermogen V; > 0 zum
Zeitpunkt ¢ nicht mit Sicherheit zu null werden kann: Vp = 0.

2.3.3 Bewertung von Terminvertrigen
Terminvertridge auf Wertpapiere

Im Fall eines gehandelten Wertpapiers GG ist der Preis des zugehorigen Terminvertrags
leicht ermittelbar. Zentrales Argument ist hier stets die Arbitragefreiheit des Markts, von
der implizit ausgegangen wird.

2.3.3.1 Hilfssatz: Ist S; der Preis eines zu Spekulationszwecken gehandelten Wertpapiers
S, welches binnen des Zeitraums [t,T] keine Dividenden oder Zinsen abwirft, so ist in
einem arbitragefreien Markt der Preis des Terminvertrags auf S mit Falligkeit T und
Basispreis K durch Sy — B(t,T)K gegeben. Insbesondere gilt fir den Terminpreis

St

FS(t,T) = BLT)

Beweis. Angenommen, man kauft eine Einheit von S, verkauft K Nullkuponanleihen und
gehe short im o.g. Terminvertrag zum Preis von z. Dann sind die Werte der einzelnen
Positionen in ¢ und 7 in folgender Tabelle festgehalten:

Position Wert in ¢ Wert in T’
eine Kinheit von S long Sy St

K Nullkuponanleihen short -KB(t,T) -K
Terminvertrag short -z -(St - K)
gesamtes Portfolio S;—KB(t,T) -z 0

Wegen der Arbitragefreiheit gilt die Gleichung

S,-KB(t,T)-z=0
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und somit betrigt der Preis fiir den Vertrag

S¢— KB(t,T).
Dieser ist null fiir den Terminpreis
F3(t,T) = S
B(t,T)

Terminvertrdge auf Devisen

2.3.3.2 Bezeichnung: Es sei

e ¢, (er) der Wechselkurs zum Zeitpunkt ¢ (bzw. T') zu einer fremden Wahrung
(d.h. Anzahl € pro Einheit in ausldndischer/fremder Wéhrung),

e BY(t,T) der Preis einer dt. Nullkuponanleihe und
e Bf(t,T) der Preis einer auslindischen Nullkuponanleihe.

2.3.3.3 Hilfssatz: In einem arbitragefreien Markt ist der Terminpreis der auslindischen
Wahrung durch
Bf(t,T)

W gegeben.

Fe(t,T) = €

2.3.3.4 Bezeichnung: Die obige Gleichung nennt man gedeckte Zinsparitdt.

Beweis. Wieder stellt man sich ein geeignetes Portfolio zusammen, bestehend aus dem
Erwerb einer fremden Nullkuponanleihe, einer Kreditaufnahme in Hohe des hierfiir not-
wendigen Betrags (d.h. verkaufe entsprechend einheimische Nullkuponanleihen) und schlief-
lich die Verduferung eines Terminvertrags zum Basispreis K = F°(¢,T"). Eine Tabelle
zeigt wieder die Werte des Portfolios zu den Zeiten ¢ und 1"

Position Wert in ¢ Wert in T'
Kauf einer Anleihe in Fremdwihrung (long) | e, B/ (t,T) er
Verkauf von dt. Nullkuponanleihen (short) | —e;BY(¢,T) —et%
Verkauf eines Terminvertrags (short) 0 —(er = F°(t,T))
Portfolio in toto 0 Fe(t,T) - et gﬁgg

Da aus Nichts nicht sicher Geld erhalten werden kann, gilt

Bf(t,T)

Fe(t,T) = .
(7 ) eth(t,T)
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Terminvertriage auf Giiter

Unter Giitern konnen Edelmetalle, Rohstoffe usw. verstanden werden. Folgende Rahmen-
bedingungen liefern einen Unterschied zu obigen Terminvertrégen:

e Es sind - moglicherweise betrachtliche - Lagerkosten vorhanden.

e Die Giiter werden weniger flir Spekulationen als fiir die Produktion erworben.
2.3.3.5 Beispiel (BASF):
Ist L der Preis, das Gut G tiber den Zeitraum [¢,T] zu lagern, so gilt fiir den Spotpreis

Gt+L

FO(t,T) < BET)

Dies erhélt man durch dasselbe Argument wie in [2.3.3.1] Géalte das Umgekehrte, also

Gt+L

FE@,T)> BOTY

so lieke sich ohne Einsatz von Mitteln/Vermégen durch folgende Strategie Gewinn ma-
chen:
e Emission von Nullkuponanleihen, um den Betrag G; + L zu erhalten.

o Investition dieses Betrags in das Gut G und Bezahlung der Lagerkosten in Hoéhe
von L.

e Short-Position in dem Terminvertrag.

Die zugehdrige Tabelle sieht folgendermafien aus:

Position Wert in ¢ Wert in T

eine Kinheit von G long Gy + L Gr

(G¢+ L)/B(t,T) Nullkuponanleihen short | —(G¢+ L) -(G¢+ L)/B(t,T)
Terminvertrag short 0 —(Gr - F4(t,T))
gesamtes Portfolio 0 FC(t,T) - (Gy+ L)/ B(t,T)

Somit wire aus Nichts Geld gemacht. Dies steht im Widerspruch zur Arbitragefreiheit.
Im Gegensatz zu den vorherigen Terminvertragspreisen ist eine Gleichheit jedoch aus
folgenden Griinden nicht klar:

Um die andere Ungleicheit

Gt + L

B(t,T)

auszuschliefsen, wiirde man eine Strategie formulieren, die der obigen entgegengesetzt ist:

FO@,T) <

e Investition des Betrags Gy + L in Nullkuponanleihen.
o Verkauf des Guts G und Einsparung der Lagerkosten in Hohe von L.

e Long-Position in dem Terminvertrag.
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Die zugehdrige Tabelle sdhe jetzt folgendermafen aus:

Position | Wert in ¢ | Wert in T

eine Einheit von G short -(Gy+ L) -Gr

Gy + L in Nullkuponanleihen investiert Gy+ L (G¢+ L)/B(t,T)
Terminvertrag long 0 (Gp - FC(t,T))
Gesamtes Portfolio ‘ 0 ‘ (Gi+L)/B(t,T) - F(t,T)

Wenn das Gut iiberwiegend zu Produktionszwecken (anstatt zu Spekulationszwecken)
genutzt wird, ist dieser Handel jedoch wirklichkeitsfern: realiter ist man dann i.d.R. nicht
gewillt, das Gut zu verkaufen und einen Terminvertrag darauf einzugehen, da somit das
Gut im Zeitintervall [¢,T'] nicht fiir den Konsum zur Verfiigung steht.

2.3.3.6 Bezeichnung: Gilt auf den Terminméarkten

e FE(t,T) > Gy, so spricht man davon, der Markt sei im contango.

e FY(t,T) < Gy, nennt man den Markt in backwardation.

2.3.4 Optionen
Vertragseigenschaften und Begrifflichkeiten

2.3.4.1 Definition: Es sei ein Wertpapier S gegeben, z.B. eine Aktie oder eine fremde
Wihrung. Ein Vertrag, bei dem dem Kdufer zur Zeit t das Recht eingerdumt wird

o zu einem fest vereinbarten Austibungszeitpunkt T mit t <T
e das Wertpapier S
o zum Austibungspreis (engl. strike) K

2u erwerben, wird europdische Kaufoption bzw. europdische Call-Option genannt.
Ein Vertrag, bei dem dem Kdufer zur Zeit t das Recht eingerdumt wird

o zu etnem fest vereinbarten Austibungszeitpunkt T mit t <T

e das Wertpapier S (auch underlying genannt)

e 2zum Austibungspreis K
2u verkaufen, wird europdische Verkaufsoption bzw. europdische Put-Option ge-
nannt.
Die Zeit zwischen t und T nennt man Restlaufzeit. Unier einer amerikanischen

(Ver-)Kauf(s)option versteht man das Recht, zu einem beliebigen Zeitpunkt binnen der
Restlaufzeit zu einem fest vereinbarten Ausibungspreis das Wertpapier zu (ver-)kaufen.

10



2.3 Derivate

Auszahlungsprofile bei Filligkeit

Wiirde ein K&ufer einer europiischen Kaufoption zu einem Wertpapier S von seinem
Recht Gebrauch machen, wenn der Ausiibungspreis K oberhalb des Preises des Wert-
papiers St liegt, wiirde er freiwillig einen Verlust machen, da er das Wertpapier zum
Filligkeitszeitpunkt 7" auch zum Preis St erstehen konnte. Daher ist der Gewinn/Wert
der Kaufoption zum Filligkeitszeitpunkt durch die Formel

Cr = max(St - K,0) = (St - K)" beschrieben.
In gleicher Weise erhilt man fiir die Verkaufsoption zum Falligkeitszeitpunkt 7' den Wert
Pr =max(K - Sr,0) = (K - S7)".
In Abhéngigkeit von K und St ergeben sich also folgende Schaubilder:

Cr Pr

L// \\J
| ]

K St K St

Optionen in der Risikosteuerung

2.3.4.2 Beispiel (Absichern einer Position durch Verkaufsoptionen): Ein Anleger halte
10 Aktien im Depot, welche zum heutigen Tag (¢ = 0) einen Kurs von Sy haben. Um einen
Verlust bis zur Zeit T = 1 zu vermeiden, kauft er aukerdem 10 europiische Verkaufsop-
tionen zum Ausilibungspreis Sp. Zusammen haben diese beiden Positionen zur Zeit 7' =1

den Wert
{ 10(S1 +0) wenn S7 > Sp
Vr =

10(51 + (So - 51)) = 1030 wenn Sl < So.

Somit wird - unter Zahlung der Summe, die zum Erwerb der Verkaufsoptionen gebraucht
wird - gewéhrleistet, dak ein Wertverfall unter die Grenze von 105y nicht geschehen kann.

2.3.4.3 Bemerkung: In der Regel ist dies nicht die effizienteste Weise, den Verfall von
gehaltenen Aktien abzusichern.

11
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Aktienanleihen von Vontobel

CLASSIC Aktienanleihen

. Kupon pa. Basiswert WKN Anz. Aktien Basisprels Bewertungstag Preis*
12,45%  AllianzSE VT4QX8 1250000 €8000 1503.2013  99,20%
©10,00% BASFSE VI4QYN  16,66667 £6000 15032013  98,60%
10,15% BMW AG VT4QYB 17,24138 €5800 15032013  99,50%
12,20% Daimler:_AG vI4QYC 26,31579 € 33,00 15.03.2013 99,90%
12,85%  Deutsche Bank AG VT4QYQ  33,33333 €3000 15032013  98,00%
1145% EONAG VT4QYL 62,50000 €16,00 15032013  99,10%
10,85%  Siemens AG VT4QYH 14,70588 €68,00  1503.2013  9950%
Diese Produkte bieten keinen Kapitalschutz: Anleger tragen das Risiko des Geldverlustes bet P r
Zahlungsunfahigkeit des Emittenten bzw: des Garanten (Emittentenrisiko).
Informieren Sie sich jetzt auf www.vontobel-zertifikate.de oder Gratis-Hotline 00800 93 00 93 00
Abonnieren Sie jetzt...
. lhren personlichen «Aktienanleihen Weekly»
Newsletter per E-Mail an zertifikate@vontobel.de
Allein maBgeblich sind die jeweilige papierprospekte, die beim Emi en, Vontobel Financial Products Gmbh, Bockenheimer Landstralie 24,
3_0333 Fr.arrkfurt am Main kostlenlols erhiltlich tL>zlem Internet unter bel-zertifikate.de zum Download verfugbar sind. Anleger werden gebeten,
lie u . 1 ’ i i .
Nahere bel Bank Europe AG, Niederlassung Frankfurt am Man, Bocksnheimer Landstrafie 24, 60323 Frankfurt am Main
Private Banking
Investment Banking
Asset Management
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Leistung schafft Vertrauen




2.3 Derivate

2.3.4.4 Beispiel (Absichern des Wechselkursrisikos einer Rohéllieferung): Eine Firma
erwartet in einem Monat (7' = 1) eine in USD zu bezahlende Rohéllieferung im Wert, von
1 Mio. Dollar. ey sei der heute unbekannte Wechselkurs €/$ in T = 1, wihrend e den
heute bekannten Wechselkurs eg = 1,15 darstellt. Zur Vereinfachung wird angenommen,
dafs die Zinsen in beiden Wéhrungen gleich sind. Nun betrachtet man folgende Strategien:

1. ,Mache nichts®.

2. ,Kaufe Terminvertrag” - d.h. kaufe 1 Mio. $ auf Termin mit Basispreis K =eg = 1,15
€ zum Preis von 0 €/$(s. Hilfssatz [2.3.3.3)).

3. ,Kaufe Kaufoptionen* - d.h. kaufe 1 Mio. (européische) Kaufoptionen mit Basispreis
1,15 € zu je einem Preis Cj.

Am Falligkeitszeitpunkt kostet der Kauf dann folgende Betrige:
Strategie ‘ e1 = 1,2 (Dollar teurer) ‘ e1 = 1,1 (Dollar billiger)

1 1,2 Mio. € 1,1 Mio. €
2 1,15 Mio. € 1,15 Mio. €
3 (1,15 +Co) Mio. € (1,1 +Co) Mio. €

Man sieht deutliche Unterschiede. Der Terminvertrag bietet Schutz gegen steigende Kur-
se, bei fallenden Kursen wird er jedoch teuer. Die Option bietet ebenfalls Schutz gegen
Verteuerung des Dollars, bei einem Fall des Dollars ist der Verlust jedoch auf den Kauf-
preis der Optionen beschréinkt.

Wertgrenzen fiir Optionen - der Fall ohne Dividenden

2.3.4.5 Generalvoraussetzung: Die Aktien zahlen zwischen den Erwerbszeitpunkten
t und den Filligkeitszeitpunkten 7" der Optionen keine Dividende. Aufserdem gibt es auf
dem Markt keine Arbitragemdoglichkeiten.

2.3.4.6 Hilfssatz: Es gelten dann fiir den Preis Cy einer europdischen Kaufoption zur
Zeit t die Ungleichungen
(St - KB(t,T))+ <Cp < S,

Beweis. Zunichst zeigt man die rechte Ungleichung durch Widerspruch:
Im Fall C; > Sy betrachte man folgende Strategie:

Position | Wert in ¢ Wert in T'
Sr<K St>K
short call e -Cr=01|-Cp=-(Sr-K)
long Aktie S St St
Portfolio Sy — Ch St K.

Man sieht, daf hierdurch aus nichts Geld geschaffen worden wére: In beiden Féllen ist
zum Zeitpunkt T ein positiver Wert vorhanden, wihrend zur Zeit ¢ der Wert des Portfolio
negativ gewesen ist. Da das aufgrund der Arbitragefreiheit nicht mdéglich ist, ist die
Prémisse falsch.

Fiir die néchste Ungleichung erfolgt der Beweis abermals durch Widerspruch. Wiirde sie
nicht gelten, sei also (S; — KB(t,T))" > Cy, dann betrachte man folgendes Portfolio:

13
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Position Wert in ¢ Wert in T’
St<K St>K
long call Cy Cr=0 Cr=5r-K
long K Nullkuponanleihen | KB(t,T) K K
short in der Aktle -S; =S =St
<0 K-5r>0 0

Dies wiirde bedeuten, dafs man aus einem Portfolio mit negativem Wert eines machen
kénnte, welches in T einen Wert von 0 oder mehr hat. <

Die zweite Ungleichung zeigt, daf es eine nicht-negative Differenz x zwischen dem
Preis einer Verkaufsoption und der Position Sy — Ke (T~ gibt. Es gilt ndmlich folgender

2.3.4.7 Satz (Put-Call Paritét): Die Preise eines europdischen Calls Cy und eines euro-
pdischen Puts P, stehen - vorausgesetzt, es gibt keine Dividendenzahlungen - in folgender
Beziehung zueinander:

Ct + KG_T(T_t) = St + Pt.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Auswahl und Untersuchung zweier geeigneter Portfo-
lien, die da im Einzelnen wiren:

1. Portfolio Wert in ¢ Wert in T
Str<K | Sr>K
long call Cy 0 Sr-K
long K Nullkuponanleihen KB(t,T) K K
gesamt Cy+ KB(t,T) max(St, K)

und

2. Portfolio | Wert in ¢ Wert in T

Sr<K | Sr>K
long Aktie Sy ST St
long put P K- Sr 0
gesamt P+ S; max (S, K)

Da beide Portfolien zum Zeitpunkt 7' denselben Wert besitzen und zwischendurch kei-
ne Auszahlungen in Form einer Dividende stattfinden, miissen diese beiden Portfolien
zum Zeitpunkt ¢ bereits denselben Wert haben. (B(¢,T) ist hier durch die zeitstetige
Verzinsung dargestellt, d.h.

B(t,T) =T,

2.3.4.8 Bemerkung (Empirie):

Aus dem obigen Hilfssatz [2.3.4.6] erhélt man unter der Voraussetzung, daf keine
Dividenden gezahlt werden, die folgende Aussage:

14
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2.3.4.9 Satz (Merton): Wenn keine Dividenden bezahlt werden, sind die Preise ame-
rikanischer und europdischer Kaufoptionen gleich, d.h. es ist bei einer amerikanischen
Kaufoption nie optimal, vorzeitig von dem Recht auf den Kaouf des Underlyings Gebrauch
zu machen:

CiA =0y

Beweis. Da dem K&ufer einer amerikanischen Kaufoption mehr Rechte eingerdumt wer-
den, ist der Preis in keinem Fall niedriger: C{* > C;. Wiirde dieser Kiufer zu einem
Zeitpunkt 7 € [¢,T] von seinem Recht, das Underlying zu kaufen, Gebrauch machen,
erhielte er (S, —K)*. Allerdings gilt zu diesem Zeitpunkt fiir die européische Kaufoption
Cr > (S; - KB(7,T)) (s. Hilfssatz [2.3.4.6]). Dies ist strikt grofer als das, was man bei
Ausiibung der amerikanischen Verkaufsoption erhalten hat. Das heift

CA>Cr>8,-KB(1,T) > S, - K.

Also wire es ungiinstig, zwischenzeitlich von der Méglichkeit des Erwerbs des Underlyings
Gebrauch zu machen. o

Im Wesentlichen beruht die obige Aussage auf der Annahme, dafs sich der Aus-
iibungspreis K verzinsen wird und man bei vorzeitigem Kauf des Underlyings auf diese
Verzinsung verzichtete. Bei dem Erwerb von Verkaufsoptionen ist es jedoch genau anders
herum:

2.3.4.10 Hilfssatz (Put-Call-Relation fiir amerikanische Optionen): Fir amerikanische
Puts PtA und Calls CtA zu demselben Underlying, Austibungspreis und -zeitpunkt gilt -
sofern keine Dividenden gezahlt werden - Folgendes:

Si-K<CA-PA<S - Ke(T0,

Beweis. Klar ist, dafs die amerikanische Option mindestens so viel Wert ist wie die eu-
ropdische: P/ > P;. Aus der Put-Call Paritit (s.[2.3.4.7) erhilt man dann mit dem Satz

von Merton (s. [2.3.4.9):
Of_PtA :Ct_PtA <Cy-P=8-KeTD,

Dies zeigt die rechte Seite. Die linke Seite erhélt man durch den Vergleich zweier Portfo-
lien. Genauer zeigt man Sy + P < C# + K. Hierzu hilt man ein 7 € (¢, 7] fest. Die zwei
Portfolien sehen nun folgendermafen aus:

Position Wert in ¢ Wert in 7
long call C{ =Gy cA=c,
K B(t,7) Nullkuponanleihen KB(t,T) K
gesamt C;+KB(t,7) | CA+K
Position | Wert in ¢t | Wert in 7
long put P PA
long Aktie Sy Sr

gesamt PA+ S, | max(S,, K)
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2 Grundlagen

Nun gilt CA + K > (S; - KB(r,T))* + K > (S; - K)* + K = max(S;, K). Die erste
Ungleichung ist wegen Hilfssatz klar. Der Rest ergibt sich von selbst. Dies zeigt,
daf zu jedem 7 € (t,7T] die Ungleichheit S, + P4 < C4 + K gilt. Aus Arbitragegriinden
gilt die Ungleichung dann auch fiir 7 = ¢. &

Wertgrenzen fiir Optionen bei Beriicksichtigung von Dividendenzahlungen

Kurz vor Auszahlung ist eine Dividende i.d.R. bereits angekiindigt, daher 1dsst sich iiber
einen kurzen Zeitraum die Dividende mit ziemlicher Sicherheit vorhersagen. Im Folgenden
wird also davon ausgegangen, dafs die Dividende(n) bis zum Laufzeitende der Option
bereits bekannt ist/sind. Mit D bezeichne man die Summe aller auf den Zeitpunkt ¢
abdiskontierten Dividendenzahlungen. Somit erhélt man direkt

Cy > S, —D—KB(t,T),

indem man das zuvor Gesagte auf S; — D anwendet, d.h. auf ein Portfolio

St - ZDZB(t7E)7
i=1

wobei D; die Dividende zum Zeitpunkt 7T; < T darstellt. Es kann optimal sein, zu den
Dividendenzahlungspunkten von der Kaufoption Gebrauch zu machen. Betrachtet man
die mogl. Ausiibung zum Dividendenzeitpunkt T;, so wiirde man diese nur durchfiihren,
wenn Sy > K ist. Genauer: Man wird direkt vor der Dividendenzahlung die Option
ausiiben, um auch die Dividende zu erhalten. Den Wert der Aktie bezeichnet man dann
mit St,—. Hierbei signalisiert das —, daf es sich um den linken Grenzwert, also

St,— = lim S; handelt.
t2T;

Gewonnen wird dann

St - K

k3

durch die Ausiibung. Allerdings gilt ebenso fiir den Preis der Kaufoption in 7; nach der
Dividendenzahlung

C’?z > CTi > STZ‘ _Di _KB(,—T’L?T)

Wire der Preis der Kaufsoption hoher als der derzeit in 7; durch Ausiibung erzielbare
Gewinn, wére es folglich nicht optimal, die Ausiibung vorzunehmen. Dies ist dann der
Fall, wenn

D; < K(1-B(T;,T)) gilt.

Optionsstrategien

Die Gewinnprofile einfacher européischer Kaufoptionen sehen folgendermafen aus:
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Cr

2.3 Derivate

s
7 l ’

St

1. Bull-Call-Spread: Zwei Kaufoptionen mit unterschiedlichen Strikes/Ausiibungspreisen
Kj < Ko, wobei die erste gehalten wird und die zweite verkauft wird:

Cr

2. Bear-Call-Spread: vertausche K7 und Ks.

3. Straddle: Kauf- und Verkaufsoption zum selben Ausiibungspreis:

4. Strangle

Cr
\\\ K ///
N l s
NI
v St
Cr
\\\ K1 K2 2
RN [
N [
N o ___ y ST
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2 Grundlagen

5. Butterfly: Call(K7) —2-Call(K3) + Call(K3):

Cr

,,ST

2.3.4.11 Beispiel (Steueroptimierung mit Optionen, s. [Hull5], Kap. 9): Steuervermei-
dungskonzept in vereinfachter Form:

e Land A besteuert Zinsen und Dividenden niedrig, dafiir aber Kapitalgewinne (z.B.
Aktienkursgewinne) hoch.

e Land B besteuert Kapitalgewinne niedrig, dafiir Zinsen und Dividenden hoch.

Fiir ein Unternehmen wire es sinnvoll, Einkommen aus Wertpapieren in Land A zu
versteuern und Kapitalgewinne in Land B zu versteuern. Kapitalverluste wiirde man in
Land A belassen, womit man Kapitalgewinne aus anderen Produkten nach unten driicken
kann.

Man erreicht das, indem man ein Tochterunternehmen in Land A den rechtlichen
Eigentiimer eines Wertpapiers sein ldsst und ein Tochterunternehmen in Land B dazu
veranlasst, vom Tochterunternehmen in Land A eine Kaufoption auf das Wertpapier zum
Basispreis des aktuellen Kurses zu erwerben. Wihrend der Laufzeit des Optionsvertrags
wird der Gewinn des Wertpapiers in Land A realisiert. Steigt dessen Wert an, wird zum
Laufzeitende die Option ausgeiibt und somit der Kapitalgewinn in Land B erzielt. Fallt
der Wert jedoch, bleiben die Verluste in Land A. (Quelle [Hull3], Seite 293 f.).

2.3.4.12 Beispiel (Dividende der Gucci-Gruppe, s. [Hull5] Kap. 9): Jede Dividende
vermindert den Wert einer Aktie, da das dividendenzahlende Unternehmen durch den
Kapitalabfluss weniger wert ist als zuvor. Dies hat natiirlich auch Einfluk auf den Wert
einer Option. Auf amerikanischen Mérkten kann die Borse in diesem Fall (durch eine sog.
Option Clearings Corporation, kurz OCC, als Subunternehmen der Borse) die Bedingun-
gen der Optionen anpassen.

Dem Buch von [Hull5| (s. dort auf Seite 285) zufolge hat die Gucci-Gruppe Ende
Mai 2003 eine Dividendenausschiittung in Hohe von ca. 15,88 $ (das entsprach 13,5 €)
pro Aktie angekiindigt, was dann spéter durch die Hauptversammlung Mitte Juli dieses
Jahres bestétigt wurde. Zum Zeitpunkt der Ankiindigung betrug die Héhe der Dividende
16 % des Aktienpreises. Die OCC entschied sich in diesem Fall dazu, die Optionsbedin-
gungen aller Optionen auf Gucci-Aktien anzupassen. Inhaber einer Kaufoption zahlten
bei Ausiibung den Basispreis und erhielten neben der Aktie 15,88 Dollar zusétzlich. Dies
entspricht de facto einer Verminderung des Basispreises um die gezahlte Dividende.

Auf deutschen Mérkten kann dies auch vorkommen (s. [Hull3] an o.g. Stelle). Frii-
her - insbesondere vor Einfiihrung von Bérsen fiir den Optionshandel - waren Optionen
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2.3 Derivate

in der Regel dividendengeschiitzt - d.h. eine Dividende wirkte sich nicht negativ auf die
Option aus.
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3 Einperiodenmodelle zur
Wertpapierbewertung

3.1 Beschreibung des einperiodischen Modells

Es seien zwei Zeitpunkte ¢ = 0,1 gegeben. Der Finanzmarkt habe d + 1 verschiedene
Wertpapiere, deren Preise in ¢ = 0 bekannt sind, nicht jedoch in ¢ = 1. Die mathematische
Modellierung der Unsicherheit in ¢ = 1 geschieht durch die Einfiihrung eines geeigneten
Wahrscheinlichkeitsraums (Q, §,P), auf dem eine vektorwertige Zufallsvariable S fiir die
Beschreibung der ungewissen Kursstinde/Preisentwicklungen in ¢ = 1 bestimmt ist. In
der Regel ist die erste Komponente deterministisch und modelliert eine festverzinsliche
(Bargeld-)Anlage oder eine Nullkuponanleihe.

3.1.0.1 Definition: Ein Tripel ((,3,P),IL,S) mit
o cinem Wahrscheinlichkeitsraum (9,5, P),
e cinem Preisvektor I e R¥! in t = 0.

o und einer Zufallsvariable S : Q - (Ry)%*! als Marktpreisvektor zum Zeitpunkt
t=1

heifit ein d-dimensionales einperiodisches Finanzmarktmodell.

3.1.0.2 Bemerkung: Wéhrend der Wahrscheinlichkeitsraum €2 fiir die Menge der Markt-
szenarien zum Zeitpunkt ¢ = 1 steht, liefert die o-Algebra § die Menge der im Modell
sinnvoll beschreibbaren Ereignisse. Eine Menge A € § mit P(A) = 0 nennt man vernach-
ldssigbar. Die Komponenten des Vektors IT beschreiben die Preise der d + 1 Wertpa-
piere zum Zeitpunkt ¢ = 0, deren Kursstinde werden zur Zeit ¢ = 1 als Zufallsvariablen
St:Q - R, mit 0 < i< d modelliert.

3.1.0.3 Bezeichnung:
O=1C o) eRxRY, M0 =1

S=(8%5)eRM S§Y=(1+r) P-fast sicher.

Hierbei bezeichne der Parameter r die zwischen ¢ = 0 und ¢ = 1 stattfindende Verzin-
sung. Dabei wird ab hier implizit davon ausgegangen, daf r > —1 ist. Statt SV schreibt
man gelegentlich auch B fiir ,Bond“, dem englischen Ausdruck fiir eine bérsengehandelte
Anleihe.

Die Konvention S° = (1 +r) und II° = 1 bedeutet, daf das 0. Wertpapier fiir 1
€ zu kaufen ist und in ¢ = 1 genau (1 +r)€ wert ist. Dies hat zur Folge, daf sich das
0. Wertpapier unabhiingig von den Ereignissen w € ) entwickelt, also risikofrei mit dem
Satz r verzinst wird. Die Bedingung r > —1 bedeutet, dak das Vermégen in ¢ = 1 nicht 0
ist.
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3 Einperiodenmodelle zur Wertpapierbewertung

3.1.0.4 Beispiel: (2,5,P) = ({0,1},%({0,1}),P),P({0}) = 3,P({1}) = 2 mit
ﬁ:( 1 ),?z( g ):Q—>R1+1

§(w:o):( 1-57“)

§(w:1):( b )

2

und

3.1.0.5 Definition: Ein Vektor £ e R™! heift Portfolio.
Das Skalarprodukt

<& >Ri1= £-TI heifit Preis des Portfolio in t = 0.

Der Wert des Portfolio in t =1 ist durch

<& S >Ri= £-S gegeben.

3.2 Arbitrage im einperiodischen Modell

3.2.1 Arbitragegelegenheiten

3.2.1.1 Definition: Unter einer Arbitragegelegenheit versieht man im einperiodi-
schen Modell einen Vektor € e R*Y, fiir den sowohl

I-£<0,

als auch B
S-€>0 P-fast sicher,

sowie

P(S-€>0)>0 gilt.

3.2.1.2 Bezeichnung: Fiir eine reellwertige, auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, §,P)
definierte Zufallsvariable X bezeichne X >* 0, daf X > 0 P-fast sicher gilt. Analog stehe
X >* 0 daftir, daf zudem (!) X > 0 mit einer Wahrscheinlichkeit >0 gilt, also P(X > 0) > 0
gilt. ITm ersten Fall heifst X nicht wesentlich negativ, im zweiten Fall wesentlich
positiv. Entsprechend bezeichnen X >* Y und X >* Y, dal X -Y >*O0und X -Y >* 0
gelten.

3.2.1.3 Bemerkung: In dieser Notation liest sich die Arbitragebedingung an £ e R
im Modell ((2,F,P),I1,5) als

M-£<0und €-5>%0.

3.2.1.4 Hilfssatz: In einem d-dimensionalen einperiodischen Finanzmarktmodell sind
folgende Aussagen gleichwertig:
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3.2 Arbitrage im einperiodischen Modell

1. ((,3,P),11,S) hat eine Arbitragegelegenheit.
2. Es gibt ein € € R, so daf £€-8>* (1+ 7)€ 11 gilt.
Beweis. “1 — 2% Man nimmt sich eine Arbitragegelegenheit & = (£2,¢) e R1, fiir die
definitionsgeméf o L
EM=€+¢-TM<0und £-5>% 0 gilt.
Wegen r > -1 ist auch
£-S—(1+r)E-M2€-S+(1+7)e’=¢€-5.

Gemél der Voraussetzung ist die rechte Seite wesentlich positiv, ergo auch die linke.
“2 —> 1% In £ e R? sei ein Vektor wie in Aussage 2 gegeben. Man setzt €0 = —¢£ - II und
erhilt den Vektor

€=(£€) eR™,
dessen Skalarprodukt mit IT den Wert
&-TI =0 ergibt.
Aufserdem gilt L
E-S=—-(1+r)f-IM+&-S.
Lt. Voraussetzung ist
E-S-(1+r)E-II>* 0,
und somit auch &-S. Das bedeutet, £ ist eine Arbitragegelegenheit. &

3.2.1.5 Definition: Ein Finanzmarktmodell ist arbitragefrei, wenn es keine Arbitra-
gegelegenheit gibt.
3.2.1.6 Bemerkung: Wiirde man den Zufallsvektor ¥ = 1_fr —II der diskontierten Zu-
wichse verwenden, so wire die Arbitragefreiheit gerade dadurch bestimmt, daf fiir jeden
Vektor & € RY

€Y $0 gilt.

3.2.2 Absolutstetigkeit von Mallen

Es seien zwei Wahrscheinlichkeitsmafe P und Q auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, §)
gegeben.

3.2.2.1 Definition: Man nennt das Maff Q absolutstetig in Bezug auf P und die
o-Algebra §, wenn fiir jedes A € §F mit P(A) =0 auch Q(A) =0 gilt. Man bezeichnet dies
mit Q << P.

3.2.2.2 Satz (Radon-Nikodym): Ein Wahrscheinlichkeitsmafi Q ist genau dann abso-
lutstetig in Bezug auf P und die o-Algebra § , wenn es eine nicht-negative, §-mefibare
Zufallsvariable Z : Q0 - R gibt, so dafy fiir jedes A € § folgende Gleichung gilt:

Q(A) = fA ZdP.
3.2.2.3 Bemerkung: Bei den Notationen des [3.2.2.2] Satzes schreibt man auch
7=
dp

Man bezeichnet Z als Radon-Nikodym-Dichte.
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3 Einperiodenmodelle zur Wertpapierbewertung

3.2.3 Aquivalente MaRe und Modelle

3.2.3.1 Definition: Zwei Mafle P und Q auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,§) nennt
man dquivalent, wenn thre Nullmengen tibereinstimmen, das heifit

A\ P(A) =0« Q(A4) =0.
Aeg

Die Schretbweise hierfir ist P ~ Q.

Die Make P und Q sind also genau dann dquivalent, wenn sie wechselweise absolut
stetig zueinander sind, d.h.
P << Q sowie Q << P

3.2.3.2 Bemerkung;: Fiir zwei dquivalente Mafe P ~ Q auf (2, F) gilt offenbar fiir jede
Zufallsvariable X auf diesem Raum:

X>p 0= X >30.

3.2.3.3 Definition: Zwei Einperiodenmodelle M = ((Q,3,P),IL,S) und
My = ((Q,5,Q),11,5) heiffen dquivalent, wenn ihre Wahrscheinlichkeitsmafe zueinan-
der dquivalent sind, d.h. P~ Q.

3.2.3.4 Bemerkung: Im Fall zweier dquivalenter einperiodischer Modelle stimmen die
Mengen der Arbitragegelegenheiten miteinander iiberein.

3.2.3.5 Bemerkung: Tatsichlich sind auch sdmtliche weiteren Aussagen, die im Folgen-
den {iber ein Finanzmarktmodell getroffen werden, von der genauen Wahl des Mafes P in
seiner Klasse dquivalenter Mafse unabhingig. Das Mafs PP hat somit allein die Funktion,
die irrelevanten Marktszenarien zugunsten der Relevanten zu unterscheiden.

3.3 Der erste Hauptsatz der Wertpapierbewertung

3.3.0.1 Definition: Es sei ein Finanzmarktmodell ((Q,3,P),I1,S) gegeben. Ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf P* heifit risikoneutral, falls

_ i 1 .
N\ T'=FE* (i) = ——FE*(S") gilt.

i=1,..d 1+r 1+7r
Die Menge
P = {P*|P* ist ein risikoneutrales Maf und dquivalent zu P(Q,§)}

beschreibt die Menge der (zueinander dquivalenten) risikoneutralen Mafe des Modells

((Q,3,P),IL, S).

3.3.0.2 Satz (Erster Hauptsatz der Wertpapierbewertung, FTAP): Das d-dimensionale
Marktmodell ((Q,5,P),11,.5) ist genau dann arbitragefrei, wenn die Menge P nicht leer

ist. In diesem Fall gibt es sogar ein P* € P mit beschrankter Radon-Nikodym-Dichte

_ Pt
7=-%
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3.3 Der erste Hauptsatz der Wertpapierbewertung

Beweis. < Sei P* ¢ P und € € R mit .8 >p+ 0 gegeben. Somit gilt auch fiir
aquivalente P ~ P*

£-5>40.
Auflerdem ist

N R

das bedeutet, £ kann keine Arbitragegelegenheit darstellen.
L, Sel Y = % —II" (diskontierte Zuwéchse/Gewinne), dann gilt 1t. [3.2.1.4| genau dann
Arbitragefreiheit, wenn fiir jedes & € RY

Y - €40 gilt.
Das heifst, dak entweder
Y - £ < 0 mit positiver P-Wahrscheinlichkeit

oder
P(Y-£>0) =0 ist.

Auferdem ist ein Maf P* definitionsgeméft genau dann risikoneutral, wenn
d ,
AE"(Y") =0 ist. (3.1)
i=1

Man zeigt nun, dafl es in der Menge

Q= {Q]Q aquivalent zu P mit % beschriinkt}

ein risikoneutrales Maf gibt, d.h. ein Mak, welches obige Eigenschaft hat.
Zunichst sei E(]Y?|) < oo fiir alle 4 = 1, ...,d und

C = {EQ(Y)yQ e Q} cR%

Dies ist eine konvexe Teilmenge des d-dimensionalen Raumes R?, weil mit y; = Eg,(Y), y2 =
Eqg,(Y) aus C auch jede Linearkombination Q3 := (1-X)Q + AQ, fiir A € [0,1] in Q und

Y3 = (1= Ay + Ay2 = (1 - MEq, (Y) + AEq, (V) = Eq, (Y)

in C enthalten ist. Da P in Q enthalten ist, ist weder Q noch C leer.

Wire in Q kein risikoneutrales Mafs P* vorhanden, lige der Nullvektor 0 nicht in C
wegen . GemiR dem Trennungssatz fiir konvexe Mengen findet man dann ein & € R?,
so daf € -y > 0 fiir jedes y € C und aufserdem ein yg € C, so dak & - yg > 0 gilt.

Das heiftt, dak fiir jedes Q € Q
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3 Einperiodenmodelle zur Wertpapierbewertung

sowie fiir ein spezielles Q € Q sogar
Eg,(§-Y) >0 gilt.
Daraus ergeben sich (wg. Qg ~ P) zunéchst die Ungleichungen
Qp(¢-Y>0)>0und P(¢-Y >0)>0.
Auferdem ist £-Y > 0 P-fast-sicher. Zum Beweis dieser Aussage setzt man
A={weQ£-Y(w)<0}eF
und

1

@n:QaR,gon(w)=(1——
n

Diese Zufallsvariablen sind stets > 0. Die Mafe

1
)]IA(oJ) + -1y c(w), n=1,2,...
n

Qu(dw) = E(;R)

sind ebenfalls in Q enthalten, da die Vorfaktoren je > 0 sind. Es folgt, daf

on(W)P(dw), n=1,2,...

1

OB 5

Ep(pn(w)E-Y) gilt.

Insbesondere ist
Ep(pn(w)§-Y) 20

und mit dem Satz von Lebesgue von der majorisierten Konvergenz (s. [AE01], Seite 108
oder s. [Rud99], Seite 30) gilt
Ep(14£-Y) >0.

Da £-Y <0 auf A ist, muls A eine P-Nullmenge sein, d.h. insbesondere, daf £-Y >0
P-fast sicher.

Es folgt, dafs £ eine Arbitragemdglichkeit darstellt, was im Widerspruch zur An-
nahme ist. Ergo gibt es in Q ein risikoneutrales Maf P* € Q, welches definitionsgeméaf
eine beschrénkte Dichte Z = dP*/dP hat.

Fiir den Fall, daf E(|Y|) = oo gilt, zieht man sich folgendermaken auf den 1. Fall
zuriick:

definiert mit

ein Wahrscheinlichkeitsmaf, dessen Dichte % > 0 beschriankt (wegen Y (w) < oo) und fiir
P-fast alle w € Q zu P dquivalent ist.

Somit ist der Markt ((Q,,P),II,S) arbitragefrei, sobald ((2,,P),II,S) es ist.
Unter dem neuen Maf P ist der Erwartungswert

C
Es(|Y]) = Ep(——=—-|Y]|) < .
[P(’ |) P(1+|Y| | |)_C<OO
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3.4 Duplizierbare Forderungen und Vollstindigkeit

Nach Schritt 1 gibt es nun ein zu P aquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafs P*, welches
risikoneutral ist. Dies ist dann auch zu P dquivalent und die Dichte ist wegen
dP*  dP* dP

= ——— beschrénkt,
P qp dP

da % es 1st. &

3.4 Duplizierbare Forderungen und Vollstandigkeit

3.4.0.1 Beispiel: Es sei ein Finanzmarktmodell mit zwei Zusténden Q = {0, 1} gegeben,
welches auflerdem aus zwei Wertpapieren besteht: ein risikofreies Papier, welches sich mit
einem Satz in Hohe von r = 50% verzinst und ein risikobehaftetes Papier S, dessen Wert
sich entweder verdoppelt oder halbiert:

t=0 t=1

0,5

%\(1,5)

Dieser Markt ist arbitragefrei. Um dies nachzuweisen, muf ein Mak P* = {p*, ¢*} gefun-
den werden, so daft dieses lineare Gleichungssystem gelést wird:

*175 *175 * *
l=p"——+q¢ ——=p +¢q

1+7r 1+7r

. 2 ,05 4 .1
=p +q¢ —=p —+q —.

1er 417, 7P 3743

Die Losung dieses Gleichungssystems ist p* = % und ¢* = % Das bedeutet, ein risikoneu-
trales Maf ist vorhanden und somit ist das Modell arbitragefrei.

Nun sei ein folgendermafen definierter Zahlungsanspruch in Abhingigkeit des Werts S;
des Wertpapiers .S zum Zeitpunkt 1 gegeben:

C =max(S; - 1,0).

Zur Ermittlung des Werts oder Preises dieses Anspruchs zum Zeitpunkt ¢ = 0 sucht man
Koeffizienten a und 3, welche das folgende Gleichungssystem 16sen:

3
l=a-+p4-2
a2 I}

3 1
O=a-+p8--.
agthg
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3 Einperiodenmodelle zur Wertpapierbewertung

Dies ergibt sich fiir o = 732 und B = % Der Preis ergibt sich aus den in ¢ = 0 giiltigen
Preisen fiir die Wertpapiere:

4
1+p8-1=—.
o I} 5

Zum Vergleich:

E*( ¢ ):22.1+21.0:§
1+r) 337733 9

Der Preis entspricht somit dem Mittelwert der diskontierten Auszahlungen unter dem
risikoneutralen Maft P*.

3.4.0.2 Definition (Wette, Anspruch, Option und Derivat): Sei ((Q,3,P),IL,S) ein
einperiodisches Finanzmarktmodell. Dann heiffit die Zufallsvariable

C:Q->R
eine Wette, Anspruch oder Option (engl. contingent claim). Gibt es eine Funktion
F:RY S R mit C(w) = F(S(w)) P-fast sicher,
so spricht man von einem Derivat von S.
3.4.0.3 Beispiel: 1. Ein Terminvertrag auf S° (engl. Forward Contract):
C=5-1
Achtung, hier kann C' < 0 gelten!
2. Verkaufsoption (Put-Option) auf S* mit Ausiibungspreis (Strike) K:
C=(K-8Y".
3. Kaufoption (Call-Option) auf S? mit Ausiibungspreis K:
C=(S"-K)".

4. Straddle auf ein Portfolio:
C=l¢-1-¢-8|

3.4.0.4 Definition: In einem einperiodischen Finanzmarktmodell heiffit die Menge der
Zufallsvariablen
V:={C:Q->R| \/ C=¢-S P-fast sicher}
€€Rd+1
die Menge der duplizierbaren /replizierbaren Optionen. Eine Option/Wette C heifit
replizierbar/duplizierbar, falls ein C duplizierendes Portfolio vorhanden ist, derart

dafs B
€-8 = C P-fast sicher gilt.

Ein Finanzmarktmodell M = ((Q,§,P),I1,S) heifit vollstdndig, wenn jede Option C :
Q - Ry duplizierbar ist.
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3.5 Arbitragepreise im einperiodischen Modell

3.4.0.5 Satz (Eindeutigkeit des Preises): Es sei ((Q,§,P),I1,5) ein arbitragefreies ein-
periodisches Finanzmarktmodell und €-S € 0, d.h. fir ein geeignetes ( e R¥ ist €5 = C-S
P-fast sicher. Dann ist

E-MM=(- 11
Fiir die erwartete Rendite E*(R(v)) = Ep+(R(v)) unter einem beliebigen risikoneutralen
Maf P* € P gilt:

E*(R(v)) =r.
Hierbei sei o
R(v) = & 5=& 1
§-11

Beweis. Es gilt o
(£ -()-S =0 P-fast sicher,

also auch P*-fast sicher fiir P* € P. Damit gilt auch
€0 -1-E-0F () - Le(E-0-5-0
- l+7r) 147 -

Auflerdem ist

3.4.0.6 Definition: Fir v=¢,-S €0 heifit
I(v) := &-1I Preis von v.
3.4.0.7 Bemerkung: Die Beziehung

II(v) = Ep« (%) fiir jedes P* e P

+7r

fithrt zur risikoneutralen Preisregel fiir duplizierbare Anspriiche. Ihr zufolge entspricht
der Preis eines duplizierbaren Anspruchs seiner mittleren (im Sinne von erwarteten)
diskontierten Auszahlung unter einem beliebigen risikoneutralen Maf.

3.5 Arbitragepreise im einperiodischen Modell

3.5.0.1 Definition (Arbitragefreie Preise): Eine Zahl IIC heifit arbitragefreier Preis
fiir den Anspruch C, wenn das erweiterte Finanzmarktmodell

((2,3,P),1L,5)

mil _ _
Il = (T, %) und S = (S,C)

arbitragefres ist.
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3 Einperiodenmodelle zur Wertpapierbewertung

3.5.0.2 Bemerkung: Die Menge II(C) aller arbitragefreien Preise eines Anspruchs C
ist konvex, d.h. sie ist immer ein Intervall in R. Siehe hierzu den Beweis des [3.3.0.2]
Satzes: Die Abbildung

P~ Ep(C) ist affin.

3.5.0.3 Satz: Ist die Menge P der zu P dquivalenten ristkoneutralen Mafle nicht leer, so
wird die Menge der arbitragefreien Preise des Derivats C durch die Menge

@ +1(C) ={E” (1%) |P* € P mit E*(C) < oo} beschrieben.
r

Beweis. Genau dann ist II¢ ein arbitragefreier Preis fiir C, wenn das zugehorige (erwei-
terte) Finanzmarktmodell ((©2,§,P),II, S) = (2, &, P), (II,1I9), (S, C)) arbitragefrei ist.
Dies ist gleichbedeutend damit, daf es ein risikoneutrales Maf P* fiir diesen Finanzmarkt

gibt. Hierbei gilt
St ~;
AN E° =1I".
i=0,...,d+1 T+r
Jedes solche P ist in Bezug auf den urspriinglichen Markt risikoneutral und man hat

ﬁd+1:HC:E*(§d+l):Ex—( C )

1+r 1+r

Zum Beleg, daf II(C') nicht leer ist, kann man 0.B.d.A. zum dquivalenten Mafs

P(dw) = P(dw) mit

1+C(w)

o=(er (i)

iibergehen, um die Endlichkeit des Erwartungswerts

Ez(C)=c- Ep( ) < ¢ < oo zu gewdhrleisten.

1+C

Nach dem 1. Hauptsatz der Wertpapierbewertung, also dem [3.3.0.2] Satz, gibt es nun

ein zu P aquivalentes risikoneutrales Mafi P* € P mit beschrankter Dichte Z = %.

Insbesondere gilt dann fiir das risikoneutrale Maf P*
Ep«(C) = EIF’(ZC) < KIEP(C) < 00
fiir eine geeignet gewihlte Konstante K. Somit ist Ep«(C') € II(C) und II(C) + @. o

3.5.0.4 Definition (Arbitragepreisschranken): Sei C' eine Wette in einem einperiodi-
schen Finanzmarktmodell. Dann heiffen

I,¢(C) = inf TI(C)
[,u(C) = supII(C)

untere bzw. obere Arbitragepreisschranke fir C.
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3.5 Arbitragepreise im einperiodischen Modell

3.5.0.5 Definition: Ein Modell M = ((Q,§,P),11,S) heifit nicht redundant, wenn gilt

N\ €S =0 P-fast sicher — € =0.
EER‘“J

3.5.0.6 Bemerkung: Ist ein Modell M = ((©,3, P),1I, S) redundant, dann gibt es ein
0% & eR¥ mit o
£-5 =0 P-fast sicher.

Daraus folgt dann durch Umstellung des Produkts

. -1 . .
3]25251.51

i*]

fiir ein &/ # 0. Ergo kann die Zufallsvariable S7 durch die anderen Eintriige von S und ¢
dargestellt werden. In diesem Fall ist jedes Derivat von S als Derivat des um S; verkiirzten
Wertpapiervektors darstellbar. Das entsprechende Modell M = ((,§,P),11, ) mit II =
(O, .., T/ L TP+ T1%) und S = (89, ..., 8971, 89+ S9) heikt reduziertes Modell.

3.5.0.7 Hilfssatz: Sei & wie oben definiert. In einem redundanten einperiodischen Mo-
dell M gibt es genau dann keine Arbitragegelegenheit, wenn das reduzierte Modell M
arbitragefrei ist und

1#]

3.5.0.8 Hilfssatz: Ist M arbitragefrei und nicht redundant, gilt fiir € ¢ R%:

IV =

£-Y =0 P-fast sicher — & =0.

Beweis. Es sei
£-Y =0 P-fast sicher.

Dies ist gleichbedeutend dazu, daf
€-S—(1+r)E-11=0 gilt.
Erweitert man & zu € mit 5_0 ==& -1 und 5 = & fiir i > 0, so ergibt sich:
£-8=8-¢+(1+7)- (=€) = 0 P-fast sicher.
Hieraus folgt: € = 0, sowie & = 0, da M nicht redundant war. o

3.5.0.9 Satz: In einem arbitragefreien Modell M = ((Q,§,P), 11, S) sind die Arbitrage-
preisschranken fir die Wette C durch

1.

T (O) = Pi*rg) E*(%) = max{m > O]g}édm +EY < 1—3 P-fast sicher}

Hgup(C) = sup E*(i) =min{m >0| \/ m+&Y > < P-fast sicher}
PP 1+7r geRd 1+7r
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3 Einperiodenmodelle zur Wertpapierbewertung

gegeben.

Beweis. Aussage 1 zeigt man analog zu Aussage 2.
O.B.d.A sei M nicht redundant. Sei ferner

M:=<im>0]| \/ m+£-Y >

feRd 1+r

Nun zeigt man, daf
min M = supII(C) ist.

Dazu nimmt man ein m € M und ¢ € R? mit

m+&-Y > ¢ .
1+r

Aus der Arbitragefreiheit des Markts ergibt sich, dafs E*(Y) = 0 gilt und somit durch
Anwendung des Erwartungswerts: aus

=g vys (-0)

folgt, dafs

C

m > sup E* (—) > sup II(C).
P*GP 1+ T

Da m e M beliebig gewidhlt war, gilt dies fiir jedes m € M. Das heifst dann:

inf M > T, (C).

Um die Gleichheit zu zeigen, wird gezeigt, dak sobald ein reelles m (nicht notwendig aus
M) echt grofer als Ilg,,(C) ist, es auch gréfser oder gleich inf M ist.

Im Fall Tlsu,(C) = oo ist nichts zu zeigen. Sei daher Ig,p(C) < oo und m > g (C),
dann gibt es nach Wahl von m eine Arbitragegelegenheit im Finanzmarktmodell mit den
erweiterten Vektoren II und S , wobei

S = ¢ und I = m.

Diese Arbitragegelegenheit impliziert das Vorhandensein eines Vektors € = (&,¢%1) e
R mit der Eigenschaft, daf

~ = C
§-Y=§-Y+§d+1~(——m) >*0. (%)
1+7r
Da das urspriingliche (also nicht erweiterte) Modell arbitragefrei war, muss die hinzuge-

fiigte Komponente einen Eintrag # 0 besitzen: £*1 # 0. Bildet man den Erwartungswert
mit einem P* € P in der Gleichung (*), so erhdlt man

0££d+1~(E*(1€T)—m).
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3.5 Arbitragepreise im einperiodischen Modell

Wegen m > Tlgy,(C) ist der Wert in der Klammer negativ, daher muss ¢4+

Wird (#) durch —£9*1 geteilt, bekommt man

< 0 gelten.

-1
Y-—+m.

0<—=¢-
fd+1§ L+7r

Somit ist m € M, insbesondere ist m groker oder gleich inf M.
Um zu zeigen, dafs das Infimum ein Minimum darstellt, sei eine nach m konvergierende
Folge

(M ) nen € MY gegeben.

Zu jedem Elf der Folge gibt es dann ein &, € R? mit

mpy+&,-Y 2 P-fast sicher.

+7r

Ist

sup || < oo,
neN

gibt es eine konvergente Teilfolge (Bolzano-Weierstra) &,, — &. Bei Ubergang zum
Grenzwert ist dann

m+§&-Y > 1i P-fast sicher,
+7

d.h. me M. Ist

sup ||€x|| = oo gegeben,
neN

so wiirde ggf. nach Ubergang zu einer Teilfolge die Folge

(&
(n Jne = (nsnn )MN

gegen ein 1 mit ||n|| = 1 konvergieren. Wegen

C
M Y > ———— P-fast sicher
[1€nll

(L+ )l

gilt nach dem Grenziibergang
n-Y >0 P-fast sicher.

Da das Modell arbitragefrei ist, folgt n-Y = 0 P-fast sicher. Da das Modell nicht redundant
war, gilt dann 1 = 0. Dies ist ein Widerspruch zu ||n|| = 1. o

3.5.0.10 Folgerung: In einem arbitragefreien Modell M = ((Q,3,P), 11, S) ist eine Op-
tion C' genau dann duplizierbar, wenn es einen eindeutigen arbitragefreien Preis fir C
gibt, d.h. wenn

Hsup(c) = Hinf(c) ist.

Ist C nicht duplizierbar, dann ist II(C) das offene Intervall

I(C) = (Mint (C), Msup(C))
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3 Einperiodenmodelle zur Wertpapierbewertung

Beweis. ,,—*: Die Eindeutigkeit des Preises fiir eine duplizierbare Option ergibt sich aus
dem B.4.0.5] Satz.

< Lt. dem Satz gibt es nun fiir den eindeutigen Preis m = I, (C) = Hips (C)
zwei Portfolien &,n € R*! mit

C C
(€=m)Y =m+€-Y = (m+n-¥) > 7= —— =0,

also (£ —n)-Y = 0 P-fast sicher, da der Markt nach Voraussetzung arbitragefrei ist.
Folglich ist

P-fast sicher

m+&-Y = 1?
,

und C somit duplizierbar.
Man zeigt im nicht-duplizierbaren Fall, dak II;,¢(C) ¢ TI(C) gilt. Analog verfahrt man
fiir das Supremum. Nach dem [3.5.0.9/Satz gibt es ein & € RY, so daf

C
[Ty (C) +Y - € < —— P-fast sicher gilt.
1+r
Wegen der Unmdoglichkeit, C' zu duplizieren, muf auf einer Menge mit positivem Maf
unter P die echte Ungleichheit gelten. Man nimmt nun das erweiterte Marktmodell mit
! = T, (C) und S = C. Sei dann

g:: (H - Hinf(0)7 =&, 1) € Rd+2'

Somit erhilt man

€T =T1-& — Mjpe(C) = & T+ e (C) = 0
und
£8=1+r) (- £-Tye(C)) -€-S+C
=(1+7r)(=§-Y + % - Iine (C)) > 0 P-fast sicher,

wobei abermals mit positiver Wahrscheinlichkeit eine echte Ungleichung gilt. Damit hat
man eine Arbitragegelegenheit. Daraus ergibt sich, daf ILi,¢(C) ¢ II(C) gilt. &
3.6 Der zweite Hauptsatz der Wertpapierbewertung

3.6.0.1 Satz (Zweiter Hauptsatz der Wertpapierbewertung): Es sei M = ((Q,§,P),IL, S)
ein arbitragefreies Marktmodell, dann gilt:

M st vollstindig < |P| =1,

das heifit es gibt genau ein zu P dquivalentes risikoneutrales Mafl P*.
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3.6 Der zweite Hauptsatz der Wertpapierbewertung

Beweis. ,—“: Ist das Modell vollstindig, ist fiir jedes A € § auch die Option C'(w) =14
duplizierbar. Daraus ergibt sich der Preis von C fiir jedes Element P* € P durch

(e =E*<1—fr) =E*(]1A)$.

Daher gilt stets die Gleichung
P*(A) =TII(C)(1 + 1),

welche P* vollsténdig festlegt.
,<“ Wenn P nur aus dem Element P* besteht und C eine Option ist, dann liefert der
3.5.0.3] Satz, daft die Menge der Preise dieser Option durch die Menge

C

1+r

@;EH(C):{E*( )m»* eP,E*(lc

) < oo} beschrieben wird.
+7

Da die Menge P nur ein Element hat, folgt daraus, dak E*(C') < oo, sowie dafs
I(C)

einelementig ist. Nach der [3.5.0.10] Folgerung ist C' duplizierbar. &
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4 Mehrperiodenmodelle zur
Wertpapierbewertung

4.0.0.1 Definition: Fs sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q,§,P) und eine geordnete
und endliche Indexmenge T gegeben.

o Unter einer Filtrierung von Q) versteht man eine Familie von o-Algebren {F; }ieT,
fir die
/N Tic i git.
i=0,...,|T]-1
e Fine Familie von Zufallsvariablen {X;}ier, so daf
Xi : (Q,S",]P)) - (E7 6)

mit Werten in einem mefSbaren Raum (E,€) sind, heiffit stochastischer Prozejfs.
Bezeichnet wird er mit (X;);er oder X.

4.0.0.2 Definition (Mehrperiodenmodell): Fin d-dimensionales mehrperiodisches
Finanzmarktmodell

M = ((Q,%, (gt)tETaIP))v (St)teT)

besteht aus
e cinem Wahrscheinlichkeitsraum (2,5, P)
e ciner Menge von Handelszeitpunkten T ={0,..., N}
e ciner Filtrierung (§¢)wer von (Q,5§)

e und einem stochastischen Prozefs
(St)eer : (.3, P) - REGH
bei dem Sy stets §i-mefibar ist.

4.0.0.3 Bemerkung: Der o.g. stochastische Prozef kann in seine Komponenten zerlegt
werden:

(St)ter = (P, oy S e
Der Vektor der Preise zum Zeitpunkt ¢ ist dann

St = (57, 87).

4.0.0.4 Generalvoraussetzung: Es sei
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4 Mehrperiodenmodelle zur Wertpapierbewertung

e 7 ={0,...,N} eine diskrete Menge von dquidistanten Zeitpunkten.

e §=3n, So=1{2,0}.

e | < oo und P({w}) > 0 fiir alle w € Q.

o (S)ie7 stets positiv, d.h. fiir jedes t aus T sei Sp > 0 P-fast sicher. Dieses Wert-
papier heikt ,risikofreies Wertpapier”, i.d.R. einigt man sich dariiber hinaus auf die

Konvention S{ = 1. Wenn der risikofreie Zins innerhalb einer Periode r ist, dann
ist das risikofreie Wertpapier zum Zeitpunkt ¢ genau SY = (1 + ) wert.

4.0.0.5 Definition: e FEin stochastischer Prozefs (& )i heifit adaptiert an {F;}ieT,
wenn

N\ & Ti-mefbar ist.
€T

e Ein Prozef (§ )i heifit vorhersehbarer Prozef, wenn

N & o — mepbar ist und

i=0,...,d
A A 5% Si-1 — mefbar ist.
i=0,...,d t>1

4.0.0.6 Bemerkung: Der reziproke Wert des risikofreien Papiers

1
_S?

ist der Diskontierungsfaktor, welcher den anfinglichen Zeitwert eines Euro darstellt: die-
ser Betrag muss zum Zeitpunkt 0 in das risikofreie Wertpapier 5’? investiert werden,
um zum Zeitpunkt ¢ einen Euro zur Verfiigung zu haben. Die Papiere S}, ..., S¢ heifien
riskante Anlagen.

B

4.0.0.7 Definition: (S);7 wird als Numéraire bezeichnet. Diese Anlage steht in der
Regel fiir eine sichere Investition, deren Figenschaften (s. Generalvoraussetzung) es er-
lauben, sie durch Einfihrung des Vektors

St

SY7

welcher relativer Wertpapierprozefl genannt wird, als Bezugsgrofie der anderen Wert-
papiere (SF)ier 2u nutzen.

(gt)tET7 gtk =

4.1 Selbstfinanzierende Handelsstrategien

4.1.0.1 Definition (Handelsstrategie): Unter einer Handelsstrategie versteht man
einen R4 wertigen, vorhersehbaren stochastischen Prozefs

(gt)teT-

Sie wird selbstfinanzierend genannt, wenn stets

&St =E1 - Sy gill.
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4.1 Selbstfinanzierende Handelsstrategien

4.1.0.2 Bemerkung: Die Selbstfinanzierbarkeit bedeutet, dak an jedem Zeitpunkt t,
an dem das Portfolio umgeschichtet wird, kein Wertverlust (genauer: keine Werténde-
rung) stattfindet (z.B. in Form von Transaktionskosten, Entnahmen aus - /Zugaben zum
Portfolio 0.A.). Die Vorhersehbarkeit bedeutet, daf die Positionen ¢ in den einzelnen
Wertpapieren zum Zeitpunkt ¢ bereits zum Zeitpunkt ¢ — 1 entschieden und bis zum
Zeitpunkt t gehalten werden.

4.1.0.3 Definition (Portfoliowert): Der Wert Vi(¢) des Portfolios zum Zeitpunkt t
ist durch das Skalarprodukt

d
Vi() = Y6 - i gegeben.
i=0
Dessen auf den Zeitpunkt 0 diskontierter Wert ist
V(&) = Be(&-S1) =& S,
wobei [ = % und S = (l,ﬁtStl, ...,BtSf) den Vektor der diskontierten Preise darstellt.

4.1.0.4 Bemerkung: Die Aussage

&+ St = &415

ist gleichbedeutend mit
€t+1(5t+1 - St) =&1415t41 — &St

bzw. mit der Gleichung
Vir1(€) = Vi(§) = &1 (Sea1 = St).

Zum Zeitpunkt ¢ + 1 hat das Portfolio den Wert &,15¢1 und &41.5t41 — &41.5; ist der
Nettogewinn, welcher durch die Preisentwicklung zwischen den Zeitpunkten ¢ und ¢+ 1
entstanden ist. Das heift: Wertdnderungen bei selbstfinanzierenden Handelsstrategien
geschehen lediglich aufgrund von Preisdnderungen der Wertpapiere.

4.1.0.5 Hilfssatz: Fir eine Handelsstrategie & sind folgende Aussagen gleichwertig:
1. & ist selbstfinanzierend.

2. Fir jeden Zeitpunkt t € {1,...,N} ist
¢
Vi(©) = Vo(€) + 2 & - AS.
j=1

Hierbei stehe AS; fiir die (vektorielle) Differenz S; — Sj_1.

3. Fir jeden Zeitpunkt t € {1,...,N} gilt die diskontierte Variante von (2), d.h.
~ t ~
Vi(€) =Vo(&) + 2. & ASj,
j=1

wobes Ag’j = 5'; - gj—l = BjSj = Bj-15j-1-
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4 Mehrperiodenmodelle zur Wertpapierbewertung

Beweis. Die Gleichwertigkeit der ersten beiden Aussagen ergibt sich unmittelbar aus der

4.1.0.4] Bemerkung.
Die Gleichwertigkeit der ersten und dritten Aussage ergibt sich, da

&St = E4151 < €51 = &415; gilt.
<

4.1.0.6 Satz: Fiir jeden vorhersehbaren Prozef ((&},...,&%))er, sowie jede Fo-mefbare
Zufallsvariable Vo, gibt es genau einen vorhersehbaren Prozef (€2)ier, dergestalt, dafi die
Strategie & = (£9,...,€) selbstfinanzierend ist und den Startwert Vi hat.

Beweis. Die Bedingung der Selbstfinanzierung kann nach 4.1.0.5] so formuliert werden:
Vi(©) =& + &5+ +€/S]
t
=Vo+ 2 (§AS] +--+EIASH
j=1

Diese Gleichung definiert (rekursiv) (&) fiir ¢ € 7. Die Vorhersehbarkeit ergibt sich durch
die Umformung

t—1
=1+ Z‘i(g;As; + o+ EIASY)
J:

+ (ftl(—gtl—l) Tt ftd(—gg—l)L

da die Terme allesamt §;_1-mefbar sind. o

4.2 Zuldssige Handelsstrategien

Fiir eine Handelsstrategie gilt moglicherweise £! < 0. In diesem Fall sagt man, man sei in
der entsprechenden Position Si short (s. 1. Kapitel) gegangen, d.h. man hat sich zur Zeit
t genau 52 mal das Wertpapier S?, das dann den Wert Sf hat, geliehen. Mit der folgenden
Definition verlangt man, dafs der Wert des Portfolios in toto stets positiv bleibt.

4.2.0.1 Definition: Eine Handelsstrategie (&) heifit zuldssig, wenn sie selbstfinanzie-
rend ist und Vi(€) >0 fir jedes t € {1,..., N} gilt.

Dies schréinkt die Leihmdglichkeiten (d.h. die Finanzierung des Portfolios auf Kre-
ditbasis) deutlich ein.

4.2.0.2 Definition: Eine Arbitragestrategie ist eine zuldssige Handelsstrategie £, de-
ren Startwert bei 0 liegt und deren Endwert V(&) nicht 0 ist.

4.3 Martingale und Arbitragegelegenheiten

4.3.0.1 Definition: Fin adaptierter Prozef (M) reellwertiger Zufallsvariablen ist ein
e Martingal, wenn E(M1|§:) = My fiir jedes t < N —1 gilt.
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4.3 Martingale und Arbitragegelegenheiten

e Supermartingal, wenn E(M;.1|§;) < M, fir jedes t <N -1 gilt.
e Submartingal, wenn E(M;1|§;) > My fir jedes t < N -1 gilt.

Diese Definition ldsst sich auf den mehrdimensionalen Fall ausweiten, indem man
die obigen (Un-)gleichungen fiir die einzelnen Komponenten fordert. Im Zusammenhang
mit finanzmathematischen Uberlegungen bedeutet die Tatsache, daf fiir ein Wertpapier
S? die Preisentwicklung (S} )s7 ein Martingal ist lediglich, daf zum Zeitpunkt ¢ der zum
Zeitpunkt ¢ + 1 erwartete Preis SZ .1 dem zum Zeitpunkt ¢ giiltigen Preis S! entspricht.
Leicht ableiten lassen sich nun folgende Aussagen:

1. (My)seT ist genau dann ein Martingal, wenn fiir jedes 0 < j < N —t auch

E(Mt+j|;§t) = Mt gllt

2. Ist (My)ier ein Martingal, so gilt fir jedwedes t € T: E(M;) = E(My).
3. Die Summe zweier Martingale ist wieder ein Martingal.
4. Die Aussage unter 3. gilt auch fiir Super- und Submartingale.

4.3.0.2 Hilfssatz: Es sei ein Martingal (M) und eine in bezug auf eine Filtrierung
(8¢)teT vorhersehbare Folge (Hy)ieT von Zufallsvariablen gegeben. Bezeichne AM; = My —
M1, dann ist die durch die Rekursionsbedingungen

Xo = HoMy
Xt = H()MO + HlAMl + -+ HtAMt

definierte Folge (X)) won Zufallsvariablen in bezug auf die Filtrierung (§i)wr €in
Martingal.

4.3.0.3 Bemerkung: (X;) 1 heit Martingaltransformierte von (M) durch (Hy) et
Konsequenz dieses Hilfssatzes ist, dak der Erwartungswert eines Portfolios mit einer
selbstfinanzierenden Handelsstrategie dem urspriinglichen Wert des Portfolios entspricht,
wenn die diskontierten Wertentwicklungsprozesse (S?);er Martingale sind.

Beweis. (Xt)ier ist konstruktionsbedingt eine adaptierte Folge. Aukerdem gilt fiir ¢ > 0:

IE:(‘Xt+1 - Xt‘gt) = IE’(I_~’Tt+1(]\4t+1 - Mt)‘st)
= Hy E(Miy1 — MylF;) da Hyyq §p-mefbar ist
=0.

Daher gilt die Martingaleigenschaft

E(Xt+1|13"t) = E(Xt|3t) = Xi.
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4 Mehrperiodenmodelle zur Wertpapierbewertung

4.3.0.4 Hilfssatz: Eine adaptierte Folge (M)t reellwertiger Zufallsvariablen ist genau
dann ein Martingal, wenn

N
E (Z HtAMt) = 0
t=1
fiir jede vorhersehbare Folge (Hy)ieT ist.

Beweis. Ist (My)wer ein Martingal, dann ist die Folge, welche durch die Rekursionsglei-
chungen

X0=0
¢

X; = ZHZ-AMZ- gegeben ist,
i=1

fiir jeden vorhersehbaren Prozel (H;)ir ebenfalls ein Martingal. Daher ist E(Xy) =
E(X) = 0.

Andersherum ist, wenn fiir ¢t € {1,...,N — 1} die Folge (H¢)ie7 durch H; = 0 fiir
i#t+1und H; =14 fiir i = t+1 und ein beliebiges A € §; gewéhlt wird, die Folge (Hy )7
vorhersehbar. Andererseits ist

N
E (Z HiAMi) =E(La(My1—My)) =0.
i=1
Da dies fiir alle A € §; gilt, gilt stets

E(Mt+1‘gt) = M,

was die Martingaleigenschaft von (My)7 belegt. o

4.4 Arbitragefreie Finanzmarkte

4.4.0.1 Satz (1. Hauptsatz der Wertpapierbewertung): Der Markt ist genau dann arbi-
tragefrei, wenn es zumindest ein zu P dquivalentes Mafl P* dergestalt gibt, daf beziiglich
dieses Mafles die Prozesse der diskontierten Wertentwicklung der einzelnen Wertpapiere
Martingale sind.

Beweis. ,,«<“: Wenn ein Mafs P* die o.g. Eigenschaften hat, erhilt man fiir eine selbstfi-
nanzierende Handelsstrategie & aufgrund des|4.1.0.5| Satzes die folgende Wertentwicklung
des Portfolios:

~ ~ t ~
Vi(€) = Vo(€) + Z;fjASj-
=

Nach dem [4.3.0.2 Satz ist (V;(€))se7 dann ein Martingal bzgl. des Mafes P*. Daher hat
das Portfolio unter diesem Mafs stets dieselbe Erwartung:

E* (Vi (€)) = E*(Vo(€)).

Ist die Handelsstrategie zuldssig und der Ausgangswert des Portfolios 0, dann ist auch
E*(Vn(§)) = 0 und Vn(§) > 0 aufgrund der Zulassigkeit der Handelsstrategie. Wegen
P*({w}) > 0 fiir w € Q ist jedoch V(&) = 0.
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4.4 Arbitragefreie Finanzmdérkte

,—" Die andere Richtung ist ungleich schwerer zu zeigen. Es sei die Menge I" durch
I'={X:Q - Ry|X Zufallsvariable mit P(X > 0) > 0} gegeben.

Dies ist eine konvexe Teilmenge im Vektorraum der reellwertigen Zufallsvariablen. Der
Markt ist genau dann arbitragefrei, wenn fiir jede zuldssige Handelsstrategie mit Aus-
gangswert 0, d.h. Vp(€) = 0 folgt, dak die reellwertige Zufallsvariable Vi (€) nicht in T
enthalten ist: V(&) ¢ T

Fiir eine vorhersehbare Handelsstrategie (£}, ...,&5) setze

o~ t —~ —~
Co(€) = Y (EIAT! + ..+ €IATY),
j=1

welches den Prozef (G4 (€))er der angehiuften Gewinne darstellt, welcher durch die Han-
delsstrategie (&}, ...,£3) verwirklicht wird. Nach dem . Satz kann sie auf eindeutige
Weise zu einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie ((£,...,£0))ser mit Ausgangswert
0 erweitert werden. ét(f ) ist dann deren diskontierter Prozef zur Zeit ¢ und - wegen der
Arbitragefreiheit - folgt aus der Eigenschaft Gy(€) > 0 fiir jedes t = 1,..., N, daf G (£) =0
gilt. Der nun folgende Hilfssatz belegt, dak G (€) selbst dann nicht in T' enthalten ist,
wenn in den Zeiten zwischen 0 und N der ProzeR G;(¢) negativ ist.

4.4.0.2 Hilfssatz: Ist ein Markt arbitragefrei, dann gentigt jeder vorhersehbare Prozefl
(€', ...,€%) der Bedingung
Gn(§)¢T.

Beweis. Durch Widerspruch. Nimmt man an, es gelte Gy (&) € T'. Ist fiir jedwedes
t e {l,..,N} auch G¢(£) > 0, so ist der Markt nicht arbitragefrei. Ist darunter eine
Zufallsvariable, z.B. G;(§), welche negative Werte annimmt, so setze

t:=sup{i | P(G;(€£) <0) > 0}.

Der Definition von ¢ zufolge ist ¢t < IV -1 sowie P(G4(€) < 0) >0 und fiir jedes i > ¢ gilt
G;i(§) > 0. Es ldsst sich nun ein weiterer Prozefs konstruieren, ndmlich:

0 wenn j <t
1a(w)éj(w) wenn j>t

¥j(w) = {
Hierbei sei A das Ereignis {G(€) < 0}. Wegen der Vorhersehbarkeit von & und weil A

Si-mefbar ist, ist ¢ auch vorhersehbar. Auferdem gilt

0 wenn j <t

Gj(y) = { 14(Gj(€) - Gi(£)) wenn j > t.

Daher ist G;(¢) > 0 fiir jedes j € {1,..., N} und Gn (1) > 0 auf A. Dies widerspricht der
angenommenen Arbitragefreiheit des Markts und zeigt die Aussage. o

Es sei
V = {Gn(&) | € vorhersehbarer Prozef}.
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4 Mehrperiodenmodelle zur Wertpapierbewertung

Dies ist ein Unterraum von R?, der Menge der Zufallsvariablen 2 — R. Nach dem Hilfs-
satz Nr. ist die Schnittmenge von V mit I' leer. Somit sind die konvexe Menge I'
und der Unterraum V disjunkt. V ist somit ebenfalls zur Menge K = {X e T'| ¥, X (w) =
1}, welche nicht nur konvex, sondern auch kompakt und in I" enthalten ist, disjunkt. Der

Satz [4.3.0.4| besagt dann, daf es (A(w))yeq mit
Y A(w) X (w) >0 fiir jedes X € K (4.1)

> Mw)Gn(€)(w) = 0 fiir jedes vorhersehbare ¢ gibt. (4.2)

Aus folgt, dak fiir jedes w € Q A(w) > 0 gelten mufs. Daher ist das durch

Aw)
Zw’eﬂ )‘(wl)
definierte Wahrscheinlichkeitsmafs P* zu P dquivalent.

Auferdem bedeutet [4.2] daf fiir jedweden vorhersehbaren ProzeR (&) mit Werten
in R? die unter P* gegebene Erwartung verschwindet:

P*({w}) =

N
E* [ 3 ¢A5; ] =o0.
j=1
Fiir jedes i € {1,...,d} und jede vorhersehbare Folge (£!) in R ist dann
N . o~
E*| ) &AS; | =o0.
j=1
Wegen Satz {4.3.0.4] sind dann die diskontierten Prozesse (S}), ..., (S%) Martingale. o

4.5 Vollstandigkeit und der 2. Hauptsatz der
Wertpapierbewertung

Européische Optionen sind bereits aus Abschnitt bekannt. Der Wert einer Kaufop-
tion auf das erste Wertpapier zum Ausiibungspreis K zum Zeitpunkt N ist

h = (511\7 - K)+7
wahrend der Wert einer Verkaufsoption zu dieser Zeit bei gleichem Ausiibungspreis bei
h=(K-SN)" liegt.

Somit héngt der Preis dieser Optionen lediglich von der Lage zum Zeitpunkt N ab. Bei
anderen Optionen gibt es Konstellationen, bei denen der Wert h zum Ausiibungszeit-
punkt auch von den Werten des Wertpapiers an bestimmten Zeitpunkten wihrend der
Laufzeit der Option abhéingt, wie z.B. bei den sog. astatischen Optionen, bei denen
der durchschnittliche Wert des Papiers im Preis beriicksichtigt wird.
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4.5 Volistédndigkeit und der 2. Hauptsatz der Wertpapierbewertung

4.5.0.1 Definition: Fine Option mit Austibungszeitpunkt N, welche durch die Zufallsva-
riable h dargestellt wird, heifit simulierbar, duplizierbar oder erreichbar/darstellbar,
wenn es eine zuldssige Strategie £ gibt, deren Wert zum Zeitpunkt N dem Wert von h
entspricht.

4.5.0.2 Bemerkung: In einem arbitragefreien Markt ist die Duplizierbarkeit einer Op-
tion h gleichbedeutend mit dem Vorhandensein einer selbstfinanzierenden Handelsstra-
tegie, deren Wert zum Endzeitpunkt N dem Wert von h entspricht. Denn: ist & eine
selbstfinanzierende Handelsstrategie und P* ein zu P dquivalentes Maf derart, dafs unter
diesem Mak die diskontierten Wertprozesse Martingale sind, dann ist - unter dem Maf
P* - V;(€) ein Martingal. Daher gilt auch

V(&) =E* (VN (§)I3:) 20,

wenn Vy(€) > 0.

4.5.0.3 Definition: Ein Markt heifit vollstdndig, wenn jede Option mit Ausiibungszeit-
punkt N duplizierbar ist.

4.5.0.4 Bemerkung: Anders als bei der Arbitragefreiheit ist das Konzept der Vollstén-
digkeit nicht ad hoc einleuchtend. Der Sinn dabei besteht darin, daf in diesen Mérkten
die Preisbestimmung von Optionen besonders einfach ist, da ihre Replikation exakt (d.h.
nicht lediglich approximativ) gelingt (Vollstandigkeit des Markts).

4.5.0.5 Satz (2. Hauptsatz der Wertpapierbewertung): Fin arbitragefreier Markt ist ge-
nau dann vollstindig, wenn es genau ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf§ P*
gibt, beziiglich dessen die diskontierten Preisprozesse der Wertpapiere Martingale darstel-
len.

4.5.0.6 Bemerkung: Es wird sich herausstellen, daff P* das Werkzeug zur Bestimmung
von Optionspreisen ist.

Beweis. ,,— Ist der Markt vollstindig, ist jede positive, §y-mefibare Zufallsvariable h
durch Vi (&) mit einer geeignet gewihlten selbstfinanzierenden Handelsstrategie £ dar-
stellbar. Weil sie selbstfinanzierend ist, hat man

h ~ N ~
S_O =Vn(&) =Wo(§) + ijASj-
N j=1

Sind P; und Py zwei Wahrscheinlichkeitsmafe, beziiglich derer die Preisentwicklungs-
prozesse der Wertpapiere Martingale sind, dann ist (V;(&) )t sowohl hinsichtlich P; als
auch hinsichtlich Py ein Martingal. Daraus ergibt sich fiir ¢ = 1,2

Ei(Vn(€)) = E(Vo(£)) = Vo (§).

Die letzte Gleichung ergibt sich aus der Tatsache, daf Fg = {@,Q} ist. Daher hat man
h h
(5p) = ()
S S
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4 Mehrperiodenmodelle zur Wertpapierbewertung

und da h beliebig wihlbar war, ist P; = Ps auf der o-Algebra §y = §.

,< Ist der Markt zwar arbitragefrei, aber nicht vollsténdig, so gibt es eine Zu-
fallsvariable h > 0, die nicht replizierbar ist. Bezeichnet V den Raum der Zufallsvariablen
der Gestalt

N
U() + Z &Ast
t=1

mit einer Fo-mefbaren Zufallsvariable Uy und einem vorhersehbaren R%-wertigen Prozef
(&}, .., €D)ier. Aus Satz und Bemerkung geht hervor, dafs die Zufallsva-
riable h/S% nicht in V enthalten ist. Daher ist V ein echter Unterraum des Raums aller
reellwertigen Zufallsvariablen R, Ist P* ein zu P &quivalentes Wahrscheinlichkeitsmag,
bzgl. dessen die diskontierten Preisentwicklungsprozesse der Wertpapiere Martingale sind
und versieht man den Raum R mit dem Skalarprodukt (X,Y) — E*(XY), dann gibt
es eine nicht-verschwindende Zufallsvariable X, welche zu V orthogonal ist. Setzt man
dann

X(w)
2| XTloo

P () = (10 5 )P )

mit der gewohnlichen Supremumsnorm ||X||co = sup,eq | X (w)|. Somit wird auf Q ein wei-
teres zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafs, welches von P* verschieden ist (beachte:
einerseits ist E*(X) = 0, andererseits ist somit sowohl die Summe

> P ({w}) =1

we

als auch ¥
(1+ ﬂ) >0,
2[| X{foo

weshalb P**({w}) > 0 ist und somit auch P**({w}) > 1 ausgeschlossen wird), definiert.
Des Weiteren gilt fiir jeden vorhersehbaren ProzeR ((&},...,60))ser

N ~
E*~ (thASt) =0.
t=1

Aufgrund des [4.3.0.4] Hilfssatzes ist dann (S;)ser ein P**-Martingal. &
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5 Das Binomialmodell

Mit
SO=(1+r) firteT, r>-1
sei eine risikolose Anlage gegeben. Auferdem stelle
St=5
eine riskante Anlage mit Rendite
thme{a,b} mit —1<a<b dar.
Si-1

Das heifst
St = (1 + a)St_l oder St = (1 + b)St_l.

Der Ereignisraum ist durch
Q={-1,+1}T gegeben.

Es gilt
t
Si=50 [T(L+Ry)
k=1
und der diskontierte Preisprozef ist
St ¢ 1+ Rk
Xii=—=35 .
¢ S9 0 ,1:[1 1+7r

Die zugehdrigen o-Algebren sind
Se=0(51,..,5t) =0(X1,...., Xp) fiir 1<t<N-1

bzw.
S0 =1{2,Q} sowie Fn = P(N).
Wenn fiir w € € stets

A P({w}) >0

we)

gilt, spricht man von einem Binomialmodell bzw. einem Coz-Ross-Rubinstein-
Modell.

5.0.0.1 Satz: Das Binomialmodell ist genau dann arbitragefrei, wenn a <r < b gilt. Fs ist
dann vollstandig und es gibt ein eindeutig bestimmtes, zu P dquivalentes risikoneutrales
Map P*, welches dadurch charakterisieret ist, dafi die Zufallsvariablen Ri,..., Ry unter
P* unabhdngig mit gemeinsamer Verteilung

P*(Rt:b):p*:g CirteT

sind.
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5 Das Binomialmodell

Beweis. Q ist genau dann ein risikoneutrales zu P dquivalentes Maf auf (€2, §), wenn der
diskontierte Preisprozef (Xi):7 ein Q-Martingal ist, wobei

1"'Rt+1
1+7r

Xt = Eg(Xt41]8:) = XiEo( |§:) Q - fast sicher fiir t € T.

Dies ist gleichbedeutend mit der Bedingung

r=Eg(Ri+1/8:) = bQ(Res1 = b[F) + a- (1 - Q(Rysq1 = b[Ft)), das heit

b-—

<
S

Q(Rt+1 = b|{§t) =p*=

S

Da
Q(R+1 = blF:) € (0,1)gelten muss, ist notwendigerweise r € (a,b).

Aufserdem ist nach Konstruktion des Modells Ry von §; unabhéngig, weshalb

r—a
Q(Ri+1=b) = b gilt.
- a
3
5.1 Explizite Berechnungen

5.1.0.1 Satz: Fiir N €N sei N

Zn=>Y"
k=1

die Summe identisch wverteilter unabhdngiger Zufallsvariablen YlN,...,YK,V und fir ein
Ky eR gelte

N VY| < Ky fir Ky — 0 (N — o).

k<N

Auflerdem gelte
N
iy = S E(GY) —> e R (N —> oo)
k=1

sowie N
o3 =Var(Zy) = > Var(YY) — 0% (N — o0).
k=1

Dann konvergiert die Folge (Zn)nen schwach gegen eine standardnormalverteilte Zufalls-
variable Z ~ N'(p,02).

Beweis. (Zn)nen konvergiert genau dann schwach gegen Z, wenn dessen Laplacetrans-
formierte Ay (t) := E(e!?N) fiir jedes t > 0 gegen A(t) := E(e'?) konvergiert. Nun ist

N N N N N N
An(t) = E(eZim Vs )=E(Hetyi )=1_—{1E(etyi ) = (A (2))Y mit

) tk(Y;N)k

An(t) = E(™) = E(Y =2 = 1+ tE(YY) + ﬁ1[-1:,((1@N)2) + ..
o k! 2
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5.1 Explizite Berechnungen

Die Komponenten der Reihenentwicklung berechnet man einzeln:

1 N
E(YN) = —E(Zy) = ==
(¥17) = LE@n) =~

0'2 2 02
E((Y)?) = Var(v{) + (E())? = o, (MWN) - 0(% .

Analog erhélt man
TR

Die Entwicklung von Ay (t) sieht dann folgendermafen aus:

E((Y)")] < (Kn)*

tuy + & 3
)\N(t):1+MN—2 U_N))

20_]2\7 1 3
2T 0(5) +O(KN( R

PN
N

N tMN+§J]2V+pN Y
O ()™ = |1+ 2222 .

Nun ist

pN — O(N — o0)
ony —> 0(N — )

pn — p(N — o0)

Somit ergibt sich fiir Ay (¢) die Konvergenz:

2
On)N — 27" S B(et?) fir Z ~ N(u, o2).
<&

Ist mit N > 0 der Ausiibungszeitpunkt einer Option gegeben, so wird das Intervall
[0, N] fiir n € N mit A, = % in n gleich grofse Teile eingeteilt. Der (stetige) risikofreie
Zins betrage

|

und die Wertentwicklung der riskanten Anlage S werde durch

(n)

S
-+ E) :{
Si—l

e"AntoVAn it einem festen Parameter o,
e"An"0VAn  gehr vereinfachend ,Volatilitit* genannt,

beschrieben. Der Preis dieser Anlage zu Beginn ist Sy = S(()n) und die Wertentwicklung

bis zum Zeitpunkt N ist st = 5, [T, (1+ Rl(n)). Dessen logarithmische Rendite im i.

Teilintervall ist n)

S’
ZM = 1nZi~ — In(1+ R™)
S(”)

1

1—
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5 Das Binomialmodell

und die Moglichkeiten der Wertentwicklung
rApn—ovVAn

a=a,=¢€

b _ b _ eTAnJrO'\/An
=0p =

liefern fiir n € N ein risikoneutrales Maf P*, welches durch die Wahrscheinlichkeiten

. T-a 1-e7VAn

Pn = b-a - eoVAn _ g=0VAp
* *
dn = 1 ~Pn

5.1.0.2 Hilfssatz: FEs gilt:

. 1 o
Py = 5 - Z\/ An + O(An)
Beweis. Taylorentwicklung nach A,,. &

5.1.0.3 Hilfssatz: Unter P, ist
2
o
Eps (Z2) = (7“ - 7) A, + O(AY?)
Varp: (Z(™) = 62 A, + O(AY?)
Beweis. Taylorentwicklung und der [5.1.0.2] Hilfssatz. &

5.1.0.4 Satz: Fiir n — oo konvergiert ln(ST(Ln)) unter P, schwach gegen eine normal-

verteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert (r - %2) N +1n(So) und Varianz o*N.

Beweis. B 1.0l Satz zusammen mit dem B.1.0.21 und B 1.0.3l Hilfssatz. o
5.1.0.5 Hilfssatz: Fiir n — oo konvergiert der Preis einer europdischen Call-Option
gegen
2
e ™VE ((e”N - K)*Y), wobei Zy ~ N ((7’ - %)N +1n(Sp), 02]\7)
Beweis.

(n)
Cr(?)’b - e—rNE ((eln(Sn ) _ K)+)

Eine direkte Anwendung des [5.1.0.1] Satzes ist nicht méglich, da die Zufallsvariable Zy
ggf. nicht beschrinkt ist. Daher wird die Put-Call-Paritat (s.[2.3.4.7| Satz) genutzt:

Pr = e ™NE((K - mEDYY) N gy B((K - e2V))

2
eZn EN(ln(So) +(r- %)N, 0'2N)
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5.1 Explizite Berechnungen

und
S(()n) =Sy=¢"E (eZN) .
Geméf der Put-Call-Paritat erhdlt man
Cr=Sy-Ke™ + P — Sy - Ke™ + Py (n — o0) und
Py+Sy-e ™K =e™(E((K -e)") +e™ Sy - K)
= eerlE((K—eZN)+ +e4N —K)
=e™VE ((eZN -K)")

<&
5.1.0.6 Satz (Preis einer européischen Kaufoption nach Black-Scholes): Gegeben sei eine
Folge von Binomialmodellen mit
1 +b _ eTAn+O' An
=

)

rAp—ovV A,
l+a,=¢e"" ",

und einem festen Zinssatz r. Dann konvergiert der Preis einer Call-Option zu

Co=So®(d,) - Ke ™ ®(d_)

mit
_In(So/K) + (r+02[2)N
dv = /N und
d_=d,-oVN = In(So/K) + (r-a?*/2)N

o/ N

Beweis. Nach dem [5.1.0.5| Hilfssatz ist zu zeigen, dafs
Co=e™VE((e”V - K)*) gilt.

Es sei
erN 0.2
o= ———=und pu=In(Sy)+|r- —|N
2mo2N 2
sowie
o= U\/N.
Dann ist

(z=p)?

G_T'NE((eZN—K)+):a-A(eI—K) e 222 dx

I € o (z-w)?
=af e’e 252 dw—K-a/ e 22 dx
In(K) In(K)

1. I1.
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5 Das Binomialmodell

Der Intergrand von [. ist

o (m—,u,)2 _ —232w+w2—2ua:+u2
e 252 =g 252
_ =72 2+ (P (7))
=e 252

02 2
_ (@=(In(Sp)+(r+55-)N))
=€ 202N

+In(Sp)+rN

Und somit erhélt man fiir das Intergral

2
 (@=(In(Sp)+(r+ % )N))?
202N dl‘

I _Lfoo e
" V2102N Jin(K)

=Sy-P(Z > In(K))

. .P(Z - ln(SOz,—J_V(T +FIN _d+)
=S+ (1-®(-ds))

= So- ®(d,).

mit einer standardnormalverteilten Zufallsvariable Z mit Erwartungswert

In(So) + (r+ %2)N

und Varianz
o?N.
Das Integral I1. berechnet man analog. &

5.1.0.7 Bemerkung: Dies ist ein zentrales Ergebnis, welches Black und Scholes aus ih-
rer Theorie fiir zeitstetige Modelle erhalten haben. Fiir diese Theorie wurde 1997 der
Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften verliehen. Wie auch hier zeigt sie, dass sich
durch stetes Umschichten (im Gegensatz zum besprochenen Modell allerdings nicht nur
zu endlich vielen Zeitpunkten, sondern zu unendlich vielen - daher zeitstetiges Modell
genannt) zwischen einer risikofreien Anlage B, deren Zeitwert sich durch eine exponen-
tielle Verzinsung

Bi=By-e'"

beschreiben lésst und einer risikobehafteten Anlage S, welche durch eine geometrische
Brownsche Bewegung

S, = Sy - e(r30") o Ws
dargestellt wird (W} steht fiir einen Wiener Prozef), eine Option replizieren ldsst, sofern

einige (starke!) Voraussetzungen an den modellierten Markt gegeben sind.
Eine dieser Voraussetzungen ist, dass der Markt arbitragefrei ist.
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5.1 Explizite Berechnungen

5.1.0.8 Folgerung: Der Preis eines Put ist gegeben durch

abed
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5 Das Binomialmodell

Einsatz von Derivaten in der Welt:

5.1.0.9 Beispiel (Codere, s. [Thel8|): Codere ist eine spanische Spielefirma, die 2018
nicht im Stande war, ihr geschuldetes Geld den Glaubigern zuriickzuzahlen. Thre Anlei-
hen waren auf dem Markt knapp iiber der Hélfte des Nominalwerts dotiert. Die Private-
Equity-Gesellschaft Blackstone bot der Firma 100 Mio. $ an, allerdings hatte die Sache
einen Haken: Blackstone hatte zuvor Kreditderivate (CDS) auf Codere gekauft, welche
19 Mio. $ einbringen wiirden, sollte Codere seine Schulden nicht rechtzeitig zahlen. Co-
dere verzogerte darauthin die Zahlung seiner Kreditzinsen, so dass technisch gesehen ein
LSKreditausfall“ erzeugt wurde. Somit lieh einerseits Blackstone Codere Geld, andererseits
blieb Codere zahlungsfahig und beide waren zufrieden - zu Lasten der Gegenpartei(en)
der Kreditderivate.

Dieses Geschift verblafst im Vergleich zu einer dhnlichen Trickserei Blackstones im
Jahr 2017: Fiir 333 Mio. $ erwarb es Kreditausfallderivate (CDS) auf Hovnanian, eine
amerikanische ,Construction“-Firma. Im Gegenzug fiir eine billige Finanzierung sollte
Hovnanian einen Ausfall der den Derivaten zugrundeliegenden Krediten ausldsen. Da es
Hovnanian besser ging als Codere, wollte es seine Reputation nicht aufs Spiel setzen und
man einigte sich darauf, dass eine Tochtergesellschaft Anleihen Hovnanians erwarb und
dann genau die Anleihen jausfielen” (d.h. ggf. erst verspétet Zinszahlungen erhielten),
welche durch die Tochtergesellschaften gehalten wurden. Hierdurch wurde das Krediter-
eignis der Derivate ausgeldst.

Ein weiteres ,,Problem” bestand darin, dass CDS in der Regel die Differenz des
Marktwerts einer Anleihe zum Nominalwert auszahlen, da diese Differenz als gute Néhe-
rung zur Kiirzung der Auszahlungen im Fall einer Pleite gelten. Nun war es aber so, dass
der Marktwert der Anleihen von Hovnanian nahe am Nominalwert lag. Dies hétte einen
winzigen Auszahlungsbetrag der Derivate zur Folge gehabt. Man ,half“ sich also folgen-
dermafsen: Die neu emittierten Anleihen Hovnanians wurden zu phinomenal giinstigen
Zinssétzen (5 %) und sehr langer Laufzeit (22 Jahre) emittiert, was dazu fiihrte, dass
diese deutlich unter pari auf dem Markt bewertet wurden. Somit war auch der Preis der
Anleihen entsprechend niedrig im Vergleich zum Nominalwert, als das Ausfallereignis der
Derivate provoziert wurde.
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6 Wahrscheinlichkeitstheorie

6.0.0.1 Definition: Es sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q,§,P) und eine geordnete
Indexmenge T gegeben.

e Unter einer Filtration von Q versteht man eine Familie von o-Algebren {F;}ieT,
fir die
/\ Si € Si+1 gult.
i=0,...,|T]-1
e FEine Familie von Zufallsvariablen {X;}ier, so daf
Xi : (Qasv]P)) - (E7 6)

mit Werten in einem meflbaren Raum (E, €) sind, heifit stochastischer Prozejfs.
Bezeichnet wird er mit (X;);er oder X.

o {X;}icr heifit adaptiert an {F;}ier, wenn

N\ Xi §i-mefbar ist.
€T

e FEin stochastischer Prozef (&;)ier heiffit vorhersehbar, wenn

/\ X; §i_1-meflbar ist.
€T
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7 Analysis

7.0.0.1 Satz: Ist C eine abgeschlossene konvexe und nicht-leere Menge in R™, welche
nicht den Ursprung enthdalt, so gibt es eine Linearform & auf dem Raum R" und ein
a>0 so daf

N\ &(x) > a gilt.

zeC

Insbesondere hat die Hyperebene, welche die Nullstellenmenge dieser Linearform definiert,
keinen Schnittpunkt mit C.

Beweis. ...einzufiigen... &

7.0.0.2 Satz (Minkowski): Es seien K eine konveze und kompakte Menge und V' ein Un-
tervektorraum im Vektorraum R™. Wenn V und K disjunkt sind, gibt es eine Linearform
& auf R"™, so daf diese Bedingungen erfillt werden:

1.
N &(z)>0

reK
A £() = 0.
zeV

Beweis. Die Menge

C=K\V={zeR" \/ ,z=y-z} ist konvex, abgeschlossen und
(z,y)eKxV

enthélt nicht den Ursprung 0 € R". Gemé&k dem [7.0.0.1| Satz kann man eine Linearform
& auf R" konstuieren, so da® fiir « > 0 gilt:

N\ &(z) > a.

zeC
Daher ist fiir jedes y € K und z € V'
§(y) —&(2) 2 o (7.1)

Fiir z = 0 erhédlt man £(y) > « fiir jedes y € K. Hélt man y € K fest und wendet die
Ungleichung auf Vielfache Az von z an (fiir beliebige reellwertige \), so erhélt man
£(z) =0. o

o7
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