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Lösung zum vierten Zettel

1 . Aufgabe :

a) Finde alle Lösungen in den nicht-negativen ganzen Zahlen der Gleichung

a2 + 5b2 − 2c2 − 2cd− 3d2 = 0

b) Hat die Gleichung
x2 + y2 + z2 + u2 + v2 = xyzuv − 65

eine Lösung in Z, bei der jede dieser Zahlen gröÿer als 7000 ist?
Hinweis: Man nehme sich eine Lösung und konstruiere eine, die aus gröÿeren Zahlen besteht.

Zur a):
Formen wir um:

a2 + 5b2 = 2c2 + 2cd + 3d2 = 2(c +
d

2
)2 +

5

2
d2.

Das multiplizieren wir mit vier:

4a2 + 20b2 = 2(2c + d)2 + 10d2

und rechnen modulo 5 weiter:

4a2 ≡ 2(2c + d)2(mod 5).

Dabei wird die rechte Seite allein dann ein Quadrat sein, wenn 2c+d ≡ 0(mod 5) gilt, also
wird a durch 5 geteilt.
Andererseits hat man

4a2 − 2(2c + d)2 = 10d2 − 20b2.

Die linke Seite ist durch 25 teilbar, demso die rechte Seite und es gilt d2 ≡ 2b2(mod 5).
Also teilt 5 auch die Zahlen b, c, d und (a/5, b/5, c/5, d/5) wäre eine weitere Lösung. Dies
könnte man ad in�nitum so weiterführen, ohne die ganzen Zahlen zu verlassen, was absurd
ist.
Zu b):
Man �ndet folgende �kleine� Lösung:

12 + 22 + 32 + 42 + 52 = 55 = 120− 65 = 1.2.3.4.5− 65.
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Sind bei einer Lösung (x, y, z, u, v) mindestens 4 dieser Zahlen gröÿer gleich 2, dann baut
man sich eine weitere Lösung in folgender Weise:
Es sei o.B.d.A. x die kleinste der obigen Zahlen, so hat man die Gleichung

x2 + y2 + z2 + u2 + v2 = xyzuv − 65,

welche getrost als Gleichung zweiten Grads in x verstanden werden darf. Deren andere
Lösung ist folglich gegeben durch den Ausdruck yzuv − x, hernach �ndet man die weitere
Lösung (yzuv − x, y, z, u, v) und es gilt yzuv ≥ 8y > x. Dieses läÿt sich wiederum beliebig
oft durchführen. Jedesmal wird ein x (meinetwegen auch ein y, z, u oder v durch eine
bedeutend gröÿere Zahl ersetzt. Also gibt es eine Lösung, bei der alle Zahlen gröÿer als
7000 sind. Eine solche ist gegeben durch

x = 7138, y = 16988437, z = 72151760667066

u = 1041175313471572184867943319

v = 9109630532627114315851511163018235051842553960810405.
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