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Man achte auf eine saubere Darstellung und eine ordentliche Schrift. Bitte keine maschinell er-

stellten Lösungen abgeben.

Aufgabe 1 2 3 4
∑

Punkte

1 . Aufgabe (6 Punkte):
V sei ein endlich-dimensionaler Vektorraum über einem Körper K und f : V → V ein Endomor-
phismus mit f ◦ f = f . Zeigen Sie, daÿ es Unterräume U, W ≤ V gibt, so daÿ

-
V = U ⊕W

- f(U) ⊆ U und f(W ) ⊆W

- f |U : U → U ist die Identität auf U .

- f |W : W →W ist die Nullabbildung.

2 . Aufgabe (6 Punkte):
Es seien E,F zwei K−Vektorräume endlicher Dimension und f ∈ Hom(E,F ), g ∈ Hom(F,E)
gegeben und es gelte:

g ◦ f ◦ g = g sowie f ◦ g ◦ f = f

a) Man zeige:
E = Bild(g)⊕Kern(f)

b) Man vergleiche den Rang von f und g.
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3 . Aufgabe (6 Punkte):
Es seien ein K−Vektorraum E der Dimension n und zwei Endomorphismen f, g ∈ End(E) gege-
ben.
Zeigen Sie:

Rang(f ◦ g) ≥ Rang(f) + Rang(g)− n.

4 . Aufgabe (6 Punkte):
Es seien ein K−Vektorraum E der Dimension n und ein Endomorphismus f ∈ End(E) gegeben.

a) Es sei für i ∈ N die Abbildung f i durch i−maliges Hintereinanderausführen von f de�niert:

f i := f ◦ · · · ◦ f

Man setze
Bildi := f i(E) und Kerni := Kern(f i),

und zeige für jedes i ∈ N:

Bildi ≥ Bildi+1 und Kerni ≤ Kerni+1,

wobei � ≤� in der obigen Zeile bedeute, daÿ es sich um Teilräume handelt. Desweiteren gibt
es ein m ∈ N mit der Eigenschaft, daÿ für i ≥ m stets

Bildi = Bildm und Kerni = Kernm

gilt. Für solche i ist E die direkte Summe

E = Bildi ⊕Kerni.
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