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Im Folgenden bezeichnen p und g Primzahlen.

1 Die maximale p-Erweiterung eines endlichen globalen
Korpers

Nachdem im letzten Vortrag die maximale p-Erweiterung eines endlichen lokalen Kérpers
untersucht und eine explizite Darstellung durch Erzeuger und eine Relation der zu-
gehorigen Galoisgruppe gewonnen wurde, méchten wir dieses Wissen nutzen, um die
Galoisgruppe Gg der maximalen, aulerhalb einer Primstellenmenge S unverzweigten,
p-Erweiterung eines endlichen globalen Korpers k zu beschreiben.

Sei also k ein endlicher globaler Korper (d.h. eine endliche Erweiterung von Q oder
[F,(X)) und betrachte zunéchst die maximale p-Erweiterung k von k. Bezeichne mit G die
zugehorige Galoisgruppe Gal(l;: /k). Fiir jede Primstelle p kann man die Vervollsténdigung
kp von k beziiglich p bilden, sowie die maximale p-Erweiterung l}:p von ky, betrachten.
Die zugehorige Galoisgruppe Gal(l%p /ky) sei mit Gy bezeichnet.

Jede Einbettung 1, : k< l%p liefert eine Injektion ¢p: Gy — G, die jedem Automor-
phismus aus l;:p seine Einschrankung auf k zuordnet und welche ihrerseits eine Abbildung
oy HY(G) — H”(Gy) fiir jedes v € N induziert.

Bemerkung 1.1. Diese ist unabhéngig von der Wahl der Einbettung.

Beweis. Sei w{J: ks l;:p eine weitere Einbettung, nach dem Fortsetzungssatz fiir Isomor-

phismen ([1] 3.13) existiert ein : l%p — I;:p, sodass das folgende Diagramm kommutiert:

Aus diesem erhalten wir ein kommutatives Diagramm



und die Konjugation v*: H”(Gp) — H"(Gy) ist die Identitat ([3] Kapitel 1 §6.3). O

Wihle im Folgenden eine Primstelle ¥ von k iiber p und sei ¢p: Gy — G der durch
die Einbettung k — k‘qj; — k‘p induzierte Homomorphismus.

Die folgenden Uberlegungen sind durch die in Vortrag 3 ausgefiihrten Resultate iiber
die Darstellung von pro-p Gruppen motiviert. Fiir jede Primstelle p von k betrachten
wir eine minimale Darstellung

1= Ry = F, =Gy —1

von Gy und bezeichnen mit 7, die Tragheitsgruppe von l%p /ky. Kénnen wir zeigen, dass
(pp: Gp = G) zuléssig beziiglich (T},) ist, so erhalten wir ein kommutatives Diagramm

Xp Xp Pp ‘
1 R F G 1

fir jedes p und wir wissen, dass die Relationen R erzeugt werden durch |Jx,(Rp), zu-
sammen mit einer minimalen Ausnahmemenge E. Ist

o' HA(G) — D H?(Gy)

die von den Homomorphismen ¢, induzierte Abbildung, so kénnen wir unter Verwendung
der Hochschildt-Serre Sequenz folgern, dass dimp, kern ¢* = #FE ist (siehe [1] Satz 6.11).

Bemerkung 1.2. Die Familie () ist zuléssig beziiglich (7;)

Beweis. Per Definition ist 7, Normalteiler von G|, und wir wissen, dass fiir endliche
Primstellen G, /T, ~ Z,, also frei, ist. Es bleibt zu zeigen, dass in jedem offenen Nor-
malteiler U von G fast alle ¢p(7,) liegen. Nun ist ¢, (7,) = Tip C k (]2] Kapitel 2 §8.9)
und &7 der maximale Zwischenkorper in dem P8 unverzweigt ist. Da kY /k eine endli-
che Korpererweiterung ist ([1] Theorem 2.8), werden dort nur endlich viele Primstellen
verzweigen. Folglich liegt, fiir fast alle p, £V in £7* und damit ©(Tp) in U. O

Damit erhalten wir, unter Verwendung von Satz 6.11 aus [1], eine wohldefinierte Ab-
bildung

0" HX(G) — D H*(Gy).
p

Wenn ploo ist H%(Gy) # 0 genau dann, wenn p = 2 und p reell ist.



Theorem 1.3. Die induzierte Abbildung ©* ist injektiv, dass heifst #FE = 0.

Beweis. Wir werden den Beweis in mehreren Schritten fiihren, fiir den Fall x(k) = p
ist (fast) nichts zu zeigen. Nehmen wir an, dass k die p-ten Einheitswurzeln enthélt
(6(k) = 1) und x(k) # p, so liasst sich die Aussage im wesentlichen auf das Hassesche
lokal-global Prinzip und lokale Klassenkorpertheorie zuriickfithren. Schliefllich werden
wir den allgemeinen Fall auf den zuvor betrachteten Spezialfall reduzieren.

1. Fall x(k) = p. Nach Theorem 9.1 ist G frei und damit H?(G) = 0, also ist ¢* die
Nullabbildung.

2. Fall x(k) # p und 6(k) = 1. Wir mochten das Hassesche lokal-global Prinzip
verwenden. Betrachte dafiir das folgende Diagramm in der Kategorie C:

(S"P: id)

(G.F,} (G, F,)
(id,a}—)(l‘;‘) (id,ab—) CZ‘})
. 4 .
(6.0 2 v, iy

Aus diesem erhalten wir ein kommutatives Diagramm

*

@

H*(G)

|

H?(G, k) [p] —— @, H(Gy, k)]

@p HQ(GP)

wobei die vertikalen Pfeile Isomorphismen sind (siehe [1] 9.2). Es bleibt also zu
zeigen, dass ¢ wohldefiniert und injektiv ist. In der Tat ist dem Hasseschen lokal-
global Prinzip zufolge die Sequenz

0— H*(G,K*) — P H* (23, Ky) — Q/Z
p

exakt fiir jede endliche p-Erweiterung K /k mit Zy, = Gal(Ky/ky). Dies iibertrigt

sich durch ]}ildung des direkten Limes auf die maximale p-Erweiterung k /k, wobei
Zy = Gal(kg/kp) ist (siehe [1] §8.10 und §3.17). Folglich erhalten wir eine Injektion

H(G, k) — €D H?(Zyp, k)
p

Auflerdem induziert die Einbettung ]%;p — fcp einen Isomorphismus

oyt H(Zp, kig)[p) = H*(Gy, k) [p)-



In der Tat ist die Erweiterung /;:q; /ky per Definition normal und damit
inf: H?(Zyp, k) — H*(Gy, k)
injektiv ([1] Satz §8.9 (iii)). Weiter bleibt die Abbildung zwischen den p-Anteilen
oyt H(Zp, k) [p] = H?(Gy, k)]

injektiv. Es handelt sich um eine Abbildung zyklischer Gruppen, deren Ordnung
p teilt. Da kg /kp nicht trivial fiir endliche Stellen p ist, folgt H?(Zy, k%)[p] =p,
also ist cp;} ein Isomorphismus.

3. Fall x(k) # p und §(k) = 0. Wir erweitern k um die p-ten Einheitswurzeln k' =
k(¢,) und bezeichnen mit G’ die Galoisgruppe von k’/k’. Sei p’ eine Primstelle
von k'. Wir erhalten die natiirlichen Morphismen G’ — G und G, — G, fiir
p'lp, diese induzieren Abbildungen 6y, : H ?(Gp) — H*(G}) und wir erhalten ein
kommutatives Diagramm

*

P

H*(G) D, H*(Gp)

inf‘ J@*
/%

H*(G') —— @, H*(Gy)

wobei p’ alle Primstellen von k&’ durchliuft und 6* gegeben ist durch
Pl
Die vertikalen Pfeile sind injektiv (siehe [1] §9.6). Folglich ist mit ¢* auch ¢*
injektiv.
O

Theorem 1.4. Es sei q eine beliebige Primstelle von k und
vy H(G) — P H?(Gy)
p7q

die Abbildung, welche durch auslassen von H2(Gq) in der Bildgruppe, aus @* entsteht.
Fiir (k) =1 ist @y injektiv.

Beweis. Es geniigt zu bemerken, dass die Abbildung

H?(G,k™)[p] = @D H(Gp, k) [p)
p#q

injektiv bleibt. O



2 Die maximale p-Erweiterung mit beschrankter Verzweigung

Wir wollen im folgenden versuchen, die Sétze 1.1 und 1.2 auf den Fall der maximalen
p-Erweiterung mit beschrankter Verzweigung iibertragen.

Dazu sei S eine beliebige Menge von Primstellen des globalen Korpers k. Betrachte dazu
das Korperdiagramm:

Hier bezeichne kg die maximale p-Erweiterung, die nur fiir die Stellen p € S verzweigt
sind, d.h. unverzweigt auflerhalb von S. Dies ist das Kompositum aller p-Erweiterungen,
die nur in S verzweigen.

Folgende Stellen koénnen in einer p-Erweiterung nicht verzweigen:

1. Endliche Primstellen (Primdivisoren) mit #0O/p = N(p) # 1.
Denn dann folgte d(ky) = 0 und mit ([1], §8.5) ist damit p ist unverzweigt.

2. Komplexe Primstellen per Definition

3. Reelle Primstellen fiir p # 2

Durch Entfernen dieser Primstellen erhalten wir eine Menge S, Sei nun ohne Ein-
schrankung S = Spin. Wieder haben wir die Lokalisierungsabbildung

v H*(Gs) — @D H?(Gy)
pes
Diese wird induziert durch ¢, : Gy — G — Gg fiir p € S.

Definition 2.1. Der Kern ker ¢ der Lokalisierungsabbilung heifit Tate-Shafarevich-
Gruppe und wird mit IIlg bezeichnet.
Die Kummer-Gruppe ist definiert durch

Vs i= ker (0 /1" = TT 0/ x [T k' /Bl )
pes pesS
={a€k” \aek‘;p fﬁrpGSundozeEpk‘pxp fir p ¢ S}
={a € k” \Ozekpxp fiir p € S und («) = o}
wobei () das a zugewiesene Hauptidel bezeichne. Es sei

Bs := Char(Vs)



Bemerkung 2.2. Bg ist eine endliche Gruppe.

Beweis. Sei zunédchst S = @ Dann ist Vg = {a € kX | a € Epkpxp fiir alle p}/k*"
Betrachte den Homomorphismus

k:{aek™ | (a) =ad’} — Cl(k)[p], o+ a mit (o) = aP
Dann ist das Bild von &
imk ={aecCl(k) | o’ = (o)}
={ae€Cl(k) |a=0 mod Hauptideale}
= CI(k)]p]

Daher ist & ist surjektiv. Es liegt k%" C V, und auBerdem im ker , da x(a?) = (a) =0
mod Hauptideale. Deswegen faktorisiert  iiber k**.
Bezeichne E die Einheitengruppe von £*. Der Kern ker & ist gleich F/E,, denn

1. (i) Fir v € E/E, ist k(u) = (1) =0 mod Hauptideale.

2. (ii) Fir u € kerk ist x(u) = a ein Hauptideal, wobei wir den Vertreter von a aus
E wéhlen konnen, also (u) = a = (8)?, also u = v - P, v € E und damit u = v
mod EP.

Wir haben damit eine exakte Sequenz von F,-Vektorrdumen

0— E/EP Vs Cl(k)[p] — 0

Damit ergibt sich

dimgp, By = dimp, Vp = dimg, Cl(k)[p] + dimp, E/EP < oo

Nun gilt fiir So € S;: Vg, C Vg,, woraus die Behauptung folgt.
O

Wir wollen unsere Anstrengungen nun auf den folgenden Satz lenken, der ein Hauptre-
sultat in der Theorie der pro-p-Gruppen darstellt.

Satz 2.3. Es gibt eine natirliche Injektion von g — Bg.
Beweis. Zuerst einige Notationen:

— p bezeichne eine Primstelle von k,

— B eine Primstelle in k iiber p.

- %< G = Gal(l;:/k), der von den Trégheitsgruppen Ty fir P | p, p ¢ S erzeugt
wird



Es gilt fiir B, P’ | p : P = oP’'o ! fiir ein 0 € G. Die Tréigheitsgruppen Ty und Ty
sind daher konjugiert zueinander. Mithilfe von [1] Theorem 8.3 ergibt sich k5 = kg
Es ergibt sich eine exakte Sequenz:

0 T G Gs =G/Tg

Wenden wir auf diese Theorem 3.14 (exakte 5-Term-Sequenz) an, bekommen wir die
exakte Sequenz

res tra inf

HY(G) H'(%5)9 ——— H*(Gs) —— H*(G)

Betrachte nun das Diagramm:

H*(Gs)

*

Ps

Bpes H(Gy) —— @, H(Gy)

Dieses ist kommutativ, denn wir haben fiir p ¢ S das kommutative Diagramm:

G, G
| @p [

wobei ¢y, durch ¢y, : Gp/Ts — G/Tp — G/Ts gegeben ist. Dieses ist wohldefiniert, da
ep(Tp) = Tp

Nun ist Gy/%, = Z, oder {1}, je nachdem, ob die Stelle p endlich oder unendlich
ist. In beiden Féllen ist allerdings H*(G,/Ts) = {0}, da sowohl Z,, als auch {1} freie
Gruppen sind. Gehen wir nun zu den induzierten Abbildungen in obigem Diagramm
iiber, so bekommen wir das kommutative Diagramm

inf

H*(Gs) H(G)

*

p

inf

{0} = HQ(G;./‘Z;,) - H2(Gp)

D.h. p5oinf =0 fiir p ¢ S. Mit anderen Worten ist das obige Diagramm kommutativ.



Da ¢* nach Theorem 11.1 injektiv ist, ergibt sich
[Ig = ker p§ = ker inf

Dann ist die Sequenz

HY(G) res H(T4)Cs tra Il g inf 0

exakt.
Da die Dualgruppenbildung exakt ist, ergibt sich durch Dualisieren die exakte Sequenz:

0 —— Char(lllg) — Char(H'(T5)%s)

Char(HY(@))
Nun gilt:
1. 1)

HY(G) = Char(G/GP[G,G)), da
HY(G) = Homes(G,TFp)
= Homus(G/GP|G,G],F)p)
= Char(G/G"|G,G]), da F), abelsch und G? im Kern jedes Homomor. liegt
2. i)
H' (%)% = Char(%s/%%[%s, G]), denn
HY(%5)9S = Homys(Ts,Fp)Cs
= Homes(Ts, Fp)©/*s

Fir ¢ € Homes(Ts,Fp) und ¢Tg € G/Tg,9 € G, t € Tg gilt

(99)(t) = g(g~ ')
g 1tg), da Tg © G per Konjugation

Das bedeutet ¢(t~tg~'tg) = 0 € F, [Ts, G € ker ¢ Vi und schliefllich

H'(T5)°% = Char(Ts/T5(Ts, G))

Deswegen transformiert sich unsere exakte Sequenz zu

0 ——— Char(llls) —— Ts/T[Ts, G] —— G/G7(G, @



wobei 1 durch die Einbettung Tg — G induziert wird.
Wir definieren nun einen surjektiven Morphismus

X ] %o/ T[T, Gpl — Ts/Th(Ts, G
p¢S

Wir haben fiir jede Primstelle p einen Homomorphismus ¢, : Gy — G, der die Tréig-
heitsgruppe T, surjektiv auf die Tragheitsgruppe Ty der {iber p liegenden Primstelle 33
abbildet.

Sei nun U C G eine offene normale Untergruppe. Dann ist die nach Galoistheorie
zu U gehorige Erweiterung kU /k eine endliche Korpererweiterung, in der nur endlich
viele Primstellen verzweigen konnen. Fast alle Primstellen sind somit unverzweigt und
fiir fast alle Primstellen liegt damit Ty C U. Sei nun (7)pgs € [lp¢g Tp- Dann ist

[oes epme i= (Hp¢ s epU ) U ein wohldefiniertes Element in

G =1lim G/,
—

wobei der projektive Limes iiber alle offenen Normalteiler U von G lauft. Da

©p(Tp) = Ty,
liegt

H PpTp € Tg

pES

Wir setzen nun

X(@)pes) = [1 7%

pgsS

Nun gilt es noch zu beachten, dass
op(1p) € T[T, G] fiir 7y € T[Ty, Gy

Damit haben wir den gewiinschten Homomorphismus definiert. Dieser ist zudem surjek-
tiv, da Tg das Erzeugnis aller Ty ist und diese die Bilder der T, unter ¢, sind.

Da G} /%, zyklisch ist, gilt [T, Gp] = [G}, Gy]. Dies verifiziert man leicht durch eine
léngere Rechnung.

Nun besitzen die Gruppen %,/%}[%,, G| und G/GP[G, G] auch eine klassenkdrper-
theoretische Interpretation.

Zunéchst betrachten wir das Kérperdiagramm fiir den lokalen Fall:



Dabei ist T, = T,/[Gp, Gp] = Tp/[Tp, Gp). Wir haben das lokale Normrestsymbol
(k) by — G,

welches ein Isomorphismus ist, der die Einheitengruppe E, C kpx isomorph auf die
Tragheitsgruppe ¥,/[%;, G| abbildet. Wenn man nun noch die p-Potenzen herausteilt,

ergibt sich der Isomorphismus
Ey/ By = % /T[T, Gyl
Im globalen Fall liegt der Fall dhnlich. Wegen des globalen Normrestsymbols haben
wir einen Isomorphismus
(,k):Cg/Ch — G*™/GP = G/GP[G, G,
da N; , C;Cy = Cy AuBerdem ist C /C}. = J/Jxk*, wobei C die Idelklassengruppe

/
und J = J(k) die Idelgruppe bezeichnet.
Wegen der Vertréglichkeit des lokalen und globalen Normrestsymbols ist folgendes

Diagramm kommutativ:
X
[lpgs To/Tp[Tp, Gp] —— Ts/T4(Ts, G] —— G/GP(G, G]
2

2
7 )Pk

Hp¢5 EP/Eg

n wird durch die Einlagerung Hpg g By — J induziert. Nun ist
kern =2 ker i o x

10



und
ker ) o xy — ker 1,

da x(kerd o ) = x(x "} (ker ¢)) = ker o

Nun berechnen wir ker #:

Sei Ug die Gruppe aller Idele von ky, deren Komponenten fiir p € S gleich 1 und fiir
p ¢ S Einheiten sind. Dabei werden fiir eine unendliche Primstelle p alle Elemente von
ky' als Einheiten betrachtet. Dann ist

£ Bo/EE = UsI?) TP
pgs
Diese Abbildung ist induziert durch die natiirlichen Einbettungen:
15 — Us — UsJ?
pgs

Sie ist injektiv, denn sei fiir p ¢ S x, € E,\E}, so folgt f(xp) = P fiir y € k. Das
Element y ist aber bereits in E, C k', da 0 = () = prjp(y) = 0. Andererseits ist f
auch surjektiv, denn sei a € UgJP, so ldsst sich a schreiben als ajag mit a; € Ug und
as € JP. Nun existiert aber ein & € Ey, mit f(&) =« mod JP.

Das bedeutet, folgendes Diagramm ist weiterhin kommutativ:

Ts/Th[Ts, G L G/GPG, G|

[Tpgs o/ To[Zp: Gyl
2 i

UgJ?/ JP J/ Pk

Es gelten nun die folgenden Isomorphien, wie sich leicht nachrechnen l&sst:

kern = (UsJE N JPEX)/JP
=~ (UgJ? N EX)/(JP N EX)

Die erste Isomorphie ist trivial. Bei der zweiten gilt es zu beachten, dass
UsJ? N JPE™ = (UgJP NE™)JP
ist. Fiir die dritte Isomorphie gilt aulerdem die Identitat
JPNE =k
Wir halten wegen kern — ker ¢ den Epimorphismus
Vs — Char(Illg)

11



Dualisieren ergibt die Behauptung

LUS‘—>BS
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