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1 Quadratische Formen iiber Q,

In diesem Paragraphen sei p eine Primzahl und K der p-adische Koérper Q.
Alle Quadratischen Formen und Quadratischen Module seien iiber K und nicht ausge-
artet.

1.1 Die zwei Invarianten

Sei (V,Q) ein Quadratisches Modul vom Rang n und d(Q) € K*/K*? seine Diskrimi-
nante. Sei e = (ey,eg,...,ey,) eine orthogonale Basis von V. Wir setzen a; = e;.e; und
erhalten d(Q) = a1 - az...a, € K*/K*? und setzen €(e) = [[;.:(a;,a;). Man erhilt
e(e) = £1.

1<j

1.1.1 Theorem 5

Die Zahl € hangt nicht von der Wahl der orthogonalen Basis ab.

Beweis:

l.n=1 = €(e) =1 (per Konvention)

2.n=2 =ele)=122-aX?—-aY?=0 Thegrem @ 0 X2 4 apY2 =1
Theorem 30, € V mit Q) =1

und dies hangt nicht von der Wahl der orthogonalen Basis ab.

3. n=3 Induktion nach n
Nach Theorem 2 geniigt es zu zeigen: €(e) = €(€’) fiir e und €’ benachbart.
Da das Hilbertsymbol symmetrisch ist, verdndert sich €(e) nicht, wenn wir

e; permutieren. Daher konnen wir annehmen, dass ¢’ = (€}, ..., ¢e) derartig

rn
ist, dass €] =e; = a1 = df.
Man kann €(e) in folgender der Form schreiben:

e(e) = (ar,as...an) [] (@i,0) = (@1, d(Q)ar) ] (ai,ay)
2<i<j 2<i<j
Ahnlich:
e(¢) = (a1, az...an) |] (a},a)) = (ar,d(Q)ar) [] (a}, )
2<i<y 2<i<j
die induktive Hypothese zeigt, dass

I (@i a) = ] (e} a))

2<i<j 2<i<j



gilt, woraus das verlangte Resultat folgt.

Von nun an schreiben wir €((Q)) anstelle von €(e).
Wenn f eine quadratische Form in n Variablen ist und wenn f ~ a; X? + a, X2 +
-+ + a, X2 gilt, dann sind die zwei Elemente

d(f)=ai...a, € k*/k*?
e(f) = [ (@i ay) € {£1}

1<j

Invarianten der Aquivalenzklassen von f.

1.2 Reprasentation eines Elements von K durch eine quadratische Form
1.2.1 Lemma

1. Die Anzahl der Elemente im Fo-Vektorraum K*/K*? ist 2" mit r = 2 fiir
p#2und r =3 fiir p = 2.

2. Wenn a € K*/K** ist und € = +1 , sei HS = {x € K*/K*? : (z,a) = €}.
Wenn a = 1 besitzt H} gleich 2" Elemente und H,;' = & und wenn a # 1
ist, besitzt H! gleich 2! Elemente.

3. Sei a,a’ € K*/K*? und ¢, ¢ = 1. Angenommen H¢ und H¢, sind nicht leer.

Fiir H.N HS, = @ ist es hinreichend und notwendig, dass a = o’ und € = —¢'.

Bewelis:

L Q) /Q" =Ty x Fy, falls p #2
und Q,"/Q," = Fy x Fy x Fy, falls p = 2.

2. a)a=1 = H ={ze K'/K* (r,a)=1}=K*"/K*
= tH=2" = H{'=0

b) a#1 Dbetrachte: o« K*/K** — {£+1}, a(b) = (a,b)
= « ist ein Homomorphismus, da das Hilbertsymbol eine Bi-
linearform ist.

Kern(a)={z € K*/K*?; x ist Quadrat}=H}
Nach der Dimensionformel fiir Vektorrdume gilt:
dimp, (Kern(a))+ dimg, ({£1}) = dimg, (K*/K*?)
= dimp, (Kern(a)) 4+ 1 = dimg, (K*/K*?)

= Kern(«) ist eine Hyperfliche von K*/K*?

= tKern(a) - f{+1} = §K*/K*?

=2"=2.2"1

= tH! =tH,'=2""!



3. a) “=¢
Vor. HINHS =2
Bekannt:  $H! =2""1 = ﬁH;:
Amn:  Hy = HY, {z € K*/K*; (z,a) = 1} = {z €
K*/K*?; (z,d) = 1}
= (z,a)=(x,d') Vze& K*/K*?
= a=a (da das Hilbertsymbol injektiv ist)
= ¢=—¢ (dasonst H' N H! = @, Widerspruch zur Ann.).

b) £4<:((
Vor:a=a,e=—¢
= HNH, =HNH =&

’

Ab jetzt:  fist quadratische Form vom Rang n, d = d(f) und € = €(f).

Bemerkung:

a€ K*/K*?; f, = f—az%
f=a<= f,=0

= d(fa) = —ad(f), €(fa) = (—a,d)e(f)

Beweis:

d(fa) = ar...an(—a) = d(f)(—a)
e(fa) = H(aivaj) = H (aivaj)(al"'am_a) =e(f)(—a,d)

1<j 1<j<n+1

1.2.2 Korollar zu Theorem 6:

a€ K*/K*%

f=a <—

l.n=1 a=d

2.n=2 (a,—d)=¢

3.n=3: (a#d)oder (a =—dund (—1,—d) =¢)
4. n>4

Anmerkung: a # —d <= esex. kein v € K*/K**: a = 2%(—d)

Beweis: (hierbei beschrinken wir uns auf n < 2)

lL.n=1f~a? < d(f)=a



2. n=2f ~a12:% + asxs>
f=a < fa:f—aZQEO (Rang(fa):3)
<= (nach Theorem 6) (—1,—d(f.)) =€(fa
bekannt: d(f,) = —ad(f);e(fa) = (—a, d)e(f)
e(f)(=a,—d(f)) = (=1, —=d(fa)) = (=1, (=d(f))(—a))
—  (-L-1(-1,d(f))(-1,a)(=1,-1) = (—a,d(f))e(f)
= (=Ld(f)(=1,a) = e(f)(=1,d(f))(a, d(f))
<~ (L) =e€(f)(a.d(f))
—  (=La)(a,d(f)) = €(f)
= (a,=d(f)) =€(f

1.2.3 Theorem 6
f=0 «—

l.n=2 d=-1

22.n=3 (-1,—-d)=¢

3.n=4 (d#1) oder (d=1unde=(-1,-1))

4. n>5

Beweis:

1. n=2: f ~ a1x12 + a2x22
f =0 <~ a1x12 + a2x22 =0 <~ —g—;xf = x22 <
— 2 ist ein Quadrat <= = —Z—;af = —qay = —d <=
d=—1

2. n=3: [~ axi?+ asxs? + asrs’
f=0
e —a3f ~ —a3a1m12 — a3a2x22 — CL3G3[L‘32 =0
< —a3a1x12 — CL36L2?L’22 — I’32 =0
=  —a3a171° — a3a9T9° = x3°
<~ (—(Igal, —agag) =1
— (=1, -1)(=1,a1)(as, —1) (a3, a3)(as, az) (a1, as) (a1, az) = 1

(—1,a3)
< (—1,—1)(—1,alagag)\(al,ag)(ag,ag)(al,ag)j: 1
d (f)

— (—1,=d)e(f) =1
= (-1, —-d)=«€(f)

3. n=4 (nach Prop 3" Kor 2)

e}

=f=g—h <= esex.x€K'/K*%



g ~ a7 + asrs® = x und

h ~ —as3rs® — agxy’ = o

(nach Korollar zu Th. 6):
g,h=x
— n=2 (zr,—d)=¢
— (z,—a1a2) = (a1,a9) und (x, —azay) = (—agz, —ay)
A:={z € K*/K*, (v,—ajaz) = (a,a)} und
B:={z € K*/K*? (z,—azay) = (—az, —a4)}
A B#9,daa; € Aund —a3 € B
klar: f=0 <«<— ANB=g
< —aay = —azay und (ay,as) = —(—as, —ay) (nach Lemma)
< d(f) = aasazay = (aia2)* = 1 und
e(f) = (a1, az)(az, as)(as, as)(a1, as)(ar, aq)(az, as)
= (al, CLQ)(CL;J,, a4)(a1a2, CL36L4)
= (a1, az)(as, as)(—1, azay)
= (CL1, a2)(_a3) _&4)<_17 _1>
= —(—a3, —aq)(—as, —as)(—1,-1) = —(-1,-1)

4. n>5 Es geniigt den Fall n = 5 zu betrachten:
(nach Lemma Teil b)) Rang(f) >2 = f repriisentiert 2"}
Elemente von K*/K*?
2771>2 = esex.a€K'/K®?:a#dund f=a
Sei nun h quadratische Form und Rang(h) = 5:
< h~ar?+ g mit Rang(g) = 4 und a # d(h)
Es gilt:  d(h) =ad(g) =d
& dg=t£1, (daatd)
< g¢g=0 (nachn=4)
< h~ar? <= h=0

Bemerkung:

1. f=a#0

= [ représentiert

a) 1 Element von K*/K*? falls n =1

b) 2" Elemente von K*/K*? falls n =2

¢) 2" —1 Elemente von K*/K*? falls n =3

d) 2" Elemente von K*/K*? fallsn >4
Beweis:

n=1 f~ax* =
n=2 f=0 <<=




=—ay <= €(f)="(a1,a2) = (a1,—a;) =(a1,1) =1

s ay

= H'={zxec K*/K* f=ua}

tH ' =21 = f nimmt 2"~! Werte an.
n=3 f[f=a <+ a#—d

f représentiert nicht —d
t {f reprasentiert a} = 2" —1
> 4:  (Korollar n > 4)

44

3

2. Wir wissen, dass alle quadratischen Formen in 5 Variablen iiber Q, die O re-
prisentieren. In dieser Beziehung erwidhnen wir eine Vermutung von E. Artin:
alle homogenen Polynome vom Grad d iiber Q, in mindestens d*+1 Variablen
haben eine nicht-triviale Nullstelle. Der Fall n = 3 wurde positiv gelost (z. B.
T.Springer, Koninkl. Nederl. Akad. van Wetenss., 1955, pp. 512 — 516). Der
allgemeine Fall blieb fiir 30 Jahre ungelost. Artins Vermutung wurde schon
1966 von G. Terjanian widerlegt: es existiert ein homogenes Polynom vom
Grad 4 iiber Q; in 18 Variablen, das keine nicht-trivialen Nullstellen hat.
Terjanian beginnt mit dem Polynom

nX,Y,2) = X?YZ+Y?*ZX+Z°XY + XY 4+ Y7+ 72 X? - X* -y - 7*

welches die Eigenschaft hat, dass n(z,y, z) = —1 mod 4, falls (x, y, z) primitiv
ist in Z5. Es sei

f( Xy, Xo) = n(Xq, Xo, X3) + n(Xy, X5, Xe) + n(X7, Xs, Xo).

Es ist f(x1,--+,29) Z 0 mod 4, falls (xy,- -+ ,z9) primitiv ist. Davon leitet
man leicht ab, dass das Polynom

F(Xq,---,X18) = f(Xy, -+, Xo) +4f (X0, -+, Xig)

keine nicht-triviale Nullstelle hat. (Es existieren analoge Beispiele, aber nur
fiir hohere Grade, fiir alle Q,,.)

Man weifl dennoch, dass Artins Vermutung ,fast® wahr ist: fiir einen festen
Grad d , gilt sie fiir alle Primzahlen p bis auf endlich viele (Ax. Kochen,
Amer. J. of Math., 1965). Trotzdem ist nicht bekannt, selbst fiir n = 4, wie
man die Menge dieser ,, Ausnahme-Primzahlen“ bestimmt.

1.3 Klassifikation
1.3.1 Theorem 7

f, g quadratische Formen iiber K;

f~g =
Rang(f) = Rang(g), d(f) = d(g), e(f) = €(9)
Bewelis:



1. “= ,,  klar nach Definition von Aquivalenz
2. “«<=  Induktion nach Rang(f) = Rang(g)
a) n=0: trivial (da f =0 = g einzige quadr. Form vom Rang
0 ist)

b) n=1: f~d(f)z* g~ d(g)y* mit d(f) = d(g) und €(f) =
1 =:¢(g) (da leeres Produkt) <= f ~ g

c¢) n>1: Induktionsannahme: Aussage gilt fiir n — 1

Rang(f) = Rang(g), d(f) = d(g), (f) = €(g)
(Theorem 6) = f, g repréisentieren die selben Elemente von

K*/K*Q

< esex.a€ K'mit f=aund g=a

— f~az’+ f und g ~ az® + ¢, wobei die Formen f', ¢’
vom Rang n — 1 sind.

= d(f) = ad(f'), d(g) = ad(g) und d(f') = d(g') (nach
Induktionsvorraussetzung), e(f) = (a,d(f))e(f) und e(g) =
(a,d(9))e(g)

= d(f) = d(g) md e(f) = e(g)(da e(f) = G5 =
ity = 6)) o

nach Ind.ann. ist f ~ g

= [~y

1.3.2 Korollar

Bis auf Aquivalenz existiert genau eine quadratische Form vom Rang 4,
die nicht 0 représentiert.

Seien a,b € Q, mit (a,b) = —1, dann ist das genau die Form f ~
2% — ax® — by? + abt?

Beweis:
(n(ac}i Thlegorem 6) Rang(f) =4, f#0 <= d(f)=1und €(f) =
d(f) =1(=a)(=b)ab = a®b* = 1
e(f) = (1, —a)(1, —b)(1, ab)(—a, —b)(—a, ab)(=b, ab)
= (1,a)(1,b)(1, ab)(—a, —b)(ab, ab)
(1,ab)

(—a,— bi(ab ab)

(—1,-0b)(a, —b)(ab, ab)

(=1,-1)(=1,b) (a,—1)(a, b)(ab, ab)
(—T.0)

Y



= (_17 a’b)(ab7 ab)<_17 _1) (CL, b)
(ab,ab) -1

1.3.3 Proposition 6

Sein>1,de K*/K* und € = +1.
Es existiert eine quadratische Form f vom Rang n mit d(f) = d, e(f) = ¢

s
l.n=1. e=1
22.n=2: d# —lodere=1
3. n>3
Beweis:
l.n=1 trivial (e(f) =1 und d(f) = d fiir f ~ dz?)
2. n=2 f~a1x12+a2x22

a) ,="“  Annahme: d(f) = —1
= e(f) = (a1,a2) = (a1, —aaz) =1
-1
Also kann nicht gleichzeitig d(f) = —1 und €(f) = —1 sein.
b) <
i. Fiir d = —1 und € = 1 hat f ~ az:? + adw,? diese Invari-
anten.
ii. Ist d # —1 ex. @ € Q," mit (a, —d) = € (nach Theorem 6
Korollar) und f ~ ax,? + adz,? leistet das gewiinschte.
3.n=3 Essel —d # a € K*/K*?. Es existiert eine quadratische
Form g vom Rang 2 mit d(g) = ad, €(g) = €(a, —d).
Sei f ~ az® + g:
d(f) = ad(g) = *d = d
() = (a,d(g))e(g) = (a, ad)e(a, —d)
= (a,—d)(a,—d)e =€
4. n >3 Es exisiert g quadratische Form vom Rang 3 mit vorgege-
benen Invarianten.
Wir setzen f ~ g(z1, o, 13) + 242 + -+ - + 1,
d(f) =d(g) = dund €(f) = e(g)(Terme mit (z,1)) =€
~——

1




1.3.4 Korollar

Die Anzahl der Aquivalenzklassen quadratischer Formen iiber Q, ist:

1. n=1:
a)p#F 2 A
byp=2 38

2.n=2
a) p#2: 7
b)p=2 15

3. n>3
a) p#2: 8
b) p=2: 16

Beweis:

tK*/K*? = _4 bzw. 8  daher ist

oy
Ha(D)} = L bow. S
PF#2 p=2
t{e(f)} =
(nach Proposition 6) =
l.n=
DpE2 = ) =41
bp=2 = Hf)=81
2.n=2
D p£2 = b)) =14+1-3=7
bp=2 = Hlf)=1-8+1-7=1
da fiir e = —1 gilt: d # —1, also nimmt f einen Wert weniger an)
3. n>3
a) p#2 = Y([f])=2-4=38
b)p=2 = 1#(lf})=2-8=16

1.4 Der reelle Fall
f quadratische Form, Rang(f) =n, K =R

=  (Spektralsatz) [~ x4+ - -+z,.2—y°—...—y,°mitr,s € Nund r+s = n.
(r,s)(€ N?) héingt nur von f ab.
Definition:

10



1. (r,s) heiBit Signatur von f.

2. f heif}t definit <= r =0 oder s = 0, andernfalls heifit f indefinit.
(indefinit = f=0)

3. €(f) ist definiert wie in Q,.

Es ist klar, dass gilt (—1,—1) = —1 (da 2% + 22 + y? = 0 keine nicht-triviale
Losung in R hat).
=

1. s=0,1mod4 = *=0mod4

2

2. s=2mod4 = %Elmodél

2

3. s=3mod4 = %E3mod4

= €(f)=1, falls s=0,1 mod 4 und €(f) = 1, falls s = 2,3 mod 4
= d(f) =1, falls s= 0 mod 2 und d(f) = 1, falls s = 1 mod 2

= d, € bestimmen s modulo 4

= d,e bestimmen f bis auf Aquivalenz fiir n < 3.

Fir K =R gilt n = 1 — 3 von Theorem 6 und seinem Korollar (da im Beweis nur
benutzt wird, dass das Hilbertsymbols nicht ausgeartet ist). n = 4 gilt nicht.
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