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Im Folgenden bezeichnet k entweder den Koérper R der reellen Zahlen oder
den Koérper Q, der p -adischen Zahlen (p prim).
Auflerdem sei U := Zj,.
Zur Definition der Homomorphismen € und w vgl. [1], I, §3.

1 Definition und erste Eigenschaften

Definition 1 (Das Hilbert Symbol). Seien a,b € k*. Es sei:

(a,b) = {—i—l falls 22 —ax? — by? = 0 fiir ein k3 > (z,2,y) # (0,0,0)
’ —1 sonst

(a,b) = %1 heiBt HilbertSymbol von a und b beziiglich k.

Bemerkung: Das Hilbert Symbol (a,b) #ndert sich nicht, wenn a oder b
mit Quadraten multipliziert werden, d.h. mit ¢, d € k* gilt (ac?,bd?) = (a,b).

Beweis der Bemerkung: Ist (z,z,y) eine Losung von 22 — ac?z? — bd*y? = 0,
dann ist offensichtlich (z, cz, dy) eine Losung von 22 — ax? — by? = 0, und ist
umgekehrt (z,x,y) eine Losung von 22 — az? — by? = 0, dann ist offensichtlich
(2,2 /c,y/d) eine Losung von 22 — ac’x? — bd*y? = 0.

Das Hilbertsymbol definiert also eine Abbildung k*/k*? x k*/k*? — {£1}, wo-
bei k*2 = {a%|a € k*}.

Proposition 1. Seien a,b € k* und sei ky, = k(v/b). Dann gilt (a,b) =1 < a €
NE;.

Beweis: Falls b Quadrat in k, d.h. falls es ein ¢ € k* gibt mit ¢ = b, dann
ist (c,0,1) eine Losung von 22 — ax? — by? = 0, also ist (a,b) = 1. In diesem Fall
ist die Aussage klar, denn dann ist k, = k und Nkj = k™.

Sei also b kein Quadrat in k. Dann ist k; quadratische Erweiterung von k. Es
gilt ky = {z + Byl|z,y € k} mit 3% = b fiir ein B € k;. Fiir die Norm von k; gilt:
N(&) = 22 — by? fiir € € ky, € =z + Py.

<)Ist a € Nkj, dann existieren y, z € k mit a = 2% — by?. Also ist (2, 1,y) eine
Losung von 22 — ax? — by? = 0 und somit ist (a,b) = 1.

=) Ist (a,b) = 1, dann existiert eine Losung (z,z,y) # (0,0,0) von 22 — az? —
by? = 0. Es gilt  # 0, denn sonst wire by? = 22 und wegen y # 0 (sonst



wire auch z = 0) wire b = (z/y)?, aber b ist kein Quadrat in k. Sei also
&€= (z/x) + B(y/x), dann ist N(§) = 22 /2 — by?/2? = a, also a € Nkj.

Proposition 2. Seien a,a’,b,c € k*, dann geniigt das Hilbert-Symbol folgenden
Formeln (wobei man davon ausgeht, dass a # 1, iiberall dort, wo der Ausdruck
1 — a auftaucht):

(
1) (a,—a)=1,(a )=1
i) (a,b) =1= (d',b) = (ad,b)
) (a,b) = (a,—ab),(a,db) = (a, (1 — a)b)

Bewets:
i) 1) Folgt direkt aus der Definition.
2) (¢,0,1) ist Losung von 22 — ax? — c?y? =0
ii) 1) (0,1,1) ist Losung von 22 — az? + ay? = 0.
2) (1,1,1) ist Losung von 22 —az? — (1 —a)y®> =0
i11) (a,b) = 1 = a € Nkf. Da Nkj C ks Untergruppe ist, gilt: a’ € Nk} <
aa’ € NEj. Die Behauptung folgt somit aus Proposition 1.

i) (—a,a) =1 (b,a) = (—ab,a) 2) (1—a)ya) = 1 D (b,a) = (1 —a)b, a)

Bemerkung: Die Formel unter #i7) ist ein Spezialfall der folgenden Formel:

v) (ad’,b) = (a,b)(d,d)

Diese Formel driickt, wenn man die Symmetrie des Hilbert-Symbols beachtet,
dessen Bilinearitéit aus. Diese soll im Folgenden bewiesen werden.

2 Berechnung des Hilbert-Symbols

Satz 1. Seien a,b € R*, dann gilt:

+1  falls (a>0)V(b>0)
—1 sonst

(a7 b) =
Seien a,b € Q, mit a = p“u,b = pPv wobei u,v € U, o, B € Z, dann gilt:
B «
— (—1)aBelp) (u v
(a,8) = (~1)25@) (2)7(2) " p#2
(a’ b) — (_1)6(u)e(v)+o¢w(v)+ﬂw(u) p= )
Wir beweisen zunéchst nur den Fall £ = R.

Beweis fiir den Fall k = R: Falls a > 0, dann ist a Quadrat in R, und so-
mit ist (a,b) = 1 wegen Eigenschaft i) aus Proposition 2. Analog ist (a,b) =1
fiir b > 0. Falls a < 0 und b < 0, ist (a,b) = (—1,—1) = —1, denn —a und —b
sind Quadrate in R, und die Gleichung 22 = —z? — %2 hat in R nur die triviale

Losung.

Zum Beweis des Satzes fiir Q, benstigen wir noch folgendes Lemma.



Lemma 1. Seiv € U p-adische Einheit. Falls die Gleichung 2> — pz? —vy? = 0
eine nichttriviale Losung in Q,, besitzt, dann hat sie auch eine Losung (x,y, z),
so dass z,y € U und x € Zj,.

Beweis: Nach [1], Prop. 6, II, §2.1 besitzt die Gleichung eine primitive Lo-
sung in Zf,. Diese Losung erfilllt die gewiinschten Eigenschaften. Wére dies
nicht so, dann wire entweder ¥y = 0 mod p oder z = 0 mod p. Aulerdem gilt
22 —vy? = 0mod p und v # 0 mod p, also wiirde folgen y = 0 mod p und
z = 0 mod p. Dann wire pz? = 0 mod p?, also auch z = 0 mod p, im Wider-
spruch zur Primitivitdt der Lésung.

Wir koénnen jetzt mit dem Beweis von Satz 1 fortfahren.

Beweis Satz 1, Fall p # 2: Man iiberlegt sich zunéchst, dass fiir den Ein-
fluss der Exponenten « und § nur entscheidend ist, ob sie gerade oder ungerade
sind. Deswegen betrachten wir sie nur hinsichtlich ihrer Restklasse modulo 2.
Aufgrund der Symmetrie des Hilbert-Symbols fiithrt dies zu drei Féllen, die be-
trachtet werden miissen:

Fall 1) a = 0,8 = 0. Zu zeigen ist: (u,v) = 1. Wegen [1], I, §2, Cor. 2 zu Th.

3 hat die Gleichung

22 —uz? —vy? =0

eine nichttriviale Losung modulo p. Da die zu dieser quadratischen Form dazuge-
horige Determinante invertierbar ist, ldsst sich diese Losung zu einer p-adischen
Losung hochheben (vegl. [1], 11, §2.2, Cor. 2 zu Th. 1). Also ist (u,v) = 1.

Fall 2) a = 1,8 = 0. Zu zeigen ist: (pu,v) = (%) Da wie gesehen (u,v) = 1 ist,
gilt (pu,v) = (p,v) aufgrund von Proposition 2 iii). Es geniigt also zu zeigen,
dass (p,v) = (%) Wenn v ein Quadrat ist, sind beide Seiten der Gleichung
gleich 1, also ist sie erfiillt. Wenn v kein Quadrat ist, dann ist (nach [1], II, §3.3,
Th. 3) (%) = —1. Wére (p,v) = 1, dann giibe es aufgrund von Lemma 1 eine

primitive Losung der Gleichung
22 —pxt —vy? =0

mit y, z € U. Es wiire also v = (5)2 mod p, im Widerspruch zu v kein Quadrat.
Also ist (p,v) = —1.

Fall 3) a =1, =1 Zu zeigen ist: (pu,pv) = (—1)177_1 (%) (%) .

Wegen Proposition 2 iv) gilt: (pu, pv) = (pu, —p*uv) = (pu, —uv). Da —uv eine

—uv

Es gilt: (_;“’) = (‘71) (%) (%) und (_71) = (—1)%_1.pAlso ist das Gewiinsch-

te bewiesen.

Einheit ist, gilt nach Fall 2): (pu, pv) = (pu, —uv) = (

Beweis Satz 1, Fall p = 2: Auch in diesem Fall spielen die Exponenten «
und S nur hinsichlich ihrer Restklasse modulo 2 eine Rolle, und es lassen sich
wieder drei Félle unterscheiden:

Fall 1) a = 0,8 = 0. Zu zeigen ist: (u,v) = 1, falls u = 1 mod 4 oder v =



1 mod 4 und (u,v) = —1 sonst. Nehmen wir zunéchst an, dass v = 1 mod 4.
Also u = 1 mod 8 oder 4 = 5 mod 8. Im ersten Fall ist u ein Quadrat (nach [1],
I1, §3.3, Th. 4) und daher ist (u,v) = 1. Im zweiten Fall gilt u + 4v = 1 mod 8,
also gibt es ein w € U mit w? = u + 4v. Die Gleichung 22 — uz? — vy? = 0 hat
also die Losung (w, 1,2) und somit ist (u,v) = 1. Analog ist (u,v) = 1, falls
v =1 mod 4.

Sei nun umgekehrt © = v = —1 mod 4. Wire (u,v) = 1, dann gébe es eine
primitive Losung (2, ,y) der Gleichung 22 — uz? — vy? = 0 (wegen [1], Prop. 6,
II, §2.1). Also miisste gelten: 22 + 22 + y? = 0 mod 4. Da 0 und 1 die einzigen
Quadrate modulo 4 sind, ist dies nur moglich, wenn z = y = 2z = 0 mod 4 und
somit x =y = z = 0 mod 2, im Widerspruch zur Primitivitdt der Losung. Also
ist (u,v) = —1.

Fall 2) a =1, = 0. Zu zeigen ist: (2u,v) = (—1)<(We@)+w®),

Zunichst zeigen wir: (2,v) = (—=1)*(), also (2,v) = 1 < v = +1 mod 8. Falls
(2,v) = 1 existieren nach Lemma 1 z,y,z € Zy mit 22 — 22?2 — vy? = 0 und
Y,z Z 0mod 2. Fiir diese Losung gilt: 42 = 22 = 1 mod 8 und damit auch
1 — 222 — v = 0 mod 8. Die einzigen Quadrate modulo 8 sind 0,1 und 4, also ist
v = =1 mod 8.

Ist umgekehrt v = 1 mod 8, dann ist v Quadrat (nach [1], II, §3.3, Th. 4) und
(2,v) = 1. Ist v = —1 mod 8, dann hat die Gleichung z?—2x2 —vy? = 0 modulo 8
die Losung (1,1,1). Wegen [1], IT, §2.2, Cor. 3 zu Th. 1 lisst sich diese primitive
Losung modulo 8 zu einer exakten Lésung hochheben. Also (2,v) = 1.

Als niichstes zeigen wir: (2u,v) = (2,v)(u,v). Nach Propisition 2 i) ist dies
der Fall, falls (2,v) = 1 oder (u,v) = 1. Wir betrachten also den Fall (2,v) =
(u,v) = —1. Das heifit v = 3 mod 8 (wie eben gesehen) und u,v = 3 mod 4
(vgl. Fall 1). Beides kann nur gleichzeitig erfiillt sein fiir v = 3 mod 8 und u =3
oder u = —1 mod 8.

Betrachte zunéichst u,v = 3 mod 8. Setze v’ := 3 und v’ := =2. Es gilt: v/,v' =
1 mod 8, also nach [1], IT, §3.3, Th. 4 Quadrate in Q5. Es gilt uu’ = 3, vo’ = =5
und (2u,v) = (2uu’,vv') = (6,—5). Die Gleichung z? — 622 + 5% = 0 hat die
Losung (1,1,1), also ist (2u,v) = 1.

Betrachte jetzt u = —1, v = 3 mod 8. Setze v’ := _71 und v’ = % Es gilt:
u',v" = 1mod 8, also u/,v" Quadrate in Q3. Es gilt vu’ = —1, vo’ = 3 und
(2u,v) = (2uu’,vv’) = (=2, 3). Die Gleichung 22 + 222 — 3y? = 0 hat die Losung
(1,1,1), also ist (2u,v) = 1.

Zusammenfassend ergibt sich:

(2u,0) = (2,0)(0) = (~1)*)(u,0) = (=10 (<)1) = (peCre)

Fall 8) a = 1,8 = 1. Zu zeigen ist: (2u,2v) = (—1)<We@+w(@)+w®) Nach
Proposition 2 iv) gilt: (2u,2v) = (2u, —4uv) = (2u, —uwv). Nach Fall 2 wissen
wir, dass (2u, —uv) = (—1)cWe(zu)+w(=uw) Also ist zu zeigen:

e(u)e(v) +w(u) +w(v) = e(u)e(—uv) + w(-uv)
Diese Gleichheit ergibt sich durch Umformen, wenn man beachtet, dass
e ¢,w sind Homomorphismen, d.h. e(zy) = e(x) + €(y), analog fiir w
e c(—-1)=1
e w(—1)=0



o e(w)(1+e(w) =0

Satz 2. Das Hilbert-Symbol ist eine requldre Bilinearform vom Fs-Vektorraum
k*/k*? in den Fo-Vektorraum {—1,1}.

Bemerkung: Reguldr bedeutet hier:
Vbek*: (Va€k*: (a,b)=1=bek*?)
Das ist gleichbedeutend mit:
Vb€ k*/k** — {1} : 3a € k* : (a,b) = —1

Die Bilinearitéit ist genau das, was Formel v) in Abschnitt 1 ausdriickt.

k* /k*2 bildet einen Fo-Vektorraum mit der Multiplikation der Restklassen als
Vektoraddition und der Skalarmultiplikation: a* fiir a € k*/k*2,\ € Fy, wie
man leicht nachpriift.

Beweis fiir den Fall k = R:
Zu zeigen: (aa’,b) = (a,b)(a’,b) fiir a,a’,b € R* /R*2. Der einzige Fall, der nicht
von Proposition 2 i) abgedeckt wird, ist: (a,b) = (a’,b) = —1, was nur gilt
wenn a,a’,b < 0.{—1,1} sind Reprisentanten von R*/R*2. Also ist zu zeigen:
((-1)(-1),-1) = (—1,-1)(—1,—1), was nach Satz 1 erfiillt ist. Die Regularitét
des Hilbert-Symbols folgt aus (—1,—1) = —1.

Bilinearitdt fir den Fall k = Qp:
Folgt aus der Bilinearitét der Formeln aus Satz 1.

Regularitat fir den Fall k = Qp,p # 2:
{1,p, u, up} mit u € U, so dass (%) = —1, sind Reprisentanten von (@;/Q;Q, Da-
Von/sirllld.u,p:md*gp keine Quadrate (nach [1], HL/§3.3, Th.13). (\iNir/fniissen alslo
Witle ool T e () 7 TR ) = T () =

Regularitat fir den Fall k = Qs:
{u,2u} mit v € {1,5,—1,5} sind Reprisentanten von Q3/Q32 (nach [1], III,
§3.3, Cor. zu Th. 4). Fir b € {u,2u} — {1} (die Nichtquadrate) miissen wir je
ein a € Q3/Q3? finden mit (a,b) = —1. Es gilt (5,2u) = —1 und (—1,-1) =
(—1,-5) = —1.

Korollar: Wenn b kein Quadrat ist, ist Vk; aus Proposition 1 Untergruppe
von k* mit Index 2.

Beweis: Zu zeigen: #(k*/Nkj) = 2. Betrachte den Homomorphismus ¢ :
kE* — {£1} mit ¢p(a) = (a,b). Nach Proposition 1 ist Nk; der Kern dieser
Abbildung. Sie ist surjektiv aufgrund der Regularitéit des Hilbertsymbols. Nach
dem Isomorphiesatz induziert ¢; also einen Isomorphismus von k*/Nk; nach

{+1}.

Bemerkung: Schreibe (a,b) in der Form (—1)1*% mit [a,b] € Fy. Dann ist
[-,] : k*/k*? x k* /k*? — Fy eine symmetrische Bilinearform. Mithilfe von Satz



1 erhalten wir nach Wahl einer Basis von k*/k*? eine Matrixdarstellung dieser

Bilinearform:

e Fiir k = R mit Basis {—1} erhélt man die Matrix (1).

e Fir k = Qp,p # 2 mit Basis {p,u}, wobei (%) = —1, erhilt man die
Matrix ((1) (1)> fiir p = 1 mod 4 und die Matrix (1 (1)) flir p = 3 mod 4.

e Fiir k = Q2 mit Basis {2, —1,5} erhélt man die Matrix

= o O
o = O

1
0
0
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