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H ilfsm it t e l:

H1: 1. Isomorphiesatz : Sei φ : X → Y ein sur jek tive r Homomorpismus .

Dann induzie rt φ e inen Isomorphismus φ' : X / Kern (φ) ≌ Y.

H2: 2. Isomorphiesatz : Sei X , Y Untergruppen von Z , dann gil t :

( X+Y )/Y≌ X/(X∩Y)

H3: Propos i t ion auf Se i te 12

H4: Is t B e ine Un tergruppe der abelschen Gruppe A mit endlichem

Index [A:B] , dann gil t fü r jede B umfassende Unte rg ruppe U von A,

also mit B⊂U⊂A, die Gle ichung [A:B]=[A:U]⋅[U:B].

§ 3. Die mul tip lika tive Gruppe ℚ*

p

3.1 : F il t r a t ion der E in hei t eng r up pe U

Sei U= ℤ*

p
die p-adische Einhei tengruppe

Satz 1: U/ U
n
≌ (ℤ/ pn ℤ)* ,wobe i U

n
:= 1+ pn ℤ

p
, n≥1.

Beweis : Der Homomorphismus ε
n
: U → (ℤ/ pn ℤ)*,u↦u mod (ℤ/ pn ℤ)*

ist o ffenbar sur jekt iv, und den Kern f inde t man durch:

u
n
mod pn =(1+ pn x)mod pn =1 .

Also is t U
n

der Kern von ε
n
. Und d ie Behauptung folgt aus H1. □

Korollar 1: U/ U
1
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Beweis :Da U
1

der Kern von ε
1
: U→ (ℤ/pℤ)*= F*

p
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Behaup tung aus H1 . Insbesondere ha t U/ U
1

die Ordnung p-1. □

Korollar 2: U≌ lim U/ U
n

Beweis : U= ℤ*

p
≌( lim ℤ/ pn ℤ)*≌ lim (ℤ/ pn ℤ)*≌ lim U/ U

n
□

Satz 2: φ : U
n
/ U

n+ 1
→ ℤ/pℤ , (1+ pn x) mod pn+ 1 ↦ x mod p ist

ein Isomorph ismus . Insbesondere gi l t #( U
n
/ U

n+ 1
)= p .

Beweis : Dass φ ein Homomorphismus is t , folgt aus

(1+ pn x)(1+ pn y )≡1+ pn (x+y ) (mod pn+ 1 )

Und nun ist e s genug zu ze igen , U
n+ 1

=Kern ( U
n
→ ℤ/pℤ), dann folgt

die Behaup tung aus H1 :

Also u=1+ pn x ↦ 0 ⇔ x≡0 mod p⇔u=1+ pn+ 1 x ' ,wobei x=p x '

⇔ u∈ U
n+ 1

□

Korollar 3: Ord( U
1
/ U

n
) = pn- 1

Beweis : Es gi l t offenbar U
1
⊃ U

2
⊃ U

3
⊃⋅⋅⋅

Wende H4 an : Ord( U
1
/ U

n
) =[ U

1
: U

n
]=[ U

1
: U

2
]⋅[ U

2
: U

n
]=⋅⋅⋅

=[ U
1
: U

2
]⋅[ U

2
: U

3
]⋅…⋅[ U

n- 1 : Un
]= pn- 1 □

Lemma 1: Sei 0 A
β

E
α

B 0 e ine exak te Sequenz von kommuti-

ven Gruppen (bzg l. Add tion) . Ord(A)=a , Ord(B)=b, a,b<∞ sind

tei ler fremd . Se i B ' := { x∈E | bx=0 }. Dann is t E=A⊕ B ' , und B ' ist

die einz ige Un tergruppe von E, die isomorph zu B is t.

Bewe is : a , b te i le rf remd ⇒ a r+bs=1 . Da d ie Sequenz exakt is t , is t β
injekt iv, α sur jekt iv . Nehme für β Einbe ttung, α Projek tion , dann

haben wir β(A)≌A; α(E)=B . Für e in bel iebiges x∈β(A)∩ B ' gilt ax=0

und bx=0 ⇒x=1⋅x=(a r+bs)x=rax+sbx=0 ⇒ β(A)∩ B ' =0.
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Wegen Exakthe it gi l t β(A)=Kern(α).∀x∈E: α (b sx)=sbα (x )=0, also

bsx∈β(A) und arxb=rabx=0 , a lso arx∈ B ' . ⇒ E=β(A)⊕ B ' =A⊕ B ' .

B≌ B ' folg t aus B≌E /Kern (α)=β(A)⊕ B ' /β(A)≌ B ' /0= B ' .

Eindeutigke i t von B ' : Se i B '' e ine weitere Un tergruppe mit B ''≌B

Da B von der Ordnung b ist , is t B '' auch. Daraus folgt ∀ x∈ B '' ,

bx=0 ⇒ B ''⊂ B ' . Da B ' auch von der Ordnung b ist , gi l t B ' = B '' □

Proposi ton 1: Es g i lt U = V × U
1
, wobe i V = {x∈U | x p- 1 =1} d ie

eindeutige Unte rg ruppe von U , die ismorph zu F*

p
ist . (Man nennt V

die Gruppe de r multip lika t ive Repräsen taten de r Elmente aus F*

p
)

Beweis : Da Ord(U) und Ord( U
1
) unendlich s ind , können wir Lemma 1

nich t direkt anwenden. Aber man kann Lemma 1 auf Sequenz

1 U
1
/ U

n

β
U / U

n

α
F*

p
1 anwenden , da Ord ( U

1
/ U

n
)= pn- 1 ,

Ord ( F*

p
)=p-1 s ind. Und pn- 1 , p -1 s ind o ffenbar te ile rf remd.

Wir müssen nun nur die Exakthe it untersuchen: Wegen Proposi t ion 2

au f Sei te 12 erhal ten wir: ∑
∞

i=0
a i p

i = x∈U ⇔ x is t nich t du rch p tei lba r

⇔ a
0
≠ 0 . Denn U

1
={ 1+px | x∈ ℤ

p
} , also g il t : ∀ u∈ U

1
, a

0
≠ 0 .

⇒ U
1
⊂U ⇒ U

1

Einbettung
U is t wohldef in ier t

⇒ U
1
/ U

n

Einbettung
U/ U

n
ist wohldef inier t , also U

1
/ U

n
≌ Bild (β)

Andere rse its : U= { x=∑
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i | a
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≠ 0 }
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Offenbar g il t : Kern (Γ)={ x= ∑
∞

i=0
a i p

i | a
0
=1 }={ x= 1+∑

∞

i=0
a i+ 1

pi }

Also Kern(Γ) = U
1
⇒ Kern ( α:U/ U

n
F*

p
) = U

1
/ U

n
⇒

Bild (β)≌Kern(α) . Damit ist die Exak thei t bewiesen.

Nach Lemma 1 enthäl t U/ U
n

e ine e indeu tige Untergruppe V
n
, d ie

isomorph zu F*

p
is t, wobe i V

n
:={x∈U/ U

n
| x p- 1 =1}. Und d ie Projek t ion

U/ U
n

U/ U
n- 1

b ildet V
n

ismorph nach V
n-1

ab, wobe i man

V
n-1 :={x∈U/ Un- 1 | x p- 1 =1} definie rt .

U= lim U/ U
n
⇒ V= lim V

n
; V

n
≌ F*

p
⇒ V≌ F*

p
. Mit U

1
= lim U

1
/ U

n

folgt U = V × U
1
. Und die Eindeutigke it von V folgt aus de r von V

n
.

□

Korollar 4: ℚ
p

enthä l t die (p -1 )te Einhe i tswurze ln .

Beweis : Die Behauptung folg t mit P ropos i tion 1 aus U= ℤ*

p
⊂ℚ*

p
⊂ℚ

p

□

3.2 St r uk tu r von U
1

Lemma 2: Sei x∈ U
n
- U

n+ 1
mit n≥1 , fal ls p≠2 ; und n≥2, fal ls p=2 .

Dann gil t x p ∈ U
n+ 1
- U

n+ 2
.

Bewe is : OEdA :x∈ U
n
- U

n+ 1
, x=1+k pn ,wobe i k n icht durch p te i lbar ist .

⇒ x p =(1+k pn )p = ∑
p

i=0

p

i
(k pn )i = 1+k pn+ 1 +…+ kp pnp

Weiter g il t np≥n+2 ( da n≥2 , fal ls p=2) ⇒ x p ≡1+k pn+ 1 (mod pn+ 2 )

⇒ x p ∈ U
n+ 1
- U

n+ 2
. □
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