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1 Einfithrung in die p-adischen Zahlen (Felix Baaden)

Sei p von nun an immer eine Primzahl
Motivation:

Wir kénnen die natiirliche Zahl n = 137 auch mit Hilfe einer Primzahl p = 3 schreiben.

137 = 2%3°40%3"+0%3%4+2x3% + 13
i=1
wobel ag =2, a1 =0,a2 =0, a3 =2, a4 = 1, a,, =0 (Vn > 5).

Die Konstruktion der Zahl 137 geschah hier iiber eine Potenzreihe. Die Darstellung der
Zahl 137 heiit p-adische Entwicklung von 137. Neben dieser analytischen Betrachtung kann
man die p-adischen Zahlen auch algebraisch {iber den projektiven Limes erzeugen. Dies soll
im Folgenden geschehen. Dazu brauchen wir aber zuerst folgenden Satz:

Satz 1:

Die Restklassen a(modp™) werden in eindeutiger Darstellung durch

a=ap+ap+ap®+ ...+ a,_1p" *(modp™) (1)
gegeben wobei 0 < a; <p firi=0,...,n—1

Beweis (mit vollstandiger Induktion):

Sei n = 1. Dann gilt a = ag(modp). Die Darstellung ist eindeutig.
Nehmen wir die Behauptung fiir n— 1 bewiesen an, so haben wir eine eindeutige Darstellung

a=ag+ap+ ap® + ...+ an_op" 2 4 gp" Tt

mit einer ganzen Zahl g. Ist g = a,,—1(modp) mit 0 < a,—1 < p, so ist a,,—1 durch a eindeutig
bestimmt und es gilt die Kongruenz des Satzes. O



Voriiberlegungen:

Unser Ziel ist es, mit Hilfe der algebraischen Zahlentheorie den Ring der ganzen p-adischen
Zahlen Z,, zu definieren. Dazu brauchen wir einige Voriiberlegungen:

Wir betrachten die Kongruenzen aus Satz 1 nun fiir ein £ < n. Wir erhalten daher den
Ausdruck a = ag + ap+ asp® + ... + ak,lpk_l(modpk). Der Summand akpk +. i ap_p"t
entfillt dabei. Wir kénnen nun jeder Restklasse modp™ eindeutig eine Restklasse modp®
zuordnen. Jedes Element aus Z/p"Z bestimmt also ein Element aus Z/p*Z. Wir betrachten
jetzt die p-adischen Zahlen nicht mehr wie oben motiviert als Potenzreihen, sondern sehen
sie jetzt als Folgen der Restklassen

T, = zn(modp™) € Z/p"Z (2)

Sei Ay, :=Z/p"Z, wobei n € N. Dann existiert eine Abbildung ®, fiir die gilt
O} : Ay, — Ax (k< n). Wir erhalten einen Homomorphismus (die Abbildung ist struk-
turerhaltend; sie bildet Addition in Addition und Multiplikation in Multiplikation ab). Es gilt

(i) ¥n > 1ist @ die identische Abbildung
(i) Firk<m <n ist @ =0 odm™

Also bestimmt A, in eindeutiger Weise ein Element von A, 1, also ®,, : A, — A,_1.
Der Homomorphismus ist surjektiv. Sein Kern ist p"~!4,, (denn wenn man z.B. p = 5 und

werden 0,5,10,15,20 auf die Null abgebildet. Der Kern von &5 : Ay — Aj ist also 5As;
dadurch werden Kern und Surjektivitit sofort klar).
Somit erhalten wir eine unendliche Folge von Restklassenringen und Homomorphismen

P D1 P P
—>An—n> n,1—>...—3>A2—2>A1

Man spricht hier von einem sogenannten projektiven System. Die in (2) definierte Folgen
von Restklassen

Tn, = Tp(modp™) € Z/p"Z

liegen in verschiedenen Ringen Z/p™Z, sie sind aber, wie eben gesehen, miteinander verbun-
den, und es gilt

(I)(ﬁ) = Tn—-1

Um nun endlich den Ring der ganzen p-adischen Zahlen Z,, definieren zu koénnen, fehlt uns
noch die Definition des projektiven Limes.
Im direkten Produkt

H Z/p"Z = {(zn)nen|rn € Z/p"Z}

n=1



betrachten wir jetzt alle Elemente (x,,)nen mit der Eigenschaft
b, (Tpy1) =z, Yn=12,...

Diese Menge heifit der projektive Limes der Ringe Z/p™Z und wird mit lim Z/p™Z bezeich-
net. Es gilt also

lim Z/p"Z = {(xn)neN € H Z/p"Z | ®(xpt1) =2n, n=12,..}

n=1

Der projektive Limes hat jetzt folgenden Vorzug

limZ/p"Z C [ 2/p"Z

n=1

o0
Er wird also zu einem Teilring des direkten Produktes [[ Z/p™Z. Darin sind Multiplika-
n=1
tion und Addition komponentenweise definiert. Somit erhalten wir den Ring der ganzen
p-adischen Zahlen Z,. Wir fassen das eben gesehene nochmals in folgender wichtigen Defi-

nition zusammen:
Definition 1

Man nennt Z, den Ring der ganzen p-adischen Zahlen und definiert ihn als den projek-
tiven Limes des Systems (A, ®,,) und schreibt

Z, = lim(4,, ®,) (3)
Ein Element z aus Z, schreibt man in der Form « = (..., 2,,...,21) mit z,, € A, und
b(xy) = Ty fiir n > 2.
Wir finden sogar in Z, die ganzen Zahlen a € Z wieder; diese hatten sich ndmlich durch die

Kongruenzen aus (1) ergeben. Bei der Identifizierung in (3) geht daher Z in die Menge der
Tupel

(..., a(modp®), a(modp?), a(modp)) € H Z/p"Z

n=1

iiber und somit wird Z zu einem Teilring von Z,.
Somit gilt also

ZC7Z,=1mZ/p"zC [[2/p"Z

n=1



Beispiel 1

Sei p = 3 Wir kénnen die Zahl 8 mit Hilfe von Definition 1 darstellen

o0
|

2(mod  3)
2+2%3(mod 3%
= 2+2x3(mod 3%

Wir erhalten also x = (..., 2 + 2 * 3(mod3?),2 + 2 * 3(mod3?), 2(mod3))

Eigenschaften von Z,

Proposition 1
Die Sequenz 0 — Z, r, Z, =, A, — 0 ist exakt. Dabei soll &, : Z, — A, eine Funktion
sein, die einer ganzen p-adischen Zahl x seine n-te Komponente z,, zuordnet.

Beweis

Erinnerung: Um zu zeigen, dass diese Sequenz exakt ist, miissen wir einerseits zeigen, dass
p" injektiv und &, surjektiv ist. Andererseits miissen wir zeigen, dass Kern(p™) = Bild(e,)
ist.

Sei nun = = (z,) eine ganze p-adische Zahl und pr = p+ ... + p = 0 (p Summanden).
Fiir jede Komponente ist dann pz,; = 0 fiir alle n und z,,41 ist von der Form p"y,, 1 mit
Yn+1 € Apt1; da nach Definition gilt ¢(x,, 1) = 2, sieht man, dass x,, durch p™ teilbar ist,
also null ist. Die Multiplikation mit p, also auch mit p™ ist in Zy daher injektiv.

Dass der Projekthomomorphismus ¢, injektiv ist, ist klar. Wir miissen also noch zeigen,
dass Kern(e,) = Bild(p™) ist.

Ist x = (...,z3,22,21) € Kern(e,), dann ist ¢, (z) = x,, = 0, aber auch z,_1 = ¢(z,) =0,

also 11 = 9 = ... = z, = 0. Aulerdem gilt ¢ (x,,) = x, = 0 fiir jedes m > n,
d.h. z,, € Kern(¢') = p"Ap, also z,, = p"a,, fir alle m > n + 1. Es liegt offenbar
T = (. Zyy0,2,41,0,...,0,0) in Zp; es ist 2 = p"x . O

Proposition 2

Ein Element aus Z, ist genau dann invertierbar, wenn u nicht durch p teilbar ist.

Beweis

g

Es sei u nicht durch p teilbar. Es sei u,, die m-te Komponente von u in A,,. Nach Vorausset-

zung gilt (u,p) = 1. Also ist u,, prime Restklasse und besitzt daher ein Inverses u,, . Dann
gilt

u ist also invertierbar.



=
Sei w invertierbar. u ist nur dann durch p teilbar, wenn u € Bild(p) = Kern(e,). Da u eine
Einheit ist, ist auch e, (u) eine Einheit, also e, (u) # 0, also ist u nicht durch p teilbar. O

Proposition 3

Es sei U die Gruppe der invertierbaren Elemente von Z,. Jedes von Null verschiedene
Element aus Z,, lasst sich eindeutig in der Form p™u (v € U und n > 0) schreiben. (Man
nennt ein Element aus U p-adische Einheit).

Beweis

Ist x eine von Null verschiedene ganze p-adische Zahl. Dann existiert eine grofite ganze Zahl
n, so dass x,, = &, (z) Null ist, aber z,, 11 # 0. Dann gilt a,p" +an 10" +anop" 2 +... =
P (@p +an 1D+ aniop?+...). Dann ist (ay +an1p+ani2p®+. . .) offensichtlich nicht durch
p teilbar, liegt also nach Proposition 2 in U. Daher erhilt man die gewiinschte Zerlegung
p"u mit v € U.

Die Eindeutigkeit ist durch die Zerlegung klar. O

Notation

Sei = eine ganze von null verschiedene p-adische Zahl. = ldsst sich nach Proposition 3 in
der Form z = p™u schreiben. Wir nennen die natiirliche Zahl n p-adische Bewertung von z
und setzen v,(x) = n. Man setzt formal v,(0) = co. Dann erhélt man eine Funktion

vp: Q — ZU {0}

mit den folgenden Eigenschaften
(1) vp(ay) = vp(x) +vp(y)
(i) vp(x +y) > min{vy(z) vp(y)}
wobei  + 00 =00, 00+ 00 =00 und co > x gelten soll.

Beweis

(i) vp(zy) = vp(pP up™v) = vp(P" M uv) = n+m
(i) Sei 0.b.d.A. n < m. vp(p"u+p™v) = vp(p™(u 4+ vp™ ")) > min{v,(p"u), v (P u)} O

Proposition 4
Auf Z,, wird durch
d(z,y) = exp(—vp(z —y))
eine Metrik definiert. Dadurch wird Z, zu einem metrischen Raum, in dem Konvergenzen
definiert sind. (Anmerkung: Das Problem an der Motivation war, dass die Reihen nicht kon-

vergieren. Mit Hilfe dieser Definition ist es uns aber nun auch méglich eine Konvergenz fiir
hohe n festzustellen.



Der Korper Qp

In der Motivation hatten wir die ganzen p-adischen Zahlen iiber eine Potenzreihe darge-
stellt. In Analogie zu den Laurentreihen f(z) = > °C _ a,(z — a)” erweitern wird die
ganzen p-adischen Zahlen durch die formalen Reihen

o0
f(z) = Z ayp’ =a_pmp ™+ ... ta_1p t+ag+ap+...

vV=—m

wobei m eine ganze Zahl und 0 < a, < p ist. Diese Reihen nennen wir nun die p-adischen
Zahlen und bezeichnen ihre Gesamtheit mit Qp. Fiir eine beliebige Zahl f € Qp schreiben
wir

f==p™ gheZ (ghp) =1

und wenn ag + a1p + asp® + ... die p-adische Entwicklung von % ist, so ordnen wir f die

p-adische Zahl agp™™ + a1p™ ™ + ... + @y + Gmy1p + - .. € Qp als p-adische Entwicklung
zu. So erhalten wir eine kanonische Abbildung Q — Qp, die Z in Zy, iberfiihrt und injektiv
ist und identifizieren nun Q mit dem Bild in Qp, sodass Q C Qp und Z C Z; wird, un

erhalten fiir jede rationale Zahl f € Q eine Gleichheit f = > a,p.

v=—m
Da nun jedes Element f € Qp als f =p™™g g € Z; dargestellt werden kann, dehnt sich
sowohl Addition als auch Multiplikation in Z, auf Qp aus. Qp wird zum Quotientenkorper
von Zy. Folgen wir nun dem gleichen Muster wie in der Identifizierung nach Definition 3, so
erhalten wir Q als Teilkérper Qp der p-adischen Zahlen.

Definition 2
Der Koérper der p-adischen Zahlen Qyp ist der Quotientenkérper des Rings Zy,.

Man sieht sofort, dass Qp = Zp[p~']. Jedes Element z € (Qp)* kann man als p" o/ mit
n' € Z,u' € U schreiben (Uberlegung: 5;% =ptTme = p"'u'). n’ heiBt wiederum p-adische

Bewertung von . Wir schreiben wiederum v, (z). Es gilt v,(2) > 0 nur wenn « € Zj, ist.

Proposition 5

Fiir z € Qp definieren wir den p-Betrag durch
1 VplT
|z |p = (g) »(@)
Dieser hat folgende niitzliche Eigenschaften:

(i) |2[p >0

(ii) |$y|p = |x|p|y|p



(iii) |z + ylp, < mazx(|zlp, ly|p) (ultrametrische Gleichung)

Beweis
(i) klar
(i) |zyl, = (%)vp(ry) = (%)vp(z)wp(y) = (%)vp(z)(%)vp(y) = ||, |yl,

(111) ‘x J'_ y‘p — (%)V:D(x""y) S (%)ma${yp(z)7”p(y)}
Proposition 6

Der Koérper Qp, mit der Metrik, die durch d(z,y) = e (@Y definiert ist, ist lokal kompakt
und enthélt Z, als offenen Unterring; der Kérper Q ist dicht in Qp.

Dies ist klar.

Abschlussbemerkung

Zum Schluss soll nochmals auf die ganzen p-adischen Zahlen zuriickgekommen werden. Man
kann die ganzen p-adischen Zahlen auch noch so auffassen:

Zp - {Z anpn|0 S (27 S p}

n=0

U=17Z; = {Z anp™lag # 0} = {x € Zp|px}
n=0

U=127Z;— (Z/p"Z)"

2 Gleichungen iiber den p-adischen Zahlen (Andreas
Schmidt)

Sei f € Zp[X,..., X)) und f, € A, [X4,..., X)) das mod p reduzierte Polynom von f

Proposition:
Seien f() € Z,[X1, ..., X,,] eine Menge von Polynomen mit Koeffizienten in Z,. Dann sind
dquivalent

m

1. f® haben gemeinsame Nullstelle in (Z,)

2. ffli) haben gemeinsame Nullstelle in (A,,)™ V n > 2

Lemma:

Sei ...Dp, — D, 1 — ... — D; ein projektives System und D = lim._ D,, der projektive
Limes dieses Systems. Die D,, seien endlich und nichtleer

= D ist nichtleer



Beweis (Lemma):

Die Aussage ist klar, falls alle p,, : D,, — D,,_1 surjektiv sind, da fiir alle x,,_; € D, _1 ein
xn € D, existiert so dass p(z,,) = x,—1. Somit ist mit n — oo auch der Limes nicht leer.
Falls die Abb. nicht surjektiv sind, kann man sie entsprechend verkleinern, so dass sie dies
werden. Sei also D,, ,, das Bild von Dy, in D,,. Diese D,, ,, sind eine Familie von absteigenden
nichtleeren endlichen Teilmengen von D,. Fiir p ausreichend groflwerden diese stationér
(werden also nicht mehr gréBer). Daher konvergieren sie gegen eine Menge E,, C D,,, E,, # 0.
Die eingeschrinkten Abbildungen p,, : FE, — E,_; sind surjektiv.

Beweis(Proposition):

Setze D = {die gemeinsamen Nullstellen von f®} und setze D, = {die gemeinsamen
Nullstellen von fy(f)}. Die D,, sind endlich, daraus folgt mit dem Lemma die eine Richtung.
Anderst herum gilt falls D endlich ist, dass trivialerweise die Projektionen endlich und nicht
leer sind.

O

Ziel ist es jetzt von einer Losung der Gleichung f(z) = Omod (p™) zu einer echten Losung in
Z,, zu gelangen. Ein wichtiges Hilfsmittel ist dazu das Newton Lemma fiir p-adische Zahlen.
Es besagt, dass unter bestimmten Vorraussetzungen eine existierende Nullstelle der Glei-
chung f(z) = Omod (p") immer verbessert werden kann, indem man eine Losung mod p"+!
findet. Es ist klar, dass diese etwas feiner ist, da die Restklassen mod p™t! mehr sind, als
die mod p™

Lemma (Newton-Methode):
Sei f € Zy[X], f (x) die Ableitung, € Z,, n, k€ Z
mit 0 < 2k < n, f(z) = 0(mod p"), v,(f (z)) =k

Dann existiert ein y € Z, so dass

’

f(a) = 0(mod p"),  wp(f () =k, y=a(modp"™)

Beweis: Definiere y = x + p"~*2 fiir ein 2 € Z,,.
Wir betrachten die Taylor Entwicklung um x

fy) = fz) +p"*2f () + pP"Pa; aeZ,

Nach Vorraussetzung kénnen wir schreiben f(z) = p™b,b € Z, und f () = p*c,c € U also
c eine Einheit. Damit kénnen wie z so wéhlen, dass gilt

b+ zc = 0(modp)

da c¢ invertierbar.

= fly) = pb+p" FapFetp?nHa
— pn(b+zc) +p2n—2ka
= 0 (modp™™)



da 2n—2k > n. Fiir den letzten Teil des Beweises betrachten wir noch die Taylorentwicklung

um [ ()

fw) = Ffw+p "2 acyz,
= pfe+p"Fza
_ pk(C-i-pn_ZkZCL)

da ¢ Einheit folgt v,(f (z)) = k

Dies erlaubt uns das zentrale Ergebnis zu formulieren

Satz:
Sei f € Zy[Xq,.... X,z (Z,)™, n, ke Z
mit 0 < 2k < n, f(x)=0(mod p™) und es existiert ein j € {1,...,m} so dass

of

UP(W) =k
J

Dann existiert y € (Z,)™ so dass

y =0 (modp™*) und f(y) =0

Beweis:

Wir betrachten zunéchst den Fall m = 1. Durch Anwendung des Newton Lemmas ldsst sich
ausgehend von einem Startwert ¥ sukzessiv eine Folge konstruieren in der die p Potenzen
immer weiter erh6ht werden

it nHa-ky  mit f(29) = 0(mod ptI)

Dies ist eine Cauchy Folge beziiglich der zuvor definierten Metrik in Z,. Diese konvergiert
in Z, . Sei y der Grenzwert dann gilt

= z9(mod p

f(y) =0 und y = z(mod p" )
Der Fall m > 1 folgt einfach aus dem ersten. Wir betrachten dazu das Polynom f* € Zp[X}]
indem man X; = x; setzt fiir ¢ # j. Dazu findet man eine Losung y; wie oben. Setze dann
y; = x; fur ¢ # j; damit gilt
fly)=0 und y=x(mod p" ")
O

Mit Hilfe des Satzes lassen sich einige einfache Folgerungen fiir Nullstellen von quadratischen
Formen formulieren.

Korollar 1:

Jede einfache, (mod p) reduzierte Nullstelle eines Polynoms ldsst sich auf eine Nullstelle in
Z,, "hochheben* bzw. ”liften“.

(Nullstellen heifien einfach, falls mindestens eine partielle Ableitung # 0)



Beweis: n = 1,k = 0 im obigen Satz

Definition:
Ein x € (Z,)™ heifit primitiv, falls es ein x; gibt, welches invertierbar ist.

Korollar 2:

Sei p # 2; f(x) = > a;;X;X;, mit a;; = aj; eine quadratische Form mit det(a;;) invertier-
bar; Sei a € Z,, dann gilt:

Jede primitive Losung von f(z) = a(mod p) kann hochgehoben werden zu einer echten
Losung in Z,,.

Beweis:

Mit Korollar 1 muss lediglich gezeigt werden, dass nicht alle partiellen Ableitungen ver-
schwinden. Betrachte

of
J
da det(a;;) # 0(mod p) und mindestens ein z; nicht durch p teilbar folgt die Behauptung.

O

Korollar 3:

Sei p = 2 und die Vorraussetzungen sonst wie in Korollar 2. Dann gilt:

Falls  primitive Lésung von f(z) = a(mod 8) und nicht alle partiellen Ableitungen mod 4
verschwinden, dann kann man x auf eine echte Losung hochheben.

Beweis:

Dies ist der Fall n = 3 und k£ = 1 im Satz. Der Beweis verfolgt analog zu Korollar 2, wobei
durch die ”2¢ in der Ableitung die Vorraussetzungen entsprechend angepasst wurden (daher
mod 4)
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