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Endliche Körper

1 Allgemeines

Alle Körper werden als kommutativ betrachtet

1.1 Endliche Körper

SeiK ein Körper. Das Bild vonZ in K ist ein Integritätsbereich, daher isomorph
zu Z oderZ/pZ, wobeip eine Primzahl ist. Sein Quotientenkörper ist isomorph
zu Q oderZ/pZ = Fp. Im ersten Fall kann man sagen,K hat die Charakteristik
0; im zweiten die Charakteristik p.
Die Charakteristik vonK wird geschrieben alschar(K). Wenn gilt, dass
char(K) = p 6= 0, dann istp auch die kleinste ganze Zahln > 0, so dassn ·1 = 0
(kurze Erinnerung: Die Charakteristik eines Körpers ist definiert durch:

char(K) =







min
{

k| 1 + · · · + 1
︸ ︷︷ ︸

k

= 0
}

falls 6= 0

0 sonst

Lemma
Wennchar(K) = p, ist die Abbildungσ : x 7→ xp ein Isomorphismus vonK

auf einen seiner UnterkörperKp

Beweis: Homomorphismus:

• Wir haben:σ(xy) = σ(x)σ(y). Denn(xy) 7→ (xy)p = xpypX

zz.:σ(xy) = σ(x) + σ(y), d.h.(x + y)p = xp + yp

• Für:

(x + y)p =

p
∑

k=0

(p

k

)

xkyp−k

mit k ∈ {1, 2, ..., p − 1} gilt:

p|
(p

k

)

denn
(p

k

)

=
p!

k!(p − k)!
, p prim ⇒ p|p!, p ∤ k!, p ∤ (p−k)! ⇒

(p

k

)

= 0 inZ/pZ
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d.h. der Binomialkoeffizient
(

p
k

)
≡ 0(mod p), wenn0 < k < p

⇒ (x + y)p =

p
∑

k=0

(p

k

)

xkyp−k

=
(p

0

)

x0yp +

p−1
∑

k=1

(
p − 1

k

)

xkyp−k

︸ ︷︷ ︸

=0

+

(
p

p

)

xpy0

= xp + yp

daher istσ ein Homomorphismus.

zz.: Bijektivität

• injektiv: klar, dennker(σ) enthält nur die 0

• surjektiv: folgt aus DefinitionKp = {yp|y ∈ K} = {x ∈ K|∃y ∈ K :
yp = x}
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Satz 1

(i) Die Charakteristik eines endlichen KörpersK ist eine Primzahlp 6= 0.
Wennf = [K : Fp](d.h. f ist die Dimension vonK alsFp-Vektorraum), ist
die Anzahl der Elemente vonK q = pf .

(ii) Sei p eine Primzahl und seiq = pf (f ≥ 1) eine Potenz vonp. SeiΩ ein
algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristikp. Es existiert ein
eindeutiger UnterkörperFq von Ω derq Elemente besitzt. Es ist die Menge
der Nullstellen des PolynomsXq − X

(iii) Alle endlichen Körper mitq = pf Elementen sind isomorph zuFq

Beweis:

(i) WennK endlich ist, enthält es nicht den KörperQ, denn dieser ist abzähl-
bar. Daher ist seine Charakteristik eine Zahl n. Aufgrund derDefinition der
Charakteristik von K ist n die kleinste natürliche Zahl für die gilt:

n · 1 = 1 + 1 + ... + 1
︸ ︷︷ ︸

n−mal

= 0
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Angenommen,n = m · l. Dann ist0 = n ·1 = (m ·1) · (l ·1). Alsom ·1 = 0
oderl · 1 = 0. Wegen der Minimalität vonn und der Nullteilerfreiheit des
Körpers folgt daraus, dass n eine Primzahl ist, alson = p.
Seif der Grad des KörpererweiterungK/Fp. K alsFp-Vektorraum aufge-
fasst und mit K endlich, dann folgt daraus, dassFp ein endlich-dimensionaler
Vektorraum ist. Sei{k1, ..., kf} eine Basis. Dann lässt sich jedes Element
auf genau eine Weise als Linearkombination [s. LA I]

∑
aiki mit ai ∈ Fp

schreiben.⇒ es gibt genau|Fp|
f = pf Elemente inK.

(ii) Da Ω algebraisch abgeschlossen ist mit Charakteristikp, ist σ′ : x 7→ xq

ein Automorphismus vonΩ, nämlich die f-te Iteration vonσ : x 7→ xp. Die
Invarianten vonσ′ formen den UnterkörperFq von Ω. Die Ableitung des
PolynomsXq − X ist:

qXq−1 − 1 = p · pf−1Xq−1

︸ ︷︷ ︸

=0, da p=0

−1 = −1

und ist nicht0. Dies impliziert (daΩ algebraisch abgeschlossen ist), dass
Xq − X q paarweise verschiedene Wurzeln hat, daherCard(Fq) = q.
Umgekehrt, wennK ein Unterkörper vonΩ ist mit q Elementen, hat die
multiplikative GruppeK∗ = K\{0}q − 1 Elemente. Dann istxq−1 = 1,
für x ∈ K∗ undxq = x, für x ∈ K. Dies beweist, dassK in Fq enthalten
ist. Weil Card(K) = Card(Fq) haben wirK = Fq, was den Beweis zu ii)
vervollständigt.

(iii) Aussage iii) folgt aus ii) und aus der Tatsache, dass alle Körper mitpf Ele-
menten inΩ eingeschlossen werden können, daΩ algebraisch abgeschlos-
sen ist.

1.2 Die multiplikative Gruppe eines endlichen Körpers

Seip eine Primzahl undf eine natürliche Zahl≥ 1 und seiq = pf

Satz 2
Die multiplikative GruppeF∗

q eines endlichen KörpersFq ist zyklisch mit Ord-
nungq − 1
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Beweis: Φ(d) bezeichnet die Eulerfunktion:Φ(d) = ♯{1 ≤ a ≤ m|(a,m) = 1}.
Sei d ∈ N. Dann istΦ(d) die Anzahl der Erzeuger der zyklischen Gruppe, der
Ordnung d.

2

Um den Beweis zu vervollständigen werden die folgenden beiden Lemmata
benötigt.

Lemma 1
Wennn eine natürliche Zahl≥ 1 ist, dann gilt

n =
∑

d|n

Φ(d)

(Erinnerung: die Schreibweised|n bedeutet: d teilt n)

Beweis: Wennd|n; seiCd die eindeutige Untergruppe vonZ/nZ mit der Ordnung
d und seiΦd die Menge der Erzeuger vonCd. Da alle Elemente vonZ/nZ eines
derCd erzeugen, ist die GruppeZ/nZ die disjunkte Vereinigung vonΦd und wir
erhalten:

n = Card(Z/nZ) =
∑

d|n

Card(Φd) =
∑

d|n

Φ(d)
2

Lemma 2
SeiH eine endliche Gruppe der Ordnungn. Es sei angenommen, dass für alle

Teiler d von n, die Menge{x ∈ H|xd = 1} höchstensd Elemente besitzt. Dann
ist H zyklisch.

Beweis: Sei d ein Teiler vonn. Wenn einx ∈ H mit der Ordnungd existiert,
ist die durchx erzeugte Untergruppe(x) = {1, x, ..., xd−1} zyklisch mit Ordnung
d. Im Hinblick auf die These gilt, dass alle Elementey ∈ H mit yd = 1 zu (x)
gehören. Besonders sind alle Elemente vonH mit Ordnungd Erzeuger von(x)
und dies sindΦ(d) Stück.
⇒ Es gibt nur0 oderΦ(d) Elemente der Ordnungd in H. Wäre es 0 für einen Wert
vond, würde aus Lemma 1 folgen, dass die Anzahl der Elemente vonH < n ist,
im Widerspruch zur Annahme. Insbesondere existiert einx ∈ H mit Ordnungd
undH fällt mit der zyklischen Gruppe(x) zusammen.
Satz 2 folgt aus Lemma 2 fürH = Fq∗ undn = q − 1; es ist auch offensichtlich,
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dass die Gleichungxd = 1 mit Gradd nur höchstensd Lösungen inFq hat.
2

Bemerkung
Der obige Beweis zeigt allgemeiner, dass alle endlichen Untergruppen der

multiplikativen Gruppe eines Körpers zyklisch sind.

2 Gleichungen über einem endlichen Körper

2.1 Potenzsummen

Lemma
Seiu eine natürliche Zahl≥ 0. Wir einigen uns aufxu = 1, wennu = 0, auch

wennx = 0.

S(Xu) =
∑

x∈Fq

xu =







0 falls u = 0

−1 falls u ≥ 1 ∧ (q − 1)|u

0 falls u ≥ 1 ∧ (q − 1) ∤ u

ist äquivalent zu−1 wennu ≥ 1 ist und teilbar durchq − 1; sie ist äquivalent zu
0 sonst.

Beweis:

• 1. Fall:u = 0

S(Xu) =
∑

x∈Fq

xu =
∑

x∈Fq

x0 = q · 1 = 0

weil Fq die Charakteristikp hat.

• 2. Fall:u ≥ 1, (q − 1)|u, x ∈ Fq\{0}
⇒ u = (q − 1)a mit a ≥ 1

∑

x∈F∗
q

xu =
∑

x∈F∗
q

x(q−1)a
︸ ︷︷ ︸

=1

=

q−1
∑

i=1

1i = (q − 1) · 1 = q − 1
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Damit gilt:

∑

x∈Fq

xu = 0u +
∑

x∈Fq∗

xu

= 0u + (q − 1)

= 0 + (pf − 1)

= −1

• 3. Fall:u ≥ 1 ∧ (q − 1) ∤ u
Da F∗

q = Fq\{0} zyklisch mit Ordnungq − 1 ist, existiert einy ∈ F ∗
q mit

yu 6= 1.
Multiplikation von

∑

x∈F∗
q

xu mit yu ergibt:

yu(
∑

x∈F∗
q

xu) =
∑

x∈F∗
q

(y · x)u =
∑

x∈F∗
q

xu

⇔ yu(
∑

x∈F∗
q

xu) − (
∑

x∈F∗
q

xu) = 0

⇔ (
∑

x∈F∗
q

xu) (yu − 1)
︸ ︷︷ ︸

6=0

= 0 ⇒
∑

x∈F∗
q

xu = 0
2

2.2 Satz von Chevalley

Satz von Chevalley-Warning
Seienfα ∈ Fq[X1, ..., Xn] Polynome mitn Variablen mitα = 1, ..., n. Be-

zeichneG das Gleichungssystem

fα(X1, ..., Xn) = 0

V = L(G) sei die Lösungsmenge dieses Systems.V ist eine Teilmenge vonFn
q .

Dann gilt:
0 ≤ Card(v) ≤ qn
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Ist ∑

α

degfα < n

dann gilt:
Card(V ) ≡ 0(mod p)

Beweis: SetzeP :=
∏

α(1 − f q−1
α ) und seix ∈ Fn

q . Wennx ∈ V , dann sind alle
fα(x) = 0 und

P (x) = 1

Ist fα(x) 6= 0 für einα, alsox /∈ V , so ist

f q−1
α (x) = 1

also
1 − f q−1

α (x) = 0

damit ist
P (x) = 0

Daher istP die charakteristische Funktion vonV .
Daher gilt

S(P ) ≡ Card(V )(mod p)

da

S(P ) =
∑

x∈Fn
q

P (x)

=
∑

x∈V

=1
︷ ︸︸ ︷

P (x) +
∑

x/∈V

=0
︷ ︸︸ ︷

P (x)

= Card(V ) · 1 + 0

Es bleibt noch zu zeigen, dass
∑

x∈Fn
q

P (x) = 0

gilt.
Es ist

deg(1 − f q−1
α ) ≤ (q − 1) · (degfα)
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P ist nach Voraussetzung ein Polynom mit

degP =
∑

α

deg(1 − f q−1
α )

=
∑

α

(q − 1)(deg fα)

= (q − 1) · n

Wir können daher P als Linearkombination von Monomen der Form

Xu = Xµ1

1 · ... · Xµn

n mit µ1 + ... + µn < (q − 1)n

schreiben.
Es ist in jedem dieser Monome mindestens einµi < (q − 1).
Nach Distributivgesetz gilt:

∑

x∈Fn
q

Xµ1

1 · ... · Xµn

n =
( ∑

x∈Fn
q

Xµ1

1

)

· ... ·
( ∑

x∈Fn
q

Xµn

n

)

Nach vorherigem Lemma ist mindestens einer dieser Faktorengleich0 und damit
auch das Produkt. Und daher gilt:

∑

x∈Fn
q

P (x) = 0
2

Korollar 1
Wenn

∑

α

degfα < n und wenn diefα keinen konstanten Term haben, dann

haben diefα eine nichttriviale gemeinsame Null.

Beweis: Tatsächlich, wennV auf{0} reduziert wäre, wäreCard(V ) nicht teilbar
durchp. Korollar 1 ist besonders dann anwendbar, wenn diefα homogen sind.

Korollar 2
Alle quadratischen Formen mit mindestens drei Variablen über K haben eine

nichttriviale gemeinsame Nullstelle.
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