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Man achte auf eine saubere Darstellung und eine ordentliche Schrift.
Bitte keine maschinell erstellten Lésungen abgeben.

Aufgabe| 1 | 2 | 3 | 4 | ¥
Punkte‘

1 . Aufgabe (6 Punkte):
Finden Sie alle ganzzahligen Losungen der folgenden Gleichung:

z® =y? + 4.

2 . Aufgabe (6 Punkte) (Fermat im Fall n = 3):
Es sei A := Z[j], wobei j eine komplexe GriRe sei, fiir die j2 + j + 1 = 0 gilt. Fiir eine komplexe
Zahl z bezeichne z die dazu komplex Konjugierte. Zeigen Sie:

a) Die Abbildung N : A — N;a — aa = |a|? ist multiplikativ und eine Normfunktion, d.h. A ist
damit ein euklidischer Ring. Die Einheiten des Rings A sind durch die Menge {41, 47, £5%}
gegeben.

b) Das Element A := 1 — j ist ein Primelement und A/AA ist ein Korper mit drei Elementen
und es gilt: 3 = —52)2. Die Kuben des Restklassenrings A/94 = A/\*A sind 0, 41, £)3.

c¢) Es sei u eine Einheit aus A und z,y, z € A, dann folgt aus 23 + y® = uz?, daR xyz = 0 gilt.



3 . Aufgabe (6 Punkte):
Es sei K := Q(y/m, /n) mit quadratfreien ganzen Gréfen m,n # 1 und k := mn/(m, n)?. Zeigen
Sie:
a) Ein Element « in K ist genau dann ganz iiber Q, wenn dessen Relativnorm Ny 1Q(ym) ()
und TTK/Q(\/@ ganz {iber Q sind.

b) Wenn m =3 mod 4 und n =k =2 mod 4 gilt, ist jedes Element aus Ok in der Form

a+by/m + ey/n+ dVk

5 mit a, b, c,d € Z schreibbar.

Die Relativnorm betrachtend, schliefsen Sie zum einen, dafs a und b gerade sein miissen und
fiir ¢ und d die Relation ¢ = d mod 2 gelten muf und zum anderen, dafs

{1, vim, v, YR

eine Ganzheitsbasis darstellt.

4 . Aufgabe (6 Punkte) (Fortsetzung der vorhergehenden Aufgabe):

a) Ist m =1 mod 4 und n = k = 2 oder 3 mod 4, dann ist jedes ganze Element aus Ok in
der Form

a +by/m + ev/n + dvk
2

Dabei gelten die Beziehungen a =b mod 2 und ¢ = d mod 2. Folgern Sie, dafs

17 1+2\/ﬁ7\/ﬁa \/ﬁ;—\/E

mit a, b, c,d € Z schreibbar.

} eine Ganzheitsbasis von Ok ist.

{

b) Ist m=n=k=1 mod 4, dann 14t sich jedes ganze Element o aus O in der Form

a+bym+ceyn+dvk

1 mit a, b, ¢,d € Z schreiben.

Dabei gelten die Beziehungen ¢ = b = ¢ = d mod 2. Addiert man zu « ein geeignetes

c
ganzzahliges Vielfaches von (1+§/m ) (1+2\/E>, dann erhilt man einen Ausdruck der Form

mit r,s,t € Zund r+s+¢t=0 mod 2.

r+ sym+ty/n
2

Folgern Sie, daff
1 1 1 1 k
{1, +2\/ﬁ’ + \/ﬁ, ( +2\/E) ( + f)} eine Ganzheitsbasis von O ist.
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