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1 Schnitte des Projektiven Raums

Zu den Definitionen des letzten Vortrages hier noch eine wichtige Bemerkung.
Notation: R = I',(X)

Bemerkung 1.1.  0) Warnung: Die Garben Ox(d) hangen fundamental
von der Graduierung auf R ab, also von der gewdhlten Einbettung von

X i P,

1) Sei M ein graduierter R-Modul. Dann gilt ]\m = M@OX Ox(d) =
M(d), denn:

—_~— —_— —~

M(d) = M ®r R(d) = M ®5 R(d) = M ®0, Ox(d) = M(d).

2) Wir suchen nun einen (rechts-)inversen Funktor fir M — M. Die
Korrespondenz zwischen Schnitten und Garben in der projektiven Geo-
metrie ist nicht so perfekt wie im affinen Fall. Sei F ein Ox-Modul, so
definiere einen graduierten R-Modul T'(F) durch

L(F) = DT (X, F(d))

deZ

i) zur Modulstruktur
Sei s € Ry = T'n(X)g Dann definiert s einen globalen Schnitt
s € I'(X,0x(d)). Sei auferdem t € T'(X, F(q)).
a) Betrachte F(n) ®o, Ox(d) = F @0, Ox(n) ®o, Ox(d) =
F ®oy Ox(n+d) =F(n+d)
b) Es gilt: M @gr N = N ®r M fiir R-Moduln M, N .
¢) Daher folgt:

['(X,0x(d))xT'(X, F(n)) — I'(X, Ox(d)@i (X, F(n)) = I'(X, F(n+d)),

(s,t) > s-t=s®t

Diese Abbildung ist eine nach a),b) wohldefinierte Skalarmultipli-
kation und macht I'.(F) zu einem R-Modul.

i) zur Graduierung
Die Graduierung von I',(F) wird gegeben durch die natiirliche Ab-
bildung

(X, 0x(p) @ T (X, Flq)) — T(X,Flp+4q).)



Man kann nun verifizieren, dass fir einen Ox-Modul F gilt:

F ~T(F)

(zum Beweis siehe Hartshorne, II, 15.5). Mit anderen Worten: Der
Funktor T', ist Rechtsinverses zu . Genauer: Ein Modul ist quasi-
koherent (resp. koherent) genau dann, wenn er von der Form M ist.
(resp. ]\N/[fu’r ein M endlichen Typs).

3) NB: Der Funktor Ty ist jedoch nicht linksinvers. Sei F eine Garbe
der Form M. Dann sind die Moduln M und T',(F) nicht notwendig
isomorph. In der Tat gibt es einen natirlichen Homomorphismus

ra: My — T(X, M(d)), z— z/1 € M (d) ¥V deZ

(diese Schnitte ergeben zusammengeklebt einen globalen Schnitt). Nun
erhdlt man einen Homomorphismus vom Grad 0,

r: M — TW(F)

Hier allerdings maissen wir vorsichtig sein, denn r ist nicht generell
ingektiv oder surjektiv. Wir werden in Kapitel VII jedoch zeigen, dass
rq fiir d grofi genug ein Isomorphismus ist, falls M endlich erzeugt ist

Die globalen Schnitte des P" sind die folgenden.

Satz 1.2. Sei Ry der Vektorraum der homogenen Polynome vom Grad d in
den Variablen X, ..., X,. Dann gilt

Ry , wennd>0
0 , wennd<D0.

['(P", Opn(d)) = {

Genauer: I'(P", Opn) = k (sieche Satz 1.11 aus Vortrag 7).

Beweis. Betrache ein f € ['(P",Opn(d)), f # 0. Per Definition ist die Ein-
schrankung von f auf die offene Menge D1 (X;) eine rationale Funktion der
Form

Pi(Xo,...,Xn)/X]
mit einem homogenen Polynom P; vom Grad d 4+ r. Nach eventueller Verein-

fachung konnen wir annehmen, dass X; nicht P; teilt. Analog ist f| D*(X;)
von der Form

Pi(Xo,. ., X))/ X5



mit einem homogenen Polynom P; vom Grad d+s und X teilt nicht P;. Weil
diese Elemente Restriktionen von f sind, fallen sie auf dem Schnitt D*(X;X})
zusammen und sind daher gleich im lokalisierten Ring k[Xo, ... ,Xn](Xi X;)
oder im Quotientenkoérper k(Xo, ..., X,).

Es folgt, dass X;P; = X[ P; ist, aber da X; nicht F; teilt, folgt r = 0 und
genauso s = 0, also P; = P;.

Der Schnitt f ist also durch ein homogenes Polynom P; vom Grad d gegeben,
welches unabhéngig von ¢ ist. O

Korollar 1.3. Es gilt

dimT(P", Opn (d)) = (” T d)

n
Beweis. durch Ind(n):

n =1 Dann folgt, dass der Raum der homogenen Polynome R; vom Grad d
in 2 Variablen wird durch folgende Basis aufgespannt

d d—1 d—1 d
XO7XO 7...7X0X1 ’Xl

n — n -+ 1 Die Monome

X§0 - X mit Zai =

bilden nach Induktionsvoraussetzung eine Basis des Raumes der ho-
mogenen Polynome vom Grad d in n Variablen. Nimmt man nun eine
Variable X,, dazu, so betrachte man den neuen Exponenten «,:
Dieser muss folgende Gleichung erfiillen:

n—1

Zai:d—an

1=0

Fiir o, = 0 gibt es nach Voraussetzung (”+d) Basiselemente.

d
Fiir a,,, = 1 gibt es wiederum nach Voraussetzung ("J’g_l

héngige Monome vom Grad d — 1.

) linear unab-

Fiir a,, = d gibt es (""%"%) = 1 Basiselement, néimlich X¢.

Nun folgt fiir die Gesamtanzahl linear unabhéngiger Monome vom Grad



d in n + 1 Variablen:

d
d— di1
dimyT (B, Op) :Z(“+ J) (”ZJI )

7=0
]

Bemerkung 1.4. Im Gegensatz zu affinen Varietiten, deren Schnittriu-
me meistens nicht endlich-dimensional sind, sind Schnittraume der Garbe
Opn(d) diber dem projektiven Raum endlich-dimensional. Dies ist ein gene-
relles Phanomen, wir werden im Kapitel VII zeigen, dass der Raum T'(X, F)
ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum ist, wenn F eine koherente Garbe
auf einer projektiven Varietdt X ist.

2 Zwei bedeutsame Sequenzen

Beispiel 2.1 (Die exakte Sequenz einer Hyperfliche). Wir arbeiten nun im
projektiven Raum P" und betrachen ein homogenes Polynom vom Grad d >
0, FF € R = k[Xo,...,X,], welches nicht das Nullpolynom ist und keine
vielfachen Faktoren hat. Sei X = V,(F) die durch F definierte projektive
Hyperebene. Aufgrund des Nullstellensatzes gilt:

Die Multiplikation mit F induziert einen Isomorphismus von graduierten R-
Moduln vom Grad 0:

¢:R(—d) — I(X), 1~ F-1

(Hier ist Vorsicht geboten: Wir miissen sicherstellen, dass die konstante 1,
deren Bild das Polynom F' ist, auf beiden Seiten denselben Grad d hat!) Man
erhdlt die exakte Sequenz:

0—> R(=d)~"~ R —=R/L;(X) = [}(X) —0

Wendet man den exakten Funktor™ an, so bekommt man die folgende exakte
Sequenz:

0 e Opn (—d) il O]P?n OX 0




Satz 2.2 (Die exakte Sequenz eines Schnittes). Seien F, G € R = k[ X, ..., X,]
zwei homogene Polynome vom Grad s und t ohne gemeinsame Faktoren und

setze I = (F,G). Dann bekommen wir folgende exakte Sequenz von graduier-
ten R-Moduln:

0—>R(—s — 1)~ R(—s) & R(~t) 2> —>0
wobei p(C) = (-=CG,CF) und ¥(A, B) = AF + BG.

Beweis. Die Abbildungen ¢ und 9 sind homogen vom Grad 0. Es ist klar,
dass 1 surjektiv auf I abbildet. Der Kern von 1 berechnet sich wie folgt: Sei
AF +BG =0

= AF = -BG

Da F' und G teilerfremd sind, teilt F'B. Daher folgt
B=CF
fiir ein C' € R. Eingesetzt: = A = —C'G Deswegen gilt:
kery =im ¢
Die Injektivitdat von ¢ ist klar. O

Durch Garbifizierung erhalten wir folgendes Korollar.

Korollar 2.3. Mit obiger Notation betrachte man V = V,(F,G). Wie neh-
men an, dass I,(V) =1 = (F,G) (wir nehmen also an, dass das Ideal radikal
ist). Dies gibt uns die folgende exakte Sequenz:

0 ——= Opn(—5 — t) —= Opn(—58) & Opu(—t) —= Ty —= 0

3 Parametrisierung und Veronese-Abbildung

Nun wollen wir erstmal einige Bemerkungen {iber Morphismen verlieren. Sei-
en (X,0x) und (Y, Oy) zwei algebraische Varietdten und sei ¢ : X — Y
eine Abbildung. Unter welchen Voraussetzungen ist ¢ auch ein Morphismus?

Satz 3.1. Ein Morphismus zu sein ist eine lokale Bedingung: Sei V; eine
offene Uberdeckung von Y und fiir jedes i sei Ui; eine offene Uberdeckung
von (V).

Dann ist @ ein Morphismus genau dann, wenn fir alle i, j, Pl Uyji = Vi
ein Morphismus ist.



Beweis. Nur die Riickrichtung muss noch bewiesen werden, denn die Hin-
richtung folgt sofort aus der Definition von offenen Untervarietdten und dem
Restriktionsaxiom. Wir bemerken, dass ¢ stetig ist. Wenn V' C Y eine of-
fene Menge und f € I'(V, Oy) ist, dann ist die Restriktion f; von f auf V;
ein Schnitt und daher ist fj¢ eingeschréankt auf U;; ein Schnitt. Durch das
Verkleben der einzelnen f;o bekommt man einen Schnitt fo. O

Satz 3.2. Wenn Y affin ist, ist es ausreichend, sich globale Schnitte anzu-
schauen:

¢ ist genau dann ein Morphismus, wenn fir jedes f € T'(Y,Oy), fo €
['(X,Ox) ist.

Beweis. Zuerst behandeln wir den Fall, dass X selbst schon affin ist. Dann
ist ¢ reguldr und mit Satz 2.5, Vortrag 5 folgt die Behauptung.

Fiir den allgemeinen Fall, nehme man eine offene affine Uberdeckung von X.
Dann folgt die Behauptung mit Satz 3.1 und dem affinen Fall. m

Bemerkung 3.3. 1) Es kann gezeigt werden, dass die natiirliche Projek-
tion k"N\{0} — P" ein Morphismus ist.

2) Sei ¢ : X = Y ein Morphismus und V und W seien Untervarietdten
von X und Y so, dass (V) C W. Dann ist die Restriktion p|y : V —
W ein Morphismus.

Betrachten wir nun m+1 homogene Polynome Fy, ..., F,, € k[Xo, -, X,]
vom selben Grad d. Wir definieren eine Abbildung

0 :Q=P"—V,(Fy,...,F) — P"

durch die Vorschrift o(x) = ¢(zo, ..., z,) = (Fo(z),..., F,(z)). Hierbei ist
zu bemerken, dass

1) die Koordinaten eines Punktes im projektiven Raum nicht alle gleich 0
sind. Deswegen ist ¢ nicht auf dem ganzen P definiert. Aufserdem

2) sind diese Koordinaten homogen, weswegen alle F; vom selben Grad
sein miissen.

Satz 3.4. Mit obiger Notation ist ¢ ein Morphismus von Varietdten.



Beweis. Wir wenden Satz 3.1 und 3.2 an und benutzen die affine Uberde-
ckung DT (X;) des P™. Das Urbild dieser Mengen D*(X;) unter ¢ ist die
offene Menge D (F;) und diese bilden eine offene Uberdeckung von €. Wenn
g € T(DT(X;), Opnm) ist, so folgt

g=G(Xo,...,Xn)/X]
Auferdem:
gp = G(Foy(Xo, ., Xn)y ooy Frn(Xoy -, X))/ Fi(Xoy .-, X)"
Dies ist in der Tat ein Element aus I'(D(F;), Opn). O

Bemerkung 3.5. Wenn V' der AbschlufS des Bildes von ¢ ist, zeigt Bemer-
kung 3.8,2), dass ¢ sogar einen Morphismus von P" —V,(Fy, ..., F,) — V
darstellt.

Beispiel 3.6. 1) (Parametrisierung eines Kegelschnittes)
War betrachten den Morphismus

@ : Pt — P?
(u:v) = p(u:v) = (u®:uv:v?)

Dieser Morphisms ist auf dem ganzen P! definiert, weil die Polynome
u?,uv,v? keine gemeinsamen Nullstellen im P besitzen. Das Bild von
@ ist im Kegelschnitt C = V,(XT —Y?) enthalten und es ist leicht ein-
zusehen, dass o : P — C bijektiv ist: Wir werden sogar zeigen, dass
dies ein Isomorphismus ist.

Dazu:

C wird von den offenen affinen Mengen D (X) und DT (T) im P? diber-
deckt. Wir wissen, dass diese offenen Mengen isomorph sind zum k?.

Fiir D*(X) ist dieser Isomorphismus gegeben durch (1,y,t) — (y,t).
Dieser induziert einen Isomorphismus

j:CﬂD+(X) — G,

auf einen affinen Kegelschnitt, definiert durch y*> —t = 0. Es gibt au-
ferdem einen Isomorphismus

ik — D" (u) CPH o (1,0)

Wenn man diese Abbildungen miteinander verkettet, erhalten wir die

Abbildung:



Warnung!

2)

3)

k—% Dt (u) —% 0 nDHX)—(,

mat
v (1,0) = (1,0,0%) = (v,0?)
Weil die Komposition dieser drei Abbildungen ein Isomorphismus ist,
181
¢ : DY (u) — CNDHX)
ebenfalls ein Isomorphismus. Ein dhnliches Argument bei den Variablen
v und T zeigt die Behauptung.

In diesem Beispiel sind die zu P! und C assoziierten graduierten Ringe
nicht dieselben, obwohl P! und C isomorph sind:
@ induziert einen Homomorphismus

©* Th(C) = k[X,Y, Z]/(XT — Y?) — T,(P) = k[U, V]

welcher durch die drei Polynome U?, UV, V? definiert wird. Aber dieser
Homomorphismus ist kein Isomorphismus. (sein Bild ist der Unterring
kU2 UV, V?)) und erhdlt auch nicht die Graduierung. In der Tat sind
die beiden Ringe nicht isomorph (die Lokalisierung von I'y(C') nach
dem Ideal (X,Y,T)) ist nicht requldr, weil sie zum Scheitelpunkt des

affinen Kegelschnittes V(XT — Y?) korrespondiert. (siche Kapitel V)

Kubische Kurve im Raum

War betrachten nun den Morphismus
Pt — PP po(u:v) = (ud o uu o un? o)

Ein dhnliches Argument wie im vorherigen Beispiel zeigt, dass ¢ ein
Isomorphismus zwischen

P'und C=V(XT -YZY?-XZ 7*-YT)
1st.

Die Veronese-Abbildung
Diese verallgemeinert das obige Beispiel. Sei d eine natiirliche Zahl und

mit My, My, ..., My seien die Monome vom Grad d in den Variablen
Xo, ..., X, bezeichnet. Es gilt also N = (":d) —1
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Die Veronese-Abbildung (zu dieser Monomordnung) ist der Morphis-
mus
pq: P —> PV

wa(To, ..., 1) = (My(x),..., My(x))

War betrachen den Einsetzungshomomorphismus
O kYo, ..., Yy — k[Xo, ..., X,]

Y — M;
Sei I = ker ®. Dann gilt folgender

Satz 3.7. Die Veronese-Abbildung @g ist ein Isomorphismus vom P™ auf die
projektive Varietit V = V,(I) (diese wird Veronese-Varietdt genannt).

Beweis. Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten.

e Zunéchst fithren wir einige Bezeichnungen ein. Seien n und d natiirliche
Zahlen > 0, wir definieren

A= {a: (g, ... an) EN”“\iai :d}
i=0

Es gilt dann |A| = ("Zd) und wir setzen N := |A| — 1. Als Tréger von
a € A bezeichnen wir die Menge der Indices ¢ mit «; # 0. Die Breite
von « ist die Méchtigkeit seiners Tragers. Fiir verschiedene Zahlen i, j €
{0,1,...,n} bezeichne (i,7) (bzw. (i)) das Element « in A, fiir das
gilt: ap =0 fiir k # 4,5, s =d—1; oj = 1 (bzw. o, = 0 fiir k # ¢;
a; = d). Fir Variablen Xy, ..., X,, und a € A definieren wir schlieflich
X = Xy0 - X0

e Sei nun o, ..., o™ eine Abzihlung von A. Fiir = (zg,...,2,) €
k"\{0} bezeichne T = (x¢ : --- : w,) den zugehérigen Punkt im
projektiven Raum P". Wir betrachten dann die Abbildung

_ © ()
@ P" — PV, x»—><x°‘ Do ax® >

Dies ist die der oben gewéhlten Abzéhlung von A zugeordnete Veronese-
Abbildung.



e Wir benétigen zusétzlich den Einsetzungshomomorphismus
D k[Yam), . ,Ya(m} — k[Xo, ..., Xn], Yo — X°

Sei I := ker® und V := V,(I) € PV die Veronese-Varietit. Dann
ist ein I ein homogenes Ideal, denn sei F' € [ und F = Z;ZO F; die
Zerlegung des Polynoms F' in seine homogenen Bestandteile vom Grad
j. Dann hat man ®(F) = >7"_; ®(F}) und dies ist die Zerlegung des
Bildpolynoms ®(F') € k[Xo,...,X,] in seine homogenen Bestandteile
®(F;) vom Grad jd. Nach Voraussetzung ist ®(F') das Nullpolynom
und daher miissen alle seine homogenen Bestandteile verschwinden,
also ®(F;) = 0 bzw. F; € I fiir alle j.

o Esgilt p(P") CV, denn sei z € k"*'\{0} und F € I mit FF =377 F}
wie oben. Mit y := (z*”, ... 2®™) € ENTI\{0} gilt dann § = o(Z).
Es ist Fj(y) = ®(F})(z). Nach dem oben Gezeigten folgt aus F' € [
bereits F; € I, also ist ®(F};) das Nullpolynom. Wir schliefen hieraus

(
F;(y) = 0 und sogar F;(y) = 0, da F; homogenes Polynom ist. Wegen

e Als néchstes wollen wir zeigen:
Vel Dt (v)
i=0
Hierzu benétigen wir den folgenden trivialen Sachverhalt:

Seien «, 3,7,0 € A mit a4+ =y + 0, dann gilt
YaYs - Y,Ys €1 (%)
wegen (Y, Y; — Y, Ys) = XoXFP — X7X0 = XotF — X7+ = .

Sei Y = (Yo(0), - - -, Yo ) € KNTN{0} mit y € V. Wir fithren einen Wi-
derspruchsbeweis und nehmen daher y;) = 0 fiir alle ¢ an. Wir wéhlen
nun o € A mit minimaler Breite b, so dass y, # 0 gilt. Nach unserer
Annahme haben wir dann insbesondere b > 2, wir finden also ver-
schiedenen Indices 4,5 € {0,1,...,n}, ¢ < j mit a;,; > 0. Sei ohne
Einschrénkung «; > a;;. Wir haben

Q= (00, Oy ey Oy, Q)
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und setzen sodann

v=(w,...,; +aj...,0,...,05)

0= (0, .., 04—, ...,20,...,0p)

Nach Konstruktion ist 7,6 € A und o + a = v + 6. Mit (x) erhalten
wir die Identitit y2 = y,ys und wegen y, # 0 schlieRen wir y, # 0.
Dies kann aber nach Wahl von « nicht gelten, denn + hat eine geringere
Breite als a.

Wir defnieren nun fiir i € {0, 1,...,n} folgende Abbildungen
durch die Abbildungsvorschrift

\I’i((yam) P ?/aw))) = (y(i,o) SYGL i YE) st y(i,n))

Diese sind wohldefiniert, da fiir projektive Punkte § € D*(Y};)) C PV
die Komponente y(;y nicht verschwindet, das Bild von D" (Y{;))NV unter
U, also tatsdchlich in DT (X;) C P liegt.

Zusatzlich betrachten wir fiir alle ¢ die Einschrankungen der Veronese-
Abbildung

i = ¢|D+(X;): DT (Xi) — DT (Yn) NV

Auch diese sind in Hinblick auf den Wertebereich wohldefiniert, denn
fiir einen projektiven Punkt z € D*(X;) ist die Komponente x; # 0.
Homogene Koordinaten des Bildpunktes (y o : -+ @ yomn) = @i(Z)
sind (xa(o),...,xa(m) und wegen () = z¢ gilt ya) 7 0. SchlieRlich

wurde bereits weiter oben ¢(P") C V' gezeigt.

Wir wollen beweisen, dass ¢; und ¥; zueinander inverse Abbildungen
sind:

Sei x = (xg, ..., 7,) € k"™\{0} mit z € DT(X;), dann gilt:

_ OC(O) (X(N)
Uy 00;(7) = Uy((z™ 2™ )
= (x(i,o) @ @ x(i’”))
:(1'031’1:---:1*2-;...:1-”)

11



wobei das letzte Gleichheitszeichen aus

i,0) (i1 i im)y _ -1
(200 @D @ Oy = g (g L xy)

folgt, beachte ¢ # 0 wegen 7 € DT (X;).

Sei umgekehrt y = (Yo, - - -, Yovy) € KNTN\{0} mit y € DT (Y;)) NV,
dann gilt:

i o Vi(7) = 0i((Wa0)  Ya) = Y6 S Yam)))
Wir zeigen, dass es ein \; € k* gibt mit
yz?o)ygh) T y(o;a T yg:ln) = )\iyoz Va= (Cko, Q... 70471) €A
Hieraus folgt sofort
i((Ye0) T Yan Y6 T Yam))) = (Ya© o Ya)
also insgesamt ¢; o W,;(y) = y. Hierzu stellen wir fest:

ap(,0) +ag(i, 1) + -+ a4 (i) + - - + an(i,n) = a+ (d — 1)(7)

Dann hat man wegen g € V und (x)

Qo a1 o e Qi e An — d_l
Ya0)Ya1  "Ya " Yam) = Yy Ya

und wir setzen \; := yé;l, beachte yé}l # 0 wegen y € D (Y(;).

Wir haben also insgesamt gezeigt:
U; 09 = idp+(x;), i 0¥ =idp+(y,)nv

Als néchstes definieren wir eine globale Abbildung ¥ : V' — P" durch
U D*(Yy) NV = W,. Damit dies tiberhaupt wohldefiniert ist, miissen
wir fiir alle ¢, 7 € {0,1,...,n} priifen:

Vi(y) = ¥;(y) Vye D (V) NV NDT(Y)

Sei also ¥ = (Yo, ---sYam) € EVTN{0} mit § € DY) NV N
D*(Y(;)) und i > j. Wir miissen die Existenz eines \;; € k* zeigen mit

(y(i,0)7 y(i,1)7 s 7y(i,j)7 s Y@y, - 7y(z,n)) =
Aij (Y600, Y1) -2 Y@) s - YGai)s - - -2 Ym))

12



Wegen (4,7) + (4,7) = (4) + (J) gilt ¥6.5)Y6.) = YY) 7 0 nach () und
wir setzen . N
Ay = Yo _ Y6i) oo

Yoo Y6
Fiir [ # i, 7 haben wir (i,1) + (5) = (4,1) 4+ (¢,j) und daher

YGn = Nij Y

Y(i,j
Yl = ( 7)

(4)

Esist W : V — P" also wohldefiniert und man mache sich klar, dass ¢
und ¥ zueinander inverse bijektive Abbildungen sind, da dies fiir ihre
Einschréankungen ¢; und ¥; gilt.

Aus Satz 3.4 und Bemerkung 3.5 wissen wir bereits, dass ¢ : P* —
V' ein Morphismus geringter Rdume ist. Fiir den Nachweis, dass die
Veronese-Abbildung ¢ ein Isomorphismus ist, bleibt zu zeigen, dass
auch die Umkehrabbildung ¥ ein Morphismus geringter Rdume ist.
Nach Satz 3.1 geniigt es, dies fiir die Einschénkungen ¥; : D*(Y(;)) N
V — DT (X;) zu priifen.

Wir haben die kanonische Projektion
T ]{T[Ya(o), ce ,Ya(N)] — ]{T[Ya(o), e ,Ya(N)]/]p(V) = Fh(V)

Notation: Die Bilder der Variablen Y, unter 7 in I', (V') bezeichnen wir
mit Y, := 7(Y,). Hiermit gilt dann DT (Y;)) NV = DT (V).
Die Struktur der algebraischen Varietéten (V, Oy ) und (P", Opn) wurde
in Vortrag 7 untersucht:

F (D+(XZ>, O[[Dn) - k[X(), P 7Xn](X,)

T(DT(Y»), Ov) =Ta(V)z,)
Dort wurde ebenfalls gezeigt, dass (D¥(X;), Opn| D*( Xz)) eine affine
Varietét ist. Nach Satz 3.2 miissen wir also nur noch priifen:

feT (DY(X;),0m) = fol; el (D (Y;),0v)

Sei deshalb f € T'(D*(X;),Opn), also f = F(Xo,...,X,)/X?, wobei
s € Nund F € k[Xy,...,X,] homogen vom Grad s ist. Dann ist
foW; von der Gestalt F'(Yq),...,Y(n)/Y und dies ist in der Tat ein
Vertreter eines Elements in T’ (D+ (7@)) ,(DV).

13



]

Die Veronese-Abbildung ist sehr niitzlich, weil sie eine Hyperflache in P"
in eine Hyperebene in PV transformiert. Dies erlaubt uns manchmal, uns auf
den Fall des PV zuriickzuziehen, wie der folgende Satz zum Beispiel zeigt.

Satz 3.8. Betrachte ein homogenes Polynom F € k[Xo, ..., X,] vom Grad d.
Die offene Menge D (F) ist dann eine offene affine Menge im P™. Es folgt,
dass in einer projektiven algebraischen Varietat V alle Mengen der Form
D (f), f € Tr(V) homogen, offene affine Mengen sind.

Beweis. Wir schreiben F' = ). a;M;, wobei die Terme M; die Monome vom
Grad d sind. Unter der Veronese-Abbildung korrespondieren die Monome M;
zu den Koordinaten Y; und daher gilt

pa(DT(F)) = DT (H)NV

wobei H = ), ;Y; homogen vom Grad 1 ist. Aber D*(H) ist isomorph zu
D™ (Y;) tiber eine Homographie und letztere Menge ist eine offene affine Men-
ge. Da DT (F) isomorph zu einer abgeschlossenen Untermenge von DT (H)

ist, ist es schlieflich eine affine Varietét.
]
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