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1 Projektive Varietäten

Definiton Strukturgarbe

Definition 1.1 Grad eines Polynoms in einem lokalen Ring
Sei R ein graduierter Ring und f ∈ R ein homogenes Element von Grad d. Definiere den
Grad eines Elements g

fr des lokalen Rings Rf ,wobei g ein homogenes Element in R von
Grad e ist, wie folgt:

deg(g/f r) = e − r ⋅ d.

Die Menge der Elemente von Grad 0 in Rf ist dann ein Unterring, der mit R(f) bezeich-
net wird.

Bemerkung 1.2 Sei V ⊂ Pn eine projektive algebraische Menge und R = Γh(V ) der
homogene Koordinatenring. Sei f ∈ R homogen von Grad d > 0. Dann werden nur durch
Elemente aus R(f) Funktionen auf der offenen Menge D+(f) definiert.
Denn sei g homogen von Grad e, dann gilt:

g(λ ⋅ x)
f r(λ ⋅ x) = λe ⋅ g(x)

λr⋅d ⋅ f(x) ≠ g(x)
f(x) ,

falls e ≠ r ⋅ d (für ein beliebiges λ).

Definition 1.3 Strukturgarbe einer projektiven algebraischen Menge
Sei V eine projektive algebraische Menge. Wir definieren die Strukturgarbe von k-wertigen
Funktionen auf V durch

OV (D+(f)) = Γ(D+(f),OV ) ∶= Γh(V )(f)

für jede Funktion f ∈ Γh(V ) von Grad > 0.
Für eine beliebige offene Menge U ist OV (U) dann nach Satz 1.1 aus Vortrag 5 definiert.
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Bemerkung 1.4

1) Die oben definierte Strukturgarbe erfüllt die Garbenaxiome, d.h. die Voraussetzun-
gen für Satz 1.1 aus Vortrag 5 sind erfüllt. Der Beweis kann analog zum affinen Fall
geführt werden.

2) In obiger Definition werden nur Elemente f , die homogen von Grad d > 0 sind, be-
trachtet.
Denn wäre f konstant, f /≡ 0, dann ist D+(f) = V . Also sind die Elemente aus
OV (D+(f)) = Γh(V )(f) gerade die Elemente in Γh(V ) von Grad 0, also die konstan-
ten Funktionen: OV (V ) = k.
Falls V nicht zusammenhängend ist, ergibt das einen Widerspruch zu den Gar-
benaxiomen (siehe 4. Vortrag).

Satz 1.5 Sei V eine projektive algebraische Menge. Der geringte Raum (V,OV ) (mit
der oben definierten Garbe) ist dann eine algebraische Varietät.

Definition 1.6 Projektive Varietät
Eine algebraische Varietät, die isomorph zu einer projektiven algebraischen Menge (bzw.
einer offenen Menge in einer projektiven algebraischen Varietät) ist (mit der oben defi-
nierten Garbe), wird projektive Varietät (bzw. quasi-projektive Varietät) genannt.

Beweis. Zu Satz 1.5
Es ist zu zeigen, dass die projektive algebraische Menge V quasi-kompakt und der ge-
ringte Raum (V,OV ) lokal isomorph zu einer affinen algebraischen Varietät ist.
Die Quasi-Kompaktheit von V folgt daraus, dass der Polynomring noethersch ist.
Die Behauptung über die lokale Isomorphie reduzieren wir zunächst auf den Fall V = Pn .
Sei nun V ⊂ Pn . Betrachte

f ∈ Γh(V ) = k[X0, ...,Xn]/I,

das Bild eines homogenen Polynoms F ∈ k[X0, ...,Xn].
Dann gilt natürlich D+(f) = V ∩D+(F ).
Betrachte die Inklusion i ∶ V ↪ Pn . Sei FV die Garbe der k-wertigen Funktionen auf V ,
d.h. falls W ⊆ V offen, ist

FV (W ) = {s ∶W Ð→ k}.

Wir setzen durch
i∗(FV (U)) ∶= FV (U ∩ V )

(mit U ⊆ Pn offen) die Garbe FV zu einer Garbe i∗(FV ) auf Pn fort.

Die Abbildung
r ∶ OPn Ð→ i∗(FV ), sz→ s∣V

hat als Bild genau i∗(OV ), kurz: r(OPn ) = OV .
Zur Begründung stellen wir fest, dass die Abbildung r ∶ Γ(D+(F ),OPn )Ð→ Γ(D+(f),OV )
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surjektiv ist. Denn nach Definition ist

Γ(D+(F ),OPn ) = (Γh(Pn))(F ) = k[X0, ...,Xn](F )
und

Γ(D+(f),OV ) = (Γh(V ))(f) = ((k[X0, ...,Xn])/I)(f).
Die Abbildung

r ∶ k[X0, ...,Xn])(F ) Ð→ k[X0, ...,Xn])/I)(f),
gegeben durch

H

F s
z→ H/I

fs

ist wohldefiniert, denn sei (H,F t) ≃ (H ′, F s), so ist

H ⋅ F s −H ′ ⋅ F t ∈ k[X0, ...,Xn],

also
(H ⋅ F s −H ′ ⋅ F t)/I = h ⋅ fs − h′ ⋅ f t ∈ k[X0, ...,Xn]/I.

Die Surjektivität von r ist klar, denn für h
fs ∈ (k[X0, ...,Xn]/I)(f) ist H

F s ∈ k[X0, ...,Xn](F )
ein Urbild.

Wir zeigen im 2.Teil der Beweises, dass (Pn ,OPn ) lokal isomorph zu einer affinen Va-
rietät ist.
Es existiert also ein Isomorphismus

(j−1, j̃−1) ∶ (U,OPn ∣U)Ð̃→(kn,Okn).

für ein U ⊂ Pn , offen. Hier ist j−1 ∶ U Ð→ kn der in 1.7 konstruierte Isomorphismus
affiner Varietäten und

j̃−1 ∶ OknÐ̃→j−1
∗ (OU),

ist gegeben durch
g z→ g ⋅ j−1.

Statt V ∩ U schreiben wir im folgenden kurz V. Dann ist j−1(V ∩ U) ⊆ kn eine affine
Menge, da j−1 ein Isomorphismus ist. Damit ist Oj−1(V ∩U) erklärt.
Zu zeigen ist die Existenz eines Isomorphismus

(β, β̃) ∶ (V ∩U,OV ∩U)Ð→ (j−1(V ∩U),Oj−1(V ∩U)).

Setze
β ∶= j−1∣V

und definiere
β̃ ∶ Oj−1(V ∩U)Ð̃→β∗(OV ∩U)

wie folgt. Sei s ∈ Oj−1(V ∩U)(W ); dann existiert s̃ ∈ Okn(W̃ ) mit s̃∣W = s. Es sei dann

β̃(s) ∶= j̃−1(s̃)∣W

Wir erhalten ein Diagramm
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Okn
j̃−1Ð→ j−1

∗ (OU)

↡ r̃ ↡ r

ĩ∗(Oj−1(V ∩U))
β̃Ð→ j−1

∗ (i∗(OV ∩U))

Dieses Diagramm zeigt leicht, dass β̃ ein Garbenisomorphismus ist. q.e.d.

Der Zusammenhang zwischen affinem und projektivem Raum

Wir setzten U0 = D+(X0), die Menge aller Punkte des Pn mit x0 ≠ 0. Es gibt nun eine
Bijektion

j ∶ kn Ð→ U0, (ξ1, . . . , ξn)z→ (1, ξ1, . . . , ξn) (1)

mit der Umkehrabbildung

j−1 ∶ U0 Ð→ kn, (x0, . . . , xn)z→ (x1

x0
, . . . ,

xn
x0

). (2)

Hierbei sind kn bzw. U0 mit der Zariski-Topologie bzw. der von Pn auf U0 induzierten
Zariski-Topologie ausgestattet.

Satz 1.7

1) j ist ein Homöomorphismus.

2) j ist ein Isomorphismus geringter Räume zwischen der affinen Varietät (kn,Okn)
und (U0,OPn ∣U0).

Die Operatoren ♭ und ♯.
(Wir verwenden folgende Konvention: Für Polynome aus k[X0, . . . ,Xn] werden Groß-
buchstaben, für solche aus k[X1, . . . ,Xn] Kleinbuchstaben verwendet.)

1) Der Operator ♭.

♭ ∶ k[X0, . . . ,Xn] Ð→ k[X1, . . . ,Xn]
P (X0, . . . ,Xn) z→ P♭(X1, . . . ,Xn) = P (1,X1, . . . ,Xn) (3)

ist ein surjektiver Ringhomomorphismus dessen Kern das Ideal (X0 − 1) ist.

Ist P homogen von Grad d, so erhalten wir (im Quotientenkörper k(X0, . . . ,Xn)):

P♭ (
X1

X0
, . . . ,

Xn

X0
) = P (X0

X0
,
X1

X0
, . . . ,

Xn

X0
) = P (X0, . . . ,Xn)

Xd
0

(4)

Ist P homogen von Grad d, so ist P♭ von Grad d ⇔ X0 ∤ P .
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2) Der Operator ♯. (Dies kein Homomorphismus.)

♯ ∶ k[X1, . . . ,Xn] Ð→ k[X0, . . . ,Xn]

wobei für p ∈ k[X1, . . . ,Xn] gilt: p♯ ist das homogene Polynom kleinsten Grades in
k[X0, . . . ,Xn], sodass p = (p♯)♭.
D.h. ist p = p0+p1+. . .+pd mit pi homogen von Grad i und pd ≠ 0 (d.h. grad(p) = d)
dann setzen wir p♯(X0, . . . ,Xn) =Xd

0p0 +Xd−1
0 p1 + . . . + pd bzw.

p♯(X0, . . . ,Xn) =Xd
0p(

X1

X0
, . . . ,

Xn

X0
) (5)

Bemerkung 1.8

� Aus Gleichung (5) folgt: Für p, q ∈ k[X1, . . . ,Xn] gilt: (pq)♯ = p♯q♯.

� Ist P ∈ k[X0, . . . ,Xn] homogen von Grad d, dann gilt P = Xr
0(P♭)♯, wobei Xr

0 die
größte Potenz von X0 die ist, die P teilt.
Denn sei P =Xr

0Q, dann gilt

(P♭)♯ = ((Xr
0Q)♭)♯ = (Q♭)♯ =Xd−r

0 Q♭ (
X1

X0
, . . . ,

Xn

X0
) =Xd−r

0

Q(X0, . . . ,Xn)
Xd−r

0

= Q

⇒ P =Xr
0Q =Xr

0(P♭)♯.

� Ist P homogen und P♭ = 0, dann ist P = 0.

Beweis. Zu Satz 1.7.

1) Homöomorphismus. Zu zeigen: Sowohl j, als auch j−1 ist stetig.
Die Mengen D+(F ) und D(f) stellen jeweils eine Basis der offenen Mengen auf
Pn bzw. kn dar.

a) Ist F ∈ k[X0, . . . ,Xn] homogen, so gilt:

j−1(D+(F )) = j−1(D+(F ) ∩U0) =D(F♭)

Denn ist (x0, . . . , xn) ∈D+(F ) gilt
F♭(j−1(x0, . . . , xn)) = F♭(x1

x0
, . . . , xnx0

) = F (x0,...,xn)
xd0

/= 0.

Ist umgekehrt (x1, . . . , xn) ∈D(F♭) gilt
F (j(x1, . . . , xn)) = F (1, x1, . . . , xn) = F♭(x1, . . . , xn) /= 0

b) Ist f ∈ k[X1, . . . ,Xn] homogen, so gilt:

j(D(f)) =D+(f ♯) ∩U0

Denn ist (x1, . . . , xn) ∈D(f) gilt:
f ♯(j(x1, . . . , xn)) = f ♯(1, x1, . . . , xn) = xd0f(x1, . . . , xn) /= 0, falls x0 /= 0.
Ist (x0, . . . , xn) ∈D+(f ♯) ∩U0 folgt:
f(j−1(x0, . . . , xn)) = f(x1

x0
, . . . , xnx0

) = f ♯(x0,...,xn)
xd0

/= 0
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d.h., die Urbilder offener Mengen bzgl. j bzw. j−1 sind wiederum offene Mengen
⇒ j ist ein Homöomorphismus.

2) Isomorphismus geringter Räume. Zu zeigen: (kn,Okn) ≃ (U0,OPn ∣U0).
Sei F ∈ k[X0, . . . ,Xn] von Grad d. Es genügt zu zeigen

Γ(D+(F ) ∩U0,OPn ) ≃ Γ(D(F♭),Okn)

Es gilt Γ(D+(F ) ∩U0,OPn ) = k[X0, . . . ,Xn](FX0) und die Elemente dieses Ringes
sind Funktionen der Form P

(FX0)r , wobei P homogen von Grad r(d−1) bzw. P
F rXs

0
,

wobei P von Grad rd + s ist. Außerdem gilt Γ(D(F♭),Okn) = k[X1, . . . ,Xn]F♭ .
Wir definieren nun ϕ ∶= ψ ○ i wobei

ψ ∶ k[X0, . . . ,Xn]FX0 Ð→ k[X1, . . . ,Xn]F♭

Gz→ G♭

wegen (FX0)♭ = F♭ ein Homomorphismus lokaler Ringe ist und

i ∶ k[X0, . . . ,Xn](FX0) Ð→ k[X0, . . . ,Xn]FX0

die natürliche Injektion. Dann gilt ϕ( P
F rXs

0
) = P♭

F r♭

a) ϕ ist injektiv. Ist P♭
F r♭

= 0 so ist P♭ = 0 also P = 0

b) ϕ ist surjektiv. Ist p
F r♭

∈ k[X1, . . . ,Xn]F♭ , dann gilt p
F r♭

= ϕ(X
s
0p

♯
F r ) wobei s =

rd − grad(p).

q.e.d.

Bemerkung 1.9 Der projektive Raum Pn ist irreduzibel. (k ist als unendlich vorraus-
gesetzt)

Beweis. Behauptung: Ist X von der Form U1 ∪ U2, wobei Ui offen und irreduzibel sind
und U1 ∩U2 /= ∅, dann ist X irreduzibel.
Angenommen V ∪W =X, V,W offen und V ∩W = ∅.

⇒ (V ∪W ) ∩Ui = (V ∩Ui) ∪ (W ∩Ui)
⇒ (V ∩Ui) ∩ (W ∩Ui) = V ∩W ) ∩Ui = ∅
⇒ V ∩Ui = ∅ ∨ W ∩Ui = ∅ i = 1,2 ⇒ V ∩U1 = ∅ und V ∩U2 = ∅ ⇒ V = ∅

oder V ∩U1 = ∅ und W ∩U2 = ∅ ⇒ U1 ∩U2 = ∅  
⇒ Beh.

Nach dem 1. Vortrag ist, falls k unendlich, kn irreduzibel. Damit folgt aus 1.7, dass
D+(Xi) irreduzibel ist und da X = D+(X1) ∪D+(X2) und D+(X1) ∩D+(X2) /= ∅ ist
auch X irreduzibel.

q.e.d.
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Satz 1.10 Sei x = (x0, . . . , xn) ∈ Pn und Ix = Ip({x}) das homogene Primideal der
Polynome, die in x verschwinden. Dann gilt, der lokale Ring OPn ,x = k[X0, . . .Xn](Ix),
der Teilring des lokalen Rings k[X0, . . .Xn]Ix der nur aus Elementen von Grad 0 besteht.
Ist x0 = 1 und wir setzen ξ = (x1, . . . , xn), dann induziert der Homomorphismus ♭ einen
Isomorphismus von OPn ,x nach Okn,ξ.

Beweis. Es gilt (ohne Einschränkung x0 /= 0):

Ix = Ip({x})
2)= ⟨Xi −

xi
x0
X0∣1 ≤ i ≤ n⟩

1)= ⟨xiXj − xjXi∣0 ≤ i < j ≤ n⟩

denn

1) Xi − xi
x0
X0 = 1

x0
(x0Xi − x0Xi) ∈ ⟨xiXj − xjXi∣0 ≤ i < j ≤ n⟩

und xiXj − xjXi = xj(Xi − xi
x0
X0) − xi(Xj − xj

x0
X0) ∈ ⟨Xi − xi

x0
X0∣1 ≤ i ≤ n⟩.

2) Ist f ∈ Ix ⇒ f(x) = 0.
Ist f(x) = ∑ fi(x) = 0, wobei die fi homogen vom Grad i, gilt:
fi(x) = 0 für alle i⇒ fi(x) = gn(Xn − xn

x0
X0) + gn−1(Xn−1 − xn−1

x0
X0) + . . . + g1(X1 −

x1

x0
X0) + g0, wobei die gi Polynome in den Variablen X0, . . . ,Xi sind. Da aber

fi(λx) = 0∀λ ∈ k gelten muss ⇒ g0 = 0⇒ f ∈ Ix.

Ix wird von homogenen Elementen erzeugt, ist also homogen.
Ist fg ∈ Ix ⇒ fg = 0 ⇒ f = 0 oder g = 0 (da der Polynomring nullteilerfrei ist) ⇒ Ix ist
Primideal.

Sein nun oBdA x0 = 1, setze ξ = (x1, . . . , xn), nξ = (X1 − x1, . . . ,Xn − xn).
Dann gilt F ∈ Ix⇔ F♭ ∈ nξ. ♭ induziert also einen Isomorphismus

γ ∶ k[X0, . . . ,Xn](Ix)Ð̃→k[X1, . . . ,Xn]nξ ,
F

G
Ð→ F♭

G♭

γ ist injektiv, denn ist F♭ = 0 folgt F = 0.
γ ist surjektiv, denn ist f

g ∈ k[X1, . . . ,Xn]nξ ist f
g = γ(X

r
0f

♯

Xs
0g

♯ ), wobei grad(f) + r =
grad(g) + s.
Nun gilt nach 1.7 OPn (U0) ≅ Okn(kn). Da kn eine affine offene Menge ist und j−1(x) = ξ
folgt also dem letzten Vortrag (Vortrag 6, Satz 1.4):

OPn ,x ≅ Okn,ξ ≅ k[X1, . . . ,Xn]nξ ≅ k[X0, . . . ,Xn](Ix)

q.e.d.

Satz 1.11 Sei X eine irreduzible projektive algebraische Varietät. Dann ist Γ(X,OX =
k, d.h. die einzigen globalen Schnitte auf OX sind die konstanten Funktionen.

Beweis. folgt später (Perrin, Kapitel VIII) q.e.d.
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2 Modulgarben auf projektiven algebraischen Varietäten

Sei (X,OX) oder kurz X eine projektive algebraische Varietät mit einer Einbettung in
den projektiven Raum Pn , sei R = Γh(X).
Wir assoziieren - ähnlich wie im affinen Fall - zu jedem graduierten R−Modul M eine
OX−Modulgarbe M̃ wie folgt.

Definition 2.1 Sei M ein graduierter R−Modul. Definiere einen OX-Modul M̃ auf den
standardoffenen Mengen von X wie folgt:
ist f ∈ R homogen von Grad d (d > 0), so sei

M̃(D+(f)) =M(f).

Dabei bezeichnet M(f) den Untermodul von Mf , der aus Elementen von Grad 0 besteht,
d.h. aus Elementen der Form x

fn , wobei x homogen von Grad n ⋅ deg(f) ist. Wieder
wenden wir Satz 1.1 aus Vortrag 5 an, um wirklich eine Garbe M̃ zu erhalten. Die
Voraussetzungen des Satzes werden wie im Affinen nachgerechnet.

Bemerkung 2.2 1) Es gilt R̃ = OX , denn: R̃(D+(f)) = R(f) = Γh(V )(f) = OX(D+(f)).

2) Es ist
M̃ ∣D+(f) = M̃(f).

Wir wissen: M̃ ∣D+(f)(D+(f)) = M̃(D+(f)) =M(f) = M̃(f).
Zu zeigen ist, dass für U ⊆D+(f) offen gilt:

M̃ ∣D+(f)(U) = M̃(U) = M̃(f)(U).

Wegen Satz 1.2 aus Vortrag 5 dürfen wir U =D+(g) annehmen. Dann ist

⇒ M̃(U) = M̃(D+(g)) =M(g)

und
M̃(f)(D+(g)) = (M(f))(g) =M(f) ⊗R(f) (R(f))(g) =M(g),

denn V (f) ⊆ V (g) (da D+(g) ⊆D+(f)), also existiert nach dem Nullstellensatz ein
r, sodass gr ∈ (f).

Aus dem Affinen schließen wir, dass M̃ quasi-kohärent ist (bzw. kohärent, falls
M ein endlich erzeugter R-Modul ist). Dabei verwenden wir, dass alle offenen
Mengen D+(f) in V ∈ Pn offene affine Mengen sind. (Beweis später)

Satz 2.3 Die Zuordnung M z→ M̃ ist funktoriell, exakt und kommutiert mit direkten
Summen und Tensorprodukten.

Beweis. Der Beweis, dass die Abbildung funktoriell und exakt ist und mit direkten Sum-
men kommutiert, wird analog zum affinen Fall geführt.
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Zu zeigen bleibt, dass M z→ M̃ mit Tensorprodukten kommutiert.
Wir wollen also zeigen, dass für zwei graduierte R-Moduln M ∶=⊕pMp und N ∶=⊕qNq

gilt: M̃ ⊗R̃ Ñ = M̃ ⊗R N .
Wir bilden das Tensorprodukt

P ∶=M ⊗R N.
Auf P kann die Struktur eines graduierten R-Moduls induziert werden durch folgende
Definition:

Pn = ∑
p+q=n

Mp ⊗R Nq.

Wir wollen einen Morphismus

φ ∶ M̃ ⊗R̃ Ñ Ð→ M̃ ⊗R N

konstruieren. Es reicht, den Morphismus auf den offenen Mengen D+(f) zu definieren,
da jede offene Menge als Vereinigung von standardoffenen Mengen dargestellt werden
kann und die Verklebungseigenschaft erfüllt ist. (vgl. Satz 1.1 in Vortrag 5). Auf diesen
Mengen setzten wir

φ(x/f r ⊗ y/f s) = (x⊗ y)/f (r+s).
Man rechnet nach, dass dadurch wirklich ein Garbenmorphismus φ definiert wird. Es
bleibt zu zeigen, dass φ ein Isomorphismus von OX -Moduln ist.
Sei zunächst deg(f) = 1.
Offensichtlich ist dann die inverse Abbildung auf den offenen Mengen gegeben durch

ψ ∶ M̃ ⊗R N → M̃ ⊗R̃ Ñ , ψ((x⊗ y)/f
r) = x/fp ⊗ y/f q,

wobei p = deg(x) und q = deg(y) und r = p + q.
Beweisidee für deg(f) > 1:
Schränke die Menge D+(f) auf D+(f) ∩D+(Zj) = D+(Zj ⋅ f) ein. Dabei ist D+(Zj) die
Menge der Punkte z ∈ Pn mit zj ≠ 0.
Dann ist

x⊗ y
f r

=
Zmj (x⊗ y)
Zmj ⋅ f r .

Das weitere Verfahren soll an einem Beispiel erläutert werden:
sei d = deg(f) = 2, r = 3 und deg(x) = deg(y) = 3, m = 1.

Dann ist Zj ⋅x
f2 ⊗ y

Zj ⋅f = Z3
j ⋅x

Z2
j ⋅f2 ⊗ y

Zj ⋅f . q.e.d.

Satz 2.4 Sei der Morphismus ϕ ∶ M Ð→ N zwischen graduierten R-Moduln homogen
vom Grad 0. Ist ϕn ∶Mn Ð→ Nn für große n surjektiv, so ist ϕ̃ ∶ M̃ Ð→ Ñ ein surjektiver
Morphismus von Garben.

Beweis. Wir wählen eine offene Menge D+(f), wobei f homogen vom Grad d > 0 ist. Es
genügt zu zeigen, dass ϕ(f) ∶ M̃(D+(f)) = M(f) → N(f) = Ñ(D+(f)) surjektiv ist. Sei
y
fr ∈ N(f), d.h. y ∈ Nq, wobei q = rd. Für s groß genug ist dann fsy ∈ ϕsd+q(Msd+q) ⊂
ϕ(M), also gilt y

fr =
fsy
fr+s ∈ ϕ(f)(M(f)). q.e.d.
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Beispiel 2.5 Die zu einer abgeschlossenen Menge assoziierte exakte Sequenz.
Seien X eine projektive algebraische Varietät und Y eine abgeschlossene Teilmenge von
X und IX(Y )das dazugehörige homogene Ideal in R. (Ist r ∶ Γh(X)Ð→ Γh(Y ), dann ist
IX(Y ) ∶= ker(r). Es gilt Γh(X)/IX(Y ) ≅ Γh(Y ).)
Dann ist die Sequenz

0Ð→ IX(Y )Ð→ Γh(X)Ð→ Γh(X)/IX(Y )Ð→ 0

exakt und Garbifizieren ergibt die exakte Sequenz

0Ð→ ĨX(Y )Ð→ Γ̃h(X)Ð→ ̃Γh(X)/IX(Y )Ð→ 0

Was einfach die fundamentale Exakte Sequenz

0Ð→ JY Ð→ OX Ð→ OY Ð→ 0

ist. (Kann direkt über die offenen Mengen D+(f) nachgeprüft werden.)

Definition 2.6 Sei R ein graduierter Ring und M =⊕n∈ZMn ein graduierter R-Modul.
Der Modul M(d) entspricht dem graduierten Modul M mit dem Unterschied, dass die
Graduierung verschoben ist: M(d)n =Md+n.

Definition 2.7 Sei X eine projektive Varietät eingebettet in den Pn , sei R = Γh(X).
Die Garbe OX(d) ist die zu dem Modul R(d) assoziierte Garbe: OX(d) = R̃(d). Ist F
ein OX-Modul dann schreiben wir F(d) für F ⊗OX OX(d).
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