Algebra = Geometrie?

Angela Jaschke, Patrick Engels

09.04.2009

1 Der Anfang eines algebro-geometrischen Woérterbuchs

Anwendungen des Nullstellensatzes: Ein algebro-geometrisches Woérterbuch Sei
V eine affine algebraische Menge, I(V') das zugehorige Ideal und I'(V) = k[ X7, ..., X,,]/I(V)
der affine Koordinatenring, welcher eine reduzierte K-Algebra endlichen Typs ist.

e a) Der Fall V' = k™. Die folgende Proposition ist eine direkte Folgerung aus dem
Nullstellensatz und 3.2:

( 3.2: V irreduzibel < I(V) prim < I'(V) nullteilerfrei)

Proposition 1.1

Es gibt eine inklusionsumkehrende Bijektion W — I(W') zwischen den radikalen Idealen in
kE[X1,...,Xy]) und den affinen algebraischen Mengen im £". Die Umkehrabbildung ist I +—
V(I). Zudem gelten die Aquivalenzen:

1. W ist irreduzibel < I(W) ist prim < T'(W) ist nullteilerfrei

2. W ist ein Punkt &£ I(W) ist maximal & rW)=k

Beweis :

1. Ist gerade Theorem 3.2



2. e a)
"= Wist Punkt = AVCW = AV:IW)CI(V)=I1I(W)m
7<= Sei I(W) maximal = [(W) C k[Xy,...,X,] = WUI(W)) £ 0
Annahme: 3 V: V. C W = I[(W) C I(V) Widerspruch, da I(W) maximal.

aximal.

e b) Wir wissen aus der Algebra 1 - Vorlesung, dass ein Ring modulo einem
maximalen Ideal ein Korper ist, und I'(W) = k[ X1, ..., X,,] /I (W)

Eine weitere Anwendung diese Worterbuchs wére:

Proposition 1.2
Es gilt: V ist endlich < I'(V) ist ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum. (Man sagt dann
auch, I'(V) ist eine endliche k-Algebra.)

Beweis :

V endlich & V = {uy,...,u,}

e "=": Betrachte ¢: k[X1,..., X,] = k", F — (F(u1), ..., F(u;)).
Ker p = I(V) = I'(V) =2 k[X, ..., X;,]/I(V) kann in den k" eingebettet werden =
I'(V) ist endlich-dimensional.

o 7<": Sei I'(V) endlich-dimensionaler k-Vektorraum, 7: k[X1, ..., X;,] — (V).
Sei X; das Bild von X; in T'(V).
Da I'(V) endlich-dimensional = 3 s: 1, X, Yf,..., X;” linear abhiingig und
asX; + .. +a1X; +ag=0(as #0,a, =0V k > s)
Sei u = (x1,...,x,) ein beliebiger Punkt aus V. Das Polynom a;X;®* + ... + a1 X; + ag
hat endlich viele Losungen. Analog fiir X, ..., X;,, = Es gibt insgesamt also auch nur
endlich viele Losungen fiir u = V ist endlich.

e b) Der allgemeine Fall:
Sei V' eine beliebige affine algebraische Menge, W C V = I(V) C I(W).
Betrachte die kanonische Projektion ¢: k[X1, ..., Xp] — k[X1, ..., X,]/1(V) =2 T(V),
f — f/I, bzw. das Ideal Iy(W) des Rings I'(V'), welches durch ¢(I(WW)) induziert
wird. Iy (W) ist gerade die Menge der Funktionen f € I'(V'), die auf W verschwinden.
Es gilt: T'(V) /Iy (W) 2 T'(W) = Iy (W) ist radikal (wenn I(W) radikal).
(Starker Nullstellensatz: I(W) radikal, I(W) = o~ *(Iy(W)) = Iy (W) radikal.)



Wenn [ ein Ideal in I'(V') ist, konnen wir V(I) entweder wie bisher definieren als
V(I)={zx € V|V f € I: f(x)=0 }, oder auch dquivalent als V(I)=V (¢ ~1(I)).

Ein Satz aus der Algebra:

Sei A ein Ring, I ein Ideal und p: A — A/I die kanonische Projektion. Die Ideale von A/I
stehen bijektiv mit den Idealen von A, die I enthalten, iiber p bzw. p~*
bleiben die Eigenschaften ,prim“ bzw. ,maximal“ erhalten. (*)

in Relation. Zudem

Proposition 1.3

Es gibt zueinander inverse inklusionsumkehrende Bijektionen W — Iy, (W) und I — V(1)
zwischen den in V' enthaltenen affinen algebraischen Teilmengen und den radikalen Idealen
von T'(V). Es gelten folgende Aquivalenzrelationen:

e a) W ist irreduzibel < Iy (W) ist prim < I'(W) ist nullteilerfrei
e b) W ist ein Punkt < I/ (W) ist maximal < I'(W)=k

e c) W ist irreduzible Komponente von V' < Iy, (W) ist minimales Primideal von I'(WW)

Beweis :

e a) Sei Iy (W) prim = I'(W) ist nullteilerfrei (da I'(V')/Iy (W) nullteilerfrei und
DV)/Iy(W) =2T(W)) = I(W) prim = W irreduzibel = I(W) prim ) Iy (W) prim.

e b) 1 & 3 ist Proposition 1.1.2.
1 & 2: Sei W Punkt < I(W) ist maximal, mit W C V & I/(W) maximal in T'(V).

e ¢) Sei W irreduzible Komponente.
Annahme: 3y C I'(V) mit y C Iy (W) = Wy (W))=W C V(y).
Nun gibt es zwei Moglichkeiten:
L V(y)=WW € {Vi}
2. W C V(y)

Zu2:V = U;enaVi = VW)=U; cna. (V) N V2),
(V(y) N Vi) ist abgeschlossen, da V (y) und V; abgeschlossen.

V(y) # V; Vi = V(y) ist zerlegbar L y nicht prim = Widerspruch.

(a)prim

Es gilt: (a) Primideal = (a) Radikalideal (Beweis: a? € (a) = = a € (a) oder a?~! €
(a) — induktiv).



Also: V(y)=W = I(V(y)=I(W) (=I(W(Iy (W)))) """ (4)=1, (W)
= Widerspruch.

Betrachte den K-Algebrenhomomorphismus X x : I'(V) — k, f — f(z), dessen Kern gerade
das maximale Ideal m, = I({z}) = {f € I'(V) | f(x)=0 } ist. Diese Homomorphismen
heiflen Charaktere von I'(V).

Proposition 1.4
Die Punkte von V stehen bijektiv mit den maximalen Idealen bzw. Charakteren von I'(V)
in Verbindung.

Beweits :

Dass man jedem x eindeutig einen Charakter zuordnen kann, geht aus der Definition
hervor. Umgekehrt wissen wir, dass Ker X x ein maximales Ideal ist, und mit 1.1 sehen wir,
dass = ein Punkt ist.

Dass die maximalen Ideale von I'(V') und die Punkte von V' in bijektiver Verbindung
stehen, beweisen wir so:

z Punkt, z C V & I({z}) maximal und I(V) C I({z}) “ Iy () ist maximal.

Beispiel 1.5
Sei V = V(XY) C k%. Die minimalen Primideale von I'(V) sind die Bilder der Ideale (X)
und (Y).

Proposition 1.6
Betrachte F' € k[ X1, ..., X,,], F = F1"- - F,% wobei die F; irreduzibel und nicht assoziiert
sind mit a; € Ns¢ . Dann gilt:

1. I(V(F)) = (Fy--- F}). Insbesondere gilt: F' irreduzibel < I(V(F)) = (F).

2. Die Zerlegung von V(F') in irreduzible Komponenten ist gegeben durch
V(F) = V(F1)U---UV(F}). Insbesondere gilt: F' irreduzibel < V(F') auch irreduzibel.

Beweis :

1. Z.z. ist also: (Fy--- F,) = rac(F).



»,C“ Sei r = max {a1, --,a, }, f € (F1--- F}).

Sei f = Fig- - Fok, itk € {1,---,r}.

Sei oBdA r = ayy,

= fT — (FlkalkF%a%' .. kaamk)F%alk*azk, .. kaalk*amk c (Flal, .. Fra'r)'
= (Fy--- F,) Crac(F).

2 ferac(F)=3IneN: f"e (F)=3G € k[Xy,..,X,): FG = "

Da F; irreduzibel = F; Primelemente in k[X1, ..., X,]. Da FG = f" = F;|f"

P plf v R MY R S L F | f = 3G € kX, X, GTL Fi = f
Fye(FyFr

ILREEP) o (R,

= (Fy--- F,) D rac(F).

= (Fy--- F,) = rac(F).

2. F; irreduzibel < (F;) minimales Primideal in k[X1, ..., X,,]. (Mit (F) C (F;) gilt:)

& () = () ist in k[X1, .., Xp]/(F) prim '

von V(F).

Y V(F;) ist irreduzible Komponente

Jede beliebige algebraische Menge V' besitzt offene Standardmengen, die eine Basis ihrer
Zariski-Topologie bilden (vgl. auch Vortrag 1).

Definition 1.7

Sei V eine affine algebraische Menge und sei f € I'(V) # 0. Die Menge
Dy(f)=V-V(f) ={z € V| f(x) # 0} heiit offene Standardmenge von V. Jede offene
Menge von V ist eine endliche Vereinigung von offenen Standardmengen.

2 Ein erster Schritt in Richtung Bézout

Satz von Bézout « darauf wollen wir spéter hinaus

Seien C und C’ zwei projektive ebene Kurven vom Grad d und d’ iiber einem algebraisch
abgeschlossenem Korper, C und C’ ohne gemeinsame Komponenten. Dann ist die Anzahl
der Schnittpunkte von C und C’ (mit Vielfachheiten gezéhlt) dd’.

Wir zeigen nun, dass die Schnittmenge von zwei ebenen Kurven ohne gemeinsame
Komponenten endlich ist.



Sei in diesem Abschnitt k ein beliebiger Korper.

Theorem 2.1
Seien F', G € k[X,Y] teilerfremde Polynome # 0.
Dann ist V(F) N V(G) endlich.

Der Beweis wird folgendes Theorem implizieren, welches man mit 1.2 vergleichen kann:

Theorem 2.2
Mit den Voraussetzungen von (2.1) ist der Ring k[X,Y]/(F,G) ein endlich-dimensionaler
k-Vektorraum.

Zunéchst beweisen wir folgendes Lemma:

Lemma 2.3
Mit den Voraussetzungen von (2.1) gibt es ein Polynom d € k[X], d # 0, und Polynome A,
B € k[X,Y], sodass d = AF + BG (dh. d € (F,G)).

Beweis : (2.3)
Hierzu brauchen wir einen Satz aus der Algebra: Bei Hauptidealringen R gilt: x1, x2 € R
teilerfremd < 3 a1, ao € R: 1 = a1x1 + asxs.

Seien F'; G € k[X,Y]. Betrachte sie als Elemente des Hauptidealrings K (X)[Y], also als
Polynome in der Variablen Y mit Koeffizienten der Form %, b(x) # 0. Mit obigem Satz
=3 A B € K(X)[Y]:1 = AF + B'G. Wir eliminieren die Nenner von A" und B’ durch
Multiplikation mit den Nennern dy und dp € k[X].

= d=AF + BG mit d = dydp, A= Aldydp, B = B'daydp:.

Beweis : (2.1)

Sei (x,y) beliebiger Punkt aus V(F) N V(G) 24 d(x) = 0.

d(x) ist ein Polynom in einer Variablen = Es gibt nur endlich viele Werte, die = annehmen
kann. Analog fiir y = die Schnittmenge ist endlich.

Beweis : (2.2)
Sei d € k[X] wie oben, d’ € k[Y] analog. Es gilt offensichtlich (d,d') C (F,G).
Betrachte k[X,Y]/(d,d'). Es treten nur endlich viele Potenzen von X bzw. Y auf, ndmlich



die vom Grad < d bzw. d'.
= k[X,Y]/(d,d") endlich-dimensional, und da (d,d") C (F,G) = k[X,Y]/(F,G) ist
endlich-dimensionaler k-Vektorraum.

Bemerkung 2.4
Ein Beispiel fiir ein Polynom, das als d(x) benutzt werden kann, ist die Resultante von F'

und G (als Polynome in der Variablen Y aufgefasst).

3 Morphismen oder Abbildungen zwischen affinen algebraischen Mengen

Im Folgenden sei k£ ein unendlicher Koérper

Die Art der Abbildung bestimmt dabei die Theorie, die wir erhalten. Da wir algebraische
Geometrie betreiben wollen, liegt folgendes nahe:

Definition 3.1
Sei V.C k™ und W C k™ und ¢ : V — W wobei wir ¢ als ¢ = (p1, ..., pm) schreiben kénnen
Wir nennen ¢ einen Morphismus (bzw regulér) falls die ; polynomiale Funktionen sind.

Bemerkungen
e Die Menge der regulidren Abbildungen von V nach W bezeichnen wir mit Reg(V, W)
e Die Funktionen ¢; sind Elemente aus I'(V)

e Reguldre Abbildungen sind stetig bzgl. der Zariski-Topologie
Beweis:
Sei A C W abgeschlossen < A ist Nullstellenmenge eines Ideals I(A) D I(W).

Sei v € o 1(A) und f € I(A) = (f o 9)(v) = f(p(v)) = 0
Beispiele

1. o : k" = k™ (n<m)
(X1 ey ) = (T1y ooy Ty)
Wobei ein Element aus k™ auf die ersten m Eintrédge abgebildet wird.
Die Abbildung ist natiirlich surjektiv aber nicht injektiv falls n > m

2. V=V - X?) Ck?
p:V =k



p(z,y) =y

Die Abbildung ist ein Isomorphismus, da durch
o lik—V

t s (t,t%)

eine Umkehrabbildung gegeben ist.

3. V=V(Y?2-X3Ck?
p:k—V
t— (t2,1%)
ist kein Isomorphismus, da es keine Umkehrabbildung in Reg(V, k) gibt

Nun wollen wir den gewonnenen Abbildungsbegriff auf die zu V' und W gehorigen affinen
Koordinatenringe iibertragen

Definition 3.2

Sei ¢ : V. — W ein Morphismus und f € I'(V).

Wir setzen ¢*(f) = f o fiir jedes f. Wir erhalten mit ¢* einen Morphismus von k-Algebren
Beachte:

feTw)=f:W-oke: VoW

= fop:V —=kel'(V)dap und f polynomiale Ausdriicke sind

Wir kénnen nun dem Tupel (V, ¢) das Tupel (I'(V'), ¢*) zuordnen, wobei zu beachten ist,
dass ¢ eine Abbildung von V ist und ¢* eine Abbildung nach I'(V') ist. Es gilt

(fog)* =g of"

Berechnung von *:

VCE"und W CE™und ¢: V> W = (¢1,..., om), i € T(V)

Wir definieren die i-te Koordinatenfunktion n;, : W — k, (21, ..., x;,) — x;, die gerade das
Bild von Y; in I'(W) ist.

= " (ni) = n(P1, -, 0m) = @i

= @ k[Y1, .o, Vil JI(W) = E[X1, ..., Xu] /I(V)

Y — Pi(Xi, ..., Xp)

Beispiele:

1. Ist ¢ die Projektion ¢ : V(F) C k* — k mit op(z,y) = x, dann ist ¢* die Abbildung
von I'(k) = k[X] nach k[X,Y]/(F), die X auf X abbildet.

2. Betrachten wir die Abbildung aus Definition 3.1 Beispiel 3, so ist
©* tK[X,Y]/(Y? - X3) — k[T] mit ¢*(X) = T? und ¢*(Y) = T3. Dies ergibt sich
direkt aus der oben gezeigten Berechnung von ¢*.



Satz 3.3
Die Abbildung v : Reg(V, W) — Homp_qq(I'(V),T'(W)), ¢ — ¢* ist bijektiv.
Beweis:

o [njektivitdt

Sei " — 1"
= @i =" (m) = V() = i
=>p=1

o Surjektivitdt
Sei © : T'(W) — I'(V') Algebrenhomomorphismus
Wir setzen ¢; = ©(n;) (n; wie oben). Wir erhalten ¢ : V' — k™
Es ist nun zu zeigen, dass Im(¢) C W
Sei F[Y1,...Yp] € IW)und z € V
= Flp(z)] = F[O(m), ..., O(nm)](2)
= da O ein Algebrenhomomorphismus ist gilt
FlO(m),...,0nm)](x) = O[F (1, ....,nm)](x) = Fln, ..., nm] ist Bild von
FVi,...,Y,] € I(W) in T(W)
= Fni,...,nm] = 0 also O(F[n1,...,mm]) =0

Korollar 3.4

1. ¢ ist Isomorphismus < ¢* ist Isomorphismus

2. VEW & T(V) 2T (W)

Beweis:

Ist ¢ Isomorphismus, setze (¢*)~1 := (¢~1)*

Ist ¢* Isomorphismus, setze =1 = ((0*)~1(m), ..., (¢*) "1 (nn)), wobei n; die
Koordinatenfunktionen in I'(V') bezeichnet.

Definition 3.5
Sei ¢ : V. — W ein Morphismus. Wir sagen ¢ ist dominant genau dann wenn p(V) = W

Satz 3.6

1. ¢ ist dominant < ¢* ist injektiv



2. @ ist dominant und V irreduzibel = W ist irreduzibel

Beweis:

7 =7 ¢ dominant und sei f € Ker(p*)

= ¢ (f)=fop=0= f=0auf p(V)

= f =0 auf p(V) da f stetig bzl. Zariski-Topologie

7 <=7 Setze X = p(v)

= X ist affine algebraische Menge und X C W

Annahme: X £ W

= Es gibt f € T(W) mit f(X)=0

= fop=¢*(f) =0 im Widerspruch zur Injektivitit

Die 2. Behauptung folgt da ¢ dominant und somit ¢* eine injektive Abbildung von T'(W)
nach I'(V') ist. Nun ist aber I'(V') aufgrund der Irreduzibilitdt von V' nullteilerfrei und mit
der Injektivitét von ¢* auch I'(W) und damit ist W irreduzibel.

Theorem 3.7

Sei k algebraisch abgeschlossen, dann ist die Abbildung

v : Reg(v, W) — Homy_qq(L(W),T(V)), ¢ — ¢* bijektiv und sei A eine endliche reduzierte
k-Algebra, so gibt es eine affine algebraische Menge V' so dass A = T'(V)

Beweis:

Der erste Teil wurde bereits in Satz 3.3 gezeigt. Sei A eine endlich erzeugte reduzierte
k-Algebra.

= A= K[Xy,...,Xy]/I, da A reduziert = I Radikalideal
=V:=V{I)=1(V(I))=rac(l) =1

= A=T(V)

Definition 3.8
Sei V eine irreduzible affine algebraische Menge, also I'(V') ein Integritéitsring. Wir
definieren K (V') := Quot(I'(V)), den Koérper der rationalen Funktionen auf V.

Bemerkung:

Wir kénnen f € T'(V) in der Form f = g/h schreiben, wobei g,h € T'(V) und h #Z 0. Wir
konnen also f als Funktion auf der offenen Standardmenge D(h), die durch h(x) # 0
gegeben ist, ansehen.
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