Kohomologie von Garben

Eike Fokken Felix Lenders Anna Schilling Oliver Thomas

Ziel dieses Vortrags ist es, einerseits eine Einfiihrung in das allgemeine
Konzept von Kohomologie zu geben und andererseits eine sich in unse-
rem Fall beinahe natiirlich ergebende Kohomologietheorie vorzustellen.
Dazu wird nach ein wenig allgemeiner homologischer Algebra die Cech-
Kohomologie — eine Kohomologietheorie von Garben — eingefiithrt werden.
Im Anschluss daran werden einige Satze iiber die sich ergebenden Kohomo-
logiegruppen gezeigt werden.
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Teil I: Homologische Algebra und
Cech-Kohomologie
Felix Lenders  Anna Schilling

1 Grundlagen der homologischen Algebra

Definition 1. Ein Komplex A® von abelschen Gruppen ist eine durch N oder Z
indizierte Sequenz

i ) itl
YL AT ES AN T A B

derart, dass d"t'od’ = 0Vi. Die Homomorphismen d’ : A" — A1 heiBlen Differentiale.
Die Gruppe
Cdt .
) ker A* Az+1
HY(A%) = =

im Ai-1 —— A?

heifit i-te Kohomologiegruppe von A®.

Bemerkung. Diese Sequenz ist im Allgemeinen nicht exakt. Exaktheit an der Stelle 4
ist dquivalent dazu, dass die i-te Kohomologiegruppe H*(A®) = 0 trivial ist. Die i-te
Kohomologiegruppe H'(A®) ,misst“ daher die ,Abweichung von der Exaktheit“ an der
Stelle .

Beispiel 2. Sei U C R™ offen und bezeichne 2%(U) den C*°(U)-Modul der k-Differen-
tialformen auf U, 2°(U) := C*°(U). Die duBere Ableitung d : 2(U) — Q21(U) ist
dann ein Homomorphismus mit d? = 0, also bildet

2(U) =5 Q') =5 PU) — -

einen Komplex, der de-Rahm-Komplex genannt wird.
Eine k-Form w* € 2%(U) heifit

« geschlossen, wenn dw”* = 0;
o exakt, wenn es eine (k — 1)-Form n*~1 € Q*=1(U) gibt mit dnF~1 = k.

Ist U ein Sterngebiet, so besagt das Lemma von Poincaré, dass jede geschlossene
k-Form w® € QF exakt ist. Ist dw® =0 < w* € ker d, so gibt es also n*~! € Q¥=1(U)
mit

dpf ! =w* o WF eim d.

Dabher ist im d = ker d und es folgt dass die k-te de-Rahm-Kohomolgie
H*(U) = {0}

trivial ist.



Definition 3. Seien A®, B* Komplexe mit Differentialen d’ beziehungsweise §°. Ein
Morphismus von Komplexen
f:A* — B*

ist eine Familie von Homomorphismen f? : A* — B’ sodass fiir jedes i folgendes
Diagramme kommutativ ist:

i—1 7
Ai—l d Ai d Ai-‘rl
fi—l fz fi-i—l
i—1 7
Bi—l g Bi 9 Bi+1

Aus der Kommutativitdt der Diagramme folgt sofort
fi(kerd’) C kerd%;  fi(imd™!) C im &Y,
daher induziert f* einen Homomorphismus der Kohomologiegruppen
fi:HY(A®) — H(B®).
Eine Sequenz von Komplexen
0—a*Lop 200 o
heifit exakt, wenn fiir jedes i die Sequenz
O—>Aif—i>Big—i>Ci—>O
exakt ist.

Satz 4. Sei
0—>A°L>B'L>C'—>O

eine exakte Sequenz von Komplexen. Dann gibt es Homomorhpismen
(c)n . Hn(oo) N Hn—i—l(Ao)

derart, dass

eine lange exakte Sequenz ist. Die O™ heiflen Verbindungsmorphismen.

Beweis. Wir betrachten folgendes kommutatives Diagramm, dessen Zeilen Komplexe
und dessen Spalten exakte Sequenzen sind:



i

ii)

A™ d" An-‘,—l dn+1 An+2
fn fn+1 fn+2
. anl 5n—1 Bn 6n Bn+1 6n+1 Bn+2
gn—l g" gn+1
cn—1 Ar—t cn A" cntl ...
0 0 0

Definition der Homomorphismen 0" : H"(C*®) — H"t1(A®): Sei ¢, € H"(C*®)
und ¢, € ker A™ C C" ein Repréisentant. Da g™ surjektiv, gibt es b, € B™ mit
g"(b,) = ¢, € ker A", daher folgt fiir b, 41 := §"(b,) nun

9" (bnt1) = g™ (8" (b)) = A" (9" (b)) = A" (en) = 0,

also b, 41 € ker "™t = im 7t Da fm*! injektiv ist, gibt es daher genau ein
any1 € A" mit f"*(a, 1) = b,y 1. Wir miissen jetzt noch nachweisen, dass
Qpy1 € kerd™1. Es ist

0= 6"F1(8" (b)) = 8" (bnsr) = 8" (" (ansa)) = [T (an4))

und aus der Injektivitit von f*+2 folgt d"*!(a,s1) = 0. Man setze 9"(c,,) :=
An41-

Wohldefiniertheit: Wir zeigen zunéchst, dass a,11 unabhéngig von der Auswahl
der Liftung b,, ist. Gilt ndmlich ¢™(b],) = ¢y, so ist b), — b, € ker g = im f™ und
es gibt a,, € A™ mit b}, = b, + f™(a,) und somit

8" (b) = 6" (bn) + 6" (f" () = by + [ (d" (),

liftet man nun b, ; wie oben zu aj,; € A", so gilt aufgrund der Injektivitat
von f"*1 dann a], | = any1 + d"(ay) und es folgt al, ;= Tyt

Jetzt zeigen wir, dass @, ;71 unabhéngig von der Wahl des Repréasentanten ¢, ist.
Sei ¢, € ker A" ein weiterer Repriisentant von ¢,. Dann ist ¢/, — ¢, € im A"~!
und es gibt daher 7, _; € C"~! mit ¢/, = ¢, + A" 1(y,_1). Da g"~! surjektiv,
kann man 7,1 zu 3,_1 € B! mit ¢""1(B,_1) = Yn_1 liften. Dann ist

g" (b + 5n_1(ﬁn71)> =g"(bn) + gn(‘sn_l(ﬂnfl)) =cCp+ An_l(gn_l(ﬁnfl))

!

=cCp+ Anil(’yn—l) =Cy



iii)

iv)

und ¢}, wird daher zu b/, = b,, + 6"~ 1(3,_1) geliftet. Es folgt
i1 = 0" (b)) = 8" (bn) + 0" (8" (Ba-1)) = bnta
aufgrund der Komplexeigenschaft d" o d"~! = 0; daher dann auch a/, 11 = Gnt1-

Linearitit von 8": Sind &, ¢, € H™(C*) und b,,, b/, Liftungen der Repriisentanten
Cn, Cpy, S0 ISt by, + b), eine Liftung von ¢,, + ¢),, da g Morphismus. Beachtet man,
dass Liften auf diese Weise ,linear® ist, so folgt die Behauptung.

FEzaktheit der langen Sequenz:
a) Exaktheit an der Stelle H"(C*®): im g" = ker 9"

Himg” C ker 9™“:  Sei ¢, = ¢"(b,) € im g™ und b,, € B™ Repréisentant. Dann
gilt b,41 = 6™(b,) = 0. Nach Definition ist 9"(¢,) = Gnt1, ferner gilt
fn+1(an+1) = bn+1- Daher ist fn+1(an+1) = bn+1 = 5"(()“) = 0 und da
L injektiv ist, ist a,,+1 = 0 und daher 9"(¢,) = @,371 = 0, also ¢, € ker 9.

yker 0" C img™“: Sei ¢, € ker 9", also 9"(¢,) = 0 = @p11. Daher ist a,41 €
imd"™ und es existiert a, € A™ mit d"*(a,) = an+1. Da g™ surjektiv existiert
b, € B™ so dass ¢g"(b,) = ¢,. Dann gilt 6"(b,) = f"*(an,1) (siche Definition
von 9"). Aus der Kommutativitit folgt f"*(a,+1) = 0"(f"(an)), wegen
8" (by) = 1 (any1) gilt fiir En = f™(a,) dann bn—gn € ker 6™, also b, —Zn €
H™(B*®). Weiterhin ist b, — gn eine Liftung von c¢,, denn ¢"(b, — En) =
9" (bn) = 9"(bn) = u — ¢"(f"(an)) = Cn, wobei (g" o f")(an) = 0, da die
Spalten exakt sind. Es folgt also ¢, € im g™.

b) Exaktheit an der Stelle H"(A®):  im 9" = ker fn+1

Am " C ker frt1¢: Sei @p,y7 € im ™. Dann gibt es ein &, € H"(C*) mit
0™ (¢n) = Gnt1- Sei ¢, € C™ ein Représentant, dieser erfiillt A”(¢y,) = 0. Da g”
surjektiv ist, existiert ein b, € B™ mit f"(b,) = c,. Dann ist g"*1(6"(b,)) =
A" (g™(b,)) = A™(¢,) = 0. Sei b1 = 6"(b,) € ker g"*! = im f**! dann
gibt es @1 € A" mit "t (@4 1) = buy1 € im 6™, Daher folgt f,,(@ny1) =0
und da Gn,+1 = @ny1 (Unabhiingigkeit der Liftung) folgt nun f™(a@,;1) = 0.
Also @1 € ker frtL,

Jker frtl € im 9™ Sei @1 € ker frt1, das heit frtl(@,51) = 0. Daher
existiert ein b,.; € imd™ so dass f"*!(a,11) = bny1. Weiterhin gibt es
wegen b, 1 € im " ein b, € B" mit §"(b,) = b,y und daher g"T!(b,1) =
g (" (any1)) = 0. Mit ¢, = g"(by) gilt dann

A™(cn) = A™(g" (bn)) = ¢" (0" (bn)) = ¢" T (bus1) = 0,

also ¢, € ker A”™. Nach Konstruktion gilt dann 0"(¢,) = @,+1 und es folgt
anpy1 € imo™.



c) Exaktheit an der Stelle H"(B®): im f™ = ker g™

,,imf C kerg™“:  Sei b, € im f*. Dann gibt es also ein @, € H"(A®) mit
f™(@,) = by,. Seien a,, b, Repréasentanten in A™ bzw B™. Dann gilt f"(a,) = b,
und daher o o

g™ (b)) = g"(f™(an)) = g"(f™(an)) =0,
also b, € img™.

Jkerg” C im fn“:  Sei b, € kergy,, also gin(ai) = 0 und b, € kerd” ein Re-
priisentant. Sei ¢, := ¢"(b,). Da ¢, = gn(b,) = 0 gilt ¢, € im A"~! und
es gibt ¢,_1 € C"~! mit A" Y(¢,,_1) = ¢,. Weiterhin gibt es aufgrund der
Surjektivitit von ¢" ! ein b, 1 € B"! mit g" 1 (b,_1) = ¢,_1. Setzen wir
by, := 0" 1(b,_1), so folgt aus der Kommutativitit dann

g"(bn) = ¢y = An_l(QH_l(bnfl)) = gn<5n_1(bn71)) = gn@n)

und daher by, — b, € ker g" = im f". Somit gibt es also a, € A™ mit f(an) =
by, — by, beziehungsweise b,, = f™(a,) + b,. Daher gilt

by = [(an) + by = P (@) + b = F7(@n),

denn Z = 0 wegen En € im 6" ! und es folgt schlussendlich b, € im f,. O

2 Cech-Kohomologie

2.1 Definition

Im Folgenden sei X ein topologischer Raum und F eine Garbe abelscher Gruppen iiber
X sowie $ = (U;);—o,....n eine endliche Uberdeckung von X durch offene Mengen.

Mit Uy, ..., Ui,,....i, wollen wir die folgenden Schnittmengen bezeichnen:

UijIZUiﬁUj,...,Ui Z:Uiom'”ﬁUip

0y+-5lp

Definition 5 (Cech—Komplex). Fir 0 <p < n sei

P F) = ] FWi...,),

o< <ip

fiir p > n sei CP(U, F) := 0.

Mit dP : CP(U, F) — CPTYHF,4U) wird (CP(4, F))pen, zu einem Komplex, die-
ser heifit Cech-Komplex von F iiber il; seine Kohomologiegruppen heifien Cech-Ko-
homologiegruppen und werden mit HP (8, F) bezeichnet.

Hierbei wird fir s € CP(4, F) das Differential definiert durch die komponentenweise

Festsetzung
p+1

(dp(s))i07-”7ip+l = Z(fl)jsio ----- Bjyennyiptl

j=0

Uig,...,Uip’

wobei i; bedeutet, dass der Index i; weggelassen wird.



Beweis. Wir miissen zeigen, dass es sich tatsdchlich um einen Komplex handelt, dass
also dP*! o dP = 0 gilt. Sei hierzu s € CP(4, F) und ¢ := dP(s). Dann ist

p+2
(dp+l( ))io ,,,,, Tpt2 Z( 1)Jtlo ----- Ujyueey ip21Uig. . ipyo
=0
P P12
. ik
=YD (D) TIEsi iU s
j=0 k=0,k#j

Da der Index i; ausgelassen wird, gilt fiir o(j, k):

‘ ko ok<j
U(j’k):{k—1 k>

Betrachten wir nun einen Term der Form s;, ... 4,.....im,....i5,, Wit [ > m, so tritt dieser
in obiger Summe zweimal auf, einmal fiir (j, k) = (I,m) mit Vorzeichen (—1)!(—1)™
und einmal mit Vorzeichen (—1)!(—1)™"! fiir (j,k) = (I,m). Diese kompensieren sich
und die Behauptung folgt. O

Definition 6. Wir betrachten d? : CP(, F) — CPTL(L, F).
i) Ein Element s € ker d? C CP(4U, F) heifit Kozykel vom Grad p, die Gruppe aller
Kozykel vom Grad p wird mit

ZP (U, F) = ker d?

bezeichnet.
ii) Ein Element s € imd? C CP*1(4, F) heiit Korand vom Grad p + 1, die Gruppe
aller Kordnder vom Grad p + 1 wird mit

BPFY(Y, F) == im d”
bezeichnet. Mit dieser Schreibweise gilt fiir die p-te Cech-Kohomologiegruppe dann

P, F) = giiﬁ J;;

Beispiel 7. i) Fiir s € C°(U, F) ist s von der Form (8i)i=o0,....n, wobei die s; € F(U;)
Schnitte {iber U; sind. Fiir ds gilt

(ds)ij = (71)05@ Uij + (71)52?

ii) Ist s € CY(U, F), s = (s45), so gilt fiir ds dann

vy = (85— i)l

(ds)ijie = sijklui, = Sigeluie + Sijaluie = (Sjk = Sik 4 8i) |-

Ein Kozykel s € kerd® erfiillt daher fiir i < j < k iiber U, folgende sogenannte
Kozykelrelation:
Sik = Sij + Sjk



Satz 8. Fiir die nullte Cech-Kohomologiegruppe gilt HO(4, F) = I'(X, F).
Beweis. Es ist

ker CO(sl, F) 2 O (4, F)

70 _ _ 0

H (U, F) = a1 = kerd",
sei also s = (s;) € ker d°. Uber Ui; gilt dann s; = s;. Da F eine Garbe ist, konnen die
s; zu einem globalen Schnitt s € I'(X, F) = F(X) zusammengeklebt werden. O

2.2 Kohomologie affiner Geometrie

Wir stellen zunéchst eine Hilfsaussage bereit:

Satz 9 (Partition der Eins). Sei W eine affine algebraische Menge und (D(f;))i=o,...m
eine Uberdeckung von W durch offene Standardmengen. Sein € N. Dann gibt es eine

Relation
m

1= Zakf,? mit a, € I'(W).
k=0
Beweis. Da wir iiber einem Korper k arbeiten und dieser insbesondere nullteilerfrei ist,
gilt Dy (fi) = Dw (f"). Sei a:= (f,..., fI) dasvon fl', ..., f erzeugte Ideal. Dann
gilt
w=J pw(f)= |J Dw(ff") = Dw(a) = D(@)nW
1=0,...,m 1=0,..., m

und daher

W=D@)nW < VioNnW =g < I'W)a=(1). O

Satz 10. Sei X eine affine Varietit, A = I'(X) sowie M ein A-Modul und F = M
die assoziierte quasikohdrente Garbe und 4 = (U;)i=o,...,m eine offene Uberdeckung von
X mit affinen offenen Standardmengen. Dann gilt

HP(U, F)=0 firp>O0.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir den Spezialfall p = 1, die restlichen Félle verlaufen
im wesentlichen analog, bedeuten aber mehr Schreibarbeit (siehe unten).

Essei f; € A, f; # 0 mit U; = D(f;) und o = (av;;) € kerd' ein 1-Kozykel. Hierbei
ist av;; nur fiir ¢ < j iberhaupt definiert und fiir ¢ < j < k gilt die Kozykelrelation (vgl
Beispiel 7 ii)

Ak — Qi + 5 = 0.
Wir erweitern dies, indem wir a;; = 0 und a;; = —ay; fiir ¢ > j festsetzen. Dabei bleibt
die Kozykelrelation fir alle Tripel (i, j, k) erhalten.

Hierbei ist oy; € F(Uij,/]\Z ) = My,y;, und daher gibt es Elemente f;; € M mit
aij = Bi;/(f]'f}'), hierbei kann {iberall das selbe n verwendet werden, da die Uberde-
ckung endlich ist (Ubergang zum Hauptnenner). Die Kozykelrelation lautet in dieser
Schreibweise nun

Bjk Bik Bij

N A T




Nach Multiplikation mit f;" f7* f' erhalten wir folgende Relation in My, , f, :
I Bk — [7Bix + f'Bij = 0,

in My, impliziert dies dann f,"* (f8jx — 2B + [ Bi;) = 0, wobei Nj, € N ist.
Mit N := max; N; gilt dann f 13, = f,gv(f;‘ﬂik — fI'Bjk). Setzen wir hier nun
aij = Bi /(I f]) ein, so erhalten wir

n+N . Nf,?ﬂij_ Nf}lﬁik_finﬁjk_ N ﬁzk_@
A =1 = fk :

ST O oo

Aus dem vorhergehenden Satz 9 wissen wir, dass es eine Partition der 1 in der Form

m

1_Za fotN ar € I'(X, M)

gibt. Wir definieren nun fiir j =0,...,m
Z anfd fﬁf - I(U;, )

und erhalten iiber U;; dann

([dv)ig = ==Y afP (i,’f - iﬂf) Za fitNai = ay Zakf = aij,
k=0 g J

in der Tat ist a = d also ein Korand.
Im Fall p > 1 geht man &hnlich vor. Ist a = («);

i0yi, € ZP(U,F), so kann man
kann wieder

. ) /61'0 1p
20 yeeesl fn . fn
0 ip

€ M schreiben. Wiederum gibt es eine Parition der Eins in der Form
1= arfi™. Setzt man nun

S g gy Do
L N 5205+ 5tp—1
’Yio,...,ip71 L akf

k=0

k fiTé ... fﬁ),l ’
so kann man nachpriifen, dass dy = o € BP~1(4, F), woraus die Behauptung folgt. [J
Satz 11. Sei X eine affine algebraische Varietdt und
0—F—G-"H—0
eine exakte Sequenz quasikohdarenter Garben. Dann ist die Sequenz
0—IX,F) —TIX,g) —IXH) —0

exakt.



Beweis. Der Schnittfunktor ist linksexakt, daher ist
0— I'X,) — I'(X,G6) = I'(X,H)

exakt, 7 = p(X) muss aber nicht unbedingt surjektiv sein.

Sei nun h € I'(X,H). Wir wollen nun zeigen, dass es ein g € I'(X, G) gibt, welches
unter 7 auf h abgebildet wird. Da p surjektiv ist, gibt es eine offene Uberdeckung
U = (Uj)i=o,..n von X = |J_,U;, sodass es Schnitte g; € I'(U;,G) gibt, die auf h
abgebildet werden: p(U;)(g;) = hlu,.

Wenn wir die g; nun zu einem globalen Schnitt g € I'(X, G) zusammenkleben kénnten,
so hétten wir ein geeignetes g gefunden. Dies geht genau dann, wenn die g; auf Uy
iibereinstimmen, wenn also g;|u,; = g;|u,; gilt. Im allgemeinen kénnen wir dies nicht
erwarten, wir konnen die g; aber durch Funktionen ¢; € im I'(U;, F) — I'(U;,G)
abandern, so dass p(U;)(g; + i) = p(Ui)(9:) + p(U;)(¢i) = (h + 0)|y, erhalten bleibt.
Koénnen wir nun ¢; mit

(gl + <)0’L')|Uij = (g_] + (pj)Ui,j — (gl - gj)|U1‘,j = (SOJ - @i)|Urij

finden, so ist h surjektiv.
Wir betrachten hierzu iiber U;; die Schnitte

fij = (gi _gj) Usj-

Uber Uijr gilt dann

Jig + fie = (9i — 95 + 95 — 9)lvi, = (90 — 96)lus, = fire-

Daher ist (f;;) ein 1-Kozykel und nach obigem Satz daher ein 1-Korand, es gibt also
Schnitte ¢; € I'(U;, F) mit fi; = ¢; — ¢i.
Ferner ist
p(fij) = p(gi) — plg;) = (h = h)|u,, =0
auf U;; und daher gilt f;; € ker I'(U;;,G) — I'(Ui;, H) =im I'(U;5,G) — I'(Usj, H).
Die hierdurch gefundenen ¢; erfiillen also obige Bedingung und es folgt die Behauptung.
O
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Teil 1l: Anwendungen der
Cech-Kohomologie
Eike Fokken  Oliver Thomas

Bemerkung 12. i) Cech-Kohomologie ist funktoriell: Ist u : F — G ein Garben-
homomorphismus, so existiert ein assoziierter Homomorphismus von Komplexen
C* (YU, F) — C*(4,G) sowie Gruppenhomomorphismen H?(u) : H? (4, F) —
HP (U, G).
ii) Es folgt direkt aus der Definition der CP(i, F) als endliches Produkt, dass Cech-
Kohomologie mit direkten Summen kommutiert:

m(x,@F) =P aH" (X, F)
i€l icl

iii) Ist X eine algebraische Varietdt iiber einem Korper k& und F ein Ox-Modul, so
haben die Gruppen F(Us,,...s, ), C? (4, F) eine natiirliche k-Vektorraumstruktur.
Da die Differentiale k-lineare Abbildungen sind, gilt dies auch fiir die Kohomolo-

giegruppen HP (4, F).

2.3 Lange exakte Sequenz der Cech-Kohomologie

Satz 13. Sei X eine algebraische (quasi-)affine oder (quasi-)projektive Varietit und
U= (Uy)i=o....n eine endliche offene affine Uberdeckung von X sowie

,,,,,

0—F —Gg—H—0

eine exakte Sequenz quasikohdrenter Garben. Dann gibt es eine lange exakte Sequenz

0 — HO(U, F) — HO(U,G) —— H (WU, H)
HY(U, F) — HY(U,G) —— H' (8, H)
H*(Y, F) — H*(4,G) — -

Beweis. Wir betrachten die durch F, G, H induzierten Cech-Komplexe. Diese bilden
eine exakte Sequenz

der Cech-Kohomologiegruppen.

0—C*'U,F)—C*(U,G) — C*(U,H) — 0

von Komplexen.

11



Da die Schnittmengen Uy, ... ;, affin und die Garben F,G, H quasikohérent sind,
erhalten wir nach Satz 11 eine exakte Sequenz

00— -7:(Ui07...,ip) — Q(Ul ) — H(Uio,..‘,ip) — 0.

0s:-+52p

Indem wir das endliche Produkt fiir iy < ... < i, bilden, erhalten wir eine exakte
Sequenz

0 — CP(U, F) — CP(,G) — CP(4, H) — 0.

Nach Satz 4 gibt es daher eine lange exakte Sequenz der Kohomologiegruppen wie
behauptet. O

Bemerkung 14. Wir werden im Folgenden ohne Beweis verwenden, dass die Koho-
mologiegruppen nicht von der Wahl der affinen Uberdeckung abhingen. Wir werden
ferner nicht zeigen, dass Cech-Kohomologie fiir unsere Fille richtige Kohomologie
ist, dass es also fiir I nur einen rechtsderivierten Funktor gibt, der gewisse schéne
Eigenschaften hat. Aus diesem Grund werden wir die Kohomologie-Gruppen von nun
an mit H*(X, F) bezeichnen (also auf das ,,"“ verzichten) und auch X weglassen, wenn
keine Verwechslungsgefahr besteht.

3 Verschwindungssatz

Dass wir aus der langen exakten Sequenz der Kohomologie-Gruppen viele Informationen
gewinnen kénnen, hingt zu wesentlichen Teilen von unserer Fahigkeit ab, zu zeigen,
dass moglichst viele Gruppen trivial sind. Im folgenden Abschnitt wollen wir uns also
einige Resultate erarbeiten, wann die Gruppen trivial werden.

Wie wir bereits in Satz 10 gezeigt haben, verschwinden die Kohomologiegruppen
einer affinen algebraischen Varietét fiir die Grade > 0.

Satz 15. Sei V eine abgeschlossene projektive algebraische Varietdt und F eine quasi-
kohdrente Garbe. Dann ist H'(V,F) = 0 fiir alle i > dim F.

Bemerkung. Der Satz 15 lasst sich auf beliebige (quasi-)projektive und (quasi-)affine
Varietédten verallgemeinern, wie sich zum Beispiel im Hartshorne nachlesen lasst.

Lemma 16. Sei V eine abgeschlossene Untervarietit von PN der Dimension n. Dann
existiert eine lineare Untervarietit! W C PN der Kodimensionn+ 1 (d.h. n+1 =
N —dim W), sodass VW = &.

Beweis. Wir werden dies per Induktion nach N beweisen. Fiir N = 0 ist der Fall klar,
die Dimension der leeren Menge konnen wir als —1 definieren. Fiir den Schluss von
N —1 auf N werden wir zeigen, dass es eine Hyperfliche PN~! = H C P gibt, welche
keine irreduzible Komponente von V = (J;_, V; ganz enthélt. Die Einschrankungen
V; N H sind dann leer oder von Dimension < n — 1, V/ = V N H ist dann eine
abgeschlossene Untervarietit von H = PN ~! und wir wenden Induktion an. Fiir die sich

IEine Menge W C PV heifit Untervarietiit, wenn sie Bild eines Unterraums ohne Null des kN +1
ist.
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ergebende lineare Untervarietdt W C H gilt dann n = codimy W = codimpn-—1 W =
codimpn W — 1, sie erfiillt also die Voraussetzungen.

Setze E = kN1, Bemerke, dass die projektiven Hyperflichen zu Linearformen korre-
spondieren, die auf E nicht verschwinden. Zwei zueinander proportionale Linearformen
gehoren offensichtlich zur gleichen Hyperfliche. Der Raum der Hyperflichen l&sst
sich damit als P(E*) auffassen. In Koordinatenschreibweise korrespondiert damit die
Hyperflache H, gegeben durch die Gleichung Zi\io a;X; = 0, zum Punkt H in P(E*)

mit homogenen Koordinaten H = (ag : ... : ay).

Ist V = U::1Vi» dann wéhlen wir z; € V,z; = (x40 : ... : 2;5). Im Raum der
Hyperflachen ist die Menge derjenigen Hyperflichen, welche x; nicht enthalten, eine
nicht-leere offene Menge 2;: c ¢ H = (ag:...:an) & ZZN:O a;x; # 0, also

N N
Qi = {H = (CL(] e an) € P(E*) inai 75 0} = D+ <Z$1AZ> 75 %]
i=0 i=0

Betrachte jetzt 2 = ﬂ:zl £2;. Da der projektive Raum irreduzibel ist, ist 2 # &. Jedes
H € 2 erfiillt offensichtlich die geforderten Bedingungen.

Nun wollen wir Satz 15 beweisen. Zur Erinnerung: V' ist eine projektive algebraische
Varietét der Dimension n. Sei W durch Lemma 16 gegeben, bis auf eine Homographie
kénnen wir W = V(Xy, ..., X,,) annehmen. Nach Voraussetzung ist der Schnitt VNW =
@, deshalb ist V' C (J;_, D" (X,), womit V durch n + 1 affine Mengen der Form
VND*(X;) iiberdeckt wird. Im Cech-Komplex, welcher zu dieser Uberdeckung assoziiert
ist, verschwinden (nach Definition!) also alle Gruppen C* fiir i > n und damit auch die
entsprechenden Gruppen H*. O

4 Die Kohomologiegruppen der Garben Op-(d)

Die Kohomologiegruppen der Garben Opx (d) sind besonders einfach, wie wir auf den
néchsten Seiten sehen werden. Es soll in folgendem Satz miinden:

Satz 17. Sein € N und d € Z. Es bezeichne Sy die homogenen Polynome vom Grad
d in n+ 1 Variablen. Fir d < 0 setzen wir Sq = 0. Dann gelten:
i) HO(P", Opn(d)) = Sq
i) HY (P, Opn(d)) =0 fir 0 <i<n
iii) H™(P", Opn(d)) = (H°(P?, Opn(—d — n — 1)))* als Vektorrdume, wobei -* wie
iblich den Dualraum bezeichne

Wir werden zuerst i) und i) zeigen. Im Verlauf des Beweises werden uns noch einige
Lemmata begegnen.

Beweis. Zuerst setzen wir S = k[Xo, ..., Xn] = €D,,cy, Sa- Im Beweis werden wir die
Garbe F = @, Opn(d) betrachten. F ist quasi-kohérent iiber P" und assoziiert
zum graduierten S-Modul M = @, S(d). Wie wir in Bemerkung 12 gesehen haben,
kommutiert der Kohomologie-Funktor mit direkten Summen. Wenn wir also die Ko-
homologie von F berechnen, berechnen wir sie auch fiir jeden einzelnen Faktor und
damit die Behauptung.
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Wir werden die Kohomologiegruppen von F beziiglich der Standardiiberdeckung
U; = DT(X;) berechnen. Aus dem achten Vortrag wissen wir, dass I"(Us, ..., , Opr (d)) =
S(d) Xig-+Xiy)1 die Menge der vom Grad d homogenen Elemente des lokalen Ringes
Sx
Der Cech-Komplex von F, welcher einfach die direkte Summe von eben genanntem
Komplex ist, besteht aus den verschiedenen Lokalisierungen von S: Es gilt

cr=c?WF)= ][] Sxp-x,= II BS@Dx,-x,)

o< e <iip i0< -+ <ip dEZ

X, - Mit dieser Information kénnen wir den Cech-Komplex von Opx (d) ausrechnen.

0

wodurch wir folgenden Komplex erhalten:

n
On—1 On
[Tsx. — II sxx, — - —TISxmxix, = Sxoxx, (0
=0 0<i<j<n =0 cn

Wir halten an dieser Stelle fest, dass es sich bei der Gruppe CP mit der natiirlichen
Zerlegung als direkte Summe um einen graduierten S-Modul handelt, folglich gilt das
gleiche fir H?(P™, F). Der vom Grad d homogene Teil dieser Gruppe ist H?(P™, Opn (d)).

Da der Funktor H° gleich dem Funktor I ist, haben wir H°(P", Opn(d)) bereits in
Vortrag 8 berechnet.

An dieser Stelle bemerken wir, dass es sich bei Sx,...x,, um einen unendlich-dimen-
sionalen Vektorraum handelt; eine Basis ist durch alle Monome der Form X --- X
mit a; € Z gegeben. Es ist H" = irlﬂjfl = imC(s:_l = coker d,,_1, das Bild von 6,_1
besteht aus allen Briichen der Form '

n

‘ F, " . X'F
-1)" ! = B DTt R
;( ) (XonXn)’" Zz:%( ) (XO"'XH)T

Eine Basis des Bildes von 6,1 besteht damit aus Monomen der Form X§° --- X
mit mindestens einem «; > 0. Der Kokern (also H™) hat folglich eine Basis von
Monomen, deren Exponenten alle echt negativ sind, wobei H™(Op~(d)) eine Basis
derartiger Monome mit Grad >\ ,; = d hat. Dieser Raum ist 0 fiir d > —n, da
dann ein Summand zwingend gréfler 0 sein muss. Fiir d < —n — 1 miissen wir die
Monome vom Grad d in den Variablen X; zihlen, deren Exponenten alle < 0 sind. Das
ist dquivalent dazu, die Monome vom Grad —d — (n + 1) in den Variablen 1/X; zu
zéhlen, von diesen gibt es (ﬂffl .

Im Fall d = —n — 1 ist damit H"(Op(—n — 1)) von Dimension 1, eine Basis ist durch
das Monom 1/(Xp - - X,,) gegeben. Identifizieren wir diesen Raum mit dem zugrunde
liegenden Korper k, erhalten wir eine nicht-ausgeartete Bilinearform

6 H"(Opn () x HO(Op(—d —n — 1)) — H"(Ops(—n — 1)) =k,

welche den Monomen X&0 - -- X% und X/° - .. XS» — wobei natiirlich 3" o; = d und
S Bi = —d—n—1 gilt - das Bild des Monoms X0 ... Xon+6n in H*(Opn(—n—1))
zuordnet.
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Diese Bilinearform ist nicht ausgeartet, denn die Darstellungsmatrix ist bei geschickter
Ordnung der Monome die Einheitsmatrix. Folglich induziert sie den gewiinschten
Isomorphismus zwischen H™(Opn (d)) und H°(Opn(—d — n — 1))*.

Es muss also noch die zweite Aussage gezeigt werden. Wir werden eine Induktion nach
n durchfithren und bemerken, dass fiir n = 1 nichts zu zeigen ist. Wir betrachten jetzt
das Element X in S und den Komplex C’('XO), der entsteht, wenn wir den gesamten
Komplex von F nach X lokalisieren und nur die vom Grad 0 homogenen Elemente
betrachten. Zunéchst brauchen wir das folgende Lemma:

Lemma 18. Sei

M. — M/ L} M L} M//
ein Komplex graduierter S-Moduln und H(M?®) die zugehorige Kohomologiegruppe, die
als Quotient selbst ein graduierter S-Modul ist. Sei ferner f € S ein homogenes Element
vom Grade d > 0 und

o _ agqr U U(s) "
M(py = My — My — My,

derjenige Komplex, der aus M*® durch Lokalisieren nach f und Betrachten der Elemente
vom Grad 0 entsteht. H(M('f)) sei die zugehorige Kohomologiegruppe. Dann vertauscht
Kohomologie mit Lokalisieren und Grad 0 setzen, d.h. H(M{) = H(M®)(y).

Dieses Lemma zeigt, dass man die Kohomologiegruppen von C"XO erhalten kann,
indem man die Gruppen H? lokalisiert und nur Grad-0-Elemente betrachtet.
Ferner wissen wir, dass der Operator

b: S(Xo) — R = ]{J[Xl, RN 7Xn] == F(D+(X0)7O]pn)

ein Isomorphismus ist und damit Isomorphismen auf den lokalisierten Ringen induziert:
(SXiU'“Xip )(x0) = Rx,,-x,,, wobei natiirlich gegebenenfalls X;; durch 1 ersetzt werden
muss. Mit anderen Worten ist der Komplex C('XO) isomorph zum Komplex C’® der Garbe
F eingeschrinkt auf D*(Xp) mit der affinen offenen Uberdeckung durch D*(X;) N
DT (Xy).

Da D (Xj) affin und F quasikohirent ist, verschwindet die Kohomologie von C’*® fiir
p > 1 und damit auch von CPy ). Folglich ist HP(F)x,) =0 fiir p > 1. Das bedeutet,
dass es fiir alle z € HP(F) eine Potenz von Xy gibt, sodass X = 0.

Um zu zeigen, dass HP(Opn(d)) fiir p > 1 verschwindet, reicht es also, folgendes
Lemma zu beweisen:

Lemma 19. Multiplikation mit Xy induziert einen Isomorphismus HP(Opn(d)) =
HP(Opn(d+1)) firl1<p<n-—1.

Setze H = V(Xp) = P"~! und betrachte folgende aus Vortrag 8 bekannte exakte
Sequenz von Garben, die durch Multiplikation mit Xy induziert wird:

0 — Opu(d) =% Opu(d+1) — Op(d+1) — 0

Die lange exakte Sequenz von Kohomologiegruppen beginnt mit:
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0 — HY(Opn(d)) =% HO(Opn(d+ 1)) = HO(Op(d+1)) —> - -
Die Dimensionen der obigen Vektorrdume sind nach dem Vorangegangenen in der

richtigen Reihenfolge ("Id)7 ("er“), (Zf‘i), folglich ist 7 surjektiv.

n 1
Die lange exakte Sequenz endet mit:

- ——0—— H" 1 (Opn(d)) — H" 1 (Opn(d+ 1)) — H" YOy (d + 1))
H™(Opn(d)) H"(Opn(d 4 1)) 0
Es ist namlich H"(Og(d+ 1)) = 0, da dim H = n — 1 und es sind alle Gruppen
HP(Og(d+1)) =0 fiir 1 < p <n — 2 nach Induktionsvoraussetzung. Die Abbildung

V =H" Y (Oy(d+1)) = H"(Opn(d)) =W

ist aus Dimensionsgriinden aber injektiv:

dimV = (‘d B 2), dimW = (‘dn_ 1), dim H™(Opn (d + 1)) = (‘d B 2).

n—1 n

Damit gilt H"1(Opn(d)) = H" }(Opn(d + 1)) und die Behauptung ist gezeigt. [
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Definitionen zur Erinnerung

Affine algebraische Menge
Definition 20. Sei S C k[X7,..., X,] eine beliebige Menge von Polynomen.

V(S) = {x € k" | P(z) = OYP € S}

ist die gemeinsame Nullstellenmenge der Polynome in S und heifit affine algebraische
Menge definert durch S.

Satz 21. Es gilt:
e FEin Punkt ist eine affine algebraische Menge; daher: jede endliche Menge ist eine
affine algebraische Menge
o der Schnitt affine algebraische Menge ist eine affine algebraische Menge
e die endliche Vereinigung affiner algebraischer Mengen ist eine affine algebraische
Menge

Affine algebraische Varietdt (a.a.V)

Definition 22. Eine affine algebraische Varietdt ist ein geringter Raum, der isomorph
zu einem Paar (V,Oy) mit V als affiner algebraischen Menge und Oy als Garbe
reguldrer Funktionen auf V. Ein Morphismus zwischen affinen algebraischen Varietdten
ist somit ein Morphismus zwischen geringten Réaumen.

Satz 23. Sei V eine affine algebraische Menge und f € I'(V'). Die offene Menge D(f)
mit der Einschrinkung der Garbe Oy auf D(f) ist eine affine algebraische Varietit.

Affiner Koordinatenring

Definition 24. Betrachte den Ringhomomorphismus r : k[ X1, ..., X,,] — F(V,k), P —
P|V. Sei
F(V,k)={f:V — k| f polynomial}

der Ring der k-wertigen Funktionen auf V. I(V') ist der Kern von 7, das Bild von r ist
der affine Koordinatenring von V:

2 E[Xy,...X,])/ (V)

Algebraische Varietit (alg.V)

Definition 25. Eine algebraische Varietit (X, Oy ) ist ein geringter Raum, der folgende
zwei Eigenschaften erfiillt:
e X ist quasikompakt,d.h.

X =|JUi, Ui offen¥i = 3K C I endlich: X = |J U,

i€l ice K
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e (X,0Oy) ist lokal isomorph zu einer affinen algebraischen Varietéit, d.h. fiir jeden
Punkt x € X gibt es eine offene Umgebung U C X, so dass € U und (U, Oy |y)
isomorph zu einer affinen aalgebraischen Varietét ist.

Satz 26. Es gelten folgende Implikationen:

X affine algebraische Varietit = X algebraische Varietit = X geringter Raum

Aquidimensional

Definition 27. Eine algebraische Varietat X wird dquidimensional genannt, wenn all
ihre irreduziblen Komponenten dieselbe Dimension haben.

Dimension

Definition 28. Sei X ein topologischer Raum. Die Dimension dim X von X ist das
Supremum der Langen der Ketten irreduzibler abgeschlssener Untermengen von X. Sie
ist entweder eine natiirliche Zahl oder +oc.

Direktes Bild .

Definition 29. Sei ¢ : Y — X eine stetige Abbildung und sei F die Garbe von Y.
Das direkte Bild von F, bezeichnet mit ¢, F, ist die auf X durch

e F(U) = Flp~ ' (U))

definierte Garbe fiir jede offene Menge U in X.

Endliches Schema, Vielfachheit

Definition 30. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper, Z eine endliche Menge,
ausgestattet mit der diskreten Topologie. Der geringte Raum (Z,0z) heifit dann
endliches Schema, wenn Oz(P) := Oz({P}) fiir alle P € Z eine (lokale) k-Algebra
endlicher Dimension ist (Oz(P) aufgefasst als k-Vektorraum).

pp(Z) = dimg Oz

heif3t dann Vielfachheit von Zin P.

Pragarbe und Garbe

Definition 31 (Préagarbe). Sei X ein topologischer Raum. Eine Prdgarbe auf X ist
gegeben durch:
i) Jeder offenen Menge U C X wird eine Menge F(U) zugeordnet.
ii) Sind U,V offene Mengen mit V' C U, so gibt es eine eine einschrankende Abbildung
Tv,Uu - f(U) — f(V)
So dass folgende Bedingungen erfiillt sind:
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i) Wenn W C V C U ist, so gilt WU = TW,VTV,U
ii) Es ist ry,y = idg(y). Schreibe: ryy = flv.
Erfillt F(U) zusétzlich die Verklebungseigenschaft, so wird sie Garbe genannt.

Definition 32 (Garbe K-wertiger Funktionen). Sei X ein topologischer Raum und K
eine Menge. Eine K-wertige Garbe von Funktionen auf X ist gegeben durch folgende
Definition:
Jeder offenen Menge U C X wird eine Menge F(U) C Abb(U, K) von Funktionen
von U nach K zugeordnet, welche die folgenden Axiome erfiillt:
i) Einschrankung: falls V' C U eine offene Menge und f € F(U) ist, dann gilt
flv € F(V).
ii) Verkleben: Falls U von offenen Mengen U;, (i € I) iiberdeckt wird, dann gibt es
fiir jede Wahl von Elementen f; € F(U;), fiir die filu,nv; = fjlu,nu; gilt, eine
eindeutige Funktion f € F(U), so dass f|y, = f; Vi.

Definition 33 (Garbe der reguldren Funktionen). Sei V ein affine algebraische Menge
und f € I'(V) \ {0}. Setze

Ov(D(f)) := I'(D(f),Ov) :=I'(V)y,

indem man dies als Teilring des Ringes von Funktionen von D(f) nach K mittels
Lokalisierung betrachtet. Dadurch wird eine Garbe von Ringen auf V definiert, die
Garbe der reguldren Funktionen.

Geringter Raum

Definition 34. Ein geringter Raum ist ein topologischer Raum X versehen mit
einer Garbe von Ringen. Diese Garbe wird Strukturgarbe von X genannt und wird
geschrieben als Ox.

Graduierte Ringe

Definition 35. Eine k-Algebra R heifit graduiert, wenn sie dargestellt werden kann
als direkte Summe
R=R.

neN

wobei die R,, als k- Unterrdume von R die Relation R,R; C Rp+q, D,q € N erfiillen.
Die Elemente von R, heilen homogen vom grad p.

Halme und Keime

Definition 36. Sei X eine affine algebraische Varietdt und « € X. Betrachte Paare
der Form (U, f) mit U offene Menge in X, z € U und f € I'(U, Ox). Zwei solche Paare
(U, f),,(V,g) heifien dquivalent, falls

AW offen: 2 e W CU UV und flw = glw.
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Die Aquivalenzklassen diese Relation heiBen Keime der Funktionen auf x. Der Keim
von (U, f) an = wird mit f, bezeichnet.

Eine Menge von Keimen an z heiit Halm und wird mit Ox , bezeichnet.

Die Menge Ox , ist kanonisch mit einer Ringstuktur ausgestattet. Dieser Ring ist
eine lokale K-Algebra mit maximalem Ideal

mx.q:={f €O0x,| f(x) =0}

Wir nennen ihn den lokalen Ring von X an x.
Es gilt:
OX,x/mX,a: =K

Homomorphismus, Kerngarbe, Bildgarbe

Definition 37. Seien F,G zwei Ox-Moduln. Ein Homomorphismus f : F — G
ist gegeben durch die Eigenschaften der Ox (U)-linearen Abbildungen fur jedes U,
f(U)=FU) — G(U), welche mit Einschrankungen vertraglich sind.

Definition 38. Die Kerngarbe von f ist definiert als
(ker f)(U) := kex(f(U))):
f heit injektiv, wenn f(U) fiir alle U injektiv ist beziehungsweise wenn ker f = 0.
Definition 39. Die Bildgarbe wird folgendermaflen definiert: Sei s € G(U).
se(imf)(U) & VYxe UV CU offen: z € V und s|y € im(f(V)).
f heifit surjektiv, falls im f = G.

Ideal
Definition 40. Sei V' C k™ eine beliebeige Menge von Punkten. Die Menge
I(V)={f €k[Xy,....X,] | f(x) =0Vx € V}

ist die Menge von Polynomfunktionen, die auf V' verschwinden und heifit Ideal von V.
Es sei:
rad(l):={z € A|IreN:z" €I}

Irreduzibel

Definition 41. Sei X ein nicht-leerer topologischer Raum. Dann sind folgende Aussa-
gen dquivalent:
i) Lésst sich X schreiben als X = F UG, wobei F und G abgeschlossene Mengen
von X sind, dann gilt:
X =Foder X =G

ii) Sind U,V zwei offene Mengen von X, und U NV = &. Dann gilt:
U=goder V=0

iii) Jede nicht-leere offene Menge von X ist dicht in X.
Erfillt X eine der drei Bedingungen, so heifit X irreduzibel.
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Kette

Definition 42. Sei X eine Menge. Eine Kette aus Untermengen von X ist eine Folge
XoCcXjC...CcX,

wobei die Mengen X; voneinander verschieden sind. Eine solche Kette hat die Linge n.

Kodimension

Lemma 43. i) Sei X ein topologischer Raum und Y ein topologischer Unterraum
von X, so ist dimY < dim X.
it) Ist X weiter irreduzibel und von endlicher Dimension und Y eine echte abgeschlos-
sene Untermenge, so ist dimY < dim X.

Definition 44. Ist X endlich dimensional, so definieren wir die Kodimension von Y
in X als:
codimY :=dim X —dimY

Krull-Dimension

Definition 45. Sei A ein Ring. Die Krull-Dimension dimg A von A ist das Maximum
der Langen der Ketten aus Primidealen in A.

Morphismus

Definition 46. Seien V C k™ und W C k™ affine algebraische Mengen und ¢ : V —
W wobei ¢ = (¢1,...p2). Dann heiit ¢ ein Morphismus bzw. reguldr, falls die ¢;
polynomiale Funktionen sind.

Sei in obiger Situation f € I'(W). Dann ist

e (f)=1fow
fiir jedes f ein Morphismus von k-Algebren. Dabei gilt:
(fog) =g o f"

Offene Standardmenge
Definition 47. i) Sei f € k[X3,...,X,]. Die Menge

D(f) =k \V(f) ={x € k" | f(z) # 0}

ist eine Zariski-offene Menge und heif3t offene Standardmenge.
ii) Sei V eine affine algebraische Menge und f € k[X1,...,X,], f € I'(V) # 0. Die
Menge
Dy (f) :=V\V(f) ={z e V| f(z) # 0}
ist eine Zariski-offene Menge und heiflt offene Standardmenge von V.
Die offenen Standardmengen bilden eine Basis der Zariski-Topologie, denn jede offene
Menge U ist eine endliche Vereinigung von Standardmengen.
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Offene Untervarietidten

Definition 48. Fiir U C X ist (U, Ox|v) eine algebraische Varietéit, die sogenannte
offene Untervarietit von (X,Ox). ,offen“ heifit in diesem Zusammenhang, dass U
offen ist, nicht unbedingt die Untervarietit.

Ovy-Modul M

Definition 49. Sei M ein A-Modul. Ein Oy -Modul M auf den Standardoffenen
Mengen von V ist auf folgende Weise definert: Sei f € A, dann setze:

M(D(f)) :=M;=M®s As

insbesondere gilt:

M(V)=L(V,M)=M A=O0y
O x-Modul

Definition 50. Ein Ox-Modul ist eine Garbe F, so dass fiir jede offene Menge U in X
F(U) ein Ox-Modul ist und die Einschrankungsabbildungen lineare Abbildungen sind.
Zur Linearitét: seien

r:O0x(U) — Ox(V) und p: F(U) — F(V).
Linearitét bedeutet nun, dass p(af) = r(a)p(f).

Quasikoharent

Definition 51. Ein Oy-Modul, der isomorph zu einem Oy -Modul vom Typ M ist,
heiBt quasikohdrent. Ist M iber A endlich erzeugt, dann heifit M kohdrent.

Sei X eine algebraische Varietit und sei F ein O x-Modul. Dann heifit F quasikohérent
(kohérent), wenn es eine offene, affine iiberdeckung U; von X gibt, so dass F|y,
quasikohérent (kohérent) auf jedem U ist.

Schnitte
Definition 52. Notation: Wir setzen:
FU):=IU,F).

Die Elemente von I'(U, F) werden Schnitte von F iiber U genannt. Wenn U = X nennt
man die dazugehorigen Schnitte globale Schnitte.

Schnittvielfachheit

Definition 53. Seien F,G € R := k[X,Y] zwei teilerfremde Polynome, I := (F, Q)
und Z := V(F,G) (endlich). Die Schnittvielfachheit up(F,G) von F und G ist die
Vielfachheit des endlichen Schemas Z in P.

Alternativ:
/LP(F, G) = dimk Okz’p/(F, G)
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