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1 Einfiihrung

Ein wichtiges Ergebnis dieses Seminars ist der Satz von Bézout, welcher
besagt, dass zwei ebene Kurven vom Grad s und ¢ genau st Schnittpunkte
haben. Wie wir in den vergangenen Vortrdgen bereits gesehen haben, muss
man bei dieser Aussage sorgfiltig vorgehen:

e Man muss voraussetzen, dass die Kurven keine gemeinsamen Kompo-
nenten haben

e Man muss den Grundkorper k als algebraisch abgeschlossen annehmen
e Man muss im projektiven Raum arbeiten

e Man muss die Vielfachheiten der Schnitte zdhlen

Dieser Vortrag wird sich mit dem letzten Punkt befassen. Da Vielfachheit
ein lokaler Begriff ist, arbeiten wir zunédchst in affinen Raumen.

2 Endliche Schemata

Wir méchten mit einem Beispiel starten: Sei C' = V (Y — X?) die Normalpa-
rabel und Dy = (Y — \) eine Gerade. Der Schnitt dieser beiden Varietéten
istalso CNDy=V (Y — X2V —\).

Sei Iy = (Y — X2V —\) = (X2 =\, Y — \), also CN Dy =V (I),

Ay =k [X,Y] /I, der zugehorige Restklassenring,.

Dann ist Ay 2 k[X]/(X?2—=X) (dennY = X mod I).

a) Sei A # 0, so setze @® := \. Es ist dann Ay = k x k via dem Ringi-
somorphismus k [X]/(X? = \) — k x k, X — (o, —a).

k x k ist offensichtlich reduziert, also auch A,

= I, =1, =1(CND,) und A, ist der zu C N Dy gehérige Ring.

= CND,={(a,\),(—a,\)} besteht aus zwei verschiedenen Punkten; der
lokale Ring in beiden Punkten ist k.

b) Ist A = 0, also Dy tangential zu C, so ist

Ao 2 k[X]/(X?) ={a+be a,bek,e=0}=:kle.

Also ist Ag nicht reduziert (da X nilpotent) und I (C' N Dy) = /Iy = (X,Y).
Es ist CN Dy = {(z,y) € k* y =2 und y = 0} = {(0,0)}; der lokale Ring
in (0,0) ist wieder k.



Problem: Was ist die Schnittvielfachheit in (0, 0)?

Lésung: Wir fassen C' N Dy nicht als Varietdt, sondern als Schema auf. Der
lokale Ring in (0,0) ist dann T'((0,0)) = k[X] / (X?) = k [¢] und nicht k. Dies
fithrt uns zu folgender Definition:

Definition 2.1. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper, Z eine end-
liche Menge, ausgestattet mit der diskreten Topologie. Der geringte Raum
(Z,0z) heifit dann endliches Schema, wenn Oz(P) = Oz({P}) fir alle
P € Z (lokale) k-Algebra endlicher Dimension ist. (Oz(P) aufgefasst als k-
Vektorraum, d.h. Oz(P) endliche k-Algebra)

pup(Z) = dimpOz(P) heifft dann Vielfachheit von Z in P.

Bemerkung 2.2. 1) Oz(P) ist auch der lokale Ring von Z in P, d.h.
Oz(P) = Oyp. (sieche Vortrag 6, 1.2 bzw. Kap. 111, 5.1)

2) Das mazimale Ideal mp := mzp = {f € Ozp; f(P) =0} von Ozp
st sein einziges Primideal.
In der Tat: ist I ein Primideal von Oy p, so ist Oz p/I nullteilerfrei und
somit ein Kérper, da von endlicher Dimension iiber k. Also I maximales
Ideal, also I = mp
FEs ist mp also das Nilradikal von Oy p; seine Elemente sind demnach
nilpotent. Da mp auch endlich erzeugt, ist mp selbst nilpotent, d.h.
In > 1 mit (mp)"* = 0.

3) Jede endliche Varietit wird trivialerweise zu einem endlichen Schema,
wenn man k als lokalen Ring in jedem Punkt wihlt. Alle Punkte besitzen
dann die Vielfachheit 1.

Satz 2.3. Sei (Z,0y) ein endliches Schema, V' C Z Teilmenge. Dann gilt

T(V,0z) =[] Ozr

PeVv

Sei umgekehrt Z endliche Menge und fiir jeden Punkt P € Z eine lokale
endliche k-Algebra gegeben. Dann definiert T'(V,Oz) = [Ipey Ozp, V C Z
Teilmenge, auf Z die Struktur eines endliche Schemas.

Beweis: Diese Aussage ist klar. Wir ordnen jedem Schnitt f € T'(V, Oy),
V =A{xy,....,x,} C Z Teilmenge, das Tupel (f |{x1}, o f |{xn}) el 0z
zu. Die Verklebungseigenschaft ist in diesem Fall trivialerweise erfiillt. q.e.d.
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Definition 2.4. Sei (Z,0y) ein endliches Schema. Dann schreibt man
Z = SpeC(F<Z7 OZ))

Bemerkung 2.5. 1) I'(Z,0y) ist eine endliche k-Algebra, da T'(Z,Oy)
ein Produkt von endlich-dimensionalen lokalen Ringen Ogzp ist. (vgl.
Definition 2.1 Satz 2.5)

2) Es gilt: (Z,0z) ist eine Varietit <= I'(Z,0y) ist reduziert.

Beispiel: Sogar ein einzelner Punkt kann durch Zuordnung eines lokalen
Ringes viele verschiedene Schema-Strukturen aufweisen , bspw. k[X] /(X")
oder k[X,Y] /(X% XY, Y?).

3 Ein endliches Schema auf dem Schnitt zweier
ebener affiner Kurven

Seien F,G € k[X,Y],F,G # 0, teilerfremde Polynome. Nach Vortrag 2 ist
dann die Menge Z = V (F,G) endlich und die Algebra k[X,Y]/(F, Q) ist
endlich-dimensional als k-Vektorraum. Unser Ziel ist es nun, auf Z die Struk-
tur eines endlichen Schemas zu definieren.

In Vortrag 6 haben wir gesehen, dass fiir eine abgeschlossene Teilmenge Z
einer affinen Varietdt X mit R = I'(X) und [ = I(2), gilt Oz = R/I (vgl.
III 7.4). Wie das Beispiel mit C'N Dy andeutete, werden wir obige Formel
benutzen um Oy zu definieren (ersetze [(Z) durch(F,G)). Wir werden eine
genaue Beschreibung der Garbe R/I benétigen, welche wir nun allgemein
geben:

Satz und Definition 3.1. Sei X eine irreduzible affine algebraische Varietdt
und sei R = I'(X). Sei I C R ein Ideal und Z die abgeschlossene Menge
V(I) (wir fordern nicht I = I(Z)). Sei i die Inklusion von Z in X und sei
F = R/I. Sei D(f) eine offene Standardmenge in X. Dann gelten folgende
Aussagen:

1) Ist D(f)yNZ =0 = T(D(f),F) =0

2) Ist D(f) N Z ={a} = T(D(f), F) = Ox.2/10x.



3) Ist D(f)NZ ={zy,...,zn} = T(D(f),F) =1[-,0x.4,/IOx 4,

4) Die Menge Z =V (I) ist endlich <= R/I ist endlich-dimensional als
k-Vektorraum;
Z st dann diskret und wir kénnen auf Z eine Garbe von Ringen defi-
nieren, indem wir fiir jedes U C Z:

F(U, Oz) = erUOX@/[OX,UE

setzen. Dann ist F = 1,05, Insbesondere ist
I(Z,0;)=T(X,F)=R/I = H:ceZOX,CE/IOX,ﬂ?

Der geringte Raum I'(Z,Oyz) ist ein endliches Schema, bezeichnet mit
Spec(R/I) wie in 2.4.

Beweis: Es gilt I'(D(f),F) = (R/I); = R¢/IR;

1) Sei D(f)NZ = (. Dann ist Z C V(f) und f verschwindet daher auf
Z = V(I). Somit ist f € I(V(I)) =1 = f" €I fiir ein 7 € N, also
fr=0in (R/I); = Ry/IR;. Andererseits ist f"invertierbar in Rs/IRy.
Daher kann R;/IR; nur der Nullring sein = I'(D(f),F) = Ry/IR; =
0

2) Sei D(f)NZ = {x}. Wir kénnen den Punkt x mit dem maximalen
Ideal m,(= {f € R|f(x) =0}) in R identifizieren (vgl. 1.4.9).
x € D(f) bedeutet f ¢ m,; damit definiert m, auch ein maximales
Ideal in Ry.
x € Z bedeutet, dass I C m,, daher definiert m, ein maximales Ideal
in Rf/[Rf
Ist x einziger Punkt in D(f) N Z, dann bedeutet dies, dass das durch
m, definierte Ideal in R;/IR; das einzige maximale Ideal in R¢/IRy.
Somit ist Ry/IRy lokal.
= R;/IR; = (R;/IRf)m, = Rpn,/IRpm, = Ox./IO0x.,

3) Sei D(f)NZ = {x1,...,x,}. Seien fi,..., f, € R mit f;(x;) # 0 und
fi(xz;) =0 fiir i # j. Dann ist z; € D(ff;) und x; & D(ff;), i # j. Wir
bestimmen nun I'(D(f), F) indem wir D(f) mit den Mengen D(f f;)
und D(g;) iiberdecken, wobei die Mengen D(g;) disjunkt zu Z sind.
Wir haben somit einen injektiven Homomorphismus:
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p: D(D(f), F) = [T= T(D(f i), F) < T1; T(D(g5), F)

Nach 1) gilt I'(D(g;),F) = 0 und es bleiben nur noch die Mengen
D(D(f£,), F) iibrig.

Dafiiri # j D(ff;)ND(ff;)NZ = D(f f;f;)NZ = ( gilt, ist die Verkle-
bungsbedingung trivialer Weise erfiillt und ¢ ist somit ein Isomorphis-
mus. Nach 2) gilt I'(D(g;), F) = Ox,/IOx », woraus die Behauptung
folgt.

b}

< 7: Sei R/I endlich-dimensional als k-Vektorraum. Dann ist, da
I C I(Z), der Ring I'(Z) = R/I(Z) endlich-dimensional, und somit ist
Z endlich (vgl. 1.4.8).

? = ": Sei Z endlich. Dann ist der Ring I'(Z) = R/I1(Z) = R/VI
endlich-dimensional. Wendet man nun die Formel aus 3) mit f = 1
an, so sieht man, dass R/I ein Produkt von lokalen Ringen ist. Da
I C I(Z) gilt das Gleiche fiir ['(Z) = R/I1(Z), wobei bei letzterem alle
lokalen Ringe gleich k sind (s. 2.2)

Die lokalen Ringe von R/I haben somit alle nilpotente maximale Idea-
le, also sind wir fertig, wenn wir folgendes Lemma beweisen:

Lemma 3.2. Sei A eine lokale endlich erzeugte k-Algebra mit mazxi-
malem Ideal m, wobei k = A/m. Sei m nilpotent, also m" = 0 fiir ein
n € N. Dann ist A endlich-dimensional tiber k.

Beweis: Betrachte folgende Kette:
O=m"Cm"!'C.... cmcCA

Da A endlich erzeugt ist, gilt das Gleiche fiir die Ideale m‘. Somit sind
die Quotienten m’/m®*! alle endlich-dimensional als k-Vektorraum.
Und wir konnen mit der Dimensionsformel fiir Vektorraume folgern,
dass A endlich-dimensional ist. q.e.d.

Zuriick zu 4): Dass F = i,.Oy ist, folgt aus 3). Und schlieklich ist
(Z,0z) genau dann ein endliches Schema, wenn die lokalen Ringe
Ox »/10x , endlich-dimensional {iber k sind.

Dies folgt, da R/I endlich-dimensional als k-Vektorraum ist. q.e.d.



Bemerkung 3.3. Die oben definierte Garbe von Ringen Oz heifit das Urbild
der Garbe F unter der Abbildung i, und man schreibt i*(F).

Zuriick zum Beginn des Abschnitts: Wir definieren auf V' (F, G) nun die Struk-
tur eines endlichen Schemas als Spezialfall von Satz 3.1:

Satz 3.4. Seien G € R := k[X,Y] zwei teilerfremde Polynome, I =
(F,G) und Z :=V(F,QG) (Z ist endlich).

Wir statten Z mit der Struktur eines geringten Raumes aus, indem wir Oz
wie in 3.1 definieren (OZ =1" (}/%\//]>> Dann gilt:

Der geringte Raum (Z,Oz) ist ein endliches Schema.

Weiter gilt Oz p = Oz p/(F, G) fiir den lokalen Ring von Z in P und

kX Y]/(F,G) = H Owe,p/(F,G) =T(Z,02),

pPez

also Z = Spec(R/I) = Spec(k [ X,Y] /(F,Q)).

4 Schnittvielfachheiten

Definition 4.1. Mit der Notation aus Satz 3.4 definieren wir die Schnitt-
vielfachheit pup(F,G) von F und G als die Vielfachheit up(Z) des endlichen
Schemas Z =V (F,G) in P.

Alternativ: pp(F,G) = dimyOp2 p/(F, Q)

Korollar 4.2. Mit der Notation aus Satz 3.4 ist
ZPGV(F,G) MP(Fa G) = dimy.k [X, Y] /(R G) = dimkF(Z, Oz)

Beachte: diese Gleichung enthélt schon einen grofen Teil der Information,
die wir suchen; die Summe der Vielfachheiten von Schnittpunkten.

Bemerkung 4.3. 1) Wir kinnen nun also Schnittvielfachheiten zihlen.
Allerdings stoflen wir auf Probleme, wenn wir zum projektiven Fall
tibergehen; einige Punkte im Unendlichen konnten tibergangen werden
(der Satz von Bézout beriicksichtigt jedoch auch diese).

Bsp: F=XG=X —1.

2) Definition 3.5 ist sogar fiir P ¢ V(F,G) sinnvoll. Es gilt dann pup(F,G) =
0, denn F(P) # 0,G(P) # 0, also F,G invertierbar in Oy p, also
up(F,G) = dimyOyep/(F, G) = dimy0 = 0.
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3) Fine aziomatische Definition von Vielfachheit, sowie ein Algorithmus
zur Berechnung ist in Fulton, Algebraic Curves, Kap. III zu finden.
(siehe auch Problem VII in Perrin, Algebraic Geometry)

4) Wie wir in Satz 3.1 gesehen haben, ist also jede endliche k-Algebra
isomorph zu einem Produkt von endlichen lokalen k-Algebren. Es ist
nun einfach zu folgern, dass der Funktor

{endliche Schemata} — {endliche k-Algebren},
Z— IZ,0y)

eine Gleichstellung von Kategorien ist.

Beispiel: Betrachte X3 — X? — Y)Y € k[X,Y].
Gesucht ist die Schnittvielfachheit in P = (0, 0).
Sei O = Oz p der lokale Ring in P. Dann gilt
I0=(X?-X?-Y)Y)=(X?-X2Y)=(X*)(X-1),Y) = (X%Y), da
(X — 1) invertierbar in O.
Weiter folgt also:

O/I0 2 k[X,Y]/(X?Y) =2 k[X]/(X?)

ist zweidimensional, d.h. up(X? — X2 - YY) = 2.
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