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Man achte auf eine saubere Darstellung und eine ordentliche Schrift.
Bitte keine maschinell erstellten Losungen abgeben.

Aufgabe| 1 | 2 | 3 | 4 | ¥
Punkte‘

1 . Aufgabe (6 Punkte):
Es sei A ein kommutativer Ring mit 1. Betrachtet man den Polynomring A[Xj, ..., X,], dann
definiert man

Sp(X) = Z Xy X, fir1<p<mn
1<i1<..<ip<n
und
Np(X) = Z XP? fiir alle p > 1.

1<i<n

a) Zeigen Sie, dafs die Polynome N, (X) ein ganzzahliges Polynom in den S;(X) darstellen,
d.h. es gibt ein Polynom P,(T) € Z[T, ..., T;,] mit

Pp(81(X), ..., Sn(X)) = Np(X).

b) Zeigen Sie per Induktion {iber den Grad von P(Xy,..., X,): Ist ein Polynom P(Xy,..., X,)
beziiglich jeder Permutation o € S, invariant, d.h. P(X,(),...Xs(n)) = P(X1, ..., X,,), dann
gilt

P(X1, 0oy Xa) = Q(S1(X), ey Sn(X)
fiir genau ein Polynom Q(T, ...,Ty) € A[TY, ..., Ty]-



2 . Aufgabe (6 Punkte):
Es sei K ein Korper der Charakteristik 0 und

Q(X) =73 — 51(2’1,22,2’3)Z2 + 52(2’1,22,23)2 — 53(2’1,22,23) € K[Z]

gegeben. Die Polynome S;(Z1, Z2, Z3) entnehme man der vorangegangenen Aufgabe. Fiir das Ar-
gument (21, 22, z3) mogen ihre Funktionswerte sdmtlich in K liegen. Dabei sei

21 = (z1+z2)(23+ 24)
zo = (x1+x3)(x2 4+ 24)
z3 = (21 +x4)(T2 + 23)

mit algebraischen Zahlen 1,2, x3, x4 {iber K. Es gelte ). x; = 0. Zeigen Sie die Gleichungen:
a) S1(z1, 22, 23) = 28o(x1, v, w3, 24) und So(21, 20, 23) = (S2(w1, T2, 3, 24))>—4S4 (21, T2, 23, 74).
b) Ss(z1,29,23) = —(S3(21, T2, T3, 24))>.
c) Geben Sie die z; in Abhéingigkeit der z; an.

3 . Aufgabe (6 Punkte):

Sie haben in der Vorlesung diverse Faktorisierungsmethoden und Irreduzibilitédtskriterien ken-
nengelernt. Wenden Sie diese auf die folgenden Polynome aus Q[X] an und ermitteln Sie ihre
Zerlegbarkeit resp. Zerlegung.

a) TX° +4X* - 2X3 +5X2 - 6X +11
b) X°4+3X*-2X3 —4X?+5X +4

4 . Aufgabe (6 Punkte):
Es seien N, H zwei Gruppen und Aut(N) die Automorphismengruppe von N und ¢ : H — Aut(N)
ein Gruppenhomomorphismus. Auf N x H (als Menge) definiert man die Verkniipfung:

(n,h) % (n',h') :== (np(h)(n'), hh'), wobei n,n’ € N;h,h' € H.
Zeigen Sie:
a) Mit dieser Verkniipfung ist N x H eine Gruppe und N ist ein Normalteiler davon.

b) Eine Gruppe G ist genau dann isomorph zu N x H mit obiger Verkniipfung, wenn es sowohl
eine exakte Sequenz von Gruppen
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als auch eine Untergruppe H in G gibt, die unter p isomorph auf H abgebildet wird - d.h.
es gibt einen injektiven Gruppenhomomorphismus s: H — G, so daf po s = idy gilt.

c¢) Wenn es in einer Gruppe G einen Normalteiler N und eine Untergruppe H gibt, deren
Schnitt trivial ist und jedes Element g von G sich folgendermafen schreiben lafit: g = nh,
wobei n € N, h € H ist, dann ist G isomorph zu N x H, versehen mit einer durch einen
geeignet gewéhlten Homomorphismus ¢ : H — Aut(N) gegebenen Verkniipfung.

d) Auf dem zweiten Blatt wurde die Gruppe D,, eingefiihrt. Schreiben Sie diese als Produkt
zweier geeigneter Untergruppen und geben Sie den Homorphismus ¢ dazu an.
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