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Das Ziel dieses Seminars besteht darin, zu verstehen, warum Borels (neu normal-
isierte) Regulatorabbildung rBo sich genau oder vielmehr lediglich um den Faktor
2 von Beilinsons Regulatorabbildung rBe unterscheidet:

rBo = 2rBe.

Borels Regulator R′
Bo (das Kovolumen des Bildes der Regulatorabbildung) stellt

eine direkte Verallgemeinerung des Dirichlet Regulators RD eines Zahlkörpers k
auf höhere K-Gruppen K2n−1(O) des Ganzheitsringes O von k für n ≥ 2 dar; aus
der Klassenzahlformel für die Zeta-Funktion ζk eines Zahlkörpers k an der Stelle
s = 0 (dies ist der Fall K1(O) = O×)

RD = − #µ(k)

#Cl(k)
ζ∗k(0),

wobei ζ∗(s) den Leitkoeffizienten an der Stelle s bezeichnet, wird Lichtenbaums
Vermutung

R′
Bo = ±#K2p−1(O)tor

#K2p−2(O)
ζ∗k(−p + 1)

für alle natürliche Zahlen p ≥ 2 (d.h. p ist hier i.a. keine Primzahl!). Allerdings
hatte schon Lichtenbaum eingeräumt, dass diese Formel eventuell um eine Potenz
von π korrigiert werden müsse. Tatsächlich konnte Borel zeigen, dass der Z-Rang
dp := rkK2p−1(O) die genaue Nullstellenordnung von ζk bei 1 − p ist und dass
R′

Bo sich höchstens um einen rationalen Faktor ungleich 0 von

πdp ζ∗k(1− p)

unterscheidet. Beilinson verallgemeinerte den Begriff des Regulators und stellte
allgemeine Vermutungen über die Beziehungen dieser Regulatoren zu speziellen
Werten von L-Funktionen im Kontext von Motiven auf. Der angestrebte Vergleich
beider Regulatoren führt dann zu einem Beweis von Beilinson’s Vermutung im
Zahlkörperfall, d.h.

R−1
Be ζ

∗
k(1− p) liegt in Q×.

Das Seminar folgt weitestgehend dem Buch [2], alle Referenzen beziehen sich -
soweit nicht anders vermerkt - darauf. Ein Blick in [4], [5] oder die jeweilige
Originalliteratur ist sicherlich hilfreich/notwendig.

1. Vortrag: Einführung ins Thema und Vortragsvergabe
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Teil A - Der Borel Regulator

2. Vortrag: 1. Definition des Borel Regulators

Zuerst soll die Definition von primitiven und unzerlegbaren Elementen von Hopf-
Algebren in Erinnerung gerufen werden [2, Definition 3.6 + Ex. 3.7], dann soll
Theorem 3.17 loc. cit. angewendet werden, um zu sehen, dass die rationale
Hurewicz Abbildung einen Isomorphismus der rationalen K-Theorie Km(O)Q in
den Vektorraum der primitiven Elemente Pm(GL(O), Q) von Hm(GL(O), Q) in-
duziert, wobei O wie oben den Ganzheitsring des Zahlkörpers k bezeichne. Nun
soll § 9.2 vollständig präsentiert werden; die Definition des Borel-Regulators be-
nutzt (stetige) Gruppenkohomologie, daher müssen zur Vorbereitung aus §6.2
und §6.3 der van Est Isomorphismus (einschließlich der Definition. relativer Lie-
Algebren-Kohomologie 5.38 mit Beispiel 5.39) und die Abbildung (6.2) erläutert
werden (für letztere Konstruktion könnte der Struktursatz (Theorem 5.3) über
komplexe reduktive Gruppen hilfreich sein). Schließlich zitiere man Theorem
6.5, um Definition 9.4 zu rechtfertigen, bevor die Ergebnisse über arithmetische
Gruppen 9.5-9.8 besprochen werden.

3. Vortrag: Die Kohomologie der GLn, [2, §4.1-4.4]

Die (singuläre) Kohomologie H∗(GLn(C), Z) ∼= H∗(Un), Z) der Gruppe GLn(C)
(Un bezeichnet die unitäre Gruppe) sowie H∗(B.GL(C), Z) ihres klassifizierenden
Raumes B.GL(C) spielt mittels der Hurewicz-Abbildung eine wichtige Rolle für
den Borel-Regulator, [2, §4.1,§4.2] (Ergebnisse aus §3.3/3.4 über Hopfalgebren
müssen nach Bedarf hinzugezogen werden). Die Beziehung untereinander wird
durch die Suspensions-Abbildung s beschrieben, deren genaues Verständnis für
den Vergleich der beiden Regulatoren unverzichtbar ist (§4.3). Es wird sich später
herausstellen, dass sich beide Regulatoren eindeutig mittels (universeller) Chern-
Klassen/-Charaktere beschreiben lassen, §4.4.

4. Vortrag: Bott-Periodizität, Borel’s Theorem über den Rang von
Km(O) und Werte von Zeta-Funktionen

Die Folgerungen aus Botts Periodizitäts-Satz bzgl. der stabilen Homotopie der
GL(C) (§4.5,§4.6) ermöglicht die Bestimmung der Ränge von Km(O) (Borel,
Theorem 9.9, siehe auch [1, ex. 3.4.1, prop. 3.4.2 sowie Theorem 4.3.2]). Der
Zusammenhang zwischen Borel-Regulator und Leitkoeffizienten der Dedekind-
schen Zeta-Funktion von k an den negativen ganzen Zahlen (Lichtenbaum-Vermu-
tung) soll kurz diskutiert werden, §4.5 (vielleicht mit einer Erinnerung an die
Klassenzahlformel). Damit der Borel-Regulator über die K-Theorie von C fak-
torisiert, muß er umnormalisiert werden, § 9.5.

5. Vortrag: Borel Elemente

In diesem Vortrag ist zu zeigen, dass der Borel-Regulator eindeutig (§9.6) und
explizit (§9.7) durch die Borel-Elemente Bop, d.h. die Bilder der Komponenten

chp des Chern-Charakters in der stetigen Kohomologie H2p−1
cont (GL(C), R(p− 1)),

bestimmt ist. Dazu wird letztere Gruppe in die Lie-Algebren-Kohomolgiegruppe
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H2p−1(gln(C), R(p − 1)) eingebettet und ein Repräsentant von Bop in
E2p−1(gln(C), R(p − 1)), der Gruppe der linksinvarianten reellwertigen (2p −
1)-Differentialformen auf GLn(C), konstruiert. Hierzu sind Vorarbeiten (oder
Nacharbeiten) (§5.3-§5.4) erforderlich, insbesondere wird der Chern-Weil Homo-
morphismus (5.19, Theorem 5.23, 5.30) benötigt sowie charakteristische Klassen
in der de Rham Kohomologie (prop. 5.27), um die Suspension aus Vortrag 3 mit
Hilfe der Weil-Algebra auszurechnen, 5.32/5.34. Letztlich konzentriert sich alles
auf Beispiel 5.37.

Teil B - Der Beilinson Regulator

6. Vortrag: Der Beilinson Regulator als Chern Charakter in die
Deligne-Kohomologie

Als erstes benötigen wir einen Crash-Kurs in Deligne-Beilinson (kurz: Deligne-)
Kohomologie gemäß §10.1 und für simpliziale Schemata §10.2, siehe auch [4]
§3.2, insbesondere zur Motivation der Zusammenhang mit L-Funktionen prop.
3.2.1/3.2.3 sowie Ex. 3.2.9. Danach erhalten wir mittels Gillets Theorie (The-
orem 2.2 in [3], [4, §4.6 bis Definition 4.6.2] Chern-Charaktere aus der höheren
K-Theorie (in unserem Fall von X = specO) in die Deligne-Kohomologie. Über
die Adams-Operation ([4, §4.2]) wird die absolute oder motivische Kohomologie
von X aus der rationalen K-Theorie von X extrahiert ([4, Definition 4.7.1]).
Gemäß Soulés Theorem 4.5.1 loc. cit. sowie Gillet’s Theorem gibt es auch einen
Chern-Charakter in die motivische Kohomologie (der nach Tensorieren mit Q
die Zerlegung von K(X)Q in die Adams-Eigenräume darstellt). Der Beilinson-
Regulator ist nun die Realisierungsabbildung von motivischer Kohomologie in die
absolute Hodge Kohomologie, auf dessen Definition wir hier verzichten können, da
Hodge- und Deligne-Kohomologie für unser Schema X gleichbedeutend sind. Im
wesentlichen stimmt der Regulator also mit dem Chern-Charakter überein. Im
Falle unseres Zahlkörpers läßt sich diese Abbildung durch Spezialisierung explizit
beschreiben: §10.3 bis Definition. 10.8 einschließlich, vgl. auch §5.2 in [4], sowie
Schneiders Artikel im Beilinson-Band [5] oder Soulés Bourbaki-Artikel [6] (die
Rechtschreibprüfung wollte daraus ”Barbarei-Artikel” machen).

Teil C - Der Vergleich

7. Vortrag: Höhere Diagonalen und Differentialformen

Ziel ist der Beweis von Theorem 8.4, welches eine Beschreibung der Differen-
tialgarbe Ω•

X/k für reguläre Schemata X über einem Körper k liefert, und zwar
als Strukturgarbe eines gewissen simplizialen Schemas modulo einer Idealgarbe
(dies verallgemeinert die Beschreibung der 1-Formen als Ideal der Diagonalen
modulo seinem Quadrat). Diese Beschreibung ist die Hauptidee/zutat für den
angestrebten Vergleich. Vorab ist Kapitel 7, insbesondere Lemma 7.5 und Prop.
7.7 zu behandeln, dann §8.1.
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8. Vortrag: Beilinson Elemente versus Borel Elemente

In Fortführung von Vortrag 7 wird zuerst gezeigt, dass die gewonnene Beschrei-
bung der Differentialformen eine neue, gemeinsame und für den anstehenden Ver-
gleich entscheidende Interpretation des Chern-Weil Morphismus (§8.2) sowie des
van Est Isomorphismus (§8.3) liefert, die nah an der Konstruktion der Deligne-
Kohomologie dran ist. Dann werden Beilinson Elemente Bep (§10.3 nach Defini-
tion 10.8) eingeführt, wiederum als Bilder der Komponenten des Chern Charak-
ters in derselben stetigen Kohomologiegruppe wie oben für den Borel Regulator.
Diese legen den Beilinson Regulator eindeutig fest. Um nun zu zeigen, dass
Bop = 2Bep (Theorem 10.9) gilt, kommt die soeben entwickelte Maschinerie zum
Einsatz.
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