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Die (hoheren) algebraischen K-Gruppen K, (Z), n > 0, wurden bekanntlich von
Quillen eingefiihrt, der auch gezeigt hat, dass diese Gruppen endlich erzeugt sind.
Nach Bass, Milnor, Karoubi sowie Lee/Szczarba sind diese Gruppen fiir n < 3
seit spétestens den 70er Jahren explizit bekannt: Ky(Z) = Z, K\(Z) = Z/2,
K5(Z) =7Z/2 und K3(Z) = Z/48. Ferner hat Borel [1] fiir n > 4 bewiesen, dass
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gilt. Das Ziel dieses Seminars besteht darin, einen Uberblick iiber erwartete und
vor allem bekannte Ergebnisse iiber die Torsionsuntergruppe von K, (Z) zu gewin-
nen und die Beweismethoden kennenzulernen. Neben dem rein K-theoretischen
Interesse an solchen Ergebnissen entsteht eine weitere Motivation dazu aus dem
Zusammenhang zwischen K,(Z) und der Theorie zyklotomischer Kérper, wie er
etwa durch die Lichtenbaum- oder Vandiver-Vermutung beschrieben wird.

Die Strategie, um Aussagen iiber die Torsion der K-Gruppen zu beweisen, besteht
in der Regel darin, die K-Gruppen mittels der Hurewicz-Abbildung mit den
(Ko)Homologie-Gruppen von GL(Z) bzw. SL(Z) zu vergleichen. Letztere bes-
timmt man dann durch geeignete Beschreibungen symmetrischer Raume, etwa
mittels der Reduktionstheorie von Voronoi [12].

1. VORTRAG: (Venjakob) Einfithrung ins Thema und Vortragsvergabe, dann:
Zusammenhang zwischen K,(Z) und der Theorie zyklotomischer Korper, ins-
besondere Vandiver-Vermutung sowie Lichtenbaum-Vermutung

3], [10], [9]

2. VORTRAG (90 MIN.): Da Voronoi’s Reduktionstheorie (quadratischer For-
men) eine zentrale Rolle spielt, sollte sie griindlich diskutiert werden, evtl. unter
Betonung des 4-dimensionalen Falles: [11, §1.1], [10, §1, Prop.1, Prop. 2|, siehe
vor allem auch [4, §2+ dortige Verweise| (hier sollte vor allem auch darauf geachtet
werden, was im 3. Vortrag fiir das Verstdndnis von [4, Pro. 3.1,Lem 3.2] benotigt
wird). Das Hauptergebnis von Voronoi [12] ist wohl [4, Prop. 2.1 und an-
schliefende Dishkussion] und sollte gut verstanden werden.

3. VORTRAG (90 MIN.): Hauptziel ist der Beweis von Proposition 1 in [11].

Dazu ist die reduzierte Homologie des spherischen Tits Gebaudes von SL, zu

berechnen und der Steinbergmodul einzufithren. Anschliefend wird G-adquivariante
(Ko)homologie eingefiihrt, insbesondere [11, §2]. Die Referenz dafiir ist [2, VIL.7/8

und X(4.1)], wobei nur das notwendigste erldutert werden soll, was (spéter) fiir

[11, §2] und [10, Beweis von Thm 1] benétigt wird.
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4. VORTRAG: Zuerst soll Theorem 1 aus [11] bewiesen werden:
H (SL4(Z), Sty) ist ist eine endliche 2-Gruppe.

Dazu ist [11, §3] vorzurechnen, wobei die benotigten Ergebnisse aus [4, §3,54],
die auf der Reduktionstheorie aufbauen, erklart werden sollten. Mit Hilfe von
[10, Prop. 3] kann nun Theorem 1 (loc. cit.) bewiesen werden, das eine obere
Schranke der Torsion in Hy(SLy(Z),7Z) angibt. Mittels der Hurewicz-Abbildung
erhdlt man dann eine obere Schranke der Torsion in K,,(Z), Thm 2 (loc. cit.).
Als Anwendung sollten noch kurz Thm 3 und Thm 4 (nicht aus 3.3!) genannt
werden (der Beweis dieser Korollare erfolgte mehr oder weniger schon in Vortrag
1). Auf die Bemerkung 3.4, dass die ermittelte Schranke noch genug Platz fiir
die Ungiiltigkeit der Vandiver-Vermutung lafit, sollte nicht verzichtet werden.

Bemerkung: Vortrag 2-4 sind sehr eng miteinander verwoben und sollten daher
gut aufeinander abgestimmt sein, vielleicht bietet sich auch eine andere Aufteilung
an, um die Ergebnisse aus [10] und [11] abzudecken.

5. VORTRAG (1-2 SITZUNGEN): Soulé hat die Techniken aus [11] ausgeweitet,
um eine obere Schranke der Torsion in K,,(A) zu bestimmen, wobei A der
Ganzheitsring eines beliebigen Zahlkorpers K ist. Dieser Vortrag sollte vor allem
die notigen Verallgemeinerungen/ Anderungen gegeniiber dem Fall K = Q her-
ausarbeiten, ohne nochmals in alle Details zu gehen: Als erstes bendtigt man
Minkowski’s Geometrie der Zahlen [9, §1], dann werden perfekte Formen durch
hermitesche Matrizen (§2) sowie Voronoi’s Reduktionstheorie durch die von Ash
ersetzt ( §3, loc. cit.). Die Hauptergebnisse in §4 ergeben sich nun formal ganz
so wie im Fall K = Q. Erwahnenswert sind noch Soulés Kommentare in §5.

Lee-Szczarba und Soulé zeigen in [4] und Addendum, dass die Gruppen K4(Z) und
K5(7Z) hochstens 2 oder 3-Torsion besitzen. Allgemeiner vermuten Lee-Szczarba,
dass K, (Z) nur fiir p < n + 1 p-Torsion haben kann (was allerdings im Wider-
spruch zur Lichtenbaum-Vermutung steht). ”Kiirzlich” hat Rognes gezeigt, dass
K4(Z) trivial ist. In den restlichen Vortrégen soll die Beweisidee skizziert werden,
der erste erledigt den Fall ungerader Torsion, wahrend der zweite die 2-Torsion
behandelt:

6. VORTRAG (1-2 SITZUNGEN): In [8] wird die Homologie des K-Theorie Spek-
trums K (Z) in den Graden bis einschliefllich 4 modulo 2-Torsion berechnet, um
daraus das Verschwinden von K4(Z) (modulo 2-Torsion) abzuleiten. Die Berech-
nung in §8 (loc. cit.) benutzt die ”Rang Filtrierung Spektral Sequenz”, fiir dessen
Auswertung u.a. Soulés Ergebnis aus Vortrag 3 benotigt wird. Ausgehend von
68 sollte riickwarts der Versuch unternommen werden, die bendtigten Techniken
aufzurollen, soweit das in 90-180 Minuten moglich ist. Dazu diirften [6] und [7]
hilfreich sein.

7. VORTRAG (1-2 SITZUNGEN): Rognes und Weibel berechnen die 2-primére
algebraische K-Theorie von Ganzheitsringen bestimmter Zahlkérper in [5]. Dazu
benutzen sie Voevodsky’s Beweis der Milnor Vermutung sowie die Bloch-Lichtenbaum
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Specktral Sequenz von motivischer Kohomologie zu algebraischer K-Theorie.
Dieser Vortrag konnte einen ”Bericht” tiber letztere Arbeit darstellen.

Die unten aufgefiithrte Literatur ist weitestgehend entweder elektronisch oder als
Kopiervorlage bei mir erhaltlich.
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