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1 Einfdhrung

1.1 Begriffsklarung

In dieser Arbeit werden die behandelten kombinatorischen Objekte meist als Matrizen
dargestellt. Wir werden eine Matrix A auch as eine Multimenge von Abbildungen
ansehen. Hier ist die Urbildmenge die Menge K der Spalten, die Bildmenge ist die Menge
V der Eintrége und jede Zeile z von A liefert eine Abbildung z: K - V. Sai jetzt A eine
Matrix, S eine Menge von Spalten von A und T eine Menge von Eintrdgen von A. Haufig
interessieren wir uns fir Aussagen der Form: Zu der Menge S von Spalten gibt es eine
A-Menge L von Zeilen von A, so dal3 fir jede Zeile zaus L gilt: z(S) O T. Wir fuhren die

folgende abkirzende Schreibweise fir diesen Sachverhalt ein: In der Menge Svon Spalten
kommt die Menge T von Eintrégen A-mal vor.

(1.1) Definition Seien At kvOIN. Ein Perpendicular Array mit den Parametern
ALKV (kurz PA(t,k,V)) ist eine k-spaltige Matrix A mit Eintr&gen aus einer v-Menge, so

dal gilt:
1. Jede Zeilevon Aist eine injektive Abbildung.

2. Injeder t-Menge von Spalten von A kommt jede (ungeordnete) t-Menge von
Eintragen genau A-mal vor.

Wir sprechen von einem PA(t,k,v), falls uns der Wert von A nicht interessiert. Ein
PA(t,kVv) Aheiltinduktiv, fallsgilt:

 Firallet <tist Aein PA(t' k,V).

Ein induktives PA,(t,k,v) heif3t ein Authentication Perpendicular Array (kurz
APA,(t,k,Vv)) falls gilt:

o Fur allet' <t und fir jedet'-Menge U von Eintragen und jedes u [7 U gilt: In
den Zeilen, die U enthalten, kommt U-{u} in jeder (t'-1)}Menge von Spalten
gleich oft vor, unabhangig von u bzw. U.

Will man die v-Menge V der Eintrage bzw. die k-Menge K der Spalten benennen, so
schreibt man PA,(t,k,V) bzw. PA(t,K,v).

(1.2) Beispiel

WRRANOPMWNRO
OWRLRPANOPL,PWNER
NOWRPRRLROR_WN
ANOWRLRNROP_W
RPRANOWWNREROM

Dies ist ein PA19(5,5,5). Esist induktiv, da es auch ein PA»(4,5,5), ein PA1(3,5,5), ein
PA1(2,5,5) und ein PA»(1,5,5) ist.



(1.3) Beispiel

1 2 3
2 3 4
3 4 1
4 1 2

Diesist ein PA1(3,3,4), aber kein PA(2,3,4), da z.B. in dem Spaltenpaar { 1,2} die Menge
{1,3} von Eintr&gen nicht vorkommt. Also ist dieses PA1(3,3,4) nicht induktiv.

(1.4) Beispiel

BAWNDWRDMNRWN R
NPRORPWRRARNERRWN
WNPWRPANRLANRFW

Diesist ein APA3(3,3,4) somit auch ein APA»(2,3,4).

Diein dieser Arbeit benutzten kombinatorischen Strukturen seien hier zur Begriffsklérung
definiert:

(1.5) Definition Seien A t,vOIN, KOIN. Ein partially balanced Design (kurz
PBD) t-(v,K,A) besteht aus einer Teilmenge B der Potenzmenge einer v-Menge V, so dai
gilt:

1. Fur alleBOB gilt |B| [K.
2. Jedet-Menge ausV liegt in genau A Elementen BLJB.

Ist K={k}, so nennt man den PBD einen D esign und schreibt t-(v,k,A) oder Sy(t,k,v).
Die Elemente BLJB nennt man die Bldcke des PBD.
(1.6) Definition Seien A,t,k,vJIN. Ein Ordered Design mit den Parametern A,t,k,v
(kurz OD\(t,k,v)) ist eine k-spaltige Matrix A mit Eintragen aus einer v-Menge V, so daf3
gilt:

1. Jede Zeilevon A ist eine injektive Abbildung.

2. Injeder t-Menge von Spalten kommt jedes (geordnete) t-Tupel von paarweise

ver schiedenen Eintragen genau A mal vor.

(1.7) Definition Seien A,tkVvOIN. Ein Orthogonal Array mit den Parametern
Atk (kurz OAx(t,k,V)) ist eine k-spaltige Matrix mit Eintragen aus einer v-Menge V, so

dal3 gilt:

e Injeder t-Menge von Spalten kommt jedes (geordnete) t-Tupel von Eintragen
genau A mal vor.



(1.8) Definition Einlateinisches Quadrat der Ordnung v ist eine vxv-Matrix A mit
Eintragen aus einer v-Menge, so dal3 gilt:

1. Injeder Zeile kommt jeder Eintrag genau einmal vor.

2. Injeder Spalte kommt jeder Eintrag genau einmal vor.
Zwei lateinische Quadrate A=(a;j) und B=(b;;) der Ordnung v heien orthogonal
wenn gilt:

 diegeordneten Tupel (a;,bi;) sind alle verschieden.
Eine Kurzschreibweise fir paarweise orthogonale lateinische Quadrate ist MOLS.

Man sagt, k paarweise orthogonale lateinische Quadrate der Ordnung v haben eine
gemeinsame Transversale, fallsgilt:

 Esgibt v Selen d.h. Paare von Zeilen und Spalten (iy,j;) I=1..v, so dal3 gilt:

o dieZeileni, I=1..v sind paarweise verschieden,
 die Spalten j;, I=1..v sind paarweise verschieden,

 fur jedes der k lateinischen Quadrate gilt: an diesen Stellen stehen
alle v verschiedenen Eintrage.

(1.9) Bemerkung
a) EinPA;(1,v,v) ist dquivalent zu einem lateinischen Quadrat der Ordnung v.
b) Ein OD)(t,kV) ist ein PA) u(t,kV).

¢ EinPAj(tky) ist ein Design t-(vk A D).

d) EinOD,(2k,v) &%t sich zu einem OA,(2,k,v) erganzen.
e) Ein OAz(2,k+2,v) ist aquivalent zu k paarweise orthogonalen lateinischen
Quadraten der Ordnung v.

Beweis: a,b und c ergeben sich unmittelbar aus den Definitionen.
d) Man erganze das OD durch je A Kopien der Zeilen (i,...,i) fUr jeden der v Eintrégei.

e) Man wahle zwel Spalten des OA aus, deren Eintrége man als Koordinaten der Zeilen
bzw. Spalten des zu konstruierenden lateinischen Quadrats interpretiere. Jede der
restlichen Spalten liefert ein lateinisches Quadrat, indem man dem Eintrag einer Zeile
in dieser Spalte als Eintrag des lateinischen Quadrats an den durch diese Zeile
gegebenen Koordinaten benutzt. Die so erhaltenen lateinischen Quadrate sind
paarweise orthogonal. Der Prozef3 ist offensichtlich umkehrbar. [



(1.10) Beispiel

12 3 4
134 2
12 3 4 14 2 3
1342 2 14 3
14 2 3 413 2
2 1 4 3 312 4
4 13 2 34 12 13 4 2 14 2 3
312 4 42 13 421 3 32 41
Al 412 Bio3 714 LQiip 4 31 LQ2iz 1 31
42 13 4 32 1 312 4 231 4
2 314 324 1
4 32 1 2 4 3 1
324 1 111 1
2 4 3 1 2 2 2 2
333 3
4 4 4 4

A istein OD4(2,4,4). B ist das gemal3 (1.9 d) aus A gewonnene OA1(2,4,4). Indem man die

beiden ersten Spalten von B als Koordinaten auffaldt erhdlt man nach (1.9 e) die beiden
MOLSLQ;undLQ> .

1.2 Historischer Uberblick

1.2.1 Rao'sArbaeit

Soweit mir bekannt ist werden PA zum erstenmal im Artikel von Rao [21] aus dem Jahre
1961 untersucht. Dort werden PA als orthogonal Arrays of Type Il und OD al's orthogonal
Arrays of Type | bezeichnet. Das Studium dieser Strukturen wird motiviert durch die
Tatsache, dai3 sie Verallgemeinerungen von Objekten sind, die zur Konstruktion von
paarweise orthogonalen lateinischen Quadraten verwendet wurden. Dies sind OD;(2,k,v)
und PA1(2,k,v) die sich zu OD1(2,k,v) komplettieren lassen. Dazu einige Beispiele:

e In[22] wird ein PA1(2,5,15), auf dessen Eintragen eine Gruppe transitiv operiert,
konstruiert. Dies liefert 4 MOL S der Ordnung 15.

* In[9] wird ein OD(2,6,12), auf dessen Eintrdgen eine Gruppe transitiv operiert,
konstruiert. Dies liefert 5 MOLS der Ordnung 12.

* In [31] wird ein spezielles OD1(2,4,14) konstruiert. Dies liefert 3 MOLS der
Ordnung 14.

Die zugehdrige Theorie wird in (3.10) behandelt.

Rao zeigt die folgenden Beziehungen zwischen OD1(2,k,v) und paarwei se orthogonalen
lateinischen Quadraten. Hier bedeutet das Symbol A [J B, dal aus der Existenz des
Objekts A die Existenz des Objekts B folgt.

(1.11) Bemerkung (Theorem 1 [21])
(@ (k-1) MOLSder Ordnungv [7 OD1(2,k,V).
(b) OD1(2,k\v) [J (k-2) MOLSder Ordnung v.
(c) OA1(2,k+1,v) [1 OD1(2,k,V).



(d) (k-2) MOLS der Ordnung v mit einer gemeinsamen Transversalen -
OD1(2,k,v).

Beweis:

(&= (c) nach (1.9 e).

(b) OD1(2,k,v) O OA1(2,k,v) (siehe (1.9 d)) und OA1(2,k,v)0 (k-2) mols der Ordnung v
(siehe (1.9 @)).

(c) Sei die v-Menge der Eintrége ={1..v}. Permutiert man die Eintrége einer Spalte eines
OA, so erhdt man wieder ein OA. Man kann aso erreichen, dal3 v Zeilen des OA die
Form (1i...I) 1<i<v haben. Streicht man nun diese v Zeilen und die erste Spalte, so
erhélt man eine Matrix, die in jedem Spaltenpaar alle geordneten Paare verschiedener
Eintrage genau einmal enthalt; also ein OD1(2,k,V).

(d)y"O" Dasin (b) mit (1.9 d) konstruierte OA hat v Zeilen der Form (i...i) 1<i<v was

aquivalent zu einer gemeinsamen Transversalen ist, denn an der Stelle (i,i) steht der
Eintrag i.
g ag Nach (1.9 e) erhalten wir ein OA1 (2,k,v). Da die lateinischen Quadrate eine
gemeinsame Transversale haben, gibt es v Zeilen des OA, die in jeder Spalte v
verschiedene Elemente stehen haben. Durch Permutieren der Eintrage jeder Spalte
erhdt man v Zeilen der Form (i...i) 1<i<v. Streicht man diese v Zeilen, so erhdlt man
ein OD1(2,k,v). O

Ferner hat Rao schon eine Konstruktion fur PA1(2,0,q) gefunden, fir jede ungerade
Primzahlpotenz q (Theorem 2 [21]); dieswird in Kapitel 3 behandelt.

1.2.2 Spezielle Konstruktionen

Danach gab es eine Reihe von Arbeiten, die sich mit der Konstruktion von PA)(t,k,v)
befaldten, wobei das PA teilweise zusétzliche Eigenschaften zu erfiillen hat. In der ersten
Phase wurden dann meist PA mit A=1, t=2, k=3,4,5 fir fast alle ungeraden v konstruiert.
(FUr t=2 und v gerade ist A notwendig gerade, wie wir im nachsten Kapitel sehen werden.)

Teilweise wurden von diesen Autoren der Begriff des PA dadurch eingeschrankt, daf3 nur
die Parameter A=1, t=2 und daher auch nur ungerades v zugelassen wurden. Ich gebe hier

nun eine kurze chronologische Ubersicht tiber diese Arbeiten.

* In [20] werden konstruiert: PA1(2,3,v) fur alle ungeraden v=3, PA1(2,4,v) fur ale
ungeraden v>3, v£87, und PA1(2,5,v) fur alle ungeraden v>3, v[1{33,39,51,87,219} .

e In [18] wird untersucht, welche Gruppen auf den Spalten eines PA1(2,k,v), k=3,4,5,
operieren konnen. Diese PA werden dann bis auf einige Ausnahmen fir alle ungeraden
v konstruiert.

e In[17] wird untersucht, wann ein OD1(2,k,v) in zwei PA,1(2,k,v) zerlegt werden kann,
wobei vorausgesetzt wird, dal3 die PA durch Permutation ihrer Spalten auseinander
hervorgehen. Diese PA werden dann, wieder einmal nur fir k=3,4,5 und fast alle
ungeraden v, konstruiert.

e In[15] werden PA 3(3,4,v) konstruiert. Diese sind aber nicht induktiv und sind deshalb
fur Anwendung weniger geeignet. (vgl. im Gegensatz Bsp.(2.24. 2))

In den folgenden Arbeiten wird ein neuer Blickwinkel auf PA erschlossen. In Kapitel 4
wird dieser Aspekt vorgestellt.



* In[19] wird gezeigt, dai die folgenden Objekte aquivalent sind: ein PA1(2,5,v), auf
dessen Spalten eine Gruppe der Ordnung 5 operiert, und eine speziellen Partition der
Kanten des vollstandigen Graphen K, auf v Ecken in Kreise der Lange 5. Eine solche
Struktur kann nur existieren, wenn v =1,5(mod10) ist. Alle solche PA werden
konstruiert mit Ausnahme des Falles v=15, wo kein solches existiert.

[23], [10] und [16] liefern weitere Ergebnisse dieser Art.

Neue Bedeutung erlangten die PA, als Stinson ihre Verwendbarkeit in der Kryptographie
entdeckte:[25],[26] und die wichtigste Arbeit in dieser Richtung: [27]. Diese fuhrte dann
auch zur Einfihrung der APA und zu ersten Konstruktionen dersel ben.

In den nachfolgenden Arbeiten beschéftigte man sich dann mit der Konstruktion von APA:
* In[28] werden einige APA mit t=3 und t=4 aus t-homogenen Gruppen gewonnen.

e In[7] werden APA,(2,27+1,2f+1) durch Halbierung der Gruppe PGL »(2f) fiir ungerades
f gewonnen.

* In [32] werden neue rekursive Konstruktionen entwickelt, die aus vorhandenen APA
neue APA liefern.

* In [8] werden ein APA»(2,6,6) und ein APA3(3,9,9) gefunden und darauf basierende
APA konstruiert.

Die Beschreibung der Verwendung der induktiven PA und der APA in der Kryptographie
wird am Ende des néchsten Kapitels geliefert, da wir dann die notwendigen Begriffe
haben, um die Anwendung fir die Authentikation in etwas groRerer Allgemeinheit
darstellen zu konnen.

Um im folgenden einen Ubersichtlichen Aufbau der Theorie der PA zu erreichen,
verzichte ich darauf, die Ergebnisse aus der Literatur chronologisch abzuhandeln. Da sich
die Theorie oft allgemeiner entwickeln liefd und ich auch ein paar neue Erkenntnisse
gewonnen habe, bietet sich diese synthetische Vorgehensweise an. Die Ergebnisse friherer
Arbeiten sind dann meist Spezialfélle der hier dargestellten Ergebnisse.
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2 Allgemeine Eigenschaften

2.1 Notation und Grundlagen

In diesem Abschnitt fihre ich den Begriff der (k,v)-Matrix und die Eigenschaften E,(u,w)

ein. Diese ermd6glichen oft eine einheitliche Behandlung von PA, induktiven PA und APA.
Aulerdem wird dadurch eine Verallgemeinerung von induktiven PA und APA nahegelegt,
dieich s-PA genannt habe.

(2.1) Definition Eine Matrix A =(g; ;)igpx Mit Eintragen & ; UV, deren Spalten mit
einer Menge K indiziert sind, heif3t (K,V)-M atrix. Diese hell injektiv falls jede ihrer
Zeilen eine injektive Abbildung ist. Kommt es nur auf die Elementanzahl der Mengen an,
so spricht man von einer(k,V)-Matrix einer (K,v}Matrix, bzw. einer (k,v)-Matrix, wobei
k=|K| und v=|V]|.

Sai A eine (K,V)-Matrix mit Bezeichnungen wie oben.
« FoOrillsei A(i):=(a )« diei-teZeilevonA.

« Flar CLK sei Ac:=(3;)inpc die Einschrankung von A auf die
Soaltenmenge C (Restriktion).

«  Fir COK, WV sa AY = (@ )i 11ac@ w}.jrc die Einschrankung von A

auf die Zeilen, die nur Elemente aus W enthalten.
Setze AV := A} (Residuum).

e Fur COK, WLV sei A%W) = (a,-,j)iD{E [Ac@ W,ic die Einschréankung von
Ac auf die Zeilen die W enthal ten.
Setze AW = A&W).
« DieAnzahl der Zeilen von A sei mit #A := ||| bezeichnet.

Im folgenden seien alle (K,V)-Matrizen injektiv falls nicht ausdrtcklich anders
angegeben.

(2.2) Definition Eine (K,V)-Matrix A hat die EigenschaftE, (u,w), fallsgilt:

0O O O #(A(W))(W Y
wOv UOw CcOK c
[W|=w |U|=u |C]=w-u

Zur Gewohnung in Worten: fur alle UCWEV mit |[W]=w und |[U|=u gilt: in den Zeilen, die

die Eintrage W enthalten, kommen, in jeder (w-u}-Menge von Spalten, die Eintrége aus

W-U genau A-mal vor.

Will man nur ausdricken, dal} diese Anzahl eine Konstante ist, deren Wert aber nicht

interessiert, so kann man "A" weglassen. Will man die Parameter, zu denen A gehort,

benennen, so schreibt man A(u,w) bzw. Aa(u,w) falls man auch die zugehorige Matrix

benennen will.

Da wir im folgenden h&ufiger Matrizen aneinanderfiigen, ist es nutzlich, dafur eine
Notation einzufuhren.
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(2.3) Definition Seien A =(& y)igk und B=(bj )ik Matrizen mit derselben
Anzahl von Spalten, wahle die Indexmengen der Zeilen disjunkt und definiere:

_ &y fur 101
AUB= (C)im gk k Mit ¢y = EPI o for 103

Entsprechend sei |JA; definiert.

i
Seien A=(a )igpg und A'=(a;)ig p g Mit I'0l, eine Teilmatrix von A mit derselben
Anzahl von Spalten, so definiere:

A-A=@ )i rpa

(2.4) Bemerkung FUr u=0 reduziert sich die Definition einer (k,v)}Matrix mit
Eigenschaft E)(u,w) auf das folgende:

Fur alle WOV mit |W]=w, gilt:in A kommen die Eintrage aus W in jeder
w-Menge von Spalten genau A-mal vor.

(2.5) Bemerkung Sei A eine (k,v)-Matrix mit Eigenschaft Ex(u,w). Es gilt:

a) Istk>v, soist Adieleere Matrix (#A=0).
b) Istw>k, w<1, u>w oder u<w-k, soist die Eigenschaft Ey(u,w) leer.

C) Aisteinenatirliche Zahl.

Beweis:

a) Ist k>v, soist die Bedingung der Injektivitét verletzt und es gibt folglich keine solche
Matrix.

b) Ist w>k, w<1, u>w oder u<w-k, so ist die Menge der Zeilen, tber die eine Aussage
gemacht wird, leer. FUr u=w ist die Menge der Spalten, Uber die eine Aussage
gemacht wird, leer.

Cc) Aistaseine Anzahl definiert. [
(2.6) Bemerkung Sei k=v und A eine (v,v)-Matrix mit Eigenschaft E,(u,w) Es gilt:

a) Ex(uw) = Ex(O,w-u).
b) Ex(O,w) = Ex(O,v-w).

Beweis:
a) Ist k=v, so enthélt jede Zeile von A aufgrund der Injektivitét ale Elemente aus V.

Somit gilt XEVA(X): A. Damit ist A =#(AMWHWVU) =g AW-U) £ir alle uDWOV

mit |W|=w, |U|=u und COK mit |C|=w-u.Jedes W']V mit |W'|=w-u |83 sich in der
Form W-U darstellen, also folgt die Behauptung

b) Man verwende die Bijektion zwischen X1V und dem Komplement V-X[OV [

Fur den Beweis des folgenden Satzes benutze ich das

12



13

Lemma von Kantor [14]:

Sei Ppap:= {% ;ilrI]:tB A , wo A und B Teilmengen einer festen v-Menge V sind. Sei

u,u'sv. Betrachte die Inklusionsmatrix I(u,u') := (Ha g)armv(v),e 0V vy iN Charakteristik
0. Dann gilt:

Die Inklusionsmatritzen 1(u,u’) haben vollen Rang M'n(EUD EU'%

(2.7) Satz
v—-w-1

a) Ex(uw) O Efu-1,w-1) mity = A
) Exuw) O Efu-Lwed) mity =A — 2

b) Ist w<w und & K 0.0 K

oW —ull= Cv — u% so gilt E(u,w) [J E(uw) (vgl. Theorem 1.1
[15])

Beweis:

a) Se A eine (k,v)-Matrix mit Eigenschaft Ej(u,w). Seien U,W,U" \W']V, mit |W'|=w-1
und |U'|=u-1. Sei xOV-(W") setze U=U'lI1{x}, W=W'O{x}. Sei COK eine
(w-uxMenge von Spalten (beachte w-u = (w-1-(u4l)). Aus Eigenschaft E(u,w) folgt

W-U
#(A(W))(C )=\ L&t man x durch V-W' laufen, so hat man die Zeilen, die W'

enthalten, k-w+1 mal gezahit. Mit W-U'=W-U und |V-W'|=v-w+1 erhélt man
(W -U'
#(AMD)Y) )\(u,W)V—VVl “A(u-1w-1)
c k-w+
Insbesondere ist dies eine Konstante unabhéngig von U,W und C.

b) Sei A ene (k,v)-Matrix mit Eigenschaft Ej(u,w). Sei UOW'OWOV, mit |W'|=w',
[W|=w und |U|=u, sowie C,C'IK mit |C|=w-u und |[C'|=w"-u. Die folgende Implikation
ist zu zeigen:

W-U n\(W'-U
#(A(W))( ‘=2 O #(A(W))( ) = const
C c
, . , wH\W-u) ..
Man halte W' und Ufest und definiere 1(C )::#(A )C . Fur jede (w-urMenge

von Spalten C mit C'C folgt aus E(u,w) und indem man W' zu einem passenden W
erganzt:

5 1) =AW 2D

c'ocC

. , O K 0Oqp . Ok O
Man erhélt so ein System von [ — ul] Gleichungen in den OV —ul] Unbekannten

[(C). Offensichtlich existiert die konstante L dsung
w-0) _, e

ow-ufp
Ow'—ulb

I(C') #(A(W))

Dieser Ausdruck ist unabhangig von W',U.
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Nach dem Lemma von Kantor hat das Gleichungssystem vollen Rang. Da nach
V oraussetzung %Nk_ u%s Ewli u% d.h. die Zahl der Gleichungen mindestens so grof3

ist wie die Zahl der Unbekannten, ist die Ldsung eindeutig. [
Es gibt die folgende Beziehung zwischen der Eigenschaft E(u,w) und t-Design's.

(2.8) Satz Sai A eine (k,v)-Matrix, u>0. Dann sind aquivalent:
a) A hat die Eigenschaft E,(u,w)

b) Fir jedes ELV, |E|=(w-u) und jedes S[K, |§=(w-u) gilt: die Zeilen von A,
diein den Spalten Sdie Eintrage E stehen haben, bilden auf den Spalten K-S
einen Design u-(v-w+u,k-w+u,).

Beweis all b: Sel ELIV, SLIK mit |E|=|S=(w-u). Man halte eine Menge S von Spalten und
eine Menge E von Eintragen fest. Sei UOV-E mit |U|=u. Aus E(u,w) folgt: es gibt A
Zeilen, die die Eintréage U E, enthalten wobei die Eintrage E in den Spalten S stehen.
Folglich kommt in diesen Zeilen U in den Spalten K-S genauA mal vor. Also bilden diese
Zeilen eingeschrankt auf die Spalten K-S ein u-(vw+u,k-w+u,A).

Dieser Schlul3ist offenbar umkehrbar. [

Zur spéteren Benutzung notieren wir einige elementare Tatsachen:

(2.9) Bemerkung

a) Existiert eine (k,v)-Matrix mit Ex(u,w), so gibt es fur jedes n[JIN eine
(k,v)-Matrix mit Ep(u,w).

b) Existiert eine (k,v)-Matrix mit EO,w), so auch eine (k',v)-Matrix mit E;O,w)

fir jedes k'<k.
Ehastls
c) DieAnzahl #A der Zeilen einer (k,v)-Matrix A mit Ex(u,w) ist A TD”
CwO

d) Bezeichne S, die symmetrische Gruppe des Grades n. Ist pUS,,d! S,
T0Sys und A=(aj) eine (kv)-Matrix mit Eigenschaft E,(u,w), so ist
(P.0,1):(3j)a (Pagiy) en Isomorphismus.

Beweis:
n
a) Sei A eine(k,v)-Matrix mit E\(uw) soist z.B. [JA eine (k,v)-Matrix mit E,(u,w).

i=1

b) Man streiche (k-k') Spalten aus der Matrix weg.

c) Man zéhle die w-Mengen von Eintrdgen in den Zeilen von A. Man hat %VNE
Moglichkeiten, eine solche w-Menge auszuwahlen. Daraus wéahle man eine feste

(w-u)}-Menge von Eintragen. Diese mul3 nach Ej(u,w) in jeder der %Nii u% Mengen

der Kardinalitéat (w-u) von SpaltenA mal in A vorkommen. Trivialerweise liefert eine



d)

Zeile von A genau E&E Mengen von w Eintrage. Damit ist die Zahl der Zeilen gleich
v k O
CwTv—ul

kO
w0

A

Offensichtlich sind die Injektivitdt und die Eigenschaft E(u,w) invariant unter den
behaupteten Operationen, da die Aussagen Uber alle Teilmengen einer bestimmten
Kardinalitét von V gemacht werden. [

Nun zur Anwendung der neuen Begriffe auf PA. Zunachst definiere ich die s-PA, eine
Verallgemeinerung der induktiven PA und der APA. Dies ermdglicht nicht nur eine
einheitliche Behandlung der beiden Strukturen, sondern erweist sich sowohl in der
Anwendung als auch in der Theorie a's nitzlich.

(2.10) Definition Eine (k,v)-Matrix A, die die Eigenschaft E(u,w) fir alle wst,
OsusMin(w,s) erfillt, heilits-PA ) (t,k,v) wobe A:=Ax(0,).

Es ergeben sich nun folgende Beziehungen:

(2.11) Bemerkung

a) Eine (k,v)-Matrix mit Ex0,t) ist ein PA,(t,k,V).

b) Ein 0-PA(t,k,V) ist ein induktives PA)(t,k,v).

c) Ein1-PA,(t,k\) ist ein APA)(t,kV).

d) EinsPA(tk\V) ist auch ein (sj)-PAt-i,k,v) fur alleO<i<t und Osj<s.

e) Ein sPA\(tk,v) ist fir s>t gleich einem t-PA,(t,k,v), fir t>k gleich einem
s-PA(k,k,v) und flr k>v nicht existent.

f)  Ein (t-1)-PAx(t,k,V) ist auch ein t-PA,(t,kV).

g) EinPA)(t,v,v) ist ein t-PA(t,v,v).

h) Exigtiert ein PA,(t,v,v) so auch ein PA,(v-t,v,v) (Theorem 1.4 [15]).

i) Exidtiert ein (0-)PAx(t,k,v) so auch (0-)PA,(t,K',v) fur alle k'sk (Restriktion).

j)  Ein OD,(t,k\V) ist auch ein t-PAyu(t,k,V).

K) Ein 1-PA;(1,k\V), ein 2-PAy(2,2,v) und ein t-PAg2(t,t,v) t=3 existieren fir
allev=k.

Bewels
a)..c)  Nach Definition.

d)
€)
f)
9)
)

Man benutzt nur einen Teil der Eigenschaften die man hat.

Nach (2.5 b).

E(t,t) ist leer (2.5 b).

(2.6 ). h) (2.6Db). i) (29h).

Ein OD,\(t,k,v) ist auch ein OD(wk,v) fir alle w<t (man lasse die nicht bendtigten
t-w Elemente durch alle v-w Teilmengen laufen). Fur jedes usw sei UOWOV mit
|U[=u und |W|=w sowie CLIK mit |C|=w-u. Es gilt: in jeder w-Menge von Spalten, die
die Spalten C umfaldt, kommen die Eintrage W in jeder moglichen Anordnung gleich
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oft vor. Damit kommen insbesondere in den Zeilen, die W enthalten, die Eintrége U in
den Spalten C gleich oft vor. Also hat das OD,(t,k,v) die Eigenschaft E(u,w) fir ale
USW<t, esist also ein t-PA (t,k,v).

k) Ein lateinisches Quadrat ist ein PA 1(1,v,v), mit (2.9 b) erhélt man ein PA;(1,k,v), die
Bedingung E(1,1) ist leer. Man nehme alle 2-Teilmengen einer v-Menge; diese bilden
ein (nicht induktives) PA1(2,2,v). Nun ersetze man jede Zeile durch ihre Bilder unter
S, in der Operation auf den Spalten; dies liefert ein 2-PA42,2,v). Analog nehme man
ale t-Teilmengen einer v-Menge und operiere mit der alternierenden Gruppe A und
erhalte einen t-PA g p)(t,t,v). Dal die jeweiligen E(u,w) gelten, sieht man sofort.

(Alternativ kann man (3.13) benutzen). [J
Als Anwendung der Sétze Uber (k,v)-Matrizen mit Eigenschaft E(u,w) erhélt man nun:

(2.12) Folgerung
a) Esgenigt in (2.10), die Eigenschaft E(u,w) zu fordern fir w=t, O<u<s und
fur t-s+1<wst, u=s(siehe (2.7 a)).

b) Ist (t—s)<k/27, sogenugt esin (2.10), die Eigenschaft E(u,w) zu fordern
fur w=t, O<uss (siehe a) und (2.7 b)).

(2.13) Folgerung
a) Ist t<[k/27, soist jedes PA(t,k,v) induktiv (Theorem 1.1 [15] oder (2.11 b)
und (2.7 b)).

b) Ist t=[v/27, soist jedes PA(t,v,v) auch ein induktives PA(v,v,v) (siehe a)
und (2.11 h)).

(2.14) Beispiel

1.)Um zu sehen, dal3 die Matrix aus Beispiel (1.4) ein 2-PA43,3,4) ist, geniigt es nach
(2.12 b), E(0,3), E(1,3) und E(2,3) nachzuprifen.

2.)Um zu sehen, dal3 die Matrix aus Beispiel (1.2) ein induktives PA(5,5,5) ist, genlgt es
nach (2.13 b) zu zeigen, dal3 sieein PA(2,5,5) ist.

(2.15) Folgerung Ist A ein s-PA,(t,k,v), so gilt fir alle Oswst und OsusMin(s,w):

Slaehe
A (U,wW) =A YO K O
Cwilw-ud
vl
Beweis: Mit (2.9 ¢) und A=Aa(0.t) gilt nach Definition A H=#A = A (u,w) T
CwO

Daraus folgt die Behauptung. [

Sei A ein s-PA)(t,k,v). Da h(u,w) stets eine natlrliche Zahl ist, erhdlt man eine

Teilbarkeitsbedingung an A, und damit auch eine untere Schranke. Dies gibt Anlal3 zu
folgender
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(2.16) Definition

VKO E

— N [t (T .
Hg(t, K, V) ._Mm§ ONA e IN(<0 swOt< 0<s u  Min(w,s))]
H CwTw-ul H

Ein s-PA\(t,kVv) heilit optimal, falls A = pug(t,k,v). Wir nennen us(t,k,v) das optimale
A . FlUr s=0ist up(t,k,v) offensichtlich unabhéngig von k und man schreibt Lig(t,v).

Damit erhdt man unmittelbar aus (2.15) den folgenden:
(2.17) Satz Fur jedes s-PAy(t,k,v) gilt:
A= 0 (mod ps(t,k,v) )

(2.18) Beispiel
_J1 fir v ungerade _J1  fir v=2(mod3)
Ho(2.V) ‘:2 fir v gerade Ho(3V) '{3 sonst

1 fir kK und v ungerade
Man beachte, dal3 ein PA(2,k,v) nach (2.13 @) fur k=3 stets induktiv ist. Dasselbe gilt fir
PA\(3,k,V), k=5.

Es ist nicht bekannt, ob die (optimalen) 0-PA immer existieren. Dies sind die kleinsten
offenen Probleme, was die Konstruktion optimaler 0-PA betrifft: PAy(2,5,14),

PA1(2,6,15), PA»(3,6,10) oder 0-PAL4,6,9). Mir ist kein Beispiel fur die Nichtexistenz

eines optimalen 0-PA bekannt, aber es existieren nicht immer optimale APA. So gibt es
z.B. kein APA1(2,3,5) (sehe z.B. [6]).

Eine ausfuhrlichere Tabelle der p(t,k,v) und der offenen Probleme findet sich im Anhang.

2.2 Restriktion, Residuen und Aufblasen von PA

In diesem Abschnitt behandele ich rekursive Methoden zur Konstruktion von PA. Dazu
gehort auch die (in-)direkte Produktkonstruktion (4.5), die alerdings nur fur den Fall t=2
funktioniert und deshalb in Kapitel 4 behandelt wird. Die Restriktion ist fir den Fall eines
(0-)PA schon in (2.11 1) vorgekommen. Im allgemeinen liefert die folgende Bemerkung
ein hinreichendes Kriterium.

(2.19) Bemerkung Sei A eine (K,V)-Matrix mit Eigenschaft Ex(u,w) und LK. Ist fur alle
COK mit |C|l=w und Cn (K-L)Z[J stets Ac ist eine (C,V)-Matrix mit da Eigenschaft
E(u,w), so ist die Restriktion A von A auf L ist wieder eine (K,V)-Matrix mit Eigenschaft
Ex(u,w).

Beweis. Seien UOWOV mit |[U]=u und |W|=w. Sei DCIL mit |D|=w-u. Durch Aufteilen der
Zeilen, die W enthalten, in solche, bei denen W in den Spalten L liegt, und deren
Komplement, erhalt man:

N N SV
P P {COKIm @A K #) ) D



Nach Voraussetzung haben alle im zweiten Summanden vorkommenden "Ac" die
Eigenschaft E(u,w). Da natirlich #A¢ fur ale C dieselbe Zahl ist folgt mit (2.9 ¢), dal3
A (u,w) fur alle Spaltenmengen C denselben Wert hat. Aullerdem ist fur DOL auch
KCOKIDI C C K #£) }|unabhangigvonD. Also:

(W-U)

A (U,W) :#(AL(W))l(DW_U) + z)\Ac (u,w) :#(AL(W))D

+ const [ZIAC(u,w)
{cokm@nC K #) }
(W-U)

5 eine Konstante fur alle DOL. Also hat A die Eigenschaft

Damit ist #(A (W)
E(u,w). O

(2.20) Satz Sei V'OV mit [V'|=v-1. Ist A eine (K,V)-Matrix mit Eigenschaft Ej(u,w), so ist
das Residuum AV’ (siehe (2.1)) eine (K,V')-Matrix mit Eigenschaft E/(u-1,w-1) wobei
v—Kk
kK-w+1

Beweis. Sei X:=V-V'adso |X|=1, U'OWDOV' mit |U'|=u-1 und |W'|=w-1. Da A eine
: W-U
(K.V)-Matrix mit Eigenschalt Ex(uw) ist, gilt 0 #(AW DX))(C ) = \. Dajede Zeile
0K
|Cl=w-u

von AMW'BEX) die Menge X enthalt, liegt AMW'TX) in A-AV'. DaW'-U'=W-U und da nach
(2.7 @ A auch die Eigenschaft E(u-1,w-1) hat, gilt fur alle COK mit |C|=w-u

#((AV')(W'))(CW'-U') :#(A(W'))E:W"U')_#(A(W'DX))(CW‘U) A A (U=L1W =1) <A A (W)

(Z-Za)}\v—w+1_ _» v-k
T T k-w+l T k-w+1
H

(2.21) Folgerung Sei V'V, |V'|=Vv-1. Ist A ein sPA)(t,k,V), so ist das Residuum AV ein
(s-1)-PA/t-1,k,w1) mit y=A(v-K)/t

Beweis Ein s-PA)(t,k,v) ist nach Definition eine (k,v)-Matrix mit Eigenschaft E(u,w) fur
alle 1sws<t, 0susMin(w,s). Also ist AV' nach (2.20) eine (k,v-1)-Matrix mit Eigenschaft
E(u-1w-1) fur ale 1<ws<t, 0<usMin(w,s); diese ist nach Definition dann ein
(s-1)-PA[(t-1,k,v-1) mit:
kO
def (2.20) o @) g _
Y= Aav)(0t-1) = Aa(LY) i = A Ok Dkv—tﬁl =AY
t-10

O

Die Tatsache, daf3 fur alle V'LV der Parameter A5’y des Residuums naturlich auch die
Teilbarkeitsbedingung (2.17) erfillen mul3, liefert keine scharfere Bedingung an Aa als
(2.17). Dies hat Bierbrauer in [6] Theorem 5 gezeigt.

Als néachstes wird die PBD-Konstruktion behandelt; diese ist neben der schon erwahnten
(in-)direkten Produktkonstruktion in den Arbeiten Uber PA das Haupthilfsmittel gewesen,
um dort (A-)PA(t,k,v) zu konstruieren.
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Fir die Beweise der folgenden Satze sind die nachstehenden Regeln fur
Binomialkoeffizienten nitzlich, von deren Richtigkeit man sich unmittelbar Uberzeugen
kann.

(2.22)Bemerkung Esgelten:

a-bg [@AIEXO
x-d0 _ Cefro0

3) A-cO  [ROPO
Cb—d0  ChIdD
C
MmO b O [a+ bO
b) Z SE-i0=0 ¢ O
0) (p0, 0 a 0_[ra+1g
[(bO" [b+10" Ch+10
ChrreQ
Eb Bl
c0
(2.23) Satz
a) Sai L OIN und wst. Existiert ein t-(v,Lu) und far alle IZL eine (k,1)-Matrix
mit E,(u,w), so existiert auch ein (k\v)-Matrix mit E/u,w), wobei
VIkO
gy 2O
Y=Maog
CwTwv-uld
b) Sai L OIN. Existiert ein t-(v,L,u) und fur alle | JL ein s-PAy(t,k,1), so existiert
auch ein s-PA(t,k,v).
Beweis:
a) SelenB;...B, die Blocke einest-(v,L,p) und A; eine (k,Bj)Matrix mit Ej(u,w). Setze

b
A= UAI
i=1
Seien UOWDOV mit [W|=w und |U|=u, COK mit |C|=w-u und A;, Bj wie oben. Nach
Konstruktion gilt:
B; [0k
1Y EhE

)\Ai (U,W) :}\m’ asoist
il
#(AW)HW-U) - Aa (UwW) =
© {BﬂVZDBi?' {B/IWDB} @B ‘%N"UE

Durch doppelte Abzahlung der Paare (T,B;) mit [T|=t, WITO B; erhélt man einerseits:

w Ot w0
#(T,Bi) = lJElt WE( - H ovO
GO

sowie andererseits:



B
— w22 9

#re)= Y PITWES > Mmﬁ
B; |WLIB; B; [WTJ @

gw

Damit ergibt sich

vk QO

Ot (o0
vio k O
CwTv—uO

asoist A eine (k,v)-Matrix mit E,(u,w) wie behauptet.

#AM)Y = =Aa(uw),
b) ist nun eine unmittelbare Folgerung. [
(2.24) Beispidl

und den vollstandigen

RPWwWN
N~ W

1
1.)Wendet man den Satz (2.23) auf das 3-PA3(3,3,3): 2
3

1 2 3

Design 3-(4,3,4): % :2)’ j an, so erhdt man das APA3(3,3,4) aus Beispiel (1.4).

2 3 4
Insbesondere sieht man, dal3 es sogar ein 3-PA3(3,3,4) ist.
2.)Nach (2.11 k) gibt esein 4-PA15(4,4,4), diesist nach (2.11 d) auch ein 3-PA3(3,4,4). Ich
habe mit dem Computer ein 3-PA3(3,4,6) gefunden (siehe Anhang C). Es gibt ein

3-(v,{4,6},1) fur alle geraden v=6 [11]. Damit erhalten wir nach (2.23) ein
3-PAA3,4,v) fur ale geraden v=6. Diese sind optimal als 3-PA, als 2-PA und als 1-PA

und optimal als 0-PA fir v=0,1(mod 3) (siehe (2.16) oder Anhang A). Teirlink [30]
hat OD1(3,4,v) fur alle 4<v#£7 konstruiert. Diese sind nach (2.11 j) auch 3-PAg(3,4,v).
Da A=6 optimal als 3-PA, als 2-PA und als :PA fir t=3, k=4 und v ungerade erhalten
wir: Es gibt optimale (3..1)-PA(3,4,v) fur dle 4<v#7.

Ein interessanter Satz, der so ziemlich alle Tatsachen benutzt, die wir bis jetzt bewiesen
haben ist:

(2.25) Satz (Bierbrauer Theorem 6 [6]) Die Existenz eines optimales PA([V/2 V, V)
impliziert die Existenz eines optimales t-PA(t, v, v+i) fir i=0...[v/2qund t= [y/ 2 F+i....v.

Beweis: Nach (2.13 b) und (2.11 g) ist das optimale PA([v/2v,v) auch ein optimales
t-PA)(t,v,v) fur t=[y/2].v. Verwendet man (2.23) mit dem vollstandigen Design

t—(v +i,v,EV +i| _t%, so erhdt man einen t - PA;\Ewii —tg(t,v,v +1i), for i=0,..., [y/27und

t=[v/2ti...v. Durch i-fach wiederholte Residuenbildung (2.21) erhdlt man ein
D/+| tD

(t-1)-PA(t-i, v, v), mit y = = . Dat-i=z[y/2] nach Wahl von t ist dieser PA wegen

DD
(2.13 b) und (2.11 g) aquivaent zu einem t-PAx(t, v, Vv), mit:

v+i-togv o  ov-(t-hoov O
.0 i Do-i0_ o-(t-)00- |D(222d)
A=A =
AR oo o0
GO0 00 GO0 00
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Man sieht also, dai3 das erhaltene t-PA(t, v, v+i) das kleinstmogliche ist, denn sonst wiirde
man als Residuum ein t-PA(t, v, v) erhalten, das kleiner a's das optimale t-PA(t, v, v) wére
(was wegen (2.17) nicht mdglich ist). Da Residuenbildung und die PBD-Konstruktion
keine Verscharfung der Bedingung (2.17) liefern kdnnen (siehe Bierbrauer [6]), mul3 das
t-PA(t, v, v+i) optimal sein. [

Wie wir im Laufe dieser Arbeit sehen werden kennen wir optimale PA( [v/2]v, v) fur
1<v<8 und PA([v/2 v, V), die doppelt so grof? a's optimal sind, fur t=9,10. Die durch den
obigen Satz gelieferten t-PA(t, v, v+i) befinden sich im Anhang.

(2.26) Satz (Bierbrauer Theorem 7 [6]) Sei s>[1/27]. Es existiert ein s-PA,(t, t, v) genau

dann wenn ein PA( /203, t, ), mit y = - 2 - existiert.

27
Beweis: Sel A ein s-PA\t, t, v), T eine t-Menge von Eintrdgen von A. Die Eigenschaften
E(0t)...E(0,9) zeigen, dalR AT ein 0-PA(S, t, t) ist. Da#AT=A ist y = LD . Insbesondere ist

80
AT dannein PA( /27, t, t), mit y = EEGE
Y2
Umgekehrt: Existiert ein PA([1/2, t, t), mit y= 5 ? . dieser ist nach (2.13 b) und
/27

(2.15) auch ein 0-PA\(t, t, t), so erhdlt man mit (2.23) unter Verwendung des vollstandigen
Design‘st-(v,t,1), einen t-PA(t, t, v). O

Sei A ein sPA)(t,k,v). Um unter anderem die Beweise der folgenden beiden Sétze zu
vereinfachen ist es nitzlich, die Anzahlen Aa(us,u.,w) und Aa(u:,u.,m:w) einzufthren.
Damit man bel den vielen "A's" nicht durcheinanderkommt, erscheinen auch die schon
bekannten im folgenden

(2.27) Definition und Satz Sei A = (& j)inpk €nsPA(tKV), wst und OsusMin(s,w)

a) Aa(w):= #AW=A0w), fir alle WOV mit [W|=w und CLK mit |C|=w und

it
esgilt Ay (W) =A 2
CwO
W\ (W-U) e .
b) A (uw) =#(Af ))C =Aa(W) =4 fiir alle UOWOV mit [Wl=w und
Cwv—ud

|U|=u, sowie CLIK mit |[C|=w-u

c) Sei U+ DUOWLNV, mit |U+|=u+, |U|=u:=u-+u+ und |W|=w. Ferner sei
CLOK mit |C|=w-u. Setze U-=U-U+

Aaauw)=fi OIAGD W U_, AG U=0 , Ag) W U
In Worten: In den Zeilen, die die Eintrage W-U. enthalten aber kein Element

aus U-, kommen in den Spalten C die Eintrdge W-U genau A a(u,u.,w) mal

vor.
Diesist eine Konstante unabhangig von der Wahl von U_,U,W und C und

esqilt:
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d)

Ap(uy,u_,w)=A

S U+ DULOWENV, mit |JU+|=u+, |U|=u:=u+u+ und |[W]=w. Sai O<m, <sw-u
und CLK mit |C|=m, . Definiere:

[

22

0 . . .
MUounmw):=00I [ [AGD ML ULAG) W M, &) Ac() M

Nach Definition ist A=Aa=Aa(t), AaW)=AA(0W), AaUW)=AA(U0W), Aa(Us U, W)=

[l M.OW U
[l M4|=m,

In Worten: Betrachte die Zeilen, fur die man eine m..-Teilmenge M. von W-U
so wahlen kann, dal3 diese Zeile die Eintrage M., 00U, enthélt, aber kein
Element von W-(M ., JU.). In diesen Zeilen kommt in den Spalten C genau
Aa(Us,u,mi,w) mal eine m,-Teilmenge von W-U vor.

Dies ist eine Konstante unabhangig von der Wahl von U+,UW und C
und es gilt:

v v-=w [
Ot Ok-u, —-m, O W — U]

ovimk o Omy O
Ckm, O

Zusatz. Ist k=t und m, +u+ <t so gelten die obigen Aussagen auch fir w<v
und u-sw-m,..

Sai D eint-(V,kA). Die Blockschnittzahl Ap(m,n), m+nst ist definiert als die
Zahl der Blocke von D, die eine m-Menge [V enthalten aber kein Element
einer festgewahlten dazu disjunkten n-Menge [V. Dann ist Ap(m,n)

unabhéangig von der Wahl dieser Mengen und es gilt:

LvIv—m-nQ
Ot k-m O

KvO
0Ot (TkD)

Zusatz. Ist k=t und mst so gelten die obigen Aussagen auch fir m+nsv.

A (U, u,my,w) =A

Ap(m,n) =A

AA(Us U W-UW).
Der Index A wird weggelassen, falls klar ist, auf welches PA sich A bezieht.

Beweis:
a),b) siehe(2.15)
c) Beweisdurch Induktion nach u.
Sei u=0. Esqilt:
VKO vv-wQ
Orwd (222 @) G Tk -wO
MuOW) :=MUW) = == = 5= kWD

CwIv-ub Ck[Cwv—-uO

Damit ist der Induktionsanfang u.=0 bewiesen.
Die Behauptung gelte fur alle v-<u und es sal u<s. Esgilt:



d)

v v-w+l O [wv[g v-w [

Ot O k+u_-w+0 OtOk+u_—wO
A(ug,u_+1Lw) =A(ug,u_,w =1 -A(u, tLu_w) = O K O O K O
Ck(Tw-1-ul] CkTw-1-uld

Vo V=W 0O
(222 ©) Gy Tk +u_ -w+D0 _

= Qg kg S Mug,us +1Lw). Alsoist c) bewiesen.

CkTw-1-ul]

Sel w<t. Beweis durch Induktion nach m.:=w-u-m.,.

Der Induktionsanfang m.=0 (m.=w-u) ist c).

Die Behauptung gelte fur alle n.<m und sei m.<w-u. Man z&hle die gesuchten Zeilen
wie folgt: fur jedes x(OW-U (davon gibt es w-u Stiick) nehme man Aa(us,u.,myw-1)
Zeilen, die die Bedingungen fur W-x statt W erfullen. Darunter befinden sich fir jede
Spalte aus K-C (davon gibt es k-m,. Stiick) dieAa(us,u.,m.+1w) Zeilen in denen ein
Element aus W-U in dieser Spalte steht. Diese ziehe man ab (diese sind digjenigen, die

die urspringliche Bedingung nicht erflllen). Dann hat man jede der gesuchten Zeilen
|(W-U)-M+|=(w-u-m,) mal gezahlt, also:

AUy, u_,m,,w) = ;m((w — WA Uy, u_,my,w =1 —(k —-m A (uy,u_m, +Lw))

+

vl v-w+l mw-1-ug v v-w mw-k [
OtOk-u,-m,.J0 m, O Ot Ok—u, —m, -1Tm, +10
—(k—-my)A

wmk O o k O
kI, O CkIm, +10

_ 1
w-u-m,

oo
wW-—u

v v-w  [w-kQ
~ OtTk-u, -m, [m, O 1 0
vo k O =
kIm,. O w-u-m,

_ v—w+1 w-u-m, k-u,-m, w-k-m, m,+1
((W u) v-w-k+u, +m, +L w-u (k m+) v-w-k+u, +m, +L m,+1 k-m,
vg v-w  ow-kQg vo v-w w-kQg
-\ OtOk-u,—m, . [TOm, O V—W+1 _ k-u,-m, _ OtOKk-u,-m,[MOm, O
vimo k O v-w-k+u, +m, 1  v-w-k+u, +m, + ok O
CkIm, O kI, 0O

= AUy, u_,m,,w)

Also gilt d) for w<t.

Der Bewels des Zusatzes |aldt sich durch direktes Abzahlen fuhren. Sei k=t. Man hat

SNm_UE Moglichkeiten, eine mi-Menge M. in W-U zu wahlen. Man hat
+

L _V_VX D Maoglichkeiten eine (t-m.-u;}Menge X in V-W zu wéahlen. In den
O-m, -u,

Zeilen, die X 0 U, [0 M. enthalten, kommt in den Spalten K-C die Menge X [0 U genau
Aa(t-mo,t) mal vor. Also ist A(ueu,maw)=2r YO V=W L tmyt)=
A + . A U, Dm+ Dl:t_m+_u+|:| A I+

W—-U V=W [J A i
Om, Elj—m+—u+DEt : EW|ebehauptet.
_m,

Fur m+n<t wohlbekannte Tatsache aus der Designtheorie siehe z.B. [34].
Zusatz: Sei w=t. Man erhdlt die Anzahl der gesuchten Blocke indem man die Blocke
zahlt, die eine feste m-Menge und eine beliebige (t-m)-Menge aus dem Komplement,
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der gegebenen m-Menge vereinigt mit der gegebenen n-Menge, in V enthalten. Davon

gibt es A EV ;[nn; nEwie behauptet. O

(2.28) Satz Existieren ein s;-PAj(t1,k,v) und ein s;-PA/(tpl,v-k), so auch ein
s-PA/t,k+1,v) mit:
ovmv-kOo
_ . Mt O
Y=AM—F5
0

[Min(ty,ty) fallst; # k Oty Min(s;,s,) fallss; # kOsy#

| I

H, fallst, # k Ot,= | fallss, # k Os,= |
t= und s=[J

2 fallst; = k Ot,# | 2 fallss; = k Os,# |

H,+t, fallst; =k Ot,= | B +s, fallss; =k Os,= |

Bewels Wahle die Indexmengen K und L disjunkt mit |K|=k und |L|=I. Sei
A:(ai,j)iDI,ﬁ]K ein s1-PA)(t1,K,V), B(U):(b(U)i,j)iD,,ﬁ]L ein sp-PA(toL,U) mit
|U[=v-k. Die Matrix C = (Cp j)prx apm k Sei definiert durch

. o FBm,j fur jOK
(M5 = Hov - Am)),; fur j 0L

und somit injektiv. C ist also die Matrix, die man erhalt, wenn man, fir jede Zeile z aus A
hinter die #B Kopien von z die Zeilen der Matrix B schreibt. Dabei wahlt man die
Eintragsmenge von B als das Komplement der Eintrdge der Zeilezin V.

Sei w<t, O<usMin(w,s) sowie U'DUOWOV mit |W|=w, |[U[|=u und |U'|[=m. Sei DOK mit
[D[=n und ECJL mit |EjJ=w-u-n. Definiere:

Xm = [{p O JC(E)T W.Cc(d) U,Conel®) W U

Man kann aus den gegebenen s;-PA nur solange Information Uber X, gewinnen solange
gilt: ID|+HU'|= m+n<ty, [U'[=m<s;, w-m-n<p und u-m<s. Die Summe x(S) := me
w-l-n<m<u

. : w)\w-u) . . : . .
ist dann gleich #(C )DDE bei einer bestimmten Aufteilung (D,E) von W-U auf die

Spalten. Also ist zu zeigen

v Ok+lg
-kOoo;mMw O

t, Oovok+l g
CwTw-ub

X(S)=Ac(uw)=Mig’

unabhangig von der gewahlten Aufteilung (D,E).
Da A ein s1-PA)(t1,k,v) ist, kommt eine n-Teilmenge von W-U in den Spalten D in den
Zeilen, die U' enthalten aber kein Element aus dem Komplement, der gewahlten

n-Teilmenge vereinigt mit U', in W enthalten, Aa(m,u-m,n,w) mal vor. Man hat E#E

Mdglichkeiten, U' in U zu wahlen. Da B ein s;-PA [ (t21,v-K) ist, werden die obigen Zeilen
in C genau Ag(w-u-nwm-n) mal zu den Zeilen erganzt, die in den Spalten DO E die
Eintrége W-U stehen haben. Also gilt:
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Xm = E%E{\A(m,u— m,n,W)Ag(W —u—n,w —m —n)

ovOow-um v-w g  v-kg | 0O
_[u 0,0 n Ok-m-nO  0Ot, (TWw-m-nd
[ VKO Hovx o 17 1
Ck[IThO Ov—-m-nTWw-u-n0

v ow-uQg

— Y - KOk +10 3,0 n O ourl —w+kQ
= “Dt2 [Mw Ovicko T ok#igmik —m = n
OwIhTw-u-nCOw O

Beachte die |dentitét :

gv-w O vk O gl+k-k g k+lmw O
Ck-m-n0O _ km+nQ Ov-m-n0 _ Ow Om+n0d .
vk o-wow o Y9 S T ook o (sehe(2.22 @)
Ov-m-n0 Owm+n0O (k-=m-n0 0Ok Om+nO
Ov ow—-ug

X(S) = X =\ - kok +1Q 0,0 n O C uml-w+kQg

Z m “th (Mw Owvokm |0ook+o Z OOk -m-n0O

m=w-|l-n OvIhIw-u-nOw Om=w-l-n
OvOow—-ug

KTk +10 0O n O d+k+u-wp

_)‘”th Mw Owokm |0ook+tgd k=n O
CwThTw-u-n[Ow [

(Sehe (2.22 b))

R i Py
- 00w O k-n O_ O 0 i
=ME'y, Hyerg = AcUw) wo o= ot (sehe(222a)
CwTwv—uld Ow—u-n0d w—ull n O
0
(2.29) Beispid
Sei C ein 2-PA4(2,2,3), D ein 2-(7,3,1) etwa
1 2 3
1 4 7
1 2 1 56
2 3 2 4 6
% 1 2 5 7
C 3 4 5
Uhm’
D

Sei B das 0-PA1¢(5,5,5) aus Beispiel (1.2) und A das 0-PA1(2,2,7) das man nach (2.23) aus
C und D erhdt. Wir fuhren hier nun die Konstruktion der ersten Zeilen des 0-PA21{7,7,7)
(bzw.0-PAg3,7,7)), welches wir E nennen, gemal3 (2.28) durch.

Die erste Zeile von A ist: "1 2". Die Eintragsmenge die man fur B zur Erganzung dieser
Zeile benutzt: {3,4,5,6,7}. Damit ergeben sich die ersten 10 Zeilen von E wie folgt:

RPRRRRRRRRRE
NRRNRONNNNNN
oORMNCIWNOUTAW
WoORNUIWNOUTA
TGwoh~NDwNO Ul
NUIWoOATDWNOD
ANUIwWOoOOUTAw



Die nachsten drei Zeile v von A sind: "2 3", "3 1" und "14". Die zugehdrigen
Eintragsmenge von B zur Erganzung dieser Zeilen: {1,4,5,6,7}, {2,4,5,6,7} bzw.
{2,3,5,6,7}. Damit ergeben sich die néchsten Drei mal 10 Zeilen von E wie folgt:

2 3 1456 7 312 456 7 14 3 2 56 7
2 3 456 71 31456 7 2 14 2 56 7 3
2 356 7 114 3156 7 2 4 1456 7 3 2
2 3 6 7 145 316 7 2 45 146 7 3 25
2 3 7 1 4 5 6 317 2 45 6 14 7 3 2 5 6
2 3 15 7 46 31257 46 14 35 7 2 6
2 35 7 46 1 315 7 4 6 2 1457 2 6 3
2 3 7 4 6 15 317 4 6 2 5 14 7 2 6 35
2 3 4 6 157 3146 2 57 14 2 6 357
2 3 6 15 7 4 316 2574 146 357 2
Fihrt man diese Konstruktion mit allen 21 Zeilen von A durch so erhdlt man die 210

Zeilenvon E.
Ubrigens ist E nur doppelt so grofl wie ein optimales PA mit diesen Parametern. Meines
Wissens ist aul3er dem von mir durch Computersuche gefundenen optimalen 0-PA3,7,7)

(siehe (3.26)) kein PA(3,7,7) in dieser Grolienordnung bekannt.

(2.30) Satz Existieren ein sp-PA(t1,r,K), ent-(v,k,u) und ein sp-PA,(t,1,v-K), so auch ein
s-PA/t,r+l,v) mit:

TELE
— 1 2
V=AW=
tad
Min(ty,t,) fallst; #k Ot2 | tMin(s;,s,) fallss; #kOsz |
H, fallst, # k Ot,= | fallss, 2 k 0s,= |
t= und s=[] .
1, fallst, = k Ot % | 5, fallss, = k Os,# |
| |

H,+t, fallst; =k Ot,= B+, fallss; =k Os,=

Beweis Ahnlich zu dem vorherigen, nur daf? die Abzahlung einfacher ist, insbesondere
bendtigt man nicht (2.27 d).
Waéhle die Indexmengen R und L digunkt mit |R|=r und |L|=I. Sei F ein t;-(v,k,it) und B;,

il dessen Blocke. Sei Aj ein s1-PA\(11,R,Bi), A, :(a},m)jmnmR' sowie B(H) ein
SZ'PAV(tZ,L,H) mit |H|:V‘k, B(H) = (b(H)k,n)kIZIK,rm L- Die Matrix C = (Cp,j)p[lk ¥ K,pOo R
sei definiert durch
_ B, fur jOR

%)(V-Bl)nl] far j UL
und somit injektiv. Sel w<t, O<usMin(w,s), UJWDOV, U'OW'OV mit |[W|=w und |U|=u,
U'IU, W'OW mit |U'|=m und |W'[=m+n. Sei DUK, |D|=n, ELL, |E|=w-u-n, definiere:

Xm = [{p Ok X KIC(O)O W.CL(H] v W.Coe W U.Ce(d W W) @

C(i,m,n),j

Man kann aus den gegebenen s-PA nur solange Information tber %, gewinnen solange
gilt: |W'|=m+n<ty, |U'|=m<s;, w-m-n<h und u-m<s, . Wie im vorherigen Bewels ist also
Zu zeigen:
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- kDEtV%H%

_ _ w

X(S)= Ac(umw)= MVt "oy o -
Cwliv—ul

unabhangig von der gewahlten Aufteilung (D,E).
In den Zeilen zu den Blocken, die W' enthalten, aber kein Element aus W-W' enthalten

(deren Anzahl ist die Blockschnittzahl Ar(\W'[,W-W')), siehe (2.27 €)), hat man 2" ~"J

Maoglichkeiten, W=U' in W-U zu wahlen. Da A; ein s1-PA)(ty,1,K) ist, kommt W'-U" in den
Spalten D der Zeilen, die W' enthalten, Aa(m,m+n) mal vor. Man hat Du N Mogllchkelten

U' in U zu wahlen. Da B ein s;-PA(tl,v-K) ist, werden die oblgen Zellen in C genau
Ag(w-u-m,w-m-n) mal so ergénzt, dafd die Teilmengen (W-W')-(kUJ') von W-U in den
Spalten E stehen. Also gilt:

uTw - u
Xm = EmEEWn %‘F(mJ’n’W'm —MAa(Mmm +nAg(w —u -mw -m -n)

vmv-w g kigr g Dv-km |oO
_[UIw —u[], 0;0k-m-n0 Etlljjm+nDV dt, Ow—m-n0
“On@d n 0K (VO ok mro ov-k m | 0

0, 0OkO Cm+nIhO Ov-m-nCw-u-nO

OvOw-ug
v -kl +rg 0,0 n O Uil +r-wp
Wot, Mw Oyvmom 1 m+rond -m-n0
OwOhdw—-u-ndr O

Beachte die Identitét :

ovwpgo vmk O gl+r-rg d+rmw 0O
Ck-m-n00 _ kIm+n0O Owv-m-n0 _ Ow Om+n0
VKO- g w Dund Trrown - g T siehe (2.22a)
w-m-n0 [OwIm+n0O F-m-nQd Or IIm+nIZI
Ovow-ug
X(S) = UX _)\V -k +rg .00 n O - oul+r-wpg
2 %m =MVEY MW Bvigm T omen 2. OO -m-n0
m=w-|+n OwIhOw-u-nD r Om=w-l+n
Oviow-ug
— -k +rg 0,0 n O d+r+u-wg )
)‘“VD t, Mw Uyvmorm | o+l r=n [0 siene (2.22b)
CwIh[Tw-u-ndr O
K ovi+ro O+r+u-wg d+roro
_ vV -—-KOOgmwo _ g r+n O_ 0Or Ohd .
_}\uvD t, D—DVD:“HD—)\C(U,W) WO 5 = e oweug siehe (2.22 @)
OwTw-uO Ow-u-nd Ww—u@d n O

O

(2.31) Beispiel Um einen Vergleich zu haben, nehmen wir als Ausgangsstrukturen das
2-PA1(2,2,3): C und das 2-(7,3,1):D aus Beispiel (2.29) sowie das 3-PA{3,3,4) aus
Beispiel (1.4) dieses nennen wir B, auch wenn das 2-PA12(2,5,7) E das wir daraus nach
(2.30) erhalten werden nicht sonderlich interessant ist. Sei A wieder das 0-PA1(2,2,7) das
man nach (2.21) aus C und D erhélt. Man erhélt die ersten 12 Zeilen von E indem man die
erste Zeilevon A, "1 2", durch die Zeilen von B erganzt. Hier ist die Eintragsmenge von B
das Komplement des Blockes, mit dem die erste Zeile von A erzeugt wurde,
also:{4,5,6,7}. damit sehen die ersten 12 Zeilen von E folgendermalien aus.
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Da die nachsten beiden Zeilen von A, "1 3" und"3 2", mit demselben Block von D
konstruiert worden sind, werden sie mit demselben B erganzt. Erst die néchste Zeile von
A, "1 4" wird die Eintragsmenge von B geandert, ndmlich :{3,5,6,7} . Damit ergeben sich
die néchsten 36 Zeilen von E als:

2 34 56 31456 1 4 356
2 356 4 3156 4 1 456 3
2 36 45 316 45 146 35
2 34 57 31457 1 4 357
2 35 7 4 315 7 4 1457 3
2 37 4 5 317 45 147 35
2 346 7 3146 7 1 4 36 7
2 36 7 4 316 7 4 1 46 7 3
2 37 46 317 46 1 47 36
2 356 7 31567 1 456 7
2 36 7 5 316 75 146 7 5
2 37 56 317 56 1 47 56

Fihrt man diese Konstruktion mit allen 21 Zeilen von A durch so erhdt man die 252
Zeilenvon E.

Durch Kombination von (2.23 b) und (2.28) lassen sich s-PA konstruieren, deren
Parameter dieselben sind wie in (2.30) mit Ausnahme des Wertes von A. Der

Vollstandigkeit halber ist auch (2.30) explizit erwahnt:
(2.32) Folgerungen Existieren ein s;-PAy(t1,r,K) und ein t1-(v,k,u), so gilt

a) existiert auBerdem ein sp-PA/(t2,1,v-k), so auch ein sPA(t,r+l,v) mit
- kgm0

= v "

Y=Mot, Ogg

b) existiert auBerdem ein s;-PA/(t2,lk-r), so auch ein s-PA(t,r+l,v) mit

N el s 4
Y = ApV ——
0t, too

c) existiert aulRerdem ein s-PA/(to,l,v-r), so auch ein s-PA(t,r+l,v) mit

avag

=A VD/ — M0

Y=o, doc
d) existiert auBerdem ein sp-PA(t2,1,v-r), das ein s-PA,(to,1,v-K) enthalt, so

—_— —_— VO
auch ein s-PA/(t,r+1,v) mit y = Au@%"t r%_ v S/t k%v—lﬁ
2 2 oo



Wobei sit wiein (2.30)

Beweis: a) (2.30).
b) Manwende erst (2.28) und dann (2.23 b) an.
¢) Manwendeerst (2.23 b) und dann (2.28) an.

d) Man verfahre wiein c), wobel man im (2.28) dafir sorgt, daf3 die Eintragsmenge des
sp-PA(t,1,v-k) gerade das Komplement des Blockes ist mit dem dieser Abschnitt in

(2.23 b) konstruiert wird. Man erhdlt so das s-PA aus a) als Tellmatrix. Deren
Komplement in der Gesamtmatrix ist das gesuchte s-PA. O

(2.33) Folgerungen Esexistiere ein s-PA,(t,1,k). Dann gilt:

a) Exigtiert aulBerdemein t-(v,k1), so existiert ein s-PA, v.k(t, 1+ 1V), fallsI<v.
b) Existiert auBerdemeint-(v,ku), so existiert ein s-PA iy (t,1+1,v), fallsI<k.
c) Esexistiert ein s-PAy+1-4(t,1+1,k+1).
d) Es existiert ein s— PAX,%k;I%(t,I +x,K) x=1,2,3, falls I+x<k. Insbesondere
lanit sich ein s-PA,(t,v-1,v) immer (eindeutig) zu einem s-PA,(t,v,v) erganzen
Beweis:
a) Trivialerweise exigtiert ein 1-PA1(1,1,v) fir alle v. Behauptung folgt mit (2.30).
b) Esexistiert ein 1-PA4(1,1,v) fur ale v. Behauptung folgt mit (2.32 b).
¢) Mannehmein a) den vollstandigen Design t-(v+1,v,v+1-t)
d) Man nehme die x-PAy(X,X,v) x=1,2,3 aus (2.11 k). Die Behauptung folgt mit (2.28)

(2.34) Bemerkung

a) (2.33 a)istim Spezialfall s=1 und I=k Theorem 2.8 [ 32]
b) (2.33¢)istim Sezialfall s=1 und =k Theorem 2.2 [32]

(2.35) Beispiel Es existiert ein 4-PAy(4,5,5) (siehe Beispiel (1.2)) und ein 4-(11,5,1)
(siehe [1]) damit nach (2.33a) ein 4-PA12(4,6,11). Dieser ist schon optimal als
1-PA.(Optimalitéat siehe (2.17) und Anhang A).

(2.36) Beispiel Es existiert ein PA1(2,7,7) und ein 2-(21,7,3) (siehe [1]). Damit existiert
nach (2.23 b) ein PA3(2,7,21). Mit dem 2-(85,21,5) (siehe [1]) existiert nach (2.33 b) ein
2-PA,1d2,7,85). Dieser ist kleiner as der 2-PA(2,7,85) den man erhalt wenn man (2.33 a)
auf das PA1(2,7,21) und den 2-(85,21,5) anwendet.

(2.37) Beispiel Auch mit (2.33 c) lassen sich neue optimale PA erzeugen. Die

nachfolgenden Beispiele, haben bis auf das erste nur den Schonheitsfehler, da’ die
Ausgangs-PA noch nicht bekannt sind. Das PA43,6,6) wurde auch schon in [15] auf

andere Weise gefunden.
Die Existenz eines PA 1(3,5,5) impliziert die eines PA3(3,6,6) (optimal)
Die Existenz eines PA»(5,9,9) impliziert die eines PA1¢(5,10,10) (optimal)
Die Existenz eines PA1(4,15,15) impliziert die eines PA15(4,16,16) (optimal)
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Die Existenz eines PA3(6,15,15) impliziert die eines PA3((6,16,16) (optimal)

2.3 Verwendung von (k,v)-Matrizen in der Kryptographie

Modell des Kryptosystems:

Sel A=(a))inpk ene(K,\V)-Matrix. Sel K die Menge der Quellenzustande (das sind
die unverschlUsselten Nachrichten). Jeder Quellenzustand kOK soll unabhangig mit fester
vorgegebener Wahrscheinlichkeit P(k) gesendet werden. Die Zeilen fi:=A(i) sind die

Schltissel. Diese werden mit gleicher Wahrscheinlichkeit P(k):=1/b mit b:=|l|, verwendet.
Das Kryptogramm (die verschltisselte Nachricht) ist der Eintrag f;(k):=a x[V.

Zur Vereinfachung der Untersuchung nehmen wir an, dal3 die Quellenzustande, die mit
demselben Schliissel kodiert werden, ale verschieden sind. Desweiteren nehmen wir an,
dal’ die Reihenfolge der Quellenzustande, also auch die der Kryptogramme, die mit
demselben Schltissel kodiert werden, unerheblich ist.

Stinson [27] sagt, dal’ diese Einschrankungen nicht strikt notig sind.

Idee der perfekten t-fachen Geheimhaltung:

Bei bis zu t-maliger Verwendung des gleichen Schliissels erhdlt der Gegner durch
Kenntnis der zugehorigen Kryptogramme keine Information Uber die zugrundeliegenden
Quellenzustande. Dies ist beweisbar, also insbesondere unabhangig von der verfligbaren
Rechnerkapazitat und eventuellen Fortschritten in der Konstruktion von Algorithmen.
Konkret Ubersetzt sich die obige Aussage in eine Gleichheit von Wahrscheinlichkeiten: Sei
dem Gegner eine Menge T von w Kryptogrammen bekannt, die unter Verwendung des-
selben Schltissels entstanden (damit Osw<t). Sei E eine Menge von w Quellenzustanden.
Wir wollen die folgenden zwel Wahrscheinlichkeiten miteinander vergleichen:

1. Die Wahrscheinlichkeit P(E), dal3 w aufeinanderfolgende Quellenzusténde die Menge E
bilden.

2. Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(E|T). Diesist die Verteilung auf der Quelle, wie sie
der Gegner aufgrund seiner Kenntnis der Menge T von Kryptogrammen berechnen
kann.

Wir sagen, dal3 die Matrix A perfekte t-fache Geheimhaltung liefert, falls fur alle ELIK mit
|El=w und TOV mit [T|=w und O<w<t gilt:

P(E[T)=P(E).
Also hétte der Gegner genausogut raten konnen.

(2.38) Satz Ein 0-PA(t,k,v) verschafft perfekte t-fache Geheimhaltung

Beweis: Sel ELJK mit |[E[=w und TOV mit [T|=w. Fur alle O<w<t gilt:
_ P(TIE)P(E) _  Aa(W)(A/b)P(E)

P(E|T)

P(T) 5 P(fF)P(f 1(T))
{fITOf(K)}
_ A(w)(L/ b)P(E) __ A(w)(W/b)P(E) - P(E)
1/b 5y SP(D) (L/bA(w) 5 P(D)

{DOK|w D} {f‘D:f’l(T)} {DOK|w D}
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Ein Code, der t-fache Geheimhaltung erzielt, hat, wie man sofort sieht, mindestens %’%

Schlissel. Ein PA1(t,k,k) ist also ein Code mit minimaler Schlisselanzahl. Da es

winschenswert ist, die Zahl der Schliissel moglichst klein zu halten, sind hier PA mit
maoglichst kleinem A gesucht.

|dee der Authentikation:

Das Ziel des Gegners ist es, Kryptogramme einzuschmuggeln, die der Empfanger for
authentisch halt. Man hat Sicherheit gegen Spoofing der Ordnung (w-u) der Stérke u (frei
nach Stinson), wenn die Wahrscheinlichkeit, dal3, wenn der Gegner w-u Kryptogramme
kennt und dazu u eigene sendet, diese Kryptogramme als authentisch angenommen
werden, genauso grold ist, als hétte er dies ohne die Kenntnis der w-u Kryptogramme
getan.

In Formeln: Seien To, T100V |To|l=w-u,|T1|=u . Wir fordern:

Ek W+um
O

V-w+u[]
O u 0O

P(Ty O T1|To):

Man beachte, dal3 Authentikation nur im Fall v>k moglichist.

(2.39) Satz Eine (K,V)-Matrix mit E(u,w) verschafft Scherheit gegen Spoofing der
Ordnung (w-u) und der Starke u

Beweis:

3 P(f)P(f ™(To))
{foalf(kp T T4

P(f)P(f ™(To))
{foalf(Kp T}

Nach Voraussetzung ist P(f)=1/b. Die Eigenschaft E(u,w) impliziert E(O,w-u) (siehe
(2.7 @)). Da E(0O,w-u) gilt, |aB3t sich der Nenner schreibenals:

S P(F)P(F(To)) = —)\(OW W Y P(D) —E)\(OW u)

p:=P(To O Ty|To)F

{foAlf(Kp Tg} {DOK|[DF w4
Aus E(u,w) ergibt sich folgende Umformung fir den Zahler:
_ 1
PHPE(Ty) = Sy P(D){fff(D) = Eq,f(K) DE}|
{fOAlf(KY T3 T {DOK|BF w 4

=% Z P(D)A(u,w) = —)\(u w) ,

{DOK([BF w 4
0OV [IkKO -w+u[]
dso p= Auw)  Gv-ummwo(222 )D u O
AOw-u) Bk f 80
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(2.40) Folgerung Ein s-PA(t,k,v) liefert t-fache Geheimhaltung und Schutz gegen
Sooofing der Ordnung (w-u) und der Stérke u fur alle OsusMin(s,w), Oswst.

Fur s=1 wird diesin [25],[26]und[27] behandelt.
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3 PA und Gruppen

3.1 PA alsTeilmengen von Gruppen

Nun wird es Zeit, PA auch explizit zu konstruieren, damit man die bisher erarbeitete
Theorie auch zur Anwendung bringen kann. Als erstes werden wir sehen, dal3 t-homogene
Gruppen PA(t,v,v) liefern. Da wir an PA mit moglichst kleinem A interessiert sind,

brauchen wir auch moglichst kleine t-homogene Gruppen. Als Konsequenz der
Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen, sind alle t-homogenen endlichen
Permutationsgruppen auf n Objekten bekannt, falls 2 <t < [{n—1)/2ist. Nur die affinen
und projektiven Gruppen liefern Serien optimaler s-PA. Spétestens fur t>5wo A und S
die einzigen t-homogenen Gruppen sind, muf3 man sich etwas anderes einfallen lassen.

(3.1) Satz

a) Existiert eine Gruppe G, mit einer t-fach transitiven Darstellung auf einer
v-Menge V, so existiert ein OD(t,v,v) mit A = |G|/ t! D/D

b) Existiert eine Gruppe G, mit einer t-fach homogenen Darstellung auf einer
v-Menge V, so existiert ein PA(t,v,v) mit A = |G|/D/D

Beweis Fir alJV und gOOG sei a9 das Bild von a unter der Operation mit g. Sei die

(v.v)-Matrix A definiert durch A = (ag\)grc.wa v, WO agy = ve. Fur BOV und g0G sei

BY = (b%b 0B) .

a) Da G t-fach transitiv auf V operiert, gibt es nach Definition zu jedem Paar C,DOV
geordneter t-Mengen Elemente gl0G, die C auf D abbilden. Es sei
X(C,D) := {g DG‘CQ: D} . Dann ist [X(C,D)| konstant, unabhangig von der Wahl des

Paares C,D. Also steht in jeder t-Menge C von Spalten von A jede geordnete -Menge
D von Eintragen gleich oft, d.h. A ist ein ODy(t,v,v). Mit #A=|G| und da die Anzahl

der geordneten t-Mengen von V gleich Ug VL |st folgt die Behauptung.

b) Da G t-fach homogen auf V operiert, gibt es nach Definition zu jedem Paar C, DLV
ungeordneten t-Mengen Elemente gl1G, die C auf D abbilden. Man verfahre analog zu
a. 0

(3.2) Folgerung Existiert eine Gruppe G, mit einer t-fach transitiven Darstellung auf

einer v-Menge V, so existiert ein t-PAy(t,k,v) mit A = |G|/D/Dfur alletsksv.

Beweis. Nach (3.1 a) existiert unter diesen Voraussetzungen ein OD(t,v,v). Die
Restriktion auf eine k-Teilmenge der Spalten ist klarerweise ein OD(t,k,v). Nach (2.11))
folgt die Behauptung. [J

Damit haben wir folgende Beispiele fir PA (Eigenschaften der Gruppen siehe z.B. [13])

(3.3) Folgerung
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a) Die affine Gruppe AGL>(q) (q Primzahlpotenz) operiert scharf 2-fach
transitiv auf IR, . Dies liefert ein 2-PAy(2,k,q), fir 2<k<q. Diese sind optimal
als 2-PA (aquivalent zu 1-PA da t=2 siehe (2.11f)), falls nicht k und q
ungerade, und optimal als O-PA fur g= 2-Potenz.

b) Die Projektive Gruppe PGL2(q) (g Primzahlpotenz) operiert scharf 3-fach
transitiv auf der projektiven Geraden. Dies liefert ein 3-PAg(3,k,g+1) fur
3<k<g+1. Diese sind optimal als 3-PA (&quivalent zu 2-PA da t=3 siehe
(2.11 1)) und als 1-PA fir k gerade, g=0,2 (mod 6).

c) Die PSLy(q) (g=3(mod 4), q Primzahlpotenz) operiert 3-homogen auf der
projektiven Geraden. Dies liefert ein 3-PAg(3,k,g+1) fur 3sk<g+1. Diese
sind optimal als 3-PA (aquivalent zu 2-PA da t=3 siehe(2.11 f)), als 1-PA
und als O-PA fur g=3,11 (mod 12).

d) DieP3U3(q) g>2 (q Primzahlpotenz) operiert 2-fach transitiv auf den g3+1
Punkten des hermiteschen Unitals. Dies liefert ein 2-PAy(2,k,g3+1) fir

2(q” +1)

ggt(3,9+1)

€) Die Reegruppe R(qg) (g=3ungerade) gperiert 2-fach transitiv auf den g3+1
Punkten des Ree-Unitals. Dies liefert ein 2-PAy(q.1)(2,k,03+ 1) fir 2<k<g3+ 1.

f) Die Suzukigruppen Sz(q) (g=2ungerade) gperieren 2-fach transitiv auf den
g?+1 Punkten des Tits-Ovoids. Dies liefert ein 2-PAq.1)(2,k,0% 1) fur
2<k<g2+1.

2<k<qB+1 mit A =

Beweis: @), b),d)..f) Nach (3.2). Optimalitét folgt aus (2.16) siehe auch Anhang A.

c)

Fir t=3 liefert die (3-homogene) Gruppe PSL»(q) (g=3(mod4), q Primzahlpotenz) ein
PA3(3,0+1,g+1). Auf dessen Spalten operiert nach Konstruktion PSL»(q), damit
insbesondere auf jeder 3-Menge von Spalten eine Z3 und auf jeder 2-Menge von
Spalten eine Z,. Mit einem Vorgriff auf (3.13) und dem Restriktionskriterium (2.19)
erhalten wir einen 3-PAx3,k,g+1) fur 3<k<g+1. Optimalitéat folgt aus (2.16), siehe
auch Anhang A. O

Es gibt noch ein paar einzelne Gruppen, die PA mit kleinem A liefern

(3.4) Folgerung

AGL»(8) liefert ein PA;(3,8,8) (optimal)

PrLy(32) liefert ein PA;(3,32,32) (optimal)

PGL,(8) liefert ein PA4(4,9,9) (optimal wére A=2)

PI'L,(32) liefert ein PA4(4,33,33) (optimal wéare A=2)

M1 liefert ein 3-PA4¢(3,k,11) und ein 4-PA>44,k,11) (k=3 bzw. k>4)
M1y liefert ein 4-PA;944,k,12) und ein 5-PA; 545,k 12) (k>4 bzw. k=5)

Als néchstes wollen wir versuchen, PA als Teilmengen homogener Gruppen zu finden.
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Zuerst wollen wir die affine Gruppe halbieren (was wegen (2.17) nattrlich nur fir
ungerades q maoglich ist). Die zugrundeliegenden ldeen lassen sich allgemeiner
formulieren.

(3.5) Definition Sei A = (& \)in k.8 k UV eine (K,V)-Matrix, L eine Gruppe die auf
V operiert und R eine Gruppe, die auf K operiert. Definiere flr oL :

0A = (G vo kK Cik = (@)’ und LA := [JoA,
oL

sowie fur pLR:

Ap:=(CiWinrk: Cik:=ake und AR:= [JAp.
orR

Snd A, B (K,V)-Matrizen und |af3t sich A darstellen als A=LB, so sagt man Loperiert
auf den Eintréagen von A, und B heif¥t einReprésentantensystem von A (bzgl. L).
Lant sich A darstellen als A=BR, so sagt man Roperiert auf den Salten von A, und B
heidt ein Reprasentantensystem von A (bzgl. R) .

(3.6) Beispiel Auf den Spalten des PA aus Beispiel (1.2) operiert eine Zs. Es &3t sich
darstellen als VR, mit:
M1 2 3 4
3

R=<(01234)> V= 5 7 1 3O

(3.7) Bemerkung Ist k=v, so kann man die Zeilen einer (v,v)-Matrix als Permutationen
aus S, auffassen. Sai A=LVR ein PA,(t,v,v), auf dessen Eintragen eine Gruppe L operiert

und auf dessen Spalten eine Gruppe R operiert. Dann ist A" 1=RV-1L wieder ein PA,(t,v,v),

wobei sich die Rollen von L und R vertauscht haben. Insbesondere ist das Invertieren im
Falle k=v ein Isomor phismus zwischen PA.

Beweis A-1=(LVR)1=R-V-I -I=RV-Y, da L, R Gruppen sind. Beim Invertieren einer
Zeile z vertauschen sich die Rollen von Eintrdgen und Spalten: steht in z die t-Menge E
von Eintragen in der t-Menge S von Spalten, so steht in z-1diet-Menge S von Eintrégen in
der t-Menge E von Spalten. Esist zu zeigen: in A-1 kommt die t-Menge S von Eintragen in
der t-Menge E von Spalten genau A mal vor. Dies ist aquivalent zu: in A kommt die
t-Menge E von Eintrégen in der t-Menge S von Spalten genauA mal vor. Dies gilt, da A
ein PA)(t,v,v) ist. O

(3.8) Definition Sei R ein Ring bzw. eine Gruppe. Eine Teilmenge UL/R heifdt ein
Halbsystem gdw x[JU < -x[U fir alle 02x[R

(3.9) Bemerkung Ist Rein Ring, UCJR ein Halbsystem, e eine Einheit (e[/R*), so ist eU
ein Halbsystem.

Beweis: Annahme eU wére kein Halbsystem. Denn gabe es ein alleU, so dal3 auch -alJeU.
Es gabe also x,y[JU, so dal3 a=ex und -a=ey [0 ex-ey=0. Da e Einheit folgt x=y. Damit
sind y,-y[JU. Diesist ein Widerspruch zur Voraussetzung, dal3 U ein Halbsystem ist. [

Als erstes werde ich mich hier mit PA1(2,k,v), auf deren Eintrégen eine Gruppe der
Ordnung v transitiv operiert, beschaftigen. Dies wurde zum Teil schon in [20] behandelt.
Diesist als Methode der Differenzenmatrizen bekannt.
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Achtung ich verwende wie in den urspringlichen Arbeiten als Symbol "+" fir die
Verkniipfung obwohl bei mir die Gruppe nicht immer kommutativ ist.

(3.10)Satz Sei (G,+) eine Gruppe ungerader Ordnung v und A,B (k,G)Matrizen,. Dann

gilt:

a) GAistein PAy(2kv) gdw {a ;- li O} ein Halbsystem von G bildet fir
allejzk[K.

b) Ist G kommutativ und GA ein PA;(2,k,v), so gibt esein B, so da G(A[IB) ein
OD1(2,k\v) ist. (Man sagt: das PA ist komplementierbar)

c) Ist GAein OA1(2k,v), solaft sich GA zu einem OA1(2,k+1,v) erganzen.

d) GAistein APA1(2,k,v) gdw zusatzlich zu a) fir jedes j /K und jedes g[J/G-{0}
gilt: 1auft i durch | und k durch K-{j}, so nimmt (& j-a; ) den Wert g genauso
oft anwie-g.

Beweis: BezeichnungSei g,h[JG, so schreibe die Operation von G auf G (durch (rechts-)

a)

b)

d)

Multiplikation) als g" ;=g +h .

Zu zeigen: ein Paar (g,h) von Eintrégen, kommt in den Spalten (j,k) genau einmal vor.
Nach Annahme bilden die Differenzen zweier Spalten ein Halbsystem, es gibt also ein
i, S0 dafd (& j-a k)=£(g-h).

Fall 1) Falls (aj-ax)=(gh), so hat ¢a;;+g)A in Zeile i und Spalte j das Element
aj j-g; j+g=g stehen und in Zeile i und Spalte k das Element ax-a;j+g=-(g-h)+g
=h-g+g=h stehen.

Fall 2) Falls (aj-a )= -(gh), so hat (-a k*+g)A in Zeile i und Spalte j das Element
g j-a k*+9= -(g-h)+g=h stehen und in Zeile i und Spalte k das Element & x-a k+9=9
stehen.

Also kommt jedes ungeordnete Paar mindestens einmal in jedem Spaltenpaar vor. Aus
Anzahlgrinden dann genau einmal.

(GA) G(-A))=G(AT(-A)) mit =A =(C; \)in g k. Mit ¢, = —a  ist das gesuchte
OD. Fallsin A:(a j-a x)=(g-h) ist, so erhdlt man aus der entsprechenden Zeile von -A,
(-aj+a k)=(-a k+a j)=(a j-a k) ( da G hier kommutativ) = -(gh). Falls also bei A Fall
1) eintritt, tritt bei (-A) Fall 2) ein und umgekehrt. Somit kommt in (GA)[{ G(-A))
jedes Paar in jeder Anordnung einmal vor; (GA) L] G(-A)) ist also ein OD4(2,k,v).
Bemerkung: auf dem nach (1.9 b) existierenden OA1(2,k,v) operiert G natirlich auch.

Nach Annahme existiert ein OA 1(2,k,v), der Form GA. Da #A=|G|, kdnnen wir die
Zeilen von A durch G indizieren. Man flige nun zu GA eine neue Spalte hinzu, in die
man, in den zu G(A(i)) korrespondierenden Zeilen, iJG einfugt. Damit hat man
erreicht, da3in alle Zeilen, die in der neuen Spalte ein festes i [1G stehen haben, in den
anderen Spalten alle Elemente aus G durchlaufen. Also kommt in Paaren einer neuen
Zeile mit einer beliebigen anderen Zeile jedes Paar aus G gleich oft vor.

Da nach @) GA schon ein PA ist, bleibt nur noch E(1,2) zu zeigen: in den Zeilen, die
{a,b} enthalten, mul® in jeder Spalte j der Eintrag a (wie auch b) gleich oft
vorkommen. Also mussen Fall 1) und Fall 2) gleich oft vorkommen, wenn man k
durch alle Spalten ungleich j laufen |&3t, Dies fuhrt unmittelbar auf die Bedingung in
d) 0
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(3.11) Folgerung (Theorem 2.4 [20]) Sai Rein Ring, |R| ungerade, U ein Halbsystem von
Rund IR, so daf3 fur allej,kl, jzk folgt j-kCR*. Dann existiert ein PA;(2,1,R).

Beweis Definiere A =(a,j)youp Mit a,; ;= ui OR und verwende (3.7 @) mit R als
additiver Gruppe. Fur j#k0I gilt {a,; - a,|u 0U} ={uj-ukju OY = U(j-k). Nach

Voraussetzung ist j-kOR*, damit U(j-k) nach (3.8) Halbsystem, also RA das gesuchte
PA1(2,R). O

(3.12) Folgerung (Theorem 2 [21]) Ist g ungerade Primzahlpotenz, so existiert ein
PA1(2,0,9), das eine Halbierung des durch die AGL»(q) gewonnenen OD ist.

Beweis:

Da IRy ein Korper ist, gilt fur alle azbl IR, , daB a-bOIR,". Also existiert nach (3.10) ein
PA1(2, IRy, IR, ). Die affine Gruppe in ihrer Operation auf dem endlichen Korper IR, &3t
sich darstellen als AGL,(g)={(m,a@U IRy xR } die auf t0 IRy via (ma@):ta mt+a
operiert. Dies ist dieselbe Konstruktion wie im Beweis von (3.10), da IR;=U-U fir ein
beliebiges Halbsystem U von IR, und da IR, kommutativ ist. Also entspricht das OD aus
(3.1 &) gerade dem, das laut (3.9 b) aus den PA1(2, IRy , IR, ) hervorgeht. [

(3.13) Satz Sai A ein PAx(w,k,\v), R eine Gruppe, die (w-u) fach-homogen auf den Spalten
von A operiert. Dann hat A die Eigenschaft E(u,w).

Beweis: Seien UOOWOV mit |U|=u und |W|=w. Da R nur die Spalten vertauscht, bildet R
jede Zeile, die W enthélt, wieder auf eine solche ab. Also zerfallen die Zeilen, die W
enthalten, in Bahnen unter R. Wegen der (w-u)-fachen Homogenitéat von R wird in der
Bahn jedes Reprasentanten, W-U gleich oft in jede (w-u)-Menge von Spalten abgebildet.
Die Zahl der Zeilen, die W enthalten, ist eine Konstante, da A ein PA)(w,k,v) ist. Also

folgt die Behauptung. [

(3.14) Folgerung  Die Stuation sei wie in (3.11). Sei Rein Ring, |R| ungerade, U ein
Halbsystem von Rund | [JR, so dal3 fur alle j,k[]l, jzk gilt j-kLR* . Gelte zusétzich:

a) | ist eine (multiplikative) Untergruppe ungerader Ordnung von R*. Dann gibt
esein APA;(2,|,R).

b) Ist| eineadditive Untergruppe von R, so gibt esein APA;(2,I,R)

Beweis:
a) Da|R| ungerade, gilt x#-x fur ale 0£xUR, somit gilt xJI0 -xOl, da sonst || gerade.

Also laldt sich | zu einem Halbsystem U, das aus Nebenklassen von | besteht,
erganzen. Insbesondere gilt dann Uk=U fir alle kI. Man benutze dieses Halbsystem
fur die Konstruktion nach (3.11) und erhdlt ein PA1(2,1,R), das wir A nennen.

A = (@i uox Rt Mit & i = Ui +1. Die Menge | operiert transitiv auf | mittels
k':=1k fur k,I OI. Um (3.13) anwenden zu kénnen, mulR man zeigen, dai3 | auf den
Spalten von A operiert. Ein kOI bildet eine Zeile(ay,),li O1) von A ab auf
(Aun.kill ODF (ukit r[i00 1) =(an,li O1). Dies ist wieder eine Zeile von A, da
ukOU nach Konstruktion von U. Damit folgt die Behauptung, da E(1,2) nach (3.13)
gilt.
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b) Da |R| ungerade, ist der Teiler |I| von |R| ebenfalls ungerade. | operiert auf | transitiv
mittels k' := k +I fur k,| OI. Man benutze (3.13) und erhalte ein PA1(2,1,R) A. Es
ist A =(ayr)i)uox R Mit 8 = Ui +r. Ein kOl bildet eine Zeile(ay, i O1)
von A ab auf (g ryi+kli O1) = (u(i +k) +1]i OI) = (&, uk+n),ill O1). Diesist wieder
eine Zeilevon A, da uk+rJR. Damit folgt die Behauptung, da E(1,2) nach (3.13) gilt.
O

(3.15) Folgerung AGL»(q) enthalt ein APA1(2,k,q) falls k,q ungerade und entweder

a) (g)=1fnodk) oder
b) k|qagilt.
Beweis
a) Setze R=1IR, . Also gibt es eine (multiplikative) Untergruppe K der Ordnung k von
IRy (da IRy" zyklisch), die Behauptung folgt mit (3.14 a). Zur Einbettung in AGL »(q)
vgdl. (3.12).
b) Sei K additive Untergruppe von IR, mit [K|=k. Die Behauptung folgt mit (3.14 b). Zur
Einbettung in AGL»(q) vgl. (3.12). O

(3.15 a) ist die Hauptaussage der Arbeit [10], wird dort aber anders bewiesen.
(3.15 b) ist ein Fortschritt zu den Ergebnissen, die man mit den affinen Design's erhélt, z.B
existiert ein APA1(2,9,27).

(3.16) Beispie Wir konstruieren explizit ein APA1(2,5,11), das gemal3 (3.15 a) existiert.
Sei K die Untergruppe der Ordnung 5 von IFj;, diese wird z.B. durch
m5:xa 3x:erzeugt. Die Elemente aus K bilden, wie man aus Beweis von (3.14) ersehen

kann, ein Halbsystem (da K schon die richtige Ordnung hat). Numerieren wir die Spalten
fortlaufend mit 1..k so mufen wir K zu K' transformieren und erhalten:

K :=<(13,9,5,4) >
K':=<(12,3,4,5) >
A :=<(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) >
V;=(0 1 2 3456 7 8 9 10)
V,=(1 3 9 5 4
AV,K' ist damit nach (3.13) ein PA,(2,11,11)
AV,K' ist damit nach (3.15) ein APA;(2,5,11)

Wir betrachten jetzt Teilmengen der PGL(2,9) in ihrer Operation auf der projektiven
Geraden

Der folgende Satz zeigt, dald wir die uniform 3-homogenen Teilmengen der PGL(2,q)
schon alle kennen.

(8.17) Satz Ist A eine uniform 3-homogene Teilmenge der PGL(2,q9), so gilt einer der
folgenden Falle:

a) g=7b) g=5,8
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c¢) g=3mod4 und A=PSL(2,q) oder deren Komplement
Bewels siehe[3]

Die PSL(2,q) ist 2-fach transitiv auf der projektiven Geraden. Wir suchen nach uniform
2-homogenen Teilmengen von PSL(2,q).

(3.18) Satz Genau dann wenn g# 3(mod4) ist, lalkt sich die PSL(2,q) zu einem

. ., _M-1 g gerade
PAx(2,0+1,g+1) halbieren, wobel A = %(q—l) sonst

Beweis:

Fal g= 3(mod 4): PSL(2,q) l&kt sich nicht halbieren, da sonst A =(g-1)/2 ungerade.
Widerspruch zu (2.17)

Fall g=2":  PSL(2,27)=PGL(2,27)=:G. Seien m) uy die Elemente aus G fir die gilt:
™ =Xt und T =T +y fir AO IRy bzw. yOIR; und T Element der projektiven
Geraden :=IR; O¢ } . Sei Z=(z)<G eine zyklische Untergruppe von G |Z|=g+1.
Wahle z, so dal} 0% = e und * =1; dies ist moglich, da PGL 3-fach transitiv ist.
Jedes gOG 183 sich nun eindeutig schreiben al's g=myu,z'. Definiere

a:=7\(0) (+)
wobei der Index i mod (g+1) gelesen wird. Jedes Element der projektiven Geraden ist
alsoein . Esgelten :

1) a=a+1. Denn das Element oJG, so sa z0=z1 ist bis auf die Wahl des

Fixpunktes eindeutig bestimmt. Wahle als Fixpunkt oo, so kann man sich leicht
Uberzeugen, dal? das Element u; bel unserer speziellen Wahl von z ein solchesist.

2) (@.a) @ =@’

i 'ajZ'i 7y =(271Z (@), 27 T2 (00) = (27 (), 27 ()
:(a—j’a—i)lz)(aj t1a +1)

Wahle UOF, so dal3 x(OU = 1+x[0U. Dies liefert eine Partition von G in zwel gleich
grof3e Teile A und B, mit:

A:{g DG‘g: myu,z' fir A F*,i W0 <i c}

und B=G-A. Sei (a,b) ein Paar von Elementen der projektiven Geraden, g=myu,z'G,
soist a¥ =z'(Aa+y) und b?® = zY(Ab +y)- Nach (») gibt esi,j, so dal’

Aaty=gj und Ab+y=gj.
Fur jedes Paar (a,b) definiere die Abbildung

D, p MU v,

yZ' & MUy .z
Da "uy auf uy.1 abgebildet wird", bildet ®,,, ein g aus Teil A nach B ab und
umgekehrt (beachte, daf’ die Charakteristik 2 ist). AuRerdem ist ®,,, offensichtlich

eine Bijektion. Es gilt:
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(a b)° =(@'@).2' (&)
(@b)®20@ = (2" (ha+y +1),2 " (ha+y +1) =(2"" (g +1),2" " (g +D)

. . 2)
= (2" (@), 2" (@) =(2" (7). 2" (&)
Also wird (a,b) durch g und ®,,(g) auf dasselbe ungeordnete Paar abgebildet. Da
®, 1, eine Bijektion zwischen den Teilen A und B und G 2-fach transitiv ist, gibt esin
A und in B gleich viele Elemente, die (a,b) auf ein vorgegebenes ungeordnetes Paar
abbilden. Damit ist die Matrix C=(Cyr)amat igw{} Mit Cqr:= @ ein
PAN2,O+La+L) mit A = —o_ = (@ DdaD) _ g4

Lm0 (a+D)g
020

Fall g=1(mod 4): Dag=1(mod 4) gibt es il IRy mit -1=i2. Sél G=PSL(2,0), Z=(2)< G

eine zyklische Untergruppe der Ordnung (g-1)/2, die O und o in verschiedenen
Bahnen hat. Dies ist moglich, da G eine 2-fach transitive Gruppe ist. Wahle ein

Halbsystem R von IR . Seien t),w, die Elemente aus G fir die gilt: ™ =A% und
™ = (A1), uy, wieim vorherigen Fall. Jedes g[1G 141 sich nun eindeutig schreiben
asg=utrz¥ oder g=uyw)z¥ mit AR, yUIR; und 0sv<(g+1)/2, denn angenommen, ein
g hétte 2 solche Darstellungen, so mufdten diese auf jedem Element der projektiven
Geraden gleich operieren. AuRerdem sieht man uxz’=uqyz% 0 uX=uqyz%~Y, also sind
die folgenden Félle zu betrachten:
1) ugtg=uyW)z". Wir setzen 1=0o:

@ = B+ =2 (W (0 +y)) ) =2°(0)
ein Widerspruch zur Wahl von 0 und o in verschiedenen Bahnen von Z. Der Fall
UaWp=uythz" ist analog zu behandeln.
2) Ugtp=uyt\z", so setze flr T=co:

0 = B%w+a =2'(\(0 +y)) =2"(9

Da Z keine Fixpunkte hat, folgt damit O=v. Die Wahl 1=0 liefert a=y, und 1=1 liefert
B2=N 0 B+ A.Dap,AOR, folgt B=A. Der Fall ugwp=uw,2z’ folgt in analoger
Weise.
Sel XOR mit xOX = +ixOX. Vereinfachend bezeichnen wir das Element t.iy, das zu

+ix[R gehort als tix. Da beide Vorzeichen zur selben Abbildung fuhren besteht keine
Gefahr des MilRversténdnisses, insbesondere ist tjjz=t). Damit erhdlt man analog zum

obigen Fall eine Partition von G in zwel gleich grof3e Teile A und B. Definiere fur
jedes Paar (a,b) der projektiven Geraden die Abbildung @, :G - G
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Eu_a_b_yti)\z" g=utyz’, azow#b
[H_a-p-yWiZ" g=uw,z’, azw#b
Dup(@)i= 2 s I 2z
[H-2b-yWirZ g=uw,z:, a=o
EU_Za_ytiAz" g=uytyz’, b=w
B2y WinZ" g=uw,z’, b=

da"ty bzw. wy auf tj) bzw. wi) abgebildet wird", liefert ®, |, eine Bijektion zwischen
A und B. (beachte -1=i2). Es gilt:
Falls g von der Form uytyz¥ und a,b # o, so ist
@b)Wh? = (' (W(a+y)).2 (R(b +y)))
(ab) Pan(tyhiz") = (2'(-N(a+(—a-b -y))),2'(¥(b +H & b v)))
= 2" V(b +y)),2' (W(a+y)))

Falls g von der Form uytyz¥ und a=co oder b=co, so kann man a=co wahlen und erhalt

@b =@ (W(a+y)),2’ (B(b +y)) =(2°(),2" (b +Y)))
(a,b)Pap My = (2V(-A2(a+(-2b -y))), 2" (N(b +( 2b ~V)))
= (2% («0),2' V(b +Y)))
Analoges gilt, falls g von der Form uyw)z¥

Also wird (a,b) durch g und ®,,,(g) auf dasselbe ungeordnete Paar abgebildet. Da
®, , ene Bijektion zwischen den Teilen A und B und G 2-fach transitiv ist, gibt esin
A und in B gleich viele Elemente, die (a,b) auf ein vorgegebenes ungeordnetes Paar
abbilden. Damit ist die Matrix C=(Cat)amatgo{} Mit Cqr:= @ ein
PAN2,G+LaD) mit A = O = (GH04@D _ a1

LArlD  2(g+D)g
020

O

Die in Satz (3.18) angegebene Halbierung ist die kleinste 2-homogene Teilmenge von
PGL(2,2f) (siene [7], dort wurde die Halbierung der PGL(2,2f) fur f ungerade
durchgefiihrt.). Ebenfalls Hat Bierbrauer mittels Charaktertheorie gezeigt, dald PSU3(3)

und R(3) keine optimalen PA(2,g3+1,g3+1) enthalten, sowie dal3 Mg und PSL »(8) keine
echten 3- bzw. 4-homogenen Teilmengen enthalten.

(3.19) Bemerkung

a) Esgibt APAG.1(2,k,q+1) fir =2 Primzahlpotenz, falls k/(g+1) oder k/(g-1)
b) Es gibt APA(g.1)/2(2,k,g+1) fir g= 1 (mod 4) Primzahlpotenz, falls
k/((g+1)/2) oder kiq

Bewels: Man sieht leicht, dal3 eine Untergruppe von IR;" bzw. von Zq.1 im Fall &) auf den
Spalten desin (3.18) konstruierten PA bzw. dessen Inversen (vgl (3.7)) operiert. Im Fall b)



gilt dasselbe fir eine Untergruppe von IRy bzw. von Z4.1. Vergleiche Beweis von (3.15).
l

(3.20) Beispid Sel Z:=<(,1,4)(0,2,3)>, M:=<(1,2,4,3)> und A:=<(0,1,2,3,4)>. Wie man
sich leicht Uberzeugt erzeugen Z,M und A eine PSL(2,5), wobei M bzw A die
multiplikative bzw additive Gruppe des Korpers IF5 mit den Elementen {0,1,2,3,4}, ist auf

dem diese PSL(2,5) operiert. Die Wurzel von -1 ist i:=2. {1,2}ist ein Halbsystem R und
{1}=:X das Vertretersystem von R nach i. Die Elemente t;mit T =A% und wy mit
™ = ()\Zr)'l flr t10{,0,1,2,3,4}, werden dann reprasentiert durch:
t, = und  w; =(0,0)(2,3)

Numeriert man die Spalten der folgenden Matrizen fortlaufend mit ,0,1.., so erhat man
die folgenden (A-)PA:

v, = 0 1 2 3 47

1[0 o 1 3 2 40

ZV,A ist nach (3.18) ein PA,(2,6,6)

Z':=<(,0,1) >
v, =0 140
270 1 40

AV,Z' ist nach (3.19) ein APA,(2,3,6)

3.2 Konstruktion von PA mit (Doppel-)nebenklassen

Inspiriert von den obigen Ergebnissen kann man versuchen, PA direkt als
Doppelnebenklassen RVL oder Nebenklassen RV bzw. VL zu konstruieren.
So habe ich z.B. ein PA4.1(2,g2+1,g2+1)0PI L(2,g2) der Form Za*1VEqp, mit der

zyklischen Gruppe Z # der Ordnung (g2+1)/2, der elementarabelschen Gruppe Ep der

Ordnung g2 und einem Vertretersystem V, in der PI‘L2(q2), fur g=3,5,7,9 mit dem
Computer gefunden. Diese liefern analog zu (3.19) auch APAq-1(2,k,q2+1) far

k/((92+1)/2) oder k/g2 Esist mir aber noch nicht gelungen, die naheliegende Vermutung,

daR dies fur jede ungerade Primzahlpotenz g geht, zu beweisen. Ubrigens liefert der Fall
g=3 ein PA2(2,10,10) sowie ein APA2(2,5,10)und ein APA2(2,9,10) (alle optimal).

Zuerst wollen wir untersuchen, welche Gruppen tberhaupt operieren konnen.
(3.21) Notation Sei R eine Gruppe die auf K operiert, CLK. Definiere :
R(C) ::{g OR|C= (} |

(3.22) Folgerung Sei A ein 0-PA,(t,K,v) auf dessen Spalten eine Gruppe R operiert.
Danngilt :
i
a) Fur jedes CK gibt eseint'-(v,k,A ‘R:—C)‘), t'=Min(|C|,t).
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b) Fir jedes CLK, fur das R(C) x-fach homogen auf C operiert, ist
ovClo
AW N fir weu <x und wst.
v ICl O
CwTw-ull

Beweis:

a) Ac ist ein t-PA(t',C,v), auf dessen Spalten R(C) operiert. Insbesondere ist Ac ein
t'-(v,C)y), auf dessen Spalten R(C) operiert. Da Operation auf den Spalten aber einen
Block in denselben Uberfihrt, ist auch ein Représentantensystem schon ein t'-(v,C,y).
In jeder tMenge von Spalten von Ac kommt eine t'-Menge von Eintragen A mal vor;

- dclo
deren gibt es 0Ot 0O

b) Nach (3.13) gilt: Ac hat Eigenschaft E(u,w). Eine doppelte Abzahlung von #A ergibt

die Behauptung. [

Dieses kann eine Einschrankung an die operierende Gruppe darstellen. So kann z.B., kein
PA1(2,k,15), k=5 existieren auf dessen Spalten eine Zs operiert. Es mifite sonst namlich
eine Teilmenge von Spalten geben, die as Einschrankung einen PA1(2,5,15) liefert, auf
dessen Spalten eine Zs operiert,. Dies liefert nach (3.22 a) einen 2-(15,5,2). Dieser existiert
aber nach [19] oder [1] nicht.

Desweiteren ergeben sich folgende Bedingungen.

(3.23) Folgerung Sei A ein 0-PA,(t,K,v) auf dessen Spalten oder Eintragen eine Gruppe
G operiert. Dann gilt:

a) hat G eine fixe t'-Menge, so ist |G| ein Teiler von
A (w) fur alle w< Min(t,t')

b) |G| teilt #A

Beweis:

a) Hat L eine fixe t'-Menge, so wird die in diesen Spalten stehende t'-Menge von
Eintragen |G| mal reproduziert. Also mui3 |G| die Anzahl des Vorkommens einer
w-Menge von Eintrégen in einer w-Menge von Spalten furw<sMin(t,t") teilen. Analog
mit vertauschten Rollen von Zeilen und Spalten.

b) klar. O

So ist es z.B. nicht moglich, dal3 eine Gruppe G gerader Ordnung auf einem PA»(4,9,9)
operiert, da G dann eine Z, als Untergruppe hat, diese hat natirlich eine fixe 2-Menge,
aber 2 teilt nicht A(2)=7.

Desweiteren kann man sich bei der Suche Arbeit sparen, wenn man sich Uberlegt, dal3 man
einige Annahmen ohne Einschrénkung der Allgemeinheit treffen kann.

(3.24) Folgerung Sei A=LXR eine (k,v)-Matrix, auf deren Eintrageneine Gruppe L und
auf deren Spalten ein Gruppe R operiert und habe A beziglich (L,R) das
Reprasentantensystem X, so erhalt man isomor phe Matrizen, falls man :
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a) L beliebig in der Klasse {o‘lLo|o st} und R beliebig in der Klasse
{0_1R0|0 DSk} wahlt.

b) Xbenebigin{oxqo ONg, (L), Nsk(R} bei festem L,R wahlt.
c) Jede Zeile X(i) von X beliebigin {oX(i)go OL,d] R bei festem L, R wahit.

Beweis:

Man kann auf den Spalten von A mit einer beliebigen Permutation aus Sy und auf den
Eintréagen von A mit einer beliebigen Permutation aus S, operieren und erhélt wieder eine
zu A isomorphe (k,v)-Matrix (2.9 d).

a) Damit ist LXR isomorph zu o lLo(c:Xco')o TR mit dem neuen
Représentantensystem ¢ X ¢’ ¢ 0S,,00 S,.
b) DaoUNg (L] ot Lo anaogfirR.

c) Wahl eines Vertreters. [
Offensichtlich hat man in dieser Situation die folgende Aquivalenz:

(3.25) Bemerkung Sal A=LXR eine (k,v)-Matrix, auf deren Eintragen eine Gruppe L

und auf deren Spalten ein Gruppe R operiert, beziiglich derer A das Reprasentantensystem
X hat. Genau dann ist A ein PA,(t,k,v), wenn in X, in jeder Bahn von R auf t-Tupeln von K

(Spalten), aus jeder Bahn von L auf t-Tupeln von V (Eintrégen) genau A Reprasentanten
vorkommen, wobei man allerdings das Vorkommen mit den zugehorigen Vielfachheiten
rechnen muf3, falls die Bahnen nicht regular sind.

Weiter kann man, um die Zahl der zu untersuchenden Moglichkeiten einzuschrénken, fir
eine Bahn von R die Reihenfolge der Vertreter der Bahnen von L vorschreiben, oder
dasselbe mit vertauschten Rollen von L und R. Weitere Annahmen sind in Einzelféllen
moglich

(3.26) Beispiel Gesucht wird ein A:=PA3(3,7,7) mit A=Z7XZg X=(X;).

Nach (3.19 a) kann man Z,;=<(1,2,3,4,5,6,7)>, Z5=<(3,4,5,6,7)> wahlen. Nach (3.24 c)
kann man Z7 dazu benutzen, Xi,1=1 und X;j 3<X; 4...Xj,7 zZu setzen, sowie die obige
Bemerkung dazu verwenden um X; » auf zwei mogliche Werte einzuschranken ((1,2) fix
unter R), namlich mit der Bedingung, daf? (X; 1,X; 2)=(1,Xi 2) in der i-ten Bahn von L auf
2-Mengen von V liegen soll. Desweiteren kann man mit (3.24 b) z.B. (1,1 2) festlegen, da
NS7(Z7) = AG,(7) zweifach transitiv ist. Ebenso kann man z.B. x; 4=3 festlegen da

N57(ZS) > AG,(5) auch zweifach transitiv auf den Spalten 3 bis 7 ist. Damit hat man
schon folgendes Aussehen von X erzwungen:

1 7 2 3 L
X=1 3/6 2 L
1 4/5 2 L

Den Rest erledigt ein Computer in einem Augenblick und man erhalt X:
17 2 3 46 5
X= 1 2 4 5
1 2 6 7

3 7 6
4 3 5



Anaog kann man auch ein A:=PA4(4,8,8) mit A=Z27XZs gewinnen.

Auch wenn jeweils nur Teile des zu konstruierten PA dieselbe Nebenklassenkonstruktion
verwenden, kann man das bisher gesagte verwenden.

(3.27) Beispiel Wir suchen A:=PA5(2,v,v) v gerade, G regulér auf den v-1 Punkten
{0..v-2} und mit einem Fixpunkt co. Ansatz A:=GOGoG, oS, (G kann as Glg,G
interpretiert werden wobei die vielfachen Zeilen zu einer zusammengefaldt werden. Ist v
Primzahl, so ist das aus der AGL,(v) erhaltene PA»(2,v,v) von dieser Form, mit
G={t-atladF*}und o=(t-t+1) ). Seien Bg..B,.1 die Bahnen von G auf den
(ungeordneten) Tupeln (diese sind alle reguléar fur v gerade), By die Bahn, die den
Fixpunkt von G enthdlt. In G kommt in der Bahn B; von Spalten ein Vertreter derselben
Bahn B; der Eintrége vor.

Da G den Fixpunkt nicht bewegt, mul3 gelten ag(c0)zco. Da G von beiden Seiten operiert,
hat o 0.E. die Form (0,%)0’, o' OSy-2.Man sieht, daf? die Bedingung fur die Bahn der
Spalten Bg, sowie fir die Anzahl des Vorkommens des Vertreters von By der Eintrége in
allen Bahnen von Spalten erfillt ist. Man sucht also ein o', so dal3 in jeder Bahn von Spalte

B;i ein Vertreter von der Bahn Bj einmal vorkommt, falls i=j und 2 mal sonst fir 1<i,j<v-1.

An diesem Punkt kann man mit einem Computerprogamm ¢' suchen. Da nach

Konstruktion G auf den Saplten der so erhaltenen PA operiert erhdt man nach (3.13) auch
APA,(2,v-1,v). Ist v keine Primzahlpotenz, so fuhrt die Konstruktion fir v=6 und v=12

zum Erfolg. Ist vOO{10, 14, 18, 20} so existiert kein solches PA>(2,v,v). Fir
G:=<(0,1,...,v-2)> erhadlt man die folgenden Ergebnisse:

Fall v=6:
01 0 o1 3 2 4
0= 0 o1 3 4 2
03= 0 o1 4 2 3
04= 0 0o 2 3 1 4
Os= 0 o 2 4 3 1
0= 0 0o 3 1 2 4
07— 0 0o 3 2 4 1
Og= 0 o 4 1 3 2
Og= 0 o 4 2 1 3
O 0 0o 4 2 3 1
Fall v=12:
01—
01= 0 o 3 8 9 1 4 2 61 5 7
0
0> 0 o 4 6 1 5 9 71 2 3 8
0
03 0 o 7 51 6 2 4 1 9 8 3
0
04 0 o 8 3 21 7 9 5 1 6 4

Ubrigens erzeugen G und o3 bzw. G und a4 eine Mathieugruppe M 1.
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Die fur die Beispiele verwendeten Programme befinden sich im Anhang, ebenso weitere
mit dem Computer gefundene (A-)PA.
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4 Spezielle Konstruktionen fr den Fall t=2

4.1 Produktkonstruktionen

In der Literatur, die sich mit Konstruktion von PA befaldt, wurde meist der Fall t=2, A=1
behandelt. Das Haupthilfsmittel neben der PBD-Konstruktion (2.23), ist dabei oft die
“indirect singular Product”-Konstruktion gewesen, die hier in Anlehnung an [20]
dargestellt wird.

(4.1) Definition Ein OAz(2,k,v) bzw. PA;(2,k,v) A enthalt einenunter-OA 1(2,k,u)
bzw. unter-PA;(2,k,u) B, falls es die Einschrankung von A auf eine gewisse
Zeilenmenge ist.

(4.2) Definition Ein Incomplete Array IA(k;V,U) ULV ist eine (nicht injektive)
(k,V)-Matrix A, so dal3 in jedem Paar von Spalten jedes geordnete Paar aus (VxV)-(UxU)
genau einmal vorkommt (fur |U|=0 erhalten wir ein OA;(2,k,V)).

Damit erhd@t man unmittel bar

(4.3) Bemerkung Sei A ein OA1(2,k,V) mit unter-OA;(2,k,U) B, so ist A-B ein IA(k;V,U).
Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht.
(4.4) Definition Seien A =();ny, B =(b;);y 1x|J| Matrizen. Definiere:
AUOB= (cj)jymit c; =(a,b;)
Dies ist eine 1x|J| Matrix geordneter Paare. IStA =(a;)inps B=(0j)imxpg SO
definiere:
AOB= UA(®YD B(k).

ial
kK

(4.5) Satz (indirect singular Product)
Existieren:

1) en PA1(2,k,V1),

2) einPA;(2k,v2) mit einem unter-PA;(2,k,v3),

3) einlA(kve-a,vza),

4) ein PAy(2kvi(vs-a)+a),
so existiert ein PA;(2,kvi(vo-a)+a), das ein unter-PA;(2,kvi(vs-a)+a) enthalt. Ist
(vo-a)>(vza)*(k-1), so existiert ein PA{2,k,v1(v»-a)+a), das ein unter-PA;(2,k,v1) enthalt.
Falls das PA;(2kyvi(vz-a)+a) ein unter-PA;(2k\Vv3) enthalt, so gibt es ein
PA;(2,k,v1(vo-a)+a), das ein unter-PA;(2,k,v2) enthalt, das wiederum ein unter-PA;(2,k,v3)
enthalt.

Zusatz a) Wenn eine Gruppe R auf den Spalten der PA bzw. des |A aus 1),..,4) operiert,
dann auch auf dem"Produkt", und dessen unter-PA.
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b) Wenn die PA aus 1), 2) und 4) komplementierbar sind, dann auch das "Produkt”, und
dessen unter-PA.

c) Wenn die PA aus 1), 2) und 4) APA sind, dann auch das "Produkt”, und dessen
unter-PA.

Beweis. Sei A={aDb,..} mit |A|=(v2-v3), Q={0a,B,...} mit|Q[=(vz-a), F={c0;
und V1={1,2,..v1} mit |V1|=v; .Sei
01 L 10
T:=M M7
On L qullxk
X:=IA(GAD Q)OPA(2,k V1)
Y'=(PA1(2kA MO F)-PA(2kQOF)OT
Z=PA1(2,k,FO(QxV1)).
Sei Y die Matrix, die man aus Y' erhdlt, indem man jedes Paar (0,,j) durch das
entsprechende Element oo, ersetzt, dann ist W:=X+Y+Z ein PA1(2,k,v1(vo-a)+a) auf der
Menge der Eintrage FI ((Q O A)xV ). Die nachfolgende Tabelle zeigt, welches Paar von

Eintrdgen in X,Y bzw. Z steht. In ihr kann man nachprifen, dal3 jedes Paar genau einmal
vorkommt (m,n bezeichnen Elemente aus V).

{(am),(an)} m#n X
{(am),(b,n)} m#n,azb X
{(@m),(a,n)} m#n X
{(@m),(bm)}  a*b Y
{co,(an)} Y
{(@m),(a,m)} Y
{(a,m),(a,n)} m#n Z
{(a,m),(B,n)} m#n,aZ£3 Z
{(a,m),(Bm)} o Z
{ oo, (a,)} Z

Nun betrachten wir die unter-PA in W.
Z ist ein unter-PA1(2,k,v1(v3-a)+a).

Ist (vo-a)>(vz-a)* (k-1), so gibt esin den IA(k;A[Q ,Q) eine Zeile B', deren Elemente
alle aus A sind. Durch Vertauschen der Elemente und der Spalten kann man ein
IA(k;AQ ,Q) erhalten, das eine Zeile B der Form [a..a] enthdlt fir ein alJA. Dann ist
BOPA1(2,k,v1) en unter-PA1(2,k,v1).

Falls das unter-PA1(2,k,v1(v3-a)+a) ein unter-PA1(2,k,v3) enthélt, so verwende man es
0.E. als das in der Konstruktion verwendete PA1(2k,FO(Qx1)). Sei
U=(PA1(2k, AQO F\WPA1(2kQOF)O(1..1), und sei U die Matrix, die man aus U’
erhalt, wenn man jedes Paar (o,,j) durch das entsprechende Element oo, ersetzt. Dann
ist U+PA1(2,k,F 0 (Qx%1)) ein unter-PA1(2,k,v») das ein unter-PA4(2,k,v3) enthélt.

Zusatz Ich beweise hier nur, daf3 das Produkt die geforderten Eigenschaften hat. Mit
Hilfe der dadurch gelieferten Hinweise Uberlegt man sich leicht, daf3 das auch fur die
unter-PA gilt.



a)

b)

R operiert auf den Spalten zweier Matrizen A,B, d.h. mit A(i) ist auch A(i)' fur rOR
eine Zeilevon A, analog fur B. Damit ist auch (A(i)OB(j))=(A(i)'OB(j)") wieder eine
Zeile von AIB, also operiert R auf den Spalten von ALIB, und somit auf dem obigen
X. Klarerweise operiert R auf A-B. Da jede Gruppe auf den Spalten von T operiert,
operiert R damit auf Y'=(A-B)OT. Benennt man nun einen Teil der Eintrage um, so
operiert R klarerweise weiterhin auf den Spalten, damit operiert R auf Y. Auf Z
operiert R nach Voraussetzung, damit auch auf W=X+Y +Z.

Wie man sich leicht Uberzeugen kann, funktioniert die obige Konstruktion genauso,
wenn man alle auftretenden PA durch entsprechende OD ersetzt. Man komplettiere
die gegebenen PA zu OD und fuhre obige Konstruktion durch. Das so erhaltene OD
enthalt nach Konstruktion das gesuchte PA, also ist dieses komplementierbar.

Sei abOFO((QOA)X%V,), A die Teilmatrix von W, die aus allen Zeilen besteht, die

{ab} enthaten. Nach Konstruktion liegt A dann vdllig in einem der Teile X,Y oder Z.
Zu zeigen: In jeder Spalte von A kommt a gleich oft vor. Liegt A in Z, so ist dies
erfullt, da Z ein APA ist. Auch in Y folgt dies direkt aus der APA-Eigenschaft des
APA1(2k,AQO F), wenn man diese einzeln fur jedes mogliche Urbild {a,b} von
{ab} unter Y'Y anwendet, denn {&,b'} liegt nicht im unter-APA1(2,k,Q 0F), sonst
lage {a,b} nicht in Y und durch die Tensorierung mit einer Zeile von T erhdt man
konstante erste Komponenten in jedem Eintrag. Liegt A in X, sel a- a die
Einschrénkung des Tensorproduktes auf die zweite Komponente. Die Zeilen des
APA1(2,k,\V1), die{a,b} enthalten, bilden eine Untermatrix A". In diesen kommt &' in
jeder Spalte gleich oft vor (APA). Da A in X liegt, gibt es zu jeder Zeile A'(i) von A’
eine Zeile 1A des IA(K;AQ ,Q), sodald A = UIAA'(i) A" (i), also kommt ain
|

jeder Zeile von A gleich oft vor (& wird in den Zeilen, die zu A gehéren, nur zu a
erganzt, da 1. ain jeder Zeile von A nach Konstruktion vorkommt und 2. die zweite
Komponente des Tensorproduktes injektiv ist, daes ein PA ist.). DaW ein PA, reicht
die Aussage "a kommt in jeder Zeile von A gleich oft", denn man kann dann die
Anzahl des Vorkommens bestimmen. Dies ist eine Konstante, unabhangig von {a,b}.
Alsoist WenAPA. [

Es ergeben sich unmittelbar folgende Speziafélle aus (4.5).

(4.6) Folgerungen

xa) Fir vz=a erhalten wir das direct singular Product:

Existieren
1)  PAz(2kVvi)
2)  PA1(2,kvo) mit einemunter PA;(2,k,v3)
3)  OA;z(2,kvzvy,

so existiert ein PA;z(2,k,vi(v>Vv3+Vvs3), das ein unter-PA;(2,k,v,) enthalt, das
wiederum ein unter-PA;(2,k,v3) enthélt, als auch ein unter-PA;(2,k,v1).

b) Fir vs=a und sind die vorkommenden PA komplementierbar, so erhalten wir:

Existieren
l) PA1(2,k,V1)
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2)  PA;z(2,kVvo) mit einemunter PA;(2,k,v3)
so existiert ein PA;(2,k,vi(v>v3a+Vv3), das ein unter-PA;(2,k,v,) enthalt, das
wiederum ein unter-PA;(2,k,v3) enthalt, als auch ein unter-PA;(2,k,v;). Alle
diese sind komplementierbar.

¢) Fur vs=a=0 erhalten wir:
Existieren
1)  PAz(2kvi)
2)  PA;1(2kVy)
3) OAi(2kvy),

so existiert ein PA1(2,k,v;v2), das sowohl ein unter-PA;(2,k,v>), als auch ein
unter-PA;(2,k,v;) enthalt.

d) Ist vs=a=0 und sind die vorkommenden PA komplementierbar, so erhalten wir:
Existieren
1) PA1(2,k,V1)
2) PA1(2,k,V2),

so existiert ein PA1(2,k,vv2), das sowohl ein unter-PA;(2,k,v>,), als auch ein
unter-PA;(2,k,v;) enthalt. Alle diese sind komplementierbar.

(4.7) Folgerungen

Sel q;...0e=V die Zerlegung von v in Primzahlpotenzen mit q;.<...<(e, dann gibt es ein
PA1(2,C]1.,V)

Insbesondere existieren

PA;(2,3,v) fur alle ungeraden v=3

PA;(2,4,v) fur alle ungeraden v>4 und falls nicht 3 genau v teilt.

PA5(2,4,v) fur alle v>4 und falls nicht 2 oder 3 genau v teilen.

PA;(2,5,v) fir alle ungeraden v=5 und falls nicht 3 genau v teilt

Beweis: Die PA1(2,k,g;) sind komplementierbar (siehe (3.12)). Verwende (4.6 d) oder
(2.23) mit dem 2-(v.{t4,.--,0e} ,1). O

(4.8) Beispid Ein PA1(2,5,v), das durch die obige Folgerung nicht erfal3t wird, erhdt man
z.B. fur v=111=3+*37. Da wir in (3.12) gesehen haben, da’ die PA1(2,k,q) (q
Primzahlpotenz) komplementierbar sind und ein (unter-)PAy(2,k,v) fir v<k die leere
Matrix ist (2.5 @), erhalten wir mit (4.6 b) ein PA1(2,5,111) indem wir v1=5, v,=23 und
v3=1 setzen, da 111= 5(23-1)+1.

4.2 (nested) Steiner n-Cycle Systems

(4.9) Definition Ein n-Zykelsystem CSv,n) der Ordnung v, CS(v,n) ist eine
Partition der Kantenmenge des vollstandigen Graphen K, auf v Punkten in Kreise der
Lange n. Ein CY(v,n) ist nested, falls man zu jedem Kreis einen Punkt (aus K,)
hinzufiigen kann und eine Partition der Kanten des 2K, in Rader mit Speichen erhélt,
wobel der Kreisdie Felge und der zusatziche Punkt die Nabe ist
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Ein Steiner n-Zykelsystem der Ordnung v, SCSv,n) ist ein Cv,n) mit der
zusétzlichen Eigenschaft, dafd fur jedes k, 1<k<n/2 gilt: jedes Paar von Punkten hat die
Distanz k in genau einem Kreis.

(4.10) Bemerkung Existiert ein nested CSv,n), dann ist v=1(mod 2n)

Beweis: Dadie Kreise eines CS(k,v) eine Partition der Kanten des K,, sind, so kommt jede
Ecke in diesen Kreisen gleich oft vor. Da die Kanten der Réder eine Zerlegung des 2K,
sind kommt jede Ecke as Nabe gleich oft vor. Sel diese Zahl gleich t. Deshalb gilt v+t=#

der Rader =1/n E%%also t=(v-1)/2n damit v=1(mod 2n). O

(4.11) Satz Ein SCY(v,n) ist aquivalent zu einem PA;(2,n,v), auf dessen Spalten eine
zyklische Gruppe der Ordnung n operiert.

Beweis. Man ordne jeden Kreis eine Zeile des PA und deren zyklischen Bilder zu. Eine
Kante entspricht einem Paar von Eintrégen. Diese liegt in einem Kreis, falls sie in der
zugehorigen Nebenklasse des PA liegt. Die "Steiner Bedingung” liefert gerade, dal3 jedes
Eintragspaar genau einmal in jedem Spaltenpaar vorkommt (Injektivitéat der Zeilen folgt
aus der Konstruktion). Die Konstruktion in der umgekehrten Richtung ist offensichtlich. [

(4.12) Definition Ein zyklisches PA heilét nested, falls das zugehorige SCS nested ist,
ein nested PA;(2,k,v) &M% sich zu einem PA;(2,k+ 1,v) erweitern.

(4.13) Satz (Theorem 2.1 [10]) Ist k ungerade v prim und v=1(mod 2k) so existiert ein
nested APA;(2,k,v)

Beweis. Siehe (3.15 @). Dak ungerade ist die Bedingung v=1(mod 2K) aquivalent zu k und
v ungerade und v=1(mod k). Fir die zusatzliche Spalte der nested Erweiterung nehme zu

K in (3.15a) noch {0} hinzu. Man Uberzeugt sich leicht, da3 das damit erhaltene
PA1(2,k+1,v) die gewlinschte Eigenschaft hat. [

Eine weitere Besonderheit des Falles t=2 ist, dal? es den Satz von Wilson gibt, der besagt,
dai3 die notwendigen Bedingungen fir die Existenz eines 2-(v,K,1) fur gentigend grofie v
auch hinreichend sind. Genauer:

(4.14) Satz (Wilson [33]) Sei KOIN. Definiere: a(K):=ggt(k-1|kCK), B(K):=
got(k(k-1)|kJK). Dann gibt es ein ckx UIN, so da® aus v=ck, (v-1)=0(moda(K)) und
v(v-1)=0(mod3(K)), die Existenz eines 2-(v,K,1) folgt.

Mit dem Satz von Wilson und der PBD-Konstruktion lassen sich viele Aussagen Uber
PA(2,k,q) und APA(2,k,q) die man fir Primzahl potenzen q hat, auch fir gentigend grof3e v
zeigen, z.B: Satz (4.16). Fur den Beweis bendtigen wir noch folgenden

(4.15) Bemerkung (Lemma 3.4 [10]) Fur jedes gerade m [JIN gibt esp und q fur diegilt,
p=0=1(mod m) und ggt( p(p-1), q(c+1) )=m.

Beweis Nach Dirichlet's Satz Giber Primzahlen in arithmetischen Progressionen kann man
p=m+1(mod m2) wahlen beachte dann gilt sowohl p=1(mod m) als auch (p-1)/m
=1(mod m). Somit ist ggt(p(p-1)/m,m)=1, damit 183 sich nach dem Chinesischen Restsatz
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ein r JIN wahlen mit r=1(mod m) und r=-1(mod p(p-1)/m). Wieder mit dem Satz von
Dirichlet 1813 sich g so wahlen, dal3 g=r(mod p(p-1)), damit ist g=1(mod m). Es bleibt noch
2u zeigen, daB ggt( p(p-1), a(G 1) )=m. |
Es sind g=r=-1(mod p(p-1)/m), damit ist q(g-1)=2(mod p(p-1)/m), aber es ist
p=(p-1)/m=1(mod m) also p(p-1)/m ungerade. Damit ist ggt( q(g-1), p(p-1)/m )=1. Wegen
g=1(mod m) ist dann ggt( p(p-1), q(¢+1) )=m. O

(4.16) Satz (Theorem 3.5 [10]) Fur jedesungerade v CJIN gibt esein c, UIN, so daf3 fur
v>c,. gilt : Es gibt ein nested APA;(2,k,v) genau dann wenn v=1(mod 2k).

Beweis: nach Bemerkung (4.15) gibt es Primzahlen p,q, so dal3 p=g=1(mod 2k) und
gat( p(p-1), q(g-1) )=2k. Nach dem Satz von Wilson gibt es dann ein ¢ so dai fur alle
v>c,. es dann ein 2-(v,{p,q},1) gibt wenn v=1l(mod 2k) (da a(K)=B(K)=2k). Da
p,g=1(mod 2k) Primzahlen gibt es nach (4.13) nested APA1(2,k,p) und nested
APA1(2,k,g). mit (2.23) ehalten wir dann ein APA1(2,k,v). Bemerkung (4.10) besagte, dal3
die Vorrausetzung v=1(mod 2k) notwendig ist. O

In [23] werden alle nested SCS(v,3) die die notwendige Bedingung erfllen konstruiert. In
[19] werden alle moglichen SCS(v,5) konstruiert. Diese existieren genau fur v=1,5 (mod

10) aulRer im Fall v=15, wo kein solches existiert.
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Anhang A pg(t,k,v) flr kleinet

Mo(t, v) fur t=2...8

Ho(2, V)| v (mod

1 1

2 0

Ho(3, V)| v (mod

3)
1 2
3 0,1
Ho(4, V) [ v (mod 12)
1 3,11
2 59
3 7
4 0,26,8
6 1
12 [4,10
Ho(5, V) v (mod 20)
1 4,19
2 9 14

5 0,378, 11,12, 15, 16

10 |1,2,5,6,10,13, 17,18

Ho(6, V) v (mod 60)
1 5, 29, 35, 59
2 20,44
3 9, 15, 19, 25, 39, 45, 49, 55
4 14, 50
5 11, 17, 23,41, 47,53
6 0,4, 24,40
10 |8,32 56

12 |10, 30, 34,54

15 |[1,37,13, 21,27, 31, 33, 37,43, 51, 57

20 |2,26,38

30 | 12,16, 28, 36, 48, 52

60 |6, 18, 22,42, 46, 58




56

Ho(7, V) v (mod 105)
1 6, 20, 41, 69, 90, 104
3 34, 55, 76
5 27,48, 62, 83
7 0,5,9, 11, 14, 15, 21, 24, 26, 29, 30, 35, 36, 39, 44, 45, 50, 51, 54, 56, 59, 60, 65, 66,
71, 74,75, 80, 81, 84, 86, 89, 95, 96, 99, 101
15 13,97
21 1,4, 10,16, 19, 25, 31, 40, 46, 49, 61, 64, 70, 79, 85, 91, 94, 100
35 |2,3,8,12,17,18, 23,32, 33, 38, 42, 47, 53, 57, 63, 68, 72, 77, 78, 87, 92, 93, 98, 102
105 |7, 22,28, 37,43,52,58, 67, 73, 82, 88, 103
Mo(8, V) v (mod 280)
1 7,55, 111, 119, 167, 175, 231, 279
2 27, 35,91, 139, 147, 195, 251, 259
4 21,41, 49, 69, 77, 97, 105, 125, 161, 181, 189, 209, 217, 237, 245, 265
5 63, 223
7 15, 31, 39, 47, 71, 79, 87, 95, 127, 135, 151, 159, 191, 199, 207, 215, 239, 247, 255,
271
8 0, 6, 14, 20, 34, 42, 56, 62, 70, 76, 84, 90, 104, 112, 126, 132, 140, 146, 154, 160,
174,182, 196, 202, 210, 216, 224, 230, 244, 252, 266, 272
10 |83, 203
14 |11, 19, 51, 59, 67, 75, 99, 107, 115, 131, 155, 171, 179, 187, 211, 219, 227, 235, 267,
275
20 |[13,133, 153, 273
28 |1,5,9, 17, 25, 29, 37, 45, 57, 61, 65, 81, 85, 89, 101, 109, 117, 121, 129, 137, 141
145, 149, 157, 165, 169, 177, 185, 197, 201, 205, 221, 225, 229, 241, 249, 257, 261
269, 277
35 | 23,103, 143, 183, 263
40 |28, 48,98, 118, 168, 188, 238, 258
56 |2, 4,10, 12, 16, 22, 24, 26, 30, 32, 36, 40, 44, 46, 50, 52, 54, 60, 64, 66, 72, 74, 80,
82, 86, 92, 94, 96, 100, 102, 106, 110, 114, 116, 120, 122, 124, 130, 134, 136, 142,
144, 150, 152, 156, 162, 164, 166, 170, 172, 176, 180, 184, 186, 190, 192, 194, 200,
204, 206, 212, 214, 220, 222, 226, 232, 234, 236, 240, 242, 246, 250, 254, 256, 260,
262, 264, 270, 274, 276
70 | 3,43,123, 163, 243
140 | 33,53, 73,93, 113, 173, 193, 213, 233, 253
280 |8, 18, 38, 58, 68, 78, 88, 108, 128, 138, 148, 158, 178, 198, 208, 218, 228, 248, 268,
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Ms(t, k,v) flr t=2...4, s=1..t

H1(2, K, V)| (k, v) (mod 2)
1 1, 1)
2 sonst
(3, Kk, V) (k, v) (mod 6)
1 (2,2),(5,2),(5,5)
2 (2,5)
3 (k, 0), (k, %), (1,v), (3,Vv), (0,2),(2,4), (4,2),(5,1), (5, 3)
6 (0,1),(0,3),(0,5),(2,1),(2,3),(4,1),(4,3), (4,5)

H3(3, K, V)=H2(3, k, v)=H1(3, k, V)

u1(4’ k’ V)

(k, v)

1

(3,3),(7,3),(11, 3), (11, 11) (mod 12)

2 (1,3),(1,9),(3,9),(53),(5,5), (59, (5 11), (7,9), (9,3, (9,9), (11, 5), (11, 9)
(mod 12)

3 (3,7),(3,11),(7,7),(7,11), (11,7) (mod 12)

4 (v, 0), (0, 3), (2,2, (2,3),(2,5), (4,3), (5 2 (mod®6)

6 (1,1),(1,5),(1,7,(,11),(3,1),(3,5),(5,1), (5,7, (7, 1), (7,5), (9, 1), (9, 5,
(9,7),(911),(11,1) (mod 12)

12 (k, 4), (0, 1), (0, 2),(0,5), (1, 2), (2, 1), (3,2, (4,1), (4, 2, (4,5), (mod6)

H2(4, Kk, V) (k, v)

1 (3,3), (11, 3), (11, 11) (mod 12)

2 (3,9),(5,3), (5,5, (59, (5 11), (9, 3),(9,9), (11, 5), (11,9 (mod 12)

3 (3,7),(3,11),(7,3),(7,7),(7,11), (11, 7) (mod 12)

4 (0,0),(0,3),(2,0), (2 2),(23),(2,5),(3,0), (5 0), (5 2) (mod6)

6 1,1),(1,3),(1,5,(1,7,(1,9), (1,11, 3,1, (3,5, (5, 1,(5,7, (7,2, (7,5),
(7,9),(9,1,(9,5),(9,7), (9, 11), (11,1) (mod 12)

12 (k, 4), (4,v), (0, 1), (0, 2) (0,5), (1,0), (1, 2), (2,1), (3,2) (mod 6)

U4(4' k! V):H3(4, k! V):H2(4' k! V)



H1(5’ k’ V)

(k, v)

v=4, 24 (mod 60) und k=4 (mod 5) ; v=19, 39 (mod 60) und k=19 (mod 20) ;
v=44 (mod 60) und k=14 (mod 15) ; v=59 (mod 60) und k=59 (mod 60)

2 v=9, 49 (mod 60) und k=9 (mod 10) ; v=14 (mod 60) und k=14 (mod 15) ;
v=19, 39 (mod 60) und k=9 (mod 20) ; v=34, 54 (mod 60) und k=4 (mod 5) ;
v=59 (mod 60) und k=29 (mod 60)
3 v=44 (mod 60) und k=4, 9 (mod 15) ; v=59 (mod 60) und k=19, 39 (mod 60)
4 v=9, 19 (mod 30) und k=4 (mod 10) ; v=29 (mod 30) und k=14 (mod 30)
5 v=0, 4 (mod 12) ; v=3, 7 (mod 12) und k=3 (mod 4);
v=8 (mod 12) und k=2 (mod 3) ; v=11 (mod 12) und k=11 (mod 12)
mit Ausnahme der Werte (k,v) fur die pi(5, k, v)=1
6 v=14 (mod 60) und k=4, 9 (mod 15) ; v=29 (mod 60) und k=9, 19 (mod 30) ;
v=59 (mod 60) und k=9, 49 (mod 60)
10 v=1, 9 (mod 12) und k=1 (mod 2) ; v=2 (mod 12) und k=2 (mod 3) ;
v=3, 7 (mod 12) und k=1 (mod 4) ; v=6, 10 (mod 12) ;
v=11 (mod 12) und k=9 (mod 12)
mit Ausnahme der Werte (k,v) fur die p(5, k, v)=2
12 v=29 (mod 30) und k=4, 24 (mod 30)
15 v=8 (mod 12) und k#0 (mod 4) ; v=11 (mod 12) und k=3, 7 (mod 12)
mit Ausnahme der Werte (k,v) fur die gy (5, k, v)=3
20 =1, 3 (mod 6) und k=0 (mod 2) ; v=5 (mod 6) und k=2 (mod 6)
mit Ausnahme der Werte (k,v) fur die py(5, k, v)=4
30 v=2 (mod 12) und k%2 (mod 3) ; v=5 (mod 12) und k=1, 3 (mod 6) ;
v=11 (mod 12) und k=1 (mod 6)
mit Ausnahme der Werte (k,v) fur die py(5, k, v)=6
60 v=5 (mod 6) und k=0, 4 (mod 6)

mit Ausnahme der Werte (k,v) fur die uy(5, k, v)=12
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U2(51 k! V)

(k, v)

v=4 (mod 60) und k=4, 19 (mod 20) ; v=19 (mod 60) und k=19 (mod 20) ;
v=24 (mod 60) und k=24, 39, 44, 59 (mod 60) ; v=39 (mod 60) und k=39, 59(mod 60)
v=44 (mod 60) und k=44, 59 (mod 60) ; v=59 (mod 60) und k=54 (mod 60) ;

v=4 (mod 60) und k=9, 14 (mod 20) ; v=9 (mod 60) und k=9, 29 (mod 30) ;

v=14 (mod 60) und k=14, 29 (mod 30) ; v=19 (mod 60) und k=9 (mod 20) ;

v=24 (mod 60) und k=9, 14, 29, 54 (mod 60) ; v=29 (mod 60) und k=29 (mod 30) ;
v=34 (mod 60) und k=4 (mod 5) ; v=39 (mod 60) und k=9, 29(mod 60) ;

v=44 (mod 60) und k=14, 29 (mod 60) ; v=49 (mod 60) und k=9 (mod 10) ;

v=54 (mod 60) und k=9, 14, 24, 29 (mod 30) ; v=59 (mod 60) und k=59 (mod 60)

v=24 (mod 60) und k=4, 19 (mod 60) ; v=39 (mod 60) und k=19 (mod 60)
v=44 (mod 60) und k=4, 19, 24, 39 (mod 60) ; v=59 (mod 60) und k=19, 59 (mod 60)

v=9 (mod 30) und k=14, 24 (mod 30) ; v=19 (mod 30) und k=4 (mod 10) ;
v=29 (mod 30) und k=14 (mod 30)

v=0,4 (mod 12) und k=0, 3, 8, 11 (mod 12); v=4 (mod 12) und k=4, 7 (mod 12);
v=7 (mod 12) und k=3 (mod 4) ; v=3 (mod 12) und k=3, 11 (mod 12) ;

v=8 (mod 12) und k=8, 11 (mod 12) ; v=11 (mod 12) und k=11 (mod 12)

mit Ausnahme der Werte (k,v) fur die po(5, k, v)=1

v=9 (mod 60) und k=19 (mod 30) ; v=14 (mod 60) und k=4, 9 (mod 15) ;

v=24 (mod 60) und k=34, 49 (mod 60) ; v=29 (mod 60) und k=9, 19 (mod 30) ;
v=39 (mod 60) und k=49 (mod 60) ; v=44 (mod 60) und k=9, 34, 49, 54 (mod 60) ;
v=54 (mod 60) und k=4 (mod 15) ; v=59 (mod 60) und k=9, 49 (mod 60)

10

v=0 (mod 12) und k=2, 5, 6, 9 (mod 12) ; v=1 (mod 12) und k=1 (mod 2) ;
v=2 (mod 12) und k=2, 5 (mod 6) ; v=3 (mod 12) und k=5, 7 (mod 12) ;
v=4 (mod 12) und k=1, 2 (mod 4) ; v=5 (mod 12) und k=5 (mod 6) ;

v=6 (mod 12) und k=0, 2 (mod 3) ; v=7 (mod 12) und k=1 (mod 4) ;

v=8 (mod 12) und k=2, 5 (mod 12) ; v=9 (mod 12) und k=3, 5 (mod 6) ;
v=10 (mod 12) ; v=11 (mod 12) und k=5 (mod 12) ;

mit Ausnahme der Werte (k,v) fur die po(5, k, v)=2

12

v=9 (mod 30) und k=4 (mod 30) ; v=29 (mod 30) und k=4, 24 (mod 30)

15

v=0 (mod 12) und k=4, 7 (mod 12) ; v=3 (mod 12) und k=7 (mod 12);
v=8 (mod 12) und k=0, 3, 4, 7 (mod 12) ; v=11 (mod 12) und k=3, 7 (mod 12);
mit Ausnahme der Werte (k,v) fur die px(5, k, v)=3

20

v=1 (mod 6) und k=0 (mod 2) ; v=3 (mod 6) und k=0, 2 (mod 6) ;
v=5 (mod 6) und k=2 (mod 6)
mit Ausnahme der Werte (k,v) fur die ux(5, k, v)=4

30

v=0 (mod 12) und k=1, 10 (mod 12) ; v=2 (mod 12) und k=0, 1 (mod 3) ;
v=3 (mod 12) und k=1 (mod 12) ; v=5 (mod 12) und k=1, 3 (mod 6) ;

v=6 (mod 12) und k=1 (mod 3) ; v=8 (mod 12) und k=1, 6, 9, 10 (mod 12) ;
v=9 (mod 12) und k=1, 7 (mod 12) ; v=10 (mod 12) und k=1, 9 (mod 12) ;
mit Ausnahme der Werte (k,v) fur die px(5, k, v)=6

60

v=3 (mod 6) und k=4 (mod 6) ; v=5 (mod 6) und k=0, 4 (mod 6)
mit Ausnahme der Werte (k,v) fur die p(5, k, v)=12

U5(5’ k, V):|J4(5! k! V):U3(5’ k, V)ZHZ(S! k! V)
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Anhang B Einige bekannte PA und offene Probleme

In den folgenden Tabellen werden die Satze, Bemerkungen bzw. Beispiele, aus denen sich
die aufgelisteten PA ergeben, durch ihre Nummer gekennzeichnet. Werden bekannte
kombinatorische Strukturen (meist Designs) verwendet, so sind diese mit einem
Literaturverweis versehen. Die mit dem Computer gefundenen PA werden im nachsten

Anhang explizit aufgelistet.

PA mit k=v

Fall t=2
a) Optimale PA

PA]_(Z,q,Q)
PAZ(Z,Q,Q)
PA>(2,6,6)
PA5(2,10,10)

PA5(2,12,12)

b) kleines A

PA q-1/2(2,0+1,0+1)
PA41(2,0+1,0+1)
PA(2,03+1,03+1) mit

—  2(q+1)
A= gat(3,.9+1)

PAz(q_l)(Z,q3+l,q3+1)
PA2q1)(2,+1,0%+1)
PA(q_l)(Z,q?+l,q2+l)
PA|v-1(2,v+1v+1)
PAg(2,14,14)
PA4(2,15,15)
PAg(2,18,18)
PA1g(2,20,20)
PAgs(2,21,21)
PA2(2,24,24)
PA4(2,26,26)
PA4(2,28,28)
PA14(2,30,30)
PA31(2,33,33)
PA2304(2,36,36)
PA15(2,38,38)
PAxy(2,42,42)
PAg(2,50,50)

PA 14(2,65,65)
PAg(2,82,82)
PA16(2,126,126)
PAg2(2,1025,1025)

g ungerade Primzahlpotenz (3.12)

g=2f (3.3 )

gefunden in [8] Konstruktion siehe auch (3.19) und (3.27)
erstmals gefunden vom S.Black mittels simulated
Anealing. Konstruktion siehe auch Abschnitt 3.2
Konstruktion (3.27)

g=1(mod4) Primzahlpotenz (3.18)
g=2f Bemerkung (3.18) bzw, g=3(mod4) PSL(2,q) (3.1)
g>2 Primzahlpotenz (3.3 d) PSU3(Q)

g=3ungerade (3.3 e) R(q)

g=2ungerade (3,3 f) Sz(q)

Vermutung fur g=3,5,7,9 mit Computer gefunden (*)
Aufblasen eines PA|(2,v,v) siehe (2.33 ¢)
(3.18) fur g=13

A7 auf 15 Punkten nach (3.1)

(3.18) fur g=17

(2.33 ¢) fur g=19

PSL(3,4) nach (3.1)

(2.33 ¢) fur g=23

(*) fur g=5

(3.3¢) fur g=3

(3.18) fur g=29

(3.18) fur g=32

Die Gruppe Spg(2) ist 2-fach transitiv auf 36 Punkten (3.1)
(3.18) fur g=37

(3.18) fur g=41

(») fur g=7

(3.3f) fur g=8

(*) fur g=9

(3.3d) fur g=5

(3.3f) fur g=32



PAs,(2,19684,19684)

Fall t=3

a) Optimale PA
PAS(S’q+1’q+1)
PA(3,v,v)
PA3(3,6,6)
PA3(3,7,7)
PA1(3,8,8)
PA3(3,9,9)
PA3(3,12,12)
PA3(3,24,24)
PA3(3,28,28)
PA1(3,32,32)
PA3(3,48,48)

b) kleines A

PA3(3’q+1’q+1)
PA6(3!q+1!q+1)
PAg(3,10,10)
PA4(3,11,11)
PA30(3,13,13)
PAg(3,14,14)
PA72(3,15,15)
PA72(3,16,16)
PA6(3,17,17)
PA5(3,18,18)
PA5(3,19,19)
PA3(3,20,20)
PAs4(3,21,21)

Fall t=4

a) Optimale PA

PA(4,v,v)
PA4(4,8,8)

b) kleines A
PA4(4,9,9)
PA24(4,10,10)
PA24(4,11,11)
PA192(4,12,12)
PA4(4,33,33)

Fall t>4

kleines A
PA(t,v,v)
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(3.3 ¢) fur g=27

0=3,11(mod 12) (3.3 ¢)

fur v<5 &quivalent zu optimalen PA(2,v,v) ()
[15] oder (2.37)

Computer; vergleiche (3.26)
(3.4) AGL(2,7)

[8]

(3.3¢) furg=11

(3.3 ¢) fur g=23

(3.3¢) fur g=27

(3.4) ATL1(32)

(8.3 ¢) fur g=47

g=3(mod4) Primzahlpotenz (3.3 ¢) PSL(2,q)
g Primzahlpotenz (3.3 b) PGL(2,q)
(3.3 b) fur g=9

Computer sieche Anhang C

(2.33 c) mit PA3(3,12,12)

(3.3¢) fur g=13

(2.33 c) mit PAg(3,14,14)

EieA7

(3.3b) fur g=16

(3.3¢) fur g=17

(2.33 c) mit PA3(3,18,18)

(3.3¢) fur g=19

(2.33 c) mit PA3(3,20,20)

flr v<7 aquivalent zu optimalen PA(3,v,v) (2.13 b)
Computer

(3.4) PGL(2,8)

(2.33 ¢) mit PA4(4,9,9)

(3.4 M1y

(3.4) M1, oder (3.33 ¢) mit PA(4,11,11)
(3.4) PrL(32)

far v/ 20 <tist aquivalent einem PA([v/27,v,v) (213 b)



PA(5,10,10)
PA120(5,12,12)
PA360(6,12,12)
PA 2520(6,13,13)

PA2940(8,14,14)

s-PA(t,k,v) mit k<v

(2.33c) mit PA4(5,9,9)

M1, siehe (3.4)

PAg(6,9,9) und vollstandiger Design 6-(12,9,20) und
PA3(3,3,3) (2.30)

PAg(6,9,9) und vollstandiger Design 6-(13,9,35) und
PA12(4,4,4) (2.30)

PA 14(8,9,9) und vollstandiger Design 7-(14,9,21) und
PA10(5,5,5) (2.30)

Steht in der Spalte der optimalen PA der Ausdruck, s..s-PAx(t{k,...k'},v), so soll dies
gelesen werden als: Es gibt ein s-PAy(t,l,v) fur ale ICI{k,..,k'} . Diese sind auch optimal as

u-PA fir dleu=s..s.

0-PA erhdlt man als Restriktion aus allen PA aus Teil 1 (2.111)

Fall t=2

a) Optimale PA

1-PA1(2,k,0)
1-PA,(2,k,q)
1-PA(2,2,v)
1-PA1(2,3v)
1-PA,(2,4,)

1-PA1(2,5,v)
1-PA(2,k,q")

1-PA(2,k,g"+..+g+1)

1-PA(2,k,g3+1)

1-PA(2,{3..6} ,6)
1-PA,(2,{3..5,9},10)
1-PA,(2,{3..6,11},12)
0-PA1(2,5,15)
1-PA1(2,{5,9},19)
1-PA1(2,{5,7,9,11},23)
1-PA1(2,{5,7,9,13,15} ,27)
1-PAA2,7,28)
1-PA1(2,{5,7,9,11,15} ,31)
1-PA1(2,{5,7,9,11} ,43)
1-PA1(2,{5,7,9,11} ,47)
1-PAA2,{5,11} ,56)
1-PAA2,{6,8} ,57)
1-PA1(2,{5,7,9,11} ,59)

k,q ungerade, q Primzahlpotenz k|q oder k|(g-1) (3.15)

k gerade oder g=2f g= Primzahlpotenz (3.3 a)
alev>2(2.26)

dlev=3[20]

alle v=4, Da 3 MOLS fir alle au3er v=6 oder v=10
bekannt, folgt mit (1.11 a) und (3.2) die Existenz der 1-PA
fur alle v auf¥er v=6 oder v=10. Diese siehe Anhang C.
v=1,5(mod10) aulRer v=15[19].

g prim mit 1-PA(2,k,q) und 2-(¢,q,1)[1], fur alle k fir die
ein optimales 1-PA(2,k,q) existiert. (2.23 b)

g prim mit 1-PA(2,k,g+1) und 2-(q°+..+qg+1,g+1,1)[1], fir
ale k fur die ein optimales 1-PA(2,k,g+1) existiert (fur
ungerades n falls k und g ungerade). (2.23)

g prim mit 1-PA(2,k,g+1) und 2-(cg+1,9+1,1)[1], fir alle
k fir die ein optimales 1-PA (2 k,g+1) existiert. (2.23)
siehe (3.19), fur k=4 Computer.

Abschnitt 3.2 und Anhang C

in[9] wird ein OD1(2,6,12) konstruiert und (3.2)

[22]

(3.15)

in AGL(2,23) mit Computer teils auch mit (3.15)

in AGL(2,27) mit Computer teils auch mit (3.15)
PA1(2,7,7) und 2-(28,7,2) [1] siehe(2.23 b)

in AGL(2,31) mit Computer teils auch mit (3.15)

in AGL(2,43) mit Computer teils auch mit (3.15)

in AGL(2,47) mit Computer teils auch mit (3.15)
PA1(2,{5,11},11) und 2-(56,11,2) [1] siehe (2.23 b)
1-PAX2{6,8},8) und 2-(57,8,1) [1] siehe(2.23 b)

in AGL(2,59) mit Computer teils auch mit (3.15)



1-PA(2,5,61)
1-PAA2,6,61)
1-PAA2,6,66)
1-PAA2,11,66)
1-PA1(2,{5,7,9,11,13} ,67)
1-PA1(2,{5,7,9,11,13} ,71)
1-PA(2,9,73)
1-PAA2,6,76)
1-PA1(2,{5,7,9,11,13} ,79)
1-PA1(2,{5,7,9,11,13} ,83)
1-PA(2,7,91)
1-PA42,10,91)
1-PA4(2,{5,7,9,11,13,15},
103)

b) kleines A

1-PA2(2,k,0)
PA (q-1)2(2,k,0+1)

PAq-1(21k1q+l)
PAq-l(Zak,Q"'l)
PAL(2,k,g3+1) mit

—  2(q?+1)
A= got(3,0+1)

PAz(q_l)(Z,k,q3+1)
PAg(q_l)(Z,k,q2+1)
PA(q_l)(Z,k,q?+l)
1-PAN(2,k,gM)

1-PAN(2k,0"+..+q+1)
1-PAN(2,k,g3+1)

1-PA(2,{7,13} ,14)
1-PA42,7,15)
1-PA(2,{7,13},18)
1-PA4(2,5,21)
1-PA2,7,21)
1-PA(2,7,22)
1-PA4(2,{5,13,25} ,26)
1-PA4(2,k,28)
1-PA42,9,33)
1-PA4(2,6,36)
1-PA4(2,13,40)
1-PA42,9,45)
1-PAG(2,{5,7,25,49} ,50)
1-PAg(2,{3,4,27,41,81} ,82)
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19
[PA1(2,6,6) und 2-(61,6,1) [1] siehe(2.23 b)
PA»(2,6,6) und 2-(66,6,1) [1] siehe(2.23 b)
PA1(2,11,11) und 2-(66,11,2) [1] siehe(2.23 b)
in AGL(2,67) mit Computer teils auch mit (3.15)
in AGL(2,71) mit Computer teils auch mit (3.15)
1-PA1(2,9,9) und 2-(73,9,1) [1] siehe(2.23 b)
PA(2,6,6) und 2-(76,6,1) [1] siehe(2.23 b)
in AGL(2,79) mit Computer teils auch mit (3.15)
in AGL(2,83) mit Computer teils auch mit (3.15)
PA1(2,7,7) und 2-(91,7,1) [1] siehe(2.23 b)
[19]
in AGL(2,103) mit Computer teils auch mit (3.15)

(k, g ungerade, g Primzahlpotenz) (3.3 a)

g=1(mod4) Primzahlpotenz k/((q+1)/2) oder k/q ungerade
(3.19

k=2 ungerade, q Primzahlpotenz PSL(2,9) (3.2)

0=2f k/(g+1) oder k/(g-1) ungerade (3.19)

0>2 Primzahlpotenz (3.3 d) PSU3(q)

g=3ungerade (3.3 ) R(q)

q:2ungerade (3.3f) Sz(q)

0=5,7,9 und k/((g2+1)/2) oder k/q2 Computer (*)

g Prim mit 1-PA)(2,k,q) und 2-(q",g+1,1) [1] fur ale k for
dieein 1-PA)\(2,k,q) existiert. (2.23 b)

g Prim mit 1-PA,(2,k,g+1) und 2-(0"+..+g+1,g+1,1) [1]
fur allek fur die ein 1-PA,(2,k,g+1) existiert. (2.23 b)

g Prim mit 1-PA,(2,k,g+1) und 2-(g3+1,g+1,1) [1] fur alle
k fir die ein 1-PA,(2,k,g+1) existiert. (2.23 b)

(3.19) fur g=13

PA1(2,7,7) und 2-(15,7,3) [1] siehe(2.23 b)

(3.29) fur g=17

PA1(2,7,7) und 2-(21,5,3) [1] siehe(2.23 b)

PA1(2,7,7) und 2-(21,7,3) [1] siehe(2.23 b)

PA1(2,7,7) und 2-(22,7,4) [1] siehe(2.23 b)

(*) =5

k=2 (3.3 €) fur g=3

PA1(2,9,9) und 2-(33,9,3) [1] siehe(2.23 b)

PA2(2,6,6) und 2-(36,6,2) [1] siehe(2.23 b)

PA1(2,13,13) und 2-(40,13,4) [1] siehe(2.23 b)

PA1(2,9,9) und 2-(45,9,2) [1] siehe(2.23 b)

(*) =7

(*) a=9



Fall t=3

a) Optimale PA
1..3-PA43 k,g+1)

1..3-PAg3K,q+1)

1..3-PA%3,3,V)
1..3-PA(3,4,)
1..3-PA(3,5,6)
1..3-PAH3,5,9M+1)

1..3-PA3,8,16)
1..3-PA4(3,5,4N+1)
1..3-PA(3,5,21)
1..3-PA3,5,22)
1..3-PA43,6,22)
1..3-PA(3,5,25)
1..3-PA4(3,5,25M+1)

1..3-PA(3,6,5'+1)
1..3-PA43,5,30)
1..3-PA4(3,8,7"+1)

b) kleines A

3-PAy(3k,g+1)
3-PA43,k,g+1)
3-PA4(3,5,11)
3-PA15(3,5,13)
3-PA53,5,14)
3-PA43,5,15)
3-PA4(3,5,16)
3-PA15(3,6,16)
3-PA12(3,6,16'+1)

3-PA15(3,7,22)
3-PA12(3,8,22)
3-PA10(3,5,23)
3-PA15(3,7,23)
3-PA16(3,8,23)
3-PA4(3,5,27)
3-PA15(3,6,27)
3-PA4(3,5,29)
3-PAg(3,8,29)
3-PA43,5,31)
3-PA(3,5,32)
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g Primzahlpotenz. q%1,4 (mod 6) oder k%2,5 (mod 6)
(3.30)

g Primzahlpotenz. k, q gerade auf3er g=4(mod 6) und
k=2(mod 6) (3.3¢)

siehe (2.26)

aul3er v=7 siehe (2.24 2)

siehe (2.25)

PA1(3,5,5) und 3-(10,5,3) [12] 3-(9+1,10,1) [1]
siehe(2.23 b)

PA1(3,8,8) und 3-(16,8,3) [12] siehe(2.23 b)

PA1(3,5,5) und 3-(4+1,5,1) [1] siehe(2.23 b)

PA1(3,5,5) und 3-(21,5,3) [12] siehe(2.23 b)

PA1(3,5,5) und 3-(22,5,3) [12] siehe(2.23 b)

PA3(3,6,6) und 3-(22,6,1) [12] siehe(2.23 b)

PA1(3,5,5) und 3-(25,5,3) [12] siehe(2.23 b)

PA1(3,5,5) und 3-(26,5,1) [12] und 3-(25'+1,26,1) [1]
siehe(2.23 b)

PA3(3,6,6) und 3-(5'+1,6,1) [1] siehe(2.23 b)

PA1(3,5,5) und 3-(30,5,3) [12] siehe(2.23 b)

3-PA(3,8,8) und 3-(7+1,8,1) [1] siehe(2.23 b)

g=3(mod 4) Primzahlpotenz (3.3 c)( falls nicht optimal)
g Primzahlpotenz (3.3 ¢) ( fals nicht optimal)
PA1(3,5,5) und 3-(11,5,4) [12] siehe(2.23 b)
PA1(3,5,5) und 3-(13,5,15) [12] siehe(2.23 b)
PA1(3,5,5) und 3-(14,5,5) [12] siehe(2.23 b)
PA1(3,5,5) und 3-(15,5,6) [12] siehe(2.23 b)
PA1(3,5,5) und 3-(16,5,6) [12] siehe(2.23 b)
PA3(3,6,6) und 3-(16,6,6) [12] siehe(2.23 b)
PA1(3,5,17) nach (2.33b) und 3-(16'+1,17,1) [1]
siehe(2.23 b)

PA3(3,7,7) und 3-(22,7,4) [12] siehe(2.23 b)
PA1(3,8,8) und 3-(22,8,12) [12] siehe(2.23 b)
PA1(3,5,5) und 3-(23,5,10) [12] siehe(2.23 b)
PA3(3,7,7) und 3-(23,7,5) [12] siehe(2.23 b)
PA1(3,8,8) und 3-(23,8,16) [12] siehe(2.23 b)
PA1(3,5,5) und 3-(27,5,6) [12] siehe(2.23 b)
PA3(3,6,6) und 3-(27,6,4) [12] siehe(2.23 b)
PA1(3,5,5) und 3-(29,5,5) [12] siehe(2.23 b)
PA1(3,8,8) und 3-(29,8,8) [12] siehe(2.23 b)
PA1(3,5,5) und 3-(315,6) [12] siehe(2.23 b)
PA1(3,5,5) und 3-(32,5,2) [12] siehe(2.23 b)



Fall t=4

a) Optimale PA

2.4-PA15(4,4,V)
1..4-PA15(4,4,5)
1..4-PA44,5,6)
1..4-PA15(4,4,7)
1..4-PAg4,5,7)
1..4-PA15(4,6,7)
1..4-PA15(4,7,8)
0-PAL4,5,9)
0-PA12(4,6,10)
1..4-PAL4,5,11)
1..4-PA15(4,6,11)
1..4-PAL4,5,23)
1..4-PAH4,7,23)
1..4-PAL4,6,27)
1..4-PAL4,5,47)
1..4-PAL4,5,71)
1..4-PAA4,5,83)

b) kleines A

4-PA24(4,k,11)
4-PA16(4,5,12)
4-PA16(4,6,12)
4-PA35(4,6,23)
4-PA 45(4,8,23)
4-PA350(4,9,23)
4-PA1152(4,k,23)
4-PA40(4,5,24)
4-PA 40(4,6,24)
4-PAgy(4,7,27)
4-PAgs(4,7,28)

Fall t=5

a) Optimale PA

.5 PA10(5,5,V)
..5-PA10(5,5,6)
..5-PA10(5,5,7)
..5-PA2y(5,6,7)
..5-PA10(5,5,8)
..5-PA3(5,6,8)
..5-PA15(5,7,8)
..5-PA3(5,7,9)
1..5-PA2(5,8,9)
0-PA(5,5,9)
0-PA10(5,6,10)
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siehe (2.26)

siehe (2.25)

siehe (2.25)

siehe (2.25)

siehe (2.25)

siehe (2.25)

siehe (2.25)

siehe Anhang C

0-PAA4,5,9) siehe(2.33 ¢)

PA>(4,5,5) und 4-(11,5,1) [1] siehe(2.23 b)
PA2(4,5,5) und 4-(11,5,1) [1] siehe (2.33 @)
PA,(4,5,5) und 4-(23,5,1) [1] siehe(2.23 b)
PA3(4,7,7) und 4-(23,7,1) [1] siehe(2.23 b)
PA4(4,6,6) und 4-(27,6,1) [1] siehe(2.23 b)
PA,(4,5,5) und 4-(47,5,1) [1] siehe(2.23 b)
PA>(4,5,5) und 4-(71,5,1) [1] siehe(2.23 b)
PA2(4,5,5) und 4-(83,5,1) [1] siehe(2.23 b)

M11 (3.2)

PAL(4,5,11) und vollst Design 4-(12,11,8) siehe(2.23 3
PA,(4,5.11) siehe(2.33 )

1.4-PA4,5,23) siehe(2.33 d)

1.4-PA44.7.23) siehe(2.33 d)

1.4-PAL4,7.23) siehe(2.33 d)

M11 (3.2)

PAL(4,5,.23) und vollst Design 4-(24,23,20) siche(2.23 &)
PA(4,5.23) siehe(2.33 ¢)

1.4-PA44,6,27) siche(2.33 d)

1.4-PA{4,6,27) siehe(2.33 0)

siehe (2.26)
siehe (2.25)
siehe (2.25)
siehe (2.25)
siehe (2.25)
siehe (2.25)
siehe (2.25)
siehe (2.25)
siehe (2.25)
siehe Anhang C
0-PAA5,5,9) siehe(2.33 ¢)
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2..5-PA1(5,6,12)
2..5-PA1(5,6,24)
1..5-PAg(5,8,24)

1..5-PA(5,7,28)

2..5-PA10(5,6,48)
2.5-PA10(5,6,72)
2..5-PA10(5,6,84)

b) kleines A

5-PA10(5,9,10)
5-PAgo(5,7,12)
5-PA15¢(5,k,12)
5-PAg0(5,6,13)
5-PAgo(5,7,13)
5-PAgy(5,9,24)
5-PAg0o(5,10,24)
5-PA2g00(5,11,24)
5-PA5760(5,k,24)
5-PA10o(5,8,25)
5-PAgy(5,9,25)

Fall t=6

a) Optimale PA

..6-PAg0(6,6,V)
.6-PAg(6,6,7)
..6-PAg(6,6,8)
.6-PA3,(6,7,8)
.6-PA5(6,7,9)
..6-PA3,(6,8,9)
.6-PAg(6,7,10)
.6-PAgo(6,8,10)
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b) doppelt so grof3 als optimal

1..6-PA4(6,9,10)
1..6-PAg(6,9,11)

1..6-PA 12(6,10,11)

2..6-PA12¢(6,9,12)

2..6-PA354(6,10,12)

c) kleines A
6-PA360(6,11,12)
6-PA210(6,9,13)

6-PAga0(6,10,13)
6-PAg0(6,11,13)

PA10(5,6,6) und 5-(12,6,1) [1] siehe(2.23 b)
PA10(5,6,6) und 5-(24,6,1) [1] siehe(2.23 b)
PA5(5,8,8) und 5-(24,8,1) [1] siehe(2.23 b)

PAs(5,7,7) und 5-(28,7,1) [1] siehe(2.23 b)

PA10(5,6,6) und 5-(48,6,1) [1] siehe(2.23 b)
PA10(5,6,6) und 5-(72,6,1) [1] siene(2.23 b)
PA10(5,6,6) und 5-(84,6,1) [1] siehe(2.23 b)

siehe (2.25)
5-PA10(5.6,12) siche(2.33 d)

M1 (32)

5-PA10(5,6,12) vollst Design 4(13,12,6) siehe(2.23 b)
5-PA10(5.6.12) siehe(2.33 )

5-PA5(5,8,24) siehe(2.33 d)

5-PAL(5.8,24) siche(2.33 d)

5-PAL(5,8.24) siehe(2.33 d)

M24 (3.2)

5-PAL(5,8,24) vollst Design 4-(25,24,20) siehe(2.23 b)
5-PAL(5.8,24) siehe(2.33 ¢)

siehe (2.26)
siehe (2.25)
siehe (2.25)
siehe (2.25)
siehe (2.25)
siehe (2.25)
siehe (2.25)
siehe (2.25)

siehe (2.25)
siehe (2.25)
siehe (2.25)
PAg(6,9,9) und vollstandiger Design 6-(12,9,20) (2.23 b)
PAg(6,9,9) und vollstéandiger Design 6-(12,9,20) (2.33 @)

PAg(6,9,9) und vollstandiger Design 6-(12,9,20) und
PA1(2,2,3) (2.30)

PA(6,9,9) und vollstandiger Design 6-(13,9,35) (2.23 b)
PAg(6,9,9) und vollstandiger Design 6-(13,9,35) u (2.33 @)
PAg(6,9,9) und vollstandiger Design 6-(12,9,20) und
PA,(2,2,4) (2.30)
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6-PAgag(6,12,13)

Fall t=7

a) Optimale PA

3..7-PA105(7,7.V)
1..7-PA105(7,7,8)
2.7-PA105(7,7,9)
1..7-PA70(7,8,9)
2..7-PA105(7,7,10)
2..7-PA105(7,8,10)
3..7-PA149(7,8,11)

b) doppelt so grol3 als optimal

1..7-PA4(7,9,10)
1..7-PAg(7,9,11)
2..7-PA14o(7,9,12)
1..7-PA164(7,10,11)
2..7-PA4(7,10,12)
1..7-PA21(7,9,13)

c) kleines A

7-PAgs(7,10,13)
7-PAsggo(7,{ 11..12} ,13)

7-PA20/(7,9,14)
7-PA1570(7,10,14)
7-PA2ouo(7,{11..13} ,14)

Fall t=8

a) Optimale PA
4..8-PA2go(8,8,v)
1..8-PA25¢8,8,9)
2..8-PA5¢(8,8,10)
3..8-PAg(8,8,11)

b) doppelt so grol3 als optimal

1..8-PA1128,9,10)
1..8-PA164(8,9,11)
2..8-PA%4(8,9,12)
1..8-PA259(8,9,13)
1..8-PA33¢(8,10,11)
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PAg(6,9,9) und vollstandiger Design 6-(12,9,20) und
PA3(3,3,4) (2.30)

siehe (2.26)
siehe (2.25)
siehe (2.25)
siehe (2.25)
siehe (2.25)
siehe (2.25)
siehe (2.25)

siehe (2.25)
siehe (2.25)
siehe (2.25)
siehe (2.25)
siehe (2.25)
PA14(7,9,9) und vollstandiger Design 7-(13,9,15) (2.23 b)

PAg(6,9,9) und vollstandiger Design 6-(13,9,35) (2.33 a)
PAg(6,9,9) und vollstandiger Design 6-(13,9,35) und
PA(i,i4)(2.30)

PA14(7,9,9) und vollstandiger Design 7-(14,9,21) (2.23 b)
PA14(7,9,9) und vollstandiger Design 6-(14,9,21) (2.33 @)
PA14(7,9,9) und vollstéandiger Design 6-(14,9,21) und
PA(i,i,5) (2.30)

siehe (2.26)
siehe (2.25)
siehe (2.25)
siehe (2.25)

siehe (2.25)
siehe (2.25)
siehe (2.25)
siehe (2.25)
siehe (2.25)



2..8-PAs748,10,12)
3..8-PA1120(8,10,13)
2.8-PA33¢(8,9,14)
2..8-PA1560(8,10,14)

c) kleines A
8-PA3350(8,{11..13},14)

8-PA30x(8,9,15)
8-PA2355(8,10,15)

Fall t=9

doppelt so grof3 als optimal
4..9-PA504(9,9,v)
1..9-PA1008(9,10,11)
2..9-PA1512(9,10,12)
3..9-PA2016(9,10,13)
2..9-PA»550(9,10,14)
3..9-PA3024(9,10,15)

Fall t=10

doppelt so grof3 als optimal
5..10- PA5040(10,10,V)

siehe (2.25)
siehe (2.25)
PA56(8,9,9) und vollstandiger Design 8-(14,9,6) (2.23 b)
PAs6(8,9,9) und vollstandiger Design 8-(14,9,6) (2.33 @)

PA56(8,9,9) und vollstédndiger Design 8-(14,9,6) und
PA(i,i,5)(2.30)

PA56(8,9,9) und vollstandiger Design 8-(15,9,7) (2.23 b)
PAs6(8,9,9) und vollstandiger Design 8-(15,9,7) (2.33 @)

siehe (2.26)
siehe (2.25)
siehe (2.25)
siehe (2.25)
siehe (2.25)
PA504(9,9,9) und vollsténdiger Design 9-(15,9,1) (2.33 @)

siehe (2.26)

Kleinste offene Probleme

In [6] hat Bierbrauer gezeigt, dal3 die 1-PAy(2,3,5), 1-PA4(2,5,7), 1-PA4(2,7,9) und

2-PA1(3,5,8) nicht existieren. Damit bleiben as kleinste offene Probleme fur den

Fall k=v

PA(2,14,14)
PA1(2,15,15)
PA(2,18,18)
PA3(3,10,10)
PA1(3,11,11)
PA2(4,9,9)
PA15(4,10,10)
PA1(4,11,11)
PA10(5,10,10)
PAs5(5,11,11)
PA30(6,12,12)

Fall k<v, s=0 1-PAA3,5,7)
0-PAA2,5,14) 1-PA4(3,5,8)
0-PA1(2,6,15) 1-PA4(4,4,6)
0-PA43,6,10) 1-PA44,5,7)
0-PAx(5,6,9) 1-PA(5,5,8)
Fall k<v, s=1 Fall k<v, s=2
1-PA4(2,5,9) 2-PAg3,4,7)
1-PA5(2,{6..8},10) 2-PA33,5,7)
1-PAy(2,{7,9} 1) (2-PA3(6,6,9))
1-PA((2,5,13)

1-PA4(2,5,15) Fall k<v, s=3
1-PAy(2,5,17) 3-PA44,5,7)

1-PA4(3,4,7) (3-PAs56(8,8,12))
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Anhang C Explizite Angabe der s-PA, die mit dem
Computer gefunden wurden

1. 0-PA(t, k, v)

PA2(2, v, v) der Form G[OIGoG (siehe auch Beispiel (3.xx)).
Existiert fur v=6 mit:

G=<(0,1,2,34) >.
0=0 o1 3 2 4

for v=12 mit:
G=<()>.
0= 0 o 7 51 6 2 4 1 9 8 3
0
Keine solchen PA existieren fur:
v 0{10,14,18,2¢

PAq.1(2, g2+1, q%+1) der Form LVR in PI'Ly(q2+1)

Diese existieren fur q 0{3,5,7,3 . dabei ist L eine elementarabel sche Gruppe der Ordnung

. . q2 +1
g? und R eine zyklische Gruppe der Ordnung ~+—
Fal g=3:

V:

12345678910
14968251073

Erzeugendevon L:

23156489710
45678912310

Erzeugende von R:
54896710231
Fall g=5

V:

1234567891011121314151617181920212223242526
12201516192117141125 3522181323 4241226 98 610 7
127201517 510 62214211824 3 42512 82613191123 916
121516 7931925 823182111 526 61322 4121024141720

Erzeugendevon L:

2345178910612131415111718192016222324252126
67891011121314151617181920212223242512 3 4526

Erzeugende von R:
13111020 8 723 6171825141521 9192412221626 24351
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Fall g=7

V:
1234567891011121314151617181920212223242526272829 3031323334 353637
3839404142 43444546 47 4849 50

12462639224733243019 3 7212532312338 5404934202944364241 41815 63743172745
3548281650121410 81113 9

121333302043 9 3473149353745192541181027 5284614 6324821 829 38 24 42 26 15 16
23 4364011442234 750173912

1239947462630 620283544152717381141 832 348333750141834 241936 1040 134521
29 7162331494325 5 4421222

122435494410 3475025203042233748211513282614 71839193631 4340341245 61138
322241172733 516 94629 4 8

134713413819 5375049321027452439342918484420 63528302212 3623 11 1640 4 21 26
1443253346 9 2311742 8 715

Erzeugendevon L:

234567191011121314 8161718192021152324252627 282230 313233 34352937 38
39404142364445464748494350

89101112131415161718192021222324252627282930313233343536 37 38 39 40 41 42
43444546474849123456 750

Erzeugende von R:

171532234624 30 927 8372019402511 1322481644 331442 10294547 49 18 3938 2143 31
41283412352636502563471

Den Fall g=9 lasse ich seines Umfangs halber weg.

PA3(3,7,7)

Ein PA3(3,7,7) der Form LVR liefert:
L=<(1,2,3,4,5,6,7)>, R=<(3,4,5,6,7)>

17 2 3 46 5
V=13 2 4 7 6 5
14 26 357
PA4(3, 11, 11)

Ein PA4(3, 11, 11) der Form LVR, der in einer M 11 liegt, liefert:
[=<2416109531187> |L|F11

R=<14257103118 96> |R|=/5
V:
1236111049578
1231175864910
1283964711510
1296831174105
1298104561173
1645928117310
1211895637104
1731192641058
1211541087963
1965112104873
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1210711968453
1791062854113

PA4(4, 8, 8)
Ein PA4(4, 8, 8) der Form LVR liefert:

L=<(2,3,4,5,6,7,8)>, R=<(4,5,6,7,8)>
V:

12345678

21435687

25134687

24613587

26314785

27814635

28416357

28614735

0-PAL(5, 5, 9)

Ein 0-PAy(5, 5, 9) der Form LV liefert:

L=<(3,4,5,6,7)>

V:
12345
13245
13462
13529
31267
31472
31625
37192
35127
35812
31456
34516
34571
34619
34581
36981
36179
38417
35781
38164
23456
23489
32496
36249
23869
34825
32695
37246
23864
32875
37489
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38794
39574
39785
35748
37485

2. 1-PA(t, k, V)

APA>(2, 4, 6)
Ein APA>(2, 4, 6) der Form LV wird geliefert durch:

L=<(1,2,3,4,5)>

V:
1234
1235
1356
3162
1624
6145

APA(2, 4, 10)
Ein OD4(2, 4, 6) insbesondere APA (2, 4, 10) ein der Form LV wird geliefert durch:

L=<(1,2,3,4,5,5,6,7,8,9)>

2134
3128
4183
5176
61910
7142
81105
9157
10169
1108 4

APA1(2, k, q) in der AG2,(q) g3=(mod 4) Primzahlpotenz

Es werden PA gemaf3 (3.11) konstruiert wobei man IR, als Ring und die Quadrate in IRy’

als Halbsystem nimmt. Es ist aso eine Spaltenmenge | zu finden die (3.11) und (3.10 d)
erfullt. Die mit (*) gekennzeichneten Spaltenmengen erfillen diese Bedingungen auch

wenn man sie auf die ersten k (k ungerade) Elemente einschrankt. Es werden hier nur die
Parameter (k,q) aufgefiihrt die sich nicht schon aus (3.15) folgen. Von den hier
angegebenen Mengen | mufl3 man von jedem Element 1 abziehen um die gewdhnliche
Darstellung der Elemente von IRy :{0,1,..., g-1) zu erhalten.

0=11, k=3
I: {1, 2, 3}

=19, k=5
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I: {1,2,3, 4,6}

9=23, k=3, 5, 7
I: {1,2,6,3121016} (*)
k=9
I: {1,2,3,4,6,12, 14, 16, 22}

=31, k=3,.., 9 (ungerade)

I: {1,2,4,3,13,8,27,20,28 (*)
k=11

I: {1,2,3,4,5,7,9, 13, 17, 18, 25}

=43, k=3,.., 9 (ungerade)
I: {1,2,3,5,13,7,6, 10,43} (*)
k=11
I;, {1,2,3,4,5,6,7, 11, 24, 27, 40}

=47, k=3,.., 11 (ungerade)
I: {1,2,6,3,40,17,2315,44,8,21} ()

g=59, k=3,..,11 (ungerade)
I: {1,2,3,4,9,5,12, 26, 48, 47, 25} (*)

0=67, k=3,...,13 (ungerade)
I: {1,2,3,5,12,50, 21, 56, 29, 40, 51, 41, 43} (*)

g=71, k=3,.., 13 (ungerade)
I: {1,2,8,3,23,5, 24, 25, 18, 41, 56, 37, 60} (*)

0=83, k=3,.., 13 (ungerade)
I: {1,2,3,4,25,8,51,17, 40, 24, 63, 71, 55} (*)

g=103, k=3,..., 15 (ungerade)
I: {1,2,4,3,12,9,22,47,95, 53, 81, 65, 71, 59, 48} (*)

Flr Primzahl potenzen gebe ich die Korperelemente durch die Polynome in IR, [X] und das
verwendete Primpolynom an. Wobei ich nur die Koeffizienten der Polynome, beginnend

mit dem hdchsten, angebe.

q:33, k=5 002
Primpolynom: 010
1102 112

000
001
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3. 2-PA(t, k, V)

2-PA3(3, 4, 6)

Ein 2-PA4(3, 4, 6) der Form LV liefert:

L=<(1,2,3,4,5)>

V:
1234
2136
3215
1425
2413
4126
1623
2165
6214
1365
3614
6312
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Anhang D Programmbeispiele

Die nachfolgenden PASCA L -Programme sollen illustrieren auf welche Art ich zu den PA,
die ich mit dem Computer gefunden habe, gekommen bin. Um die Programme
ubersichtlich zu halten wurden die Moglichkeiten, um sie zu beschleunigen, nicht
ausgenutzt. Fir die in den Beispielen gesuchten PA reicht die Geschwindigkeit aber véllig
aus.

Es liegen den Programmen zwei verschiedene Konzepte zugrunde. Im Programm zu
Beispiel (3.26) werden alle fur die Suche benttigten Daten vor der Suche erzeugt. Da
dieselben Daten um so 6fter gebraucht werden je mehr Erzeugende des PA gesucht sind,
erzielt man mit dieser Methode dann einen grof3en Geschwindigkeitsgewinn. Der Nachteil
ist der Speicherplatzverbrauch. Reicht der verfligbare Speicherplatz nicht aus so mufd man
die benttigten Daten fir den Test jedesmal neu erzeugen. Falls die Zahl der Erzeugenden
klein genug ist, ist dies vertretbar. Das Programm zu Beispiel (3.27) ist von dieser Art.

Programm zu (3.26)

Programm PA,;
{ Es wird ein PA|5(3,v,v) gesucht, auf dessen Eintragen eine Gruppe der Ordnung ogl und }

{ und auf dessen Spalten eine Gruppe der Ordnung ogr operiert. }

const
v =7,
la = 3;
ogr = 5;
ogl = 7;
anz = 48; { Die Anzahl der Doppelnebenklassen der S; unter diesen Gruppen }

v2 = (v - 1) * v div 2; { (;) }
V3 = (v - 2) *v2 div 3;{ (g) }

abl = v3 div ogl; {Anzahl der Bahnen von der Gruppe der Ordnung ogl auf 3-Mengen }
abr = v3 div ogr; {Anzahl der Bahnen von der Gruppe der Ordnung ogr auf 3-Mengen}
az = la * abl div ogr; {Anzahl der Erzeugenden des PA }

type
{ Die Datenstrukturen werden bei ihrer Verwendung erlautert. }
per = array[l..v] of 1l..v;
apt = array[l..az, 1..anz] of per;
ter = record
a: 0..ogr;
x: 1..abl;
end;
tet
ttt

array[l..abr, 0..ogr] of ter;
array[l..az, 1..anz] of tet;

grt array[l..v] of per;

tut array[l..v, 1..v, 1..v] of 0..v3;
ntut = array[l..v3, 1..3] of 1l..v;
bahnlt = array[0..v3] of 0..abl;
bahnrt = array[0..v3] of 0..abr;
kont = array[0..abl, 0..abr] of 0..la;
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{ Erzeugt die Gruppen gl bzw. gr die vor links bzw.

var
i, j, max: integer;
z: longint;
ar, gl: grt;
tu: tut;
nttu: ntut;
bahnl: bahnlt;
bahnr: bahnrt;
kon: kont;
a: per,
ap: "apt;
erg: array[l..az] of per;
ko, kor: array[l..v3] of integer;
tt: Attt
vt: array[l..abr, 1..ogr, 1..3] of 1..v;
erk: array[2..v] of 1l..az;
ind: array[l..az] of 0O..anz;
fl:  text;

procedure initGruppen;

{ 9l:=<(1,2,3,4,5,6,7)> und gr:=<(3,4,5,6,7)>}

{
{

var
i, j: integer;
begin
for i := 1 to ogr do
for j:= 1to v do
orfi, jI = J;
for i := 1 to ogl do
for j:= 1to v do
alfi, j1 = 1§
for i := 1 to ogl do
for j := 1 to ogl do
glli, ] =(@(+j-2) mod ogl + 1;
for i := 1 to ogr do
for j := 1 to ogr do
orfi, j+ 2] :==(@{+j-2) mod ogr + 1 + 2;
end;

procedure initBahn;
var
i1, i2, i3, x, i, j, I integer;
begin
tu numeriert die ungeordneten 3-Mengen. }

nttu liefert zu jeder Nummer ein Vertreter der 3-Menge.

| ;= 0;

for i3 ;= 3 to v do

fori2 :=2t0i3 -1do
foril ;=1toi2-1do

begin

=1+ 1;

tulil, i2, i3] =

tulil, i3, i2] =

tuli2, i1, i3] =

tufi2, i3, i1] =

tuli3, i1, i2] =
I

tufi3, i2, i1] :=

rechts operieren.
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nttu[l, 1] := i1;

nttu[l, 2] := i2;
nttu[l, 3] := i3;
end;

{ bahnl ordnet jeder (Nummer einer) 3-Menge eine Bahn von gl auf den 3-Mengen zu }
{ ko z&hlt die nichtregularitat d.h. wie oft eine 3-Menge durch gl auf sich abgebildet wird }
fori:= 1 to v3 do
ko[i] := O;
| = 0;
fori:=1 to v3 do
if ko[i] = 0 then
begin
=1+ 1;
for j := 1 to ogl do
begin
x = tu[gllj, nttuli, 111, gl[j, nttu[i, 2]], gl[j, nttu[i, 3]];
ko[x] := ko[x] + 1;
bahnl[x] := I;
end;
end;
{ Dasselbe wie oben fur gr. }
{ vt ordnet jeder Bahn die darinliegenden 3-Mengen mit Vielfachheit zu}
fori:= 1 to v3 do
kor[i] := O;
| = 0;
fori:= 1 to v3 do
if kor[i] = O then
begin
=1+ 1;
for j := 1 to ogr do
begin
X = tu[gr[j, nttu[i, 1]], gr[j, nttu[i, 2]], gr[j, nttu[i, 3]1];
kor[x] := kor[x] + 1;

bahnr[x] := [;
vi[l, j, 1] := gr[j, nttu[i, 1]];
vi[l, j, 2] := gr[j, nttu[i, 2]];
vi[l, j, 3] := gr[j, nttu[i, 3]];
end;

end;

end;

function get (a: per): tet;

{ Liefert zu dem Erzeuger a die Daten Struktur, die fir jedes Element aus der Bahn der }
{ Spalten die Anzahl der darin vorkommenden Bahnen von Eintrdgen enthalt, namlich: }
{ t[i, 0].a ist die Anzahl der verschiedenen Bahnen von Eintrdgen in der Bahn i der Spalten. }
{ Fur 1=kst[i, O].a steht in t[i, k].x die (Nummer der) k-ten Bahnen von Eintrdgen in der in der }
{ Bahn i der Spalten vorkommt. In t[i, k].a steht die Vielfachheit des Auftretens von t[i, k].x }
label
100;
var
i, j, k, x: integer;
t: tet;
begin
for i := 1 to abr do
t[i, 0].a := O;

for i := 1 to abr do
for j := 1 to ogr do
begin



x = bahnl[tula[vt[i, j, 1]1, a[vt[i, j, 211, a[vt[i, j, 31
for k := 1 to t[i, 0].a do
if tfi, k].x = x then
begin
tli, kl.a := t[i, kl.a + 1,
goto 100;
end;
tli, 0].a := t[i, Ol.a + 1,
tli, tfi, Ol.al.a = 1;
tli, t[i, 0].al.x := x;

100:

Lt e W e W

end;
get = t;
end;

procedure initper (ti: integer);
Erzeugt alle moglichen Vertreter von Zeilen die der Normierung nach Bsp.(3.26) genligen }
und speichert diese in ap™ und, die zugehorige in "get" beschriebene Datenstrukur, in tt* ab. }
Dabei werden die Vertreter und ihre Daten mittels "erk" in drei Gruppen eingeteilt, die }
durch die Bahnen ihrer ersten Beiden Elemente unter gl gegeben sind (siehe (3.26). }
label
100;
var
i, j, X: integer;
begin
if ti =v + 1 then
begin
x = erk[a[2]];
if (x<>1)]| ((a2] =7) & (a[4] = 3)) then
begin
ind[x] := ind[x] + 1;
apn[x, ind[x]] = a;
ttM[x, ind[x]] := get(a);
end;
end
else
fori:=3tovdo
begin
forj:=2toti-1do
if a[j] = i then
goto 100;
afti] = i;
if ti = 2 then
initper(4)
else
initper(ti + 1);

100:

{
{
{
{

end;
end;

procedure init;
Initialisiert die Datenstruktur konli, j], die das vorkommen einer Bahn i von Eintrdgen }
in einer Bahn j von Spalten z&hlt. Dies geschieht so, da3 wenn kon[i, j] den Wert la }
erreicht, die Bendtigten Vertreter der Bahn i in der Bahn j, unter Berlcksichtigung }
eventueller Nichtregularitaten, alle vorhanden sind. }
var
i1, i2, i3, i, j: integer;

begin
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for i := 1 to abl do
for j ;= 1 to abr do
kon[i, j] := la - la div (ko[i] * kor[j]);
end;

procedure wrt;
{ Druckt das Ergebnis }

var
i, j: integer;
begin
for i := 1 to az do
begin

for j:= 1 tov do
write(ergl[i, j] : 3);
writeln;
end;
writeln;
end;

procedure rt (ti: integer);

{ Diese Prozedur uberprift ob sich ein Vertreter fur die ti-te Zeile des Erzeugendensystems }
{ zu den bisher gefundenen hinzufiigen IaRt, ohne daf} die Bedingung verletzt wird, daf3 in jeder }
{ Bahn der Spalten jede Bahnen von Eintragen la-mal vorkommt (vgl. dazu init). Ist ein solcher
}
{ Vertreter gefunden versucht man, durch rekursiven Aufruf derselben Prozedur, einen }
{ Vertreter fir die nachste Zeile des Erzeugendensystems zu finden bis man alle az Zeilen, }
{ sofern existent, gefunden hat. }
label
100;
var
i, j, ki integer;
begin
if ti = az + 1 then
begin

{ Man hat alle Zeilen des Erzeugendensystems gefunden. }
{ Man laRt das Erzeugendensystems ausdrucken und hélt das Programm an. }
wrt;
halt;
end
else
begin
for i ;= 1 to ind[ti] do
{ Mit dieser Schleife lauft man durch alle Vertreter der ti-ten Zeile, }
{ die in initper erzeugt wurden. }
begin
for j ;= 1 to abr do
for k := 1 to tt"[ti, i, j, 0].a do
if kon[tt"[ti, i, j, Kl.x, j] + tt7[ti, i, j, kl.a > la then
goto 100;
Hier wurde kontrolliert ob die Zeile sich zufiigen &Rt ohne die Bedingung, dal in jeder Bahn }
der Spalten jede Bahnen von Eintrdgen la-mal vorkommt, zu verletzen. }
Ist die Bedingung nicht erfillt wird der nachste Vertreter getestet, sonst fiigt man die Zeile }
hinzu (diese wird in "erg" gespeichert) und ruft die Prozedur rekursiv auf um dasselbe fur }
die nachste Zeile zu testen. }
for j ;= 1 to abr do
for k := 1 to tt"[ti, i, j, 0].a do
kon[tt [ti, i, j, Kl.x, j] := kon[tt"[ti, i, j, K].x, j] + tt[ti, i, j, k].&;
erg[ti] := ap™[ti, i];

latn Wt W e W W



re(ti + 1);

for j := 1 to abr do

for k := 1 to tt[ti, i, j, 0l.a do

kon[tt [ti, i, j, Kl.x, jl := kon[tt*[ti, i, j, Kl.x, j] - tt°fti, i, j, K].a;
{ Lies sich eine Ebene hoher kein weiter Vertreter zufiigen, so nimmt man die, in dieser Ebene }
{ hinzugefiigte Zeile, wieder weg und versucht es mit dem néchsten Vertreter. }
100:
end;
end;

end;

begin
new(ap);
new(tt);

initGruppen;
initBahn;
init;

a[l] :=
a[3] =
erk[2] :
erk[7] :
erk[3] :
erk[6] :
erk[4] : ;

erk[5] = 3;
{ erk[i] ist die Nummer der Bahn der Menge (1,i) unter gl . Diese wird benutzt um die }
{ Vertreter der Doppelnebenklasse zu ordnen vergleiche (3.26) }

initper(2);

N e

I
v R

)

re(1);
end.
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Programm zu Beispidl (3.27)

program DNK;
{ Gesucht wird ein PA2(2,v,v) der Form G L[] GaG, mit G Gruppe der Ordnung og. }
const

v = 12;

og =v -1,

n=v-2;

n2 =(v-1 * (v - 2) div 2;
ab = n div 2;
type

per = array[0..n] of 0..n;

grt = array[0..n] of per;

tut = array[0..n, 0..n] of 0..n2;

ntut = array[1..n2, 1..2] of 0..n;
bahnt = array[0..n2] of 0O..ab;
anzahlt = array[0..n2, 0..n2] of 0..2;

var
i, j, ki integer;
gr: grt;
tu: tut;
nttu: ntut;
bahn: bahnt;
anzahl: anzahlt;
a: per,;

procedure initgr;
{ Erzeugt eine zyklische Gruppe gr der Ordnung og }
{ gr=<(0,1,..,n)>}

var
i, j: integer;
begin
fori:=0tondo

forj:=0tondo
grfi, jl :== (i +j) mod og;
end;

procedure initbahn;

var

X, i, j, I: integer;

ko: array[1..n2] of integer;
begin

{ Gibt jedem ungeordneten Paar (i,j) verschiedener Eintrage eine Nummer tu[i,j].
{ Zu jeder Nummer wird ein Vertreter nttu des ungeordneten Paares erzeugt. }
| = 0;
fori:=1to n do
forj:=0toi-1do
begin
[ =1+ 1;
tufi, j] :
tufj, i] :=
nttufl, 1] :
nttufl, 2] :
end;

i

}
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{ Gibt den (unerwiinschten) Paaren (i,i) und lhrer Bahn die Nummer 0 }
fori:=0to n do
tufi, i] := 0;
bahn[0] := O;
{ Liefert die Tabelle "bahn" die jeder (Nummer eines) ungeordneten Paaren seine Bahn }
{ unter gr zuordnet }
for i := 1 to n2 do
ko[i] := O;
| ;= 0;
for i := 1 to n2 do
if ko[i] = 0 then
begin
=1+ 1;
forj:=0tondo
begin
X = tufgr[j, nttu[i, 1]], gr[j, nttuli, 2]]];
ko[x] := ko[x] + 1;
bahn[x] := I;
end,;
end;
end;

procedure initanzahl;

var

i, j: integer;
begin
{ Initialisiert den Zahler auf O bis auf fur die Paare vom Typ 0 die nicht vorkommen sollen, }
{ und deren Zahler deshalb auf die Maximalanzahl 2 gesetzt werde. Fir die Bahnen die schon }
{ im ersten Teil der Konstruktion (gr) einmal vorkamen, wird der Zahler auf 1 gesetzt }

for i := 1 to n2 do

forj:= 1 to n2 do

anzahl[i, j] = O;

for i := 0 to n2 do

anzahl[i, 0] := 2;

for i := 1 to n2 do

anzahl[i, i] := 1;
end;

procedure rt (ti: integer);
{ In dieser Prozedur wird versucht an das schon vorhandene Anfangsstiick der erzeugenden }
{ Permutation ein weiteres Element Anzuh&ngen}
label
100;
var
i, j, i, X, y: integer;
begin
if i =n+ 1 then
begin
{Wir haben die erzeugende Permutation vollstandig bestimmt und drucken sie. }
write(0 : 3, -1 : 3);
for j:=1to ndo
write(a[j] : 3);
writeln;
end
else
begin
fori:=1to n do
{ Die Schleife lauft Uber alle méglichen Elemente der Grundmenge. Dieses Element versuchen }
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wir an das Anfangsstlick der erzeugende Permutation anzuhéngen. }
begin
forj:=1toti-1do
begin
if anzahl[bahn[tu[ti, j]], bahn[tu[i, a[j]]]] = 2 then
Hier wird Gberprift ob durch das zufiigen des neuen Elements an den bis jetzt gefundenen }
Teil der Erzeugenden Permutation ein Widerspruch entsteht zu der Bedingung, dal3 in dem }
Spaltenpaar (j,ti) jedes Eintragspaar nur 2 mal vorkommen darf (ti ist die aktuelle Spalte). }
Dabei wird durch die Initialisierung des Z&hlers auch erreicht, dal man kein Element zweimal }
einfugt. Ist das zufiigen des Elements mdglich so wird der Z&hler entsprechend erhéht. Wird }
die Bedingung verletzt so macht man alle bisherigen Erh6hungen des Z&hlers in dieser Schleife}
riickgangig und springt aus der Schleife, so dalR der Versuch mit dem nachsten Element }
wiederholt wird.}
begin
forjj:=1toj-1do
anzahl[bahn[tulti,jj]],bahn[tu[i,a[jj]]1]]:=anzahl[bahn[tu[ti,jj]],bahn[tuli,a[jj]1]]]-1;
goto 100;
end;
anzahl[bahn[tu[ti, j]], bahn[tu[i, a[j]]]]:=anzahl[bahn[tu[ti, j]], bahn[tu[i, a[j]]]]+1;
end;
Lies sich dal? Element einfliigen ohne die Bedingung zu verletzen so verlangert man das }
Anfangsstick der erzeugenden Permutation um dieses Element und ruft diese Prozedur}
Rekursiv wieder auf.}
afti] := i
re(ti + 1);
Ist es, in einer Ebene hoher nicht gelungen das Anfangsstiick zu ergéanzen, so macht man }
die in dieser Ebene am Zahler gemachten Anderungen riickgéngig und versucht es mit dem }
nachsten Element. }
forj:=1toti-1do
anzahl[bahn[tu[ti, j]], bahn[tu[i, a[j]]]] := anzahl[bahn[tu[ti, j]], bahn[tu[i, a[j]]]] - 1;

100:

end;
end;

end;

begin

initgr;
initbahn;
initanzahl;

rt(1);

end.
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