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Jordan Zerlegung

Ist F ein algebraisch abgeschlossener Körper, dann kann jeder Endomor-
phismusX ∈ EndF (V ) eines endlich dimensionalenF -VektorraumsV
durch Konjugation in Jordan-Normalform gebracht werden. Eine MatrixX
heisstnilpotent, wenn eine PotenzXn der Matrix Null ist. Nilpotenz, Di-
agonalisierbarkeit und Vertauschbarkeit von Endomorphismen (Matrizen)
sind Eigenschaften, die unter Konjugation invariant sind.

Die Existenz der Jordan Zerlegung zeigt man wie folgt: Das charakteristis-
che Polynomχt(X) = det(t·id−X) =

∏

λ pλ(t) vonX zerlegt man in teil-
erfremde Faktorenpλ(t) = (t − λ)rλ . Für geeignete Polynomeaλ(t), bλ(t)
gilt aλ(t)pλ(t) + bλ(t)

∏

µ6=λ pν(t) = 1 (Euklidscher Algorithmus). Für
Pλ(t) := bλ(t)

∏

µ6=λ pν(t) sind diePλ(X) ∈ EndF (V ) Projektoren

Pν(X)Pµ(X) = δνµ · Pν(X) ,
∑

λ

Pλ(X) = idV

und für die RäumeVλ gilt

Vλ = Pλ(X)(V ) .

Dies zeigt die Existenz von PolynomenP (t), Q(t) im PolynomringF [t] mit
verschwindendem konstanten Koeffizienten und der Eigenschaft

Xs = Q(X) , Xn = P (X) .

[Beweis: Ersetzen vonX durchXPλ(X) reduziert auf den FallV = Vλ.
Ist dann obdAV = Vλ, ersetzt manX, Xs durchX − λ · id, Xs − λ · id
und kann obdAλ = 0 annehmen. Dann istXs = 0 undXn = X. Um zu
zeigen, dassX = Xn nilpotent ist, benutzt man Eigenwerttheorie: Zerfällt
das charakteristisches Polynom einer MatrixX in Linearfaktoren, kannX
durch Konjugation in eine obere Dreiecksmatrix übergeführt werden und
auf der Diagonalen stehen Eigenwerte. In unserem FallX = Xn sind
alle Eigenwerte Null, und damit istX konjugiert zu einer strikten oberen
Dreiecksmatrix. Jede strikte obere Dreiecksmatrix ist nilpotent. Daher ist
X = Xn nilpotent.]

Dies zeigt dieExistenzvon EndomorphismenXs (diagonalisierbar aufV )
undXn (nilpotent aufV ) mit der Eigenschaft

X = Xs + Xn , XsXn = XnXs .

Eine ZerlegungX = S + N, SN = NS, S diagonalisierbar,N nilpotent
legt bereitsS und N eindeutigfest: S = Xs und N = Xn. [Beweis:
V zerfällt in die EigenräumeVλ von S. Da X und N mit S vertauschen,
respektieren sie die ZerlegungV =

⊕

λ Vλ. Wir können daher annehmen
V = Vλ. WegenS = λ · idV ist dannS bereits durch den Eigenwertλ von
X festgelegt, und dies legt ebenfallsN = X − S eindeutig fest.]
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Kommutatoren

Offensichtlich istX genau dann aufV diagonalisierbar, wenn giltX = Xs.
Zwei (oder auch mehrere) EndomorphismenX = Xs, Y = Ys können si-
multan diagonalisiert werden, wenn sie miteinander vertauschen, d.h. wenn
ihreKommutatoren

XY − Y X

verschwinden. Dies führt auf den Begriff der Liealgebren (siehe nächster
Abschnitt). Für eine einzelne MatrixX ∈ EndF (V ) definiertL = F · X
trivialerweise eine solche Liealgebra. Miteinander vertauschende Matrizen
definieren eine abelsche Liealgebra.

Der KommutatorXY − Y X ist antisymmetrischin den Endomorphismen
X undY und erfüllt dieJacobi Identiẗat, d.h. die Summe der drei iterierten
Kommutatoren

X(Y Z − ZY ) − (Y Z − ZY )X

+Y (ZX − XZ) − (ZX − XZ)Y

+Z(XY − Y X) − (XY − Y X)Z

ist für alle EndomorphismenX, Y, Z gleich Null, denn jeder der Terme
XY Z, Y ZX undZXY kommt mit jeweils unterschiedlichem Vorzeichen
zweimal vor. Setzt man[X, Y ] := XY − Y X, definieren daher die Endo-
morphismenEndF (V ) eines VektorraumsV mit der durch den Kommuta-
tor definierten Lieklammer eine Liealgebra (siehe Beispiel3 des nächsten
Paragraphen).

Der Begriff der Liealgebra abstrahiert daher auf axiomatische Weise die
Eigenschaften des Kommutators. Die abstrakte Lieklammer[., .] einer Lieal-
gebraL ist a priori nicht durch einen Kommutator definiert. Es legt jedoch
nahe eineF -lineare Einbettung

φ : L →֒ EndF (V )

einer gegebenen Liealgebra(L, [., .]) zu suchen, welche die Lieklammer
auf L in den Kommutator aufEndF (V ) überführt, umL letztlich doch
durch Kommutoren zu beschreiben. Dies führt dann auf rechtnaheliegende
Weise zu dem Begriff der (treuen) Darstellungen einer Liealgebra, und es
ist daher nicht alzu überraschend, dass das Studium der Liealgebren daher
eng verbunden ist mit dem Studium der Darstellungen der Liealgebren.

Eine weitere Eigenschaft des Kommutators ist dieDerivationseigenschaft

X(Y Z) − (Y Z)X = (XY − Y X)Z + Y (XZ − ZX) .

Dies zeigtD(Y Z) = D(Y )Z + Y D(Z) für die durchD(Y ) = XY − Y X
definierteF -lineare AbbildungD.
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Liealgebren
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Grundlegende Begriffe

SeiF ein Körper der Charakteristik6= 2. Ein F -VektorraumL zusammen
mit einerF -bilinaren Abbildung

[., .] : L × L → L

heisstLiealgebra(überF ), wenn für alleX, Y, Z ∈ L gilt

[X, Y ] + [Y, X] = 0

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z, [X, Y ]] = 0 .

Die erste Bedingung liefert[X, X] = 0. Die zweite Bedingung nennt man
dieJacobi Identiẗat. Man bezeichnet[X, Y ] als dieLieklammer.

Ideale. Ein IdealI in einer LiealgebraL ist einF -Untervektorraum mit der
Eigenschaft[L, I] ⊆ I. Insbesondere ist dannI eine Lie-Unteralgebra von
L. Der QuotientL/I wird eine Liealgebra mit der induzierten Lieklammer,
wegen[X + I, Y + I] ⊆ [X, Y ] + [X, I] + [I, Y ] + [I, I] ⊆ [X, Y ] + I.
Eine LiealgebraL heissteinfach, wenn0 undL die einzigen Ideale sind.

Liealgebren Homomorphismen. EineF -lineare Abbildungφ : L → L′

zwischen Liealgebren überF heisst Liealgebren Homomorphismus, falls

φ([X, Y ]L) = [φ(X), φ(Y )]L′ , ∀ X, Y ∈ L .

Der Kern vonφ : L → L′ ist dann ein Ideal inL.

Beispiel 1. Ein beliebigerF -VektorraumL versehen mit der trivialen
Lieklammer erfüllt die Axiome einer Liealgebra. Liealgebren L, deren
Lieklammer trivial ist, nennt manabelsch.

Beispiel 2. SeiV einF -Vektorraum und

• : V × V → V

eineF -bilineare Abbildung. Dann definieren dieF -Derivationen

DerF (V, •) = {D ∈ EndF (V ) |D(v•w) = D(v)•w+v•D(w) ; v, w ∈ V }

eine Liealgebra überF mit dem Kommutator

[D1, D2] := D1 ◦ D2 − D2 ◦ D1

als Lieklammer. Wir überlassen es dem Leser zu zeigen, dassder Kommu-
tator zweierF -Derivationen wieder eineF -Derivation ist. Offensichtlich
ist der Kommutator alternierend. Die Jacobi Identität für den Kommutator
verifiziert man durch eine kurze explizite Rechnung (Übungsaufgabe).

Beispiel 3. Im Fall der trivialen Bilinearform• = 0 liefert dies dann
DerF (V, 0) = EndF (V ). Der Kommutator[X, Y ] = XY − Y X macht
somitL = EndF (V ) zu einer Liealgebra überF . Wir nennen diese Lieal-
gebra kurzgl(V )

gl(V ) := (EndF (V ), Kommutator) .
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Ist V endlich dimensional, dann definieren die Endomorphismen mit Spur
Null wegenTrV (XY − Y X) = 0 ein Ideal

sl(V ) ⊆ gl(V ) .

Beispiel 4. Ist V = C∞(M) für eineC∞-MannigfaltigkeitM und ist
F = R, dann kannDerF (V ) mit demR-Vektorraum derC∞-Vektorfelder
auf M identifiziert werden. In lokalen Koordinaten haben diese Vektor-
felder die GestaltX =

∑dim(M)
i=1 ai(x)∂i (Differentialoperatoren der Ord-

nung 1) fürC∞-Koeffizientenfunktionenai(x). Die so definierte Liealgebra
der Vektorfelder ist unendlich dimensional, fallsdim(M) 6= 0.

Leibnitzformel . Ist D in DerF (V, •), dann gilt f̈ur beliebigeα, β ∈ F

(D − α − β)n(v • w) =

n
∑

i=0

(

n

i

)

(D − α)iv • (D − β)n−iw .

Dies zeigt man leicht durch Induktion nachn.

Jordan-Zerlegung von Derivationen. SeiV endlich dimensional und sei
F algebraisch abgeschlossen. Dann besitzt jedesD ∈ EndF (V ) eine Jor-
dan Zerlegung

D = Ds + Dn ,

wobeiDs resp.Dn einen halbeinfachen resp. nilpotenten Endomorphismus
vonV definiert.

Behauptung. Ist D ∈ DerF (V, •) ⊆ EndF (V ), dann sind die Jordan
KomponentenDs, Dn vonD wieder inDerF (V, •).

Beweis. V zerfällt in verallgemeinerte EigenräumeVα auf denen eine geeignete
Potenz von(D − α) trivial operiert

V =
⊕

α∈F

Vα .

Die VerhalbeinfachungDs vonD ist gegeben durch

Ds =
⊕

α

α · idVα .

Aus der Leibnitzformel folgt, dass eine genügend hohe Potenz von(D −
α − β) trivial auf vα • vβ ist, für vα ∈ Vα undvβ ∈ Vβ. Somit gilt

Vα • Vβ ⊆ Vα+β .

Dies zeigt, dassDs eineF -Derivation ist. Dazu genügt wegen Distibutivität
der Fallv = vα ∈ Vα und w = vβ ∈ Vβ: Wegenvα • vβ ∈ Vα+β gilt
Ds(vα•vβ) = (α+β)·(vα•vβ) und dies ist gleich(α·vα)•vβ+vα•(β ·vβ) =
Ds(vα) • vβ + vα • Ds(vβ). Also istDs ∈ DerF (V, •) und damit ist auch
Dn = D − Ds ∈ DerF (V, •).
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Darstellungen

Für eine LiealgebraL (überF ) nennt man ein Paar(V, φ) eine Darstellung,
wennφ : L → EndF (V ) eineF -lineare Abbildung ist mit der Eigenschaft

φ([X, Y ]) = φ(X) ◦ φ(Y ) − φ(Y ) ◦ φ(X)

für alleX, Y ∈ L. Anders formuliert:

φ : L → gl(V )

ist ein Liealgebren Homomorphismus. Der KernKern(φ) einer Darstel-
lung ist daher ein Ideal inL. Die Darstellung heissttreu, fallsKern(φ) = 0.
Eine Darstellung(V, φ) von L induziert eine treue Darstellung(V, φ) der
Quotienten LiealgebraL = L/Kern(φ).

Es bezeichneRepF (L) die Kategorie der endlich dimensionalen Darstel-
lungen vonL.

Beispiel 1. Die adjungierteDarstellungad oderadL

ad : L → EndF (L)

ist definiert durchad(X) = [X,−], d.h. ad(X)(Y ) = [X, Y ]. Die Jacobi
Identität impliziert nämlich

ad([X, Y ]) = ad(X) ◦ ad(Y ) − ad(Y ) ◦ ad(X)

oder [[X, Y ], Z] = [X, [Y, Z]] − [Y, [X, Z]] für X, Y ∈ L. Der Kern der
adjungierten Darstellung ist dasZentrumZ(L) der Liealgebra

Z(L) = {X ∈ L | [X, Y ] = 0 , ∀ Y ∈ L} .

Dieses Ideal (aufgefasst als Liealgebra) ist eine abelscheLiealgebra.

Beispiel 2. Die trivialen Darstellungen(V, φ) der Dimensiondim(V ),
wobeiφ durch die Nullabbildung gegeben ist.

DarstellungskategorieRepF (L). Eine Darstellung(V, φ) nennt man auch
einenL-Modul und schreibt nur kurzX · v oderXv anstelle vonφ(X)(v),
so dass gilt

[X, Y ]v = X(Y v) − Y (Xv) .

Die (endlich dimensionalen) Darstellungen vonL definieren eine Kategorie
RepF (L), deren MorphismenF -lineare Abbildungenf : (V, φ) → (V ′, φ′)
sind mit der Eigenschaftf(φ(X)(v)) = φ′(X)(f(v)) oder kurz

f(Xv) = Xf(v) .

Dann sindKern(f), Bild(f) undKokern(f) wiederL-Moduln.RepF (L)
wird auf diese Weise zu einerabelschen Kategorie.

Tensorprodukte. Die KategorieRepF (L) ist eine Tensorkategorie, d.h.
für Darstellungen(V, φ) und (V ′, φ′) ist auchV ⊗F V ′ eine Darstellung
vermögeX · (v ⊗F v′) = φ(X)(v) ⊗F v′ + v ⊗F φ′(X)(v′) oder kurz
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X(v ⊗F v′) = Xv ⊗F v′ + v ⊗F Xv′. Man prüft sofort[X, Y ](v ⊗F v′) =
X(Y (v ⊗F v′)) − Y (X(v ⊗F v′)).

Rigidit ät. Die DarstellungskategorieRepF (L) ist rigid, d.h. jeder Modul
(V, φ) besitzt ein Dual(V ∨, φ∨). Hierbei istV ∨ der duale VektoraumV ∨ =
HomF (V, F ) mit der Operation(φ∨(X)f)(v) := −f(φ(X)v) für v ∈ V
unff ∈ V ∨. In KurzschreibweiseXf = −X ′f , wobeiX ′ die Transponierte
von X ist. Beachte−[X, Y ]′ = −(XY − Y X)′ = −Y ′X ′ + X ′Y ′ =
[−X ′,−Y ′] (Darstellungseigenschaft). Für Vektorräume gilt

HomF (V, V ′) ∼= V ∨ ⊗F V ′ .

Sind(V, φ) und(V ′, φ′) Darstellungen vonL, dann ist auch(V ∨⊗F V, φ∨⊗
φ′) eine Darstellung vonL. Dies machtHomF (V, V ′) zu einemL-Modul.
Explizit operiert dabeiX ∈ L auff ∈ HomF (V, V ′) via

f(v) 7→ (Xf)(v) = φ′(X)f(v) − f(φ(X)v) .

Man prüft sofort, daß dies eine Darstellung vonL definiert.

Irreduzible Darstellungen. Eine Darstellung(V, φ) vonL nennt manirre-
duzibel, wennV keinenL-Untermodul ausserV ′ = 0 oderV ′ = V enthält.
Ist V irreduzibel und

f : V → V

eineL-lineare Abbildung, dann istKern(f) alsL-Untermodul vonV en-
tweder gleich Null oder gleichV . Also ist entwederf = 0 oder f ist
injektiv. Das selbe Argument zeigtBild(f) = V oderf = 0. Daher istf
im Fall f 6= 0 automatisch eine bijektive Abbildung. Andererseits bilden
die L-linearen Abbildungenf : V → V eineF -Algebra: Summen und
KompositionenL-linearer Abbildungen sind wiederL-linear. Obiges Ar-
gument zeigt aber, daß diese Algebra ein Körper ist: Ausf 6= 0 folgt die
Invertierbarkeit. IstV endlich dimensional, so ist dieser Körper ein endlich
dimensionaler Erweiterungskörper vonF . Es folgt

Schur’s Lemma. IstF algebraisch abgeschlossen und ist(V, φ) eine endlich
dimensionale irreduzible Darstellung vonL, dann sind die skalaren Vielfachen
vonidV die einzigenL-linearen Endomorphismenf : V → V .

Invarianten . SeiL eine Liealgebra und(V, φ) einL-Modul, dann definiert

V L = {v ∈ V | φ(X)(v) = 0} = {v ∈ V | Xv = 0}

den maximalen trivialenL-Untermodul vonV .

Ist I ein Ideal in L, ist V I ein L-Modul [wegen[I, X] ⊆ I für X ∈ L
gilt φ(I)(φ(X)v) = φ(X)(φ(I)v) + φ([I, X])v = 0 für v ∈ V I , also
φ(X)V I ⊆ V I ]. Dann gilt trivialerweise

V L = (V I)L/I .
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Der durch InvariantenbildungV → V L definierte Funktor in die Kategorie
derF -Vektorräume

RepF (L) −→ V ecF

ist linksexakt, d.h. er bildet kurze exakte Sequenzen0 → V ′ → V →
V ′′ → 0 auf linksexakte Sequenzen0 → V ′ → V → V ′′ ab.

Beispiel 3. Seien(V, φ) und (V ′, φ′) Darstellungen vonL. Für denL-
Modul HomF (V, V ′) gilt

HomF (V, V ′)L = {L-lineare Abbildungenf : V → V ′} .

In der Tat istf ∈ HomF (V, V ′)L äquivalent zuφ′(X)f(v)−f(φ(X)v) = 0
resp.φ′(X)f(v) = f(φ(X)v) für allev ∈ V .

Zerf ällungskriterium . Man nennt die LiealgebraL reduktiv, wenn jede
endlich dimensionale Darstellung vonL zu einer direkten Summe von ir-
reduziblen Darstellungen isomorph ist. Um Reduktivität zu zeigen, genügt
für exakte Sequenzen vonL-Moduln

0 // V ′ // V
p

// V ′′ //

s

��

0

mit irreduziblemV ′′ die Existenz vonL-linearenSplittungens : V ′′ → V
mit der Eigenschaftp ◦ s = idV ′′ ; denn dann istV ∼= V ′ ⊕ s(V ′′) (benutze
dann Induktion nachdim(V )). Indem man die exakte Sequenz mit(V ′′)∨

tensoriert, undV ′ durch(V ′′)∨⊗F V ′ ersetzt undV durch das Urbild̃V von
F · idV ′′ ∈ HomF (V ′′, V ′′) = (V ′′)∨ ⊗F V ′′, kann man obdA sich auf den
Fall beschränken, woV ′′ ∼= F ein eindimensionaler trivialer Modul ist. Per
Induktion nachdim(V ) kann man nebenV ′′ = F ausserdem annehmenV ′

sei irreduzibel. Zerfallen alle solchen exakten Sequenzen, ist L reduktiv.

Normalisator. Für eine Lie-UnteralgebraK vonL ist

NL(K) = {X ∈ L | [K, X] ⊆ K}

eine Lieunteralgebra vonL, dennX, Y ∈ NL(K) und die Jacobi Identität
implizieren[K, [X, Y ]] ⊆ [X, [K, Y ]] + [Y, [K, X]] ⊆ [X, K] + [Y, K] ⊆
K + K ⊆ K. Also [X, Y ] ∈ NL(K). Offensichtlich ist per DefinitionK
ein Ideal in seinem NormalisatorNL(K). Bezüglich der exakten Sequenz
vonK-Moduln

0 // K // L
π

// L/K // 0

gilt nach Definition des Normalisators

π(NL(K)) = (L/K)K .

Bemerkung. Im folgenden fixieren wirF und erwähnenF häufig nicht.
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Universell Einhüllende Algebra .

SeiL eine Liealgebra. Die universell einhüllende AlgebraU(L) von L ist
der QuotientT (L)/I der Tensoralgebra

T (L) = F ⊕ L ⊕ L⊗2 ⊕ L⊗3 ⊕ · · ·

nach dem von den RelationenX ⊗ Y − Y ⊗ X − [X, Y ] für X, Y ∈ L
erzeugten IdealI. Für T≤n(L) =

⊕n
i=0 L⊗i gilt T≤n(L) ⊗ T≤m(L) ⊆

T≤n+m(L). Für das BildU≤n(L) von T≤n(L) im QuotientenringU(L) =
T (L)/I gilt analog

U≤n(L) ⊗ U≤m(L) ⊆ U≤n+m(L) .

Offensichtlich hat manF -lineare Abbildungen

L →֒ T≤1(L) →֒ U≤1(L) →֒ U(L)

undU(L) wird alsF -Algebra vonF · 1 und dem Bild vonL erzeugt.

Satz. Der graduierte Ring

Gr(U(L)) =
∞

⊕

i=0

Gri(U(L)) mit Gri(U(L)) := U≤i(L)/U≤i−1(L)

ist isomorph zur symmetrischenF -AlgebraS•(L) vonL überF

Gr(U(L)) ∼= S•(L) .

Beweis. Dies zeigt man man induktiv nach dem Grad. Das Argument beruht
darauf, dass der graduierte RingGr(Ut(L)) des RingsUt(L) = T (L)/It(L)
nach dem IdealIt(L), erzeugt von den RelationenXY − Y X = t · [X, Y ],
nicht von der Wahl vont ∈ F abhängt. Setzt mant = 0, dann definiert
U0(L) die symmetrische Algebra. �

Ist (V, φ) ein L-Modul, dann definiertφ einen Einsetzungshomomorphis-
musT (L) → EndF (V ), welcher aufT 1(L) = L mit φ übereinstimmt.
Dieser Ringhomomorphismus, denn wir auchφ nennen wollen, bildet die
Elemente ausI auf Null ab wegenφ(X)φ(Y ) − φ(Y )φ(X) = φ([X, Y ]),
definiert als einenF -linearen Ringhomomorphismus

φ : U(L) → EndF (V ) .

Der F -VektorraumV wird auf diese Weise zu einemU(L)-Modul unter
dem Ring bzw. derF -AlgebraU(L). Umgekehrt definiert für einenF -
VektorraumV ein F -Homomorphismusφ : U(L) → EndF (V ) einenL-
Modul vermöge der KompositionL → U(L) → EndF (V ). Man sieht
sofort

Lemma. Darstellungen(V, φ) der LiealgebraL entsprechen eineindeutig
U(L)-Moduln(V, φ) der universell einḧullenden AlgebraU(L).
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Darstellungen der Liealgebrasl(2, F )

Die Liealgebrasl(2, F ) = F ·h+F ·x+F ·y hat alsF -Basis die Elemente

h = (
1 0
0 −1

)

und

x = (
0 1
0 0

) , y = (
0 0
1 0

) .

Man zeigt leicht

[h, x] = 2x , [h, y] = −2y , [x, y] = h .

SeiF ein Körper der Charakteritik Null und algebraisch abgeschlossen. Für
einen endlich dimensionalensl(2, F )-Modul V undλ ∈ F sei

Vλ = {v ∈ V | hv = λ · v} .

Offensichtlich gilt (*)

xVλ ⊆ Vλ+2 , yVλ ⊆ Vλ−2 .

Der Endomorphismush besitzt mindestens einen Eigenvektorv aufV . We-
gen (*) undDimensionsgr̈undengilt obdA yv = 0. Seiλ der Eigenwert von
v, d.h.0 6= v ∈ Vλ mit yv = 0. Betrachte denF -UnterraumW aufgespannt
vonv, xv, x2v, · · · , xnv mit n ≥ 0 minimal so daßxnv 6= 0 undxn+1v = 0.
Dies liefert denGewichtsstrang

0 F · v
y

oo
x

// F · xv
x

// F · x2v
x

// · · ·F · xnv
x

// 0

mit denh-Eigenwertenλ, λ+2, ..., λ+2n. Wegenyxνv = (yxν −xνy)v =

ad(y)(xν)v =
∑ν−1

i=0 xiad(y)(x)xν−i−1v =
∑ν−1

i=0 xihxν−i−1v = c(ν) ·

xν−1v mit c(ν) = −
∑ν−1

i=0 (λ + 2ν − 2i − 2) = −ν(λ + ν − 1) ∈ F
ist W ein sl(2, F )-Untermodul vonV . Andererseits ist(λ + 2n)xnv =
hxnv = (xy − yx)xnv = xyxnv = −n(λ + n − 1)xnv und daherλ = −n.
Ist w ∈ W ein Eigenvektor vonh zum Eigenwertλ+2ν für 0 ≤ ν ≤ n mit
yw = 0, dann folgtν = 0 wegen

yxνv = c(ν) · xν−1v , c(ν) = ν(n + 1 − ν) .

Somit istW = W (n) irreduzibel von der Dimensiondim(W (n)) = n + 1
und als Darstellung vonsl(2, F ) eindeutig bestimmt durch die Invariante
n ∈ N. Ist V selbst irreduzibel, folgtV ∼= W (n) ∼= Symn(W (1)). Dies
zeigt

Proposition 3. Sei F algebraisch abgeschlossen von der Charakteristik
Null. Dann ist jede irreduzible Darstellung(V, φ) von sl(2, F ) isomorph
zu einer der (nicht zueinander isomorphen) DarstellungenW (n) für n =
0, 1, 2, ... Es gilt(V, φ) =

⊕

λ Vλ mit ganzahligenφ(h)-Eigenwerten

λ ∈ {−n,−n + 2, · · · , n − 2, n} .
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Beispiele. W (2) ist isomorph zur Darstellungad mit Gewichtsstrang

0 F · y
y

oo
x

// F · h
x

// F · x
x

// 0

und denh-Eigenwerten−2, 0, 2. Im Fall der zweidimensionalen Darstel-
lung (F 2, id) ∼= W (1) mit den Basisvektorene1, e2 hat derGewichtsstrang

0 F · e2

y
oo

x
// F · e1

x
// 0

die h-Eigenwerte−1, 1. Für die triviale DarstellungF = W (0) ist der
Gewichtsstrang

0 F · 1
y

oo
x

// 0

mit h-Eigenwert 0.

Korollar 6 . SeiF algebraisch abgeschlossen von der Charakteristik Null.
Dann ist jede endlich dimensionale DarstellungV vonsl(2, F ) isomorph zu
einer direkten Summe vondim(V0) + dim(V1) irreduziblen Darstellungen
W (n) für n = 0, 1, 2, ...

Beweis. Wegen des Zerfällungskriteriums genügt es die Aussage zu be-
weisen im Fall, woV eine Darstellung ist mit irreduziblemL-Untermodul
V ′ ∼= W und einer trivialen Darstellung als KokernV/V ′ ∼= F

0 → W (n) → V → F → 0 .

Die Elemente vonsl(2, F ) vertauschen aufV mit dem Operator (**)

Ω = 4yx + (h + idV )2 = 4xy + (h − idV )2 .

(Der Operator1
2
Ω− 1

2
ist der Casimir Operator). Daher operiertΩ aufW (n)

mit einem skalaren Vielfachen der Identität. WegenΩv = (h− idV )2v folgt

Ω|W (n) = (n + 1)2 · idW (n) .

Ist n > 0, wird die Splittung definiert durch denΩ = 1 Eigenraum auf V,
denn

Ω =

(

(n + 1)2 · idV ′ ∗
0 1

)

ist diagonalisierbar aufV . Im Falln = 0, dim(V ) = 2 ist (V, φ) die triviale
Darstellung und die Existenz einer Splittung ist evident. [sl(2, F ) ist eine
einfache Liealgebra undKern(φ) ist ein Ideal. Also ist die Darstellung
(V, φ) treu oder trivial. AusBild(φ) ⊆ sl(V ) und

0 → F → V → F → 0

folgt aberdim(Bild(φ)) ≤ 2. Also kannφ nicht treu sein.]

Korollar 7 . SeiF algebraisch abgeschlossen von der Charakteristik Null.
Für jede endlich dimensionale Darstellung(V, φ) vonL = sl(2, F )

φ : sl(2, F ) −→ EndF (V )

ist φ(h) ein halbeinfacher Endomorphismus vonV .
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Nilpotente Matrizen

Alle Liealgebren in diesem Abschnitt seien endlich dimensional überF .

Eigenwert Lemma. Seiφ : L → End(V ) eine DarstellungV 6= 0 derart,
daß alle Matrizenφ(X), X ∈ L nilpotent aufV operieren. Dann gilt

V L 6= 0 .

Beweis(durch Induktion nachdim(L)). Für dim(L) ≤ 1 wird L erzeugt
von einem ElementX und man schliesst mit dem Jordan-Normalformensatz
für φ(X) (unabhängig vom GrundkörperF ). Sei alsodim(L) > 1.

Schritt 1. Man kann obdA annehmen, daßφ injektiv ist, denn anderenfalls
ersetzt manL durchL̃ = L/Kern(φ) mit dim(L̃) < dim(L) und benutzt
Induktion. Also istφ obdA einetreueDarstellung

L
�

� φ
//

[X,−]

��

End(V )

ρφ(X)−λφ(X)

��

L
�

� φ
// End(V )

Nach Annahme giltφ(X)m für ein m (abhängig vonX ∈ L). Somit im-
pliziert ρm

φ(X) = 0 undλm
φ(X) = 0 dann(ρφ(X) − λφ(X))

2m = 0 (Binomial
Formel), daρφ(X) undλφ(X) kommutieren! Aus der Treuheit der Darstel-
lungφ folgt dann(adX)2m = 0 aufL.

Schritt 2. SeiK 6= L eine maximale echte Lie-Unteralgebra vonL. Da
jeder eindimensionale Unterraum vonL eine Lie-Unteralgebra ist, folgt
dim(K) > 0, falls dim(L) > 1. Da nach Schritt 1 alleX ∈ L ad-
nilpotent sind, operieren alleX ∈ K ⊆ L mit nilpotenten Matrizen auf
den K-Moduln K, L und L/K. Wegendim(K) < dim(L) folgt aus
der Induktionsannahme angewendet auf denK-Modul V = L/K daher
(L/K)K 6= 0. Somit ist der NormalisatorNL(K) echt grösser alsK. Aus
der Maximalität vonK folgt daherNL(K) = L. Also istK ein Ideal inL.

Schritt 3. Es folgt V L = (V K)L/K 6= 0, denn nach Induktionsannahme
ist V K 6= 0 wegendim(K) < dim(L) und dann erneut nach Induktion
(V K)L/K 6= 0 wegendim(L/K) < dim(L).

Absteigende Zentralreihe. FürI, J ⊆ L sei[I, J ] der von allen[X, Y ]; X ∈
I, Y ∈ J erzeugteF -Vektorraum. SindI, J Ideale inL, dann ist auch[I, J ]
ein Ideal inL (Jacobi Identität). Dies definiert rekursivIdeale

Li = [L, Li−1]

von L. Beachte: Li ist der F -Vektorraum aufgespannt von allen (i-1)-
fachen Kommuatoren vom Elementen inL.
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Nilpotente Liealgebren .

Eine LiealgebraL heisstnilpotent, wenn ihre absteigende ZentralreiheLi

(für i = 1, 2, · · · ) mit Null abbricht, d.h. wenn

Ln = 0

gilt für ein geeignetesn.

Lemma. Ist L 6= 0 eine nilpotente Lielgebra, dann ist das ZentrumZ(L)
nicht trivial.

Beweis. SeiLn = 0 und obdALn−1 6= 0, dann gilt0 6= Ln−1 ⊆ Z(L).

Bemerkung. Das ZentrumZ(L) ist ein Ideal inL undLad = Z/Z(L) ist
nilpotent, wenn die LiealgebraL nilpotent ist. Damit ist auch das Zentrum
vonLad nicht trivial usw.

Beispiel 1. Jede abelsche LiealgebraL ist nilpotent, daL1 = [L, L] = 0.

Beispiel 2. Die HeisenbergLiealgebraS = F · s + F · X + F · Y mit
dem ZentrumF · s und [X, Y ] = s ist nilpotent, dennS1 = [S, S] = Z(S)
undS2 = 0.

Engel’s Theorem. L ist nilpotent als Liealgebra genau dann wenn für alle
X ∈ L die Endomorphismenad(X) aufL nilpotent operieren.

Beweis. Aus Ln+1 = 0 folgt ad(X1) ◦ · · ·ad(Xn) = 0 für alle X1, .., Xn

in L, also (adX)n = 0 für alle X ∈ L. Zum Beweis der Umkehrung
benutzen wir Induktion nachdim(L): Sind allead(X), X ∈ L nilpotent,
dann gilt dies auch für die adjungierte LiealgebraLad = L/Z(L). Wegen
dem Eigenwertlemma ist

Z(L) = LL

nicht trivial. Daher giltdim(Lad) < dim(L), und somit istLad nach Induk-
tion eine nilpotente Liealgebra. Das bedeutet(Lad)

n = 0 für geignetesn.
Daraus folgt

Ln ⊆ Z(L) = Kern(L → Lad) .

und damitLn+1 = [L, Ln] ⊆ [L, Z(L)] = 0. Also ist L eine nilpotente
Liealgebra. �
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Auflösbare Liealgebren

Der Kommutator[L, L] ist ein Ideal inL und der QuotientL/[L, L] ist eine
abelsche Liealgebra. Iteriert man die Kommutatorbildung

L(i) = [L(i−1), L(i−1)] ,

erhält man eine absteigende Folge vonIdealenin L. Die LiealgebraL heisst
auflösbar, wennL(n) = 0 gilt für ein n. Durch Induktion nachi zeigt man
L(i) ⊆ Li. Somit ist jede nilpotente Liealgebra auflösbar. Eine einfache
auflösbare Liealgebra ist abelsch und isomorph zuF .

Aus der Definition folgt sofort, daß wie im nilpotenten Fall Lie-Unteralgebren
und Lie-Quotientenalgebren von auflösbaren Liealgebren auflösbar sind.
Anders als im nilpotenten Fall gilt hier aber auch die

Umkehrung: Ist I ein aufl̈osbares Ideal inL mit aufl̈osbarem Quotient
L/I, dann istL auflösbar. [Beweis: Aus(L/I)(n) = 0 folgt L(n) ⊆ I und
ausI(m) = 0 folgt dannL(m+n) = 0].

Radikal. Sind I, J Ideale inL, dann sind offensichtlich auchI + J und
I ∩ J Ideale inL. SindI undJ auflösbar, dann ist auchI + J auflösbar,
dennI ist auflösbar ebenso wie der Quotient(I + J)/I ∼= J/(J ∩ I) als
Quotient des auflösbarenJ . Somit existiert einmaximal aufl̈osbares Ideal
in L (wir nehmen andim(L) < ∞), das sogenannteRadikalRad(L) der
Liealgebra.

Killingform . Sei(V, φ) eine Darstellung vonL. Dann definiert

Kφ(X, Y ) = TrV (φ(X) ◦ φ(Y ))

einesymmetrischeBilinearform aufL mit derAssoziativiẗats-Eigenschaft

Kφ([X, Y ], Z) = Kφ(X, [Y, Z]) .

Wegenφ([X, Y ]) = φ(X)φ(Y ) − φ(Y )φ(X) reduziert sich dies sofort auf
die MatrixidentitätTr((AB − BA)C) = Tr(A(BC − CB)) respektive
Tr(BAC) = Tr(ACB). Für exakte Sequenzen0 → V ′ → V → V ′′ → 0
von Darstellungen gilt

Kφ(X, Y ) = Kφ′(X, Y ) + Kφ′′(X, Y ) .

Für triviale Darstellungen(V, φ) ist Kφ = 0. Ist φ = ad die adjungierte
Darstellung, nennt man

K(X, Y ) := Kad(X, Y )

die Killingform auf L. Für nilpotente LiealgebrenL ist die Killingform
trivial wegenK(X, X) = TrL(ad(X)2) = 0, daad(X) nilpotent ist.

Ist I ein Ideal in L, dann ist die Killingform vonI die Einschr̈ankungder
Killingform von L×L aufI × I, denn die Einschränkung der adjungierten
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Darstellung vonL auf I enthält die adjungierte Darstellung vonI als Un-
terdarstellung mit trivialem Quotient (Idealeigenschaft!).

Killingradikal . Das Radikal der KillingformK

RadK(L) = {X ∈ L | K(X, Y ) = 0 , ∀Y ∈ L}

definiert wegen der Assoziativität ein Ideal inL, dasKillingradikal RadK(L).
Wir behaupten:

RadK(L) = 0 =⇒ Rad(L) = 0 .

Beweis: Angenommen das IdealR = Rad(L) vonL wäre nicht Null. We-
genR(n) = 0 und obdAR(n−1) 6= 0 für geeignetesn ist dannI = R(n−1)

ein nicht trivialesabelschesIdeal inL. Für X ∈ L undY ∈ I gilt dann
ad(X) ◦ ad(Y ) ◦ ad(X) ◦ ad(Y ) = 0. Beachtead(X) ◦ ad(Y )(L) ⊆
ad(X)I ⊆ I und (ad(X) ◦ ad(Y ))I ⊆ ad(X)([I, I]) = ad(X)(0) = 0.
Also istad(X)◦ad(Y ) ein nilpotenter Endomorphismus vonL und es folgt
K(X, Y ) = TrL(adX ◦ adY ) = 0, da die Spur nilpotenter Endomorphis-
mus verschwindet. Also0 6= I ⊆ RadK(L), ein Widerspruch!

Für Grundkörper der Charakteritik> 0 ist die Umkehrung

Rad(L) = 0 =⇒ RadK(L) = 0

im allgemeinenfalsch. BetrachteL = sl(3, F3) modulo Zentrum. Sie
gilt aber für Grundkörper derCharakteristik Null. Durch Koeffizienten-
erweiterung kann man dann zum Beweis obdA annehmenF sei ausserdem
algebraisch abgeschlossen und beweisen dann sogar schärfer im Fall der
Charakterik Null

RadK(L) ⊆ Rad(L) .

Indem manL durch die LiealgebraI = RadK(L) ersetzt wird die Killing-
form Null auf I. Zum Beweis genügt daher

Cartan’s Kriterium . Liealgebrenüber einem Grundk̈orperF der Charak-
teristik Null mit verschwindender Killingform sind auflösbar.

In der Tat liefert das nächste Lemma fürV = L undA = Lad = ad(L) und
M = Ngl(V )(Lad) sowieX ∈ [Lad, Lad] undY ∈ M wegen

TrL(X ◦ Y ) = TrL([ad(L), ad(L)] ◦ Y ) = TrL(ad(L) ◦ [ad(L), Y ])

= TrL(ad(L) ◦ ad(L)) = K(ad(L), ad(L) = 0

die Aussage:X ist nilpotent. Wegen Engel’s Theorem ist daher[Lad, Lad]
nilpotent. Damit istLad auflösbar, ebenso wie dann auchL.

Lemma. SeiV ein Vektorraumüber einem algebraisch abgeschlossenen
Körper F der Charakteristik Null mitdim(V ) < ∞, A ein Untervektor-
raum vonEnd(V ) sowieM = {X ∈ End(V ) | ad(X)(A) ⊆ A}. Gilt
TrV (X ◦ Y ) = 0 für X ∈ M und alleY ∈ M , so istX nilpotent aufV .
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Beweis. Aus X ∈ M konstruiert man auf folgende merkwürdige Weise
neue Elemente inM . Wir wählen dazu eine Basis vonV , in derX Jor-
dan Normalform besitzt und schreibenX = Xs + Xn (diagonal plus nilpo-
tent) undXs undXn kommutieren. Wir müssen zeigen, die Diagonalmatrix
Xs = diag(s1, ..., sm) verschwindet. Es gilt (siehe Appendix)

ad(X)s = ad(Xs) .

Es gibt daher ein PolynomQ ohne konstanten Koeffizienten mit der Eigen-
schaftad(Xs) = ad(X)s = Q(ad(X)). Es folgt wegenQ(ad(X))(A) ⊆ A

ad(Xs) = ad(diag(s1, ..., sm)) ∈ M .

Betrachte den TeilkörperQ(s1, ..., sm) ⊆ F . Sei

f = Q(s1, .., sm) → Q

eine beliebigeQ-lineare Abbildung. Wähle ein PolynomP (Lagrange)
ohne konstanten Term mitP (si − sj) = f(si) − f(sj) für alle 1 ≤ i, j ≤
m = dim(V ). Dies ist möglich, da aussi−sj = sk−sl folgt f(si)−f(sj) =
f(sk) − f(sl) (Q-Linearität vonf ). Dann gilt aufEnd(V )

ad(diag(f(s1), ..., f(sm)) = P
(

ad(diag(s1, ..., sm))
)

= P (ad(Xs)) ,

wie man leicht verifiziert! Es folgt daher

Y = diag(f(s1), ..., f(sm)) ∈ M .

Aus den Annahmen folgt
∑m

i=1 sif(si) = TrV (Xs◦Y ) = TrV (X◦Y ) = 0.
Anwenden vonf liefert daher inQ die Schlüsselaussage:

m
∑

i=1

f(si)
2 = 0 ,

wegenf(si) ∈ Q alsof(si) = 0 für alle i (und allef ). Dies zeigtsi = 0
für alle i, alsoXs = 0. Daher istX = Xn nilpotent.

Appendix. SeiX ein Endomorphismus eines endlich dimensionalen Vek-
torraumsV überF und seiF algebraisch abgeschlossen. Dann besitztX
eine eindeutig bestimmte ZerlegungX = Xs + Xn mit halbeinfachemXs

und nilpotentemXn derart daßXs undXn miteinander kommutieren (Ex-
istenz folgt aus dem Jordan Normalformensatz; Eindeutigkeit benutzt, daß
Xs undXn sich als Polynome inX schreiben lassen). Es gilt

[ad(Xs), ad(Xn)] = ad([Xs, Xn]) = ad(0) = 0 .

Aus (Xn)k = 0 folgt wie bereits gezeigtad(Xn)
2k = 0. Also ist ad(Xn)

nilpotent. Xs ist halbeinfach und daher giltXs = diag(s1, ..., sm) bei
geeigneter Basiswahl vonV . Somit ist

ad(Xs) = diag(s1 − s1, s1 − s2, .., si − sj, ..., sm − sm)

auch diagonal (halbeinfach) aufEnd(V ). Es folgt

ad(X)s = ad(Xs) , ad(X)n = ad(Xn) .
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Klassifikation der halbeinfachen Liealgebren
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Das Beispielsl(n, F )

Satz. Sei F ein (alg. abg.) K̈orper mit char(F ) = 0 und V = F n.
Dann ist L = sl(V ) eine einfache Liealgebra und die Lieunteralgebra
H der Diagonalmatrizen inL (bez̈uglich einer Basise1, .., en von V ) ist
eine maximale Unter-Liealgebra bestehend nur ausad-halbeinfachen Ele-
menten (d.h. maximal torisch) inL.

Beweis. Sei X diagonalisierbar und vertausche mitH. Dann respektiert
H die H-EigenräumeF · ei von V . Das heisstX ist diagonal:X ∈ H.
L = sl(V ) zerfällt in EigenräumeL = H⊕

⊕

α∈Φ Lα für Φ = {e∗i−e∗j | 1 ≤

i, j ≤ n; i 6= j} ⊂ HomF (H, F ). Es gilt #Φ = n2 − n. Es bezeichne
Xα die Elementarmatrix mit dem einzigen nicht verschwindenden Eintrag
gleich 1 an der Stelleij. Ein Ideal I von L zerfällt in H-Eigenräume.
Ist I 6= 0, dann existiert also eine ElementarmatrixXα in I. Durch eine
Matrixrechnung zeigt man nun leicht[Xα, Xβ] 6= 0 für all α, β ∈ Φ mit
α + β ∈ Φ. Daraus folgert man dann ohne MüheI = L.

Die sogenannten positiven Wurzelne∗i − e∗j mit i < j definierenΦ+ ⊂ Φ
und die Wurzelnα1 = e∗1 − e∗2, ..., αn−1 = e∗n−1 − e∗n definieren das Sys-
tem∆ der einfachen positiven Wurzeln; d.h. jede andere positiveWurzel
α ∈ Φ+ ist eine nicht negativ ganzzahlige Linearkombination der ein-
fachen Wurzeln. Die Killingform aufdiag(x1, ..., xn) ∈ H ist durch ein
skalares Vielfaches des Standardskalarproduktes gegeben(wie wir gleich
zeigen). Es folgt(αi, αj) = const. · δi,j−1 für i < j. Dies zeigt später, daß
L = sl(n, F ) das Dynkin DiagrammAn−1 mit n − 1 Ecken liefert

• • · · · • •

Zur Killingform. Eine assoziative BilinearformB auf einer LiealgebraL
definiert eineL-lineare Abbildung

fB : (L, ad) → (L, ad)∨ .

Ist L einfach, ist die KillingformK assoziativ und nichtausgeartet aufL
und die zugeordneteL-lineare AbbildungfK ein Isomorphismus. Damit
ist f−1

K ◦ fB ein Automorphismus von(L, ad). Für einfachesL ist die ad-
jungierte Darstellung(L, ad) irreduzibel. Nach dem Lemma von Schur gilt
f−1

K ◦ fB = λ · id für einen Skalarλ ∈ F . Also gilt

B(X, Y ) = λ · K(X, Y ) , λ ∈ F .

AusB 6= 0 ist λ 6= 0. Für die Standarddarstellung vonL = sl(V ) aufV =
F n ist B(X, Y ) = Kφ(X, Y ) = TrV (X ◦ Y ) eine nichttriviale assoziative
Bilinearform aufL, also proportional zur Killingform. Beachte

B(X, X) =

n
∑

i=1

x2
i , X = diag(x1, ..., xn) ∈ H .
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Halbeinfache Liealgebren

Für eine LiealgebraL ist Rad(L) definiert als das (eindeutig bestimmte)
maximale auflösbare Ideal inL. Man nennt eine LiealgebraL halbeinfach
im Fall Rad(L) = 0. Zur Beschreibung der halbeinfachen Liealgebren
nehmen wir an

char(F ) = 0 .

Zerlegungssatz. Für endlich dimensionale LiealgebrenL über einem K̈orper
der Charakteritik Null gilt

RadK(L) = 0 ⇐⇒ Rad(L) = 0 .

Weiterhin ist in diesem halbeinfachen Fall dannL eine direkte Summe

L =
⊕

ν

Lν

von einfachen (nichtabelschen) LiealgebrenLν .

Beweis. Sei I ein Ideal inL. Dann ist das OrthokomplementI⊥ wieder
ein Ideal wegen der Assoziativität der Killingform und es gilt dim(I) +
dim(I⊥) = dim(L) wegenRadK(L) = 0. Das IdealI∩I⊥ ist ein isotroper
Teilraum vonL. Wegen Cartan’s Kriterium ist die LiealgebraI auflösbar,
d.h. es folgtI∩I⊥ ⊆ Rad(L). Nach Annahme giltRad(L) = RadK(L) =
0. Daher folgt

L = I ⊕ I⊥ .

Wegen[I, I⊥] ⊆ I∩I⊥ (Idealeigenschaft) ist[I, I⊥] = 0. L zerfällt also als
Liealgebra in die direkte Summe der beiden IdealeI undI⊥. Man schliesst
dann weiter per Induktion, bis obdAI einfach wird.

Derivationen vonL. DerF (V, •) für (V, •) = (L, [., .]) definiert die Lieal-
gebraDer(L) derDerivationen vonL. Die EndomorphismenD vonL mit
der EigenschaftD([X, Y ]) = [D(X), Y ] + [X, D(Y )] für alle X, Y ∈ L
sind die Elemente vonDer(L). Beispiel:D = ad(Z) ∈ Der(L) für alle
Z ∈ L und diese sogenannteninnerenDerivationen vonL definieren das
Idealad(L) in Der(L), denn für[D, ad(Z)] = D ◦ ad(Z)− ad(Z) ◦D gilt

[D, ad(Z)](X) = D([Z, X])− [Z, D(X)] = [D(Z), X] = ad(D(Z))(X) .

Satz. Ist L halbeinfacḧuber einem K̈orper der Charakteritik Null, dann gilt

ad(L) = Der(L) .

Beweis. Da L halbeinfach ist, giltZ(L) = 0 und damitL = ad(L).
Die Einschränkung der Killingform der LiealgebraDer(L) auf die Lieal-
gebraad(L) ist die Killingform von ad(L) und ist damit nicht ausgeartet
auf ad(L). Somit ist I = ad(L)⊥ ein Ideal inDer(L) mit dim(I) +
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dim(ad(L)) = dim(Der(L)). Der DurchschnittI ∩ ad(L) = 0, denn
in Rad(ad(L)) = Red(L) = 0 enthalten nach Cartan’s Kriterium. Also
ist Der(L) = ad(L) ⊕ I eine direkte Summe von Liealgebren, d.h. es gilt
[D, ad(Z)] = 0 für D ∈ I undZ ∈ L. Angewendet aufX ∈ L folgt daraus
ad(D(Z))(X) = 0 für alleX, Z ∈ L und damitD(Z) = 0 für alleZ, also
D = 0. Also I = 0 und damitDer(L) = ad(L).

Korollar 1 . Ist L halbeinfachüber einem K̈orper der Charakteritik Null,
dann gibt es f̈ur X ∈ L eine ZerlegungX = Xs + Xn mit der Eigenschaft
Xs, Xn ∈ L undXs ist ad-halbeinfach undXn ist ad-nilpotent.

Beweis. BenutzeL = ad(L) = DerF (L, •) und die Jordan-Zerlegung der
F -Derivationen von(V, •) im Fall der Lieklammerv • w = [v, w].

Torische Unteralgebren. SeiL eine halbeinfache Liealgebra über einem
algebraisch abgeschlossen KörperF der Charakteristik Null. Eine Lie Un-
teralgebraH von L heissttorisch, wenn sie nur ausad-halbeinfachen Ele-
mentenbesteht.

Ist L 6= 0, gibt es nach Engel’s Theorem nicht ad-nilpotente ElementeX
in L. Also X = Xs + Xn in L mit Xs 6= 0. Auf Grund des letzten
Korollars gilt Xs ∈ L. Somit existieren unter obigen Annahmen anF und
L nichttriviale torische(eindimensionale) Unteralgebren! Wir können nun
obdA annehmen, daßH maximal torisch inL ist.

Proposition 1. Ist L halbeinfachüber einem algebraisch abgeschlossenen
Körper der Charakteritik Null, dann ist jede (maximale) torische Lie Un-
teralgebraH vonL abelsch.

Beweis. Wir zeigen, dassadH(X) = adL(X)|H : H → H die Nullabildung
ist für X ∈ H. Da X = Xs halbeinfach ist, genügt dazu dass alle Eigen-
werte vonadL(X) aufH Null sind. Angenommen dies wäre nicht der Fall!
Dann gäbe es einen Eigenvektor0 6= Y ∈ H und ein0 6= λ ∈ F mit der
Eigenschaft

adL(X)(Y ) = [X, Y ] = λ · Y .

Es folgt
adL(Y )(X) = [Y, X] = −λ · Y

und somit
adL(Y )2(X) = 0 .

WegenY ∈ H ist auchadL(Y ) ein halbeinfacher Endomorphismus vonL
und damit auch vonH. Der VektorX ∈ H kann daher in Eigenvektoren
Xα von adH(Y ) zerlegt werden:X =

∑

α Xα. Aus adH(Y )2(X) = 0
folgt, dassX = X0 im Eigenraum des Nulleigenwertsα = 0 liegen muss.
Dies zeigt dann aber

−λ = α = 0

im Widerspruch zuλ 6= 0.
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Korollar 2 (Wurzelzerlegung). Ist L halbeinfachüber einem algebraisch
abgeschlossenen Körper der Charakteritik Null und istH eine (maximale)
torische Lie Unteralgebra vonL, dann gilt

L = ZentrL(H) ⊕
⊕

α∈Φ Lα .

Hierbei sind dieLα die nichttrivialen simultane Eigenräume vonH auf
L. Die dabei auftretende endlichen MengeΦ von nichttrivalenF -linearen
Abbildungenα : H → F nennt man die Menge der Wurzeln vonL und es
gilt

L0 = ZentrL(H) = {X ∈ L | [X, H ] = 0} .

Hierbei ist für gegebenesα ∈ H∨ = HomF (H, F ) der EigenraumLα ⊆ L
gegeben durch den Vektorraum allerY ∈ L mit

[X, Y ] = α(X) · Y , X ∈ H .

SeiK die Killingform vonL. Offensichtlich gilt

• [Lα, Lβ] ⊆ Lα+β .
• Fürα 6= 0 bestehtLα ausad-nilpotenten ElementenX.
• α + β 6= 0 =⇒ Lα ⊥ Lβ bezüglich der KillingformK.
• Die Einschränkung der KillingformK ist nicht ausgeartet aufL0.
• H ⊆ L0 undH⊥ = (H⊥ ∩ L0) ⊕

⊕

α∈Φ Lα.

Die erste Eigenschaft folgt unmittelbar aus der Jacobi Identität, die zweite
aus der ersten wegenad(X)n(Lβ) ⊆ Lnα+β . Die vierte Eigenschaft folgt
aus der dritten. Diese folgt ausα(X) · K(Xα, Xβ) = K([X, Xα], Xβ) =
−K(Xα, [X, Xβ]) = −β(X) ·K(Xα, Xβ) für X ∈ H, Xα ∈ Lα undXβ ∈
Lβ. In der Tat folgt(α+β)(X)·K(Xα, Xβ) = 0 und damitK(Xα, Xβ) = 0
im Fall α+β 6= 0 durch geeignete Wahl vonX ∈ H. Die letzte Eigenschaft
folgt aus der letzten Proposition undL0 ⊥ Lα für α ∈ Φ.

Maximale torische Unteralgebren. Sei nunH einemaximaletorische Un-
teralgebra von der halbeinfachen AlgebraL. Dann ist jedesad-halbeinfache
Element vonL0 wegen der Maximalität vonH bereits inH, denn Summen
von kommutierenden halbeinfachen Matrizen sind wieder halbeinfach.

Per Definition giltX ∈ L0 ⇔ ad(X)(H) = 0. Damit gilt für X ∈ L0 auch
ad(X)s(H) = 0, dennad(X)s ist ein Polynom inad(X) ohne konstanten
Koeffizienten. Damit liegtad(X)s = ad(Xs) in L0 und es folgt

X ∈ L0 =⇒ Xs, Xn ∈ L0

sowie dann wegen der Maximalität (!) vonH im Sinne einer Vektorraum-
summe

L0 = H ⊕ (L0)n .

Da H ein Ideal vonL0 ist, ist daherL0/H wegen Engel’s Theorem nilpo-
tent. DaH im Zentrum vonL0 liegt, ist dann sogarL0 nilpotent.
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Proposition 2. Ist H eine maximale torische Lie Unteralgebra einer halbe-
infachen LiealgebraL über einem algebraisch abgeschlossenen Körper F
der Charakteristik Null, dann gilt

L0 = H .

Insbesondere ist die Einschränkung vonK aufH nicht ausgeartet.

Beweis. Es gilt ad(X)ad(h) = ad(h)ad(X) + ad([X, h]) = ad(h)ad(X)
für X ∈ (L0)n und h ∈ H wegen [X, h] = 0. Für X ∈ (L0)n ist
ad(X) := adL(X) nilpotent aufL. Da adL(h) mit adL(X) kommutiert,
ist dann auchadL(X)adL(h) nilpotent aufL und damit giltK(X, h) =
TrL(adL(X)adL(h)) = 0. Somit istX orthogonal zuH und (X ist sowieso
orthogonal zu denLα für α 6= 0). Es folgt(L0)n ⊆ L0 ∩ H⊥ für den An-
nulatorH⊥ von H bezüglich der KillingformK von L. Aus dim(H) =
dim(L) − dim(H⊥) = dim(L0) − dim(L0 ∩ H⊥) und dim((L0)n) =
dim(L0) − dim(H) folgt dim((L0)n) = dim(L0 ∩ H⊥), also

L0 ∩ H⊥ = (L0)n .

Andererseits gilt[L0, L0] ⊥ H wegen der Assoziativität der KillingformK
und somit[L0, L0] ⊆ H⊥ ∩ L0 = (L0)n. Es folgt [(L0)n, (L0)n] ⊆ (L0)n

und damit im Sinne einerdirekten Summe von Liealgebren

L0 = H ⊕ (L0)n .

Wäre die nilpotente Liealgebra(L0)n 6= 0, wäre ihr Zentrum nichttrivial
und es gäbe ein0 6= Z ∈ Z(L0) ∩ (L0)n. D.h. adL(Z) wäre nilpotent und
kommutiert mit allenadL(Y ), Y ∈ L0; somit wäre auchadL(Z)adL(Y )
nilpotent aufL. Also K(Z, Y ) = TrL(adL(Z)adL(Y )) = 0 für alle Y ∈
L0 und damit alleY ∈ L. Somit wäre0 6= Z ∈ L0 im RadikalRad(L) = 0
der Killingform K. Ein Widerspruch! Dies zeigt(L0)n = 0 undH = L0.

Korollar 3 . Der DualraumH∨ = HomF (H, F ) wird über F von den
Linearformenα ∈ Φ aufgespannt.

Beweis. Wäre die Aussage falsch, existiert ein0 6= h ∈ H mit α(h) = 0
für alle α ∈ Φ. Damit gilt [h, Lα] = 0 für alle α inklusiveα = 0, d.h.
h ∈ Z(L). DaL halbeinfach ist, giltZ(L) = 0. Widerspruch!

Die Vektoren Hα. FürX ∈ Lα undY ∈ L−α gilt [X, Y ] ∈ L0 = H. Für
alle h ∈ H gilt dannK(h, [X, Y ]) = K([h, X], Y ) = α(h)K(X, Y ). Da
K nicht ausgeartet ist aufH, existiert zuα ∈ Φ ein eindeutig bestimmtes
duales ElementHα ∈ H mit der Eigenschaft

K(h, Hα) = α(h) , ∀h ∈ H .

Es folgt daher für dieα ∈ Φ

[X, Y ] = K(X, Y ) · Hα , ∀ X ∈ Lα, Y ∈ L−α .
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Korollar 4 . Für α ∈ Φ ist [Lα, L−α] = F · Hα und es gilt

α(Hα) = K(Hα, Hα) 6= 0 .

Beweis. Für den ersten Teil ist[Lα, L−α] 6= 0 bzw. K(Lα, L−α) 6= 0 zu
zeigen. Letzteres folgt ausLα * RadK(L) = 0 undLα ⊥ Lβ für β 6= −α.

Für den zweiten Teil. Nach Definition vonHα gilt K(Hα, Hα) = α(Hα).
Aus α(Hα) = 0 folgt [Hα, X] = [Hα, Y ] = 0 für X ∈ L−α und Y ∈ Lα.
Wegen Teil 1 kann manX = Xα, Y = Y−α wählen mit [Xα, Y−α] =
K(Xα, Y−α) · Hα = Hα, d.h.K(Xα, Y−α) = 1. Dann ist

S = F · Hα + F · Xα + F · Y−α

eine dreidimensionaleHeisenbergLiealgebra überF . Das Elements =
adL(Hα) operiert halbeinfach aufL. Somit zerfälltL in endlich dimension-
ale s-EigenräumeW . Da X und Y mit s kommutieren, erhaltenad(Xα)
und ad(Y−α) den jeweiligens-EigenraumW . Operierts auf W mit dem
Eigenwertλ ∈ F , dann gilt

λ · dim(W ) = TrW (s) = TrW ([ad(Xα), ad(Y−α)]) = 0 .

Wegenchar(F ) = 0 folgt λ = 0. Somit operiertadL(s) auf W und damit
aufL trivial. Es folgts ∈ Z(L) = 0. Dieser Widerspruch zeigtα(Hα) 6= 0!

Die Liealgebrasl(2, F ). Beachtesl(2, F ) = F · h + F · x + F · y mit

[h, x] = 2x , [h, y] = −2y , [x, y] = h .

Herbei isth = (
1 0
0 −1

) undx = (
0 1
0 0

) resp.y = (
0 0
1 0

).

Die sl(2, F )-Einbettungen. Aus dem letzten Korollar bzw. seinem Beweis
erhält man für jedeWurzelnα ∈ Φ und Lα = FXα, L−α = FY−α mit
K(Xα, Y−α) = 1 einenLiealgebren Homomorphismus

φα : sl(2, F ) →֒ L

definiert durch:

x 7→ Xα , y 7→
2

K(Hα, Hα)
Y−α , h 7→ H∨

α :=
2

K(Hα, Hα)
Hα .

φα ist wohldefiniert wegenK(Hα, Hα) 6= 0 (letzter Korollar) und man prüft
sofort die relevanten Kommutatorrelationen einer Darstellung. Vermöge der
φα definiert die halbeinfache LiealgebraL endlich dimensionale Darstellun-
gen(L, φα) der Liealgebrasl(2, F ). Beachte

Bild(φα) ⊆ L−α ⊕ L0 ⊕ Lα .
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Die halbeinfache LiealgebraL alssl(2, F )-Modul

Für α ∈ Φ ist die durchad ◦ φα definierte Darstellung vonsl(2, F ) auf L
wegen[Lα, Lβ ] ⊆ Lα+β eine direkte Summe von Teildarstellungen

V =
⊕

n∈Z

Lβ+nα ⊆ L

für β ∈ Φ oderβ = 0. Es giltLβ+nα ⊆ Vλ für

λ = (β + nα)(H∨
α ) = β(H∨

α ) + 2n = 2(β,α)
(α,α)

+ 2n

dennφα(h) = H∨
α operiert mit dem Eigenwert(β +nα)(φα(h)), und es gilt

α(H∨
α ) = 2

K(Hα,Hα)
α(Hα) = 2. Im Fall β = 0 ist

V = · · · ⊕ L−2α ⊕ L−α ⊕ L0 ⊕ Lα ⊕ L2α ⊕ · · ·

Die Klassifikation der (irreduziblen) Darstellungen vonsl(2, F ) zeigt, dass

φα(sl(2, F )) in L−α ⊕ L0 ⊕ Lα ⊆ V

eine dreidimensionale irreduzible Darstellung isomorph zu W (2) in V auf-
spannt. Weiterhin definiertKern(α : H → F ) ⊆ H = L0 eine triv-
iale Unterdarstellung vonV . Dasl(2, F ) reduktiv ist (siehe Abschnitt über
Darstellungen dersl(2, F ), folgt

V = Kern(α : H → F ) ⊕ Bild(φα) ⊕ V ′

für eine DarstellungV ′ ⊆ · · ·⊕L−2α⊕L−α⊕0⊕Lα⊕L2α⊕· · · mit geraden
h-Eigenwerten. Damit ist wegenV ′

λ = 0, λ = 0 jederGewichtsstrang(siehe
dazu die Klassifikation der Darstellungen dersl(2, F )) in V ′ unterbrochen,
Es folgtV ′ = 0. Also V = Bild(φα) ⊕ Kern(α : H → F ) und damit

Korollar 5 . Für alle α ∈ Φ, n ∈ N gilt

• Primitivität: α, nα ∈ Φ =⇒ n = ±1, sowie
• Multiplizität 1: Lα = F · Xα, das heisstdim(Lα) = 1.

Im Fall β ∈ Φ und obdAβ 6= α,−α gilt für jeden Eigenwertλ von (adL ◦
φα)(h) aufV für den Eigenraumdim(Vλ) ≤ 1 wegendim(Lβ+nα) ≤ 1. Da
die Eigenwerteλ vonh grundsätzlich ganzzahlig sind, folgt

• nαβ := β(H∨
α ) ∈ Z.

• V ist irreduzibel alssl(2, F )-Modul, [da entwederV0 oderV1 Null
und somitdim(V0) + dim(V1) = 1 ist].

• [Lα, Lβ] = Lα+β . [Benutzedim(Lα+β) ≤ 1 undV irreduzibel].
• α, β ∈ Φ =⇒ β − β(H∨

α ) · α ∈ Φ. [WegenLβ = Vβ(H∨
α ) 6= 0

folgt auchLβ−β(H∨
α )·α = Vβ(H∨

α )−β(H∨
α )·α(H∨

α ) = V−β(H∨
α ) 6= 0 wegen

der symmetrischen Lage derh-Eigenwerte im Gewichtsstring einer
sl(2, F )-Darstellung].



26

Die gefunden Bedingungen reformuliert man am besten mittels derdualen
Killingform.

Duale Killingform . Die Einschränkung der KillingformK von L auf H
ist eine nichtausgearte symmetrische Bilinearform aufH. Die dazuduale
symmetrische Bilinearform(., .) auf dem DualraumH∨, definiert durch

(α, β) := K(Hα, Hβ) = α(Hβ) oder

K(Hα, Hβ) = SpurL(adL(Hα)adL(Hβ)) =
∑

γ∈Φ dim(Lγ)·γ(Hα)γ(Hβ) =
∑

γ∈Φ(γ, α)(γ, β) wegendim(Lγ) = 1, ist für allex, y ∈ H∨

(x, y) =
∑

γ

(γ, x)(γ, y)

durch bilineare Fortsetzung. Insbesondere

(x, x) =
∑

γ∈Φ(γ, x)2 .

Es gilt (α, α) = (α, α)2
∑

γ∈Φ n2
αγ und die Zahlennαβ = β(H∨

α ) = 2 (β,α)
(α,α)

sind ganz. Da wir bereits(α, α) 6= 0 wissen, folgt(α, α) ∈ Q. Wegen
nαγ ∈ Z folgt (α, γ) ∈ Q für α, γ ∈ Φ. Also (x, x) =

∑

γ∈Φ(γ, x)2 ≥ 0
für allex aus dem von den Wurzeln aufgespanntenR-Vektorraum.

Theorem 1. Die duale Killingform(., , ) definiert auf demQ-Vektorraum

E =
∑

α∈Φ Q · α ,

aufgespannt inH∨ von den endlich vielen Wurzelnα ∈ Φ ⊂ H∨, eine
nichtausgeartete symmetrische positiv definiteQ-Bilinearform. Es gilt

• dimQ(E) = dimF (H).
• α, nα ∈ Φ, (n ∈ N) =⇒ n = ±1.
• α ∈ Φ =⇒ σα(Φ) = Φ für die Spiegelungen definiert durch

σα(x) = x − 2(x,α)
(α,α)

α .

• α, β ∈ Φ =⇒ nαβ = 2(β,α)
(α,α)

∈ Z.

Bemerkung. Die lineare Abbildungσα : E → E erfüllt σα(α) = −α
und ist die Identität auf der zuα bezüglich der Metrik(., .) orthogonalen
Hyperebene inE. Somit istσα eine Spiegelung, und als solche enthalten
in der orthogonalen Gruppe der dualen Killingform(., .). Die von diesen
Spiegelungen erzeugte endliche UntergruppeW der Permutationsgruppe
von Φ nennt man dieWeylgruppedes Wurzelsystems. W stabilisiert das
Untergitter

∑

α∈Φ Z · α vonE.

Wurzelsysteme. Eine endliche KonfigurationΦ ⊆ E von nichttrivialen
Vektoren eines Euklidischen Raumes(E ⊗Q R, (., .)) mit den im letzten
Theorem genannten Eigenschaften nennt man einabstraktes Wurzelsystem.
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WurzelsystemeΦ

Für abstrakte Wurzelsysteme(E, Φ) gilt σα(Φ) = Φ für die Spiegelungen
σα, α ∈ Φ sowienαβ = 2(β,α)

(α,α)
∈ Z für alle α, β ∈ Φ. Also ist nαβnβα =

4cos2(θαβ) ≤ 4 ganzzahlig, und6= 4 für α 6= ±β, da sonstβ = ±λα gilt
mit λ ∈ {1/2, 1, 2} im Widerspruch zur Primitivität.

Fakt 1. Ausnαβ = 2(β,α)
(α,α)

∈ Z folgt nαβnβα ∈ {0, 1, 2, 3} für alleα 6= ±β.

Fakt 2. Für α 6= ±β gilt entweder|nαβ| = 1 oder |nβα| = 1 oderα undβ
sind orthogonal zueinander.

Fakt 3. Φ = −Φ , dennσα(α) = −α.

Fakt 4. Für α 6= ±β mit α, β ∈ Φ gilt

(α, β) > 0 =⇒ α − β ∈ Φ .

[Sei obdAnβα = 1 nach Fakt 2, und damitα−β = σβ(α) = α−nβα·β ∈ Φ.
D.h. entweder giltα − β ∈ Φ oderβ − α ∈ Φ. Benutze dannΦ = −Φ].

Basen∆ von Φ

Sei (E, Φ) ein abstraktes Wurzelsystem und seiH eine generische Hyper-
ebene inE, d.h. keinα ∈ Φ liegt in H. Dann zerfälltΦ (abhängig vonH)
in die rechte und linke Teilmenge

Φ = Φ+ ⊔ Φ− .

α ∈ Φ+ heisstunzerlegbarodereinfach, wenn giltα 6= α1 + α2 für alle
α1, α2 ∈ Φ+. Aus Fakt 3 folgt

Φ− = −Φ+ .

Folgerung 1. Jedesα ∈ Φ+ ist eine positive Linearkombination von ein-
fachen Wurzelnαν

α =
∑

ν

mαναν , mαν ≥ 0 .

Folgerung 2. Für einfacheα, α′ ∈ Φ+ gilt (α, α′) ≤ 0 im Fall α 6= α′.
[Aus Fakt 4 folgt ansonstenα − α′ ∈ Φ+ nach eventueller Vertauschung
vonα undα′. Damit wäre dannα = (α−α′)+α′ zerlegbar. Widerspruch].

Folgerung 3. Die Menge∆ ⊂ Φ+ der einfachen Wurzeln (bzgl. der Hyper-
ebeneH) definiert eine Basis desR-VektorraumsE.

Beweis. Φ und damit∆ erzeugtE. Eine Relation
∑

α∈∆ mαα = 0 hat
odbA die Gestalt

λ =
∑

α′∈∆

mα′α′ =
∑

α′′∈∆

mα′′α′′
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für Koeffizientenmα′ , mα′′ ≥ 0 und disjunkte Mengen∆′ = {α′} und
∆′′ = {α′′}. Für den so definierten Vektorλ gilt nach Folgerung 2

(λ, λ) = (
∑

α′

mα′α′,
∑

α′′

mα′′α′′) =
∑

α′ 6=α′′

mα′mα(α′, α) ≤ 0 .

Aus der Definitheit der Paarung folgtλ = 0, und damit leichtmα′ = 0 und
mα′′ = 0. Also ist∆ eine Basis des VektorraumsE.

Der Coxeter Graph

Eine endliche MengeU = {u1, ..., ur} linear unabhängiger Vektorenui

eines reellen Euklidschen Vektorraum heisse ZK (zulässige Konfiguration),
wenn gilt

• (ui, ui) = 1
• 4(ui, uj)

2 = 0, 1, 2, 3 für alle i 6= j
• (ui, uj) ≤ 0 für alle i 6= j

Einer ZK ordnet man einenCoxeter GraphD zu, ein Graph dessen

• Ecken denui entsprechen mit
• 4(ui, uj)

2 Verbindungskanten zwischen Eckenui 6= uj.

Das Beispiel von Interesse(Fakt 1 sowie Folgerung 2 und 3): Die

ui =
αi

(αi, αi)1/2

für αi ∈ ∆ (System einfacher Wurzeln zu einer generischen HyperebeneH
für ein abstraktes WurzelsystemΦ) definieren eine ZK. Der Coxeter Graph
repräsentiert die Zahlen(α,β)

‖α‖‖β‖
für α, β ∈ ∆.

Theorem. Jeder zusammenhängende Coxeter Graph ist vom TypAn, BCn, Dn

oder vom TypG2, F4 oderE6, E7, E8.

Beweis. 1) Ist U eine ZK undui ∈ U , dann ist auchU \ {ui} eine ZK.
Den Coxetergraph erhält man durch Weglassen der Eckeui und Streichen
der zugehörigen Kanten. Jede Zusammenhangskomponente eines Coxeter
Graphen ist daher wieder ein Coxeter Graph.

2) Die Anzahl von Paare verbundener Ecken in D ist echt kleiner als die
Zahl der Ecken vonD, denn0 6= v =

∑

ui∈D ui erfüllt (v, v) > 0 und daher
gilt #Ecken> −2

∑

i<j(ui, uj) ≥ #Paare.

3) D ist ein Baum, denn würdeD einen Zykel enthalten, gäbe es nach 1)
eine ZK dessen Coxeter Graph ein Zykel ist. Dies ist unmöglich nach 2).

4) Von jeder Eckeu in D gehen höchsten3 Kanten aus, ist als entweder eine
’Dreiersternecke’ oder hat≤ 2 Nachbarn. [Nach 1) istD obdA ein Stern
um u mit den Nachbarnv1, .., vl zu denen Kanten bestehen. Nach 3) gilt
(vi, vj) = 0 für alle Nachbarnvi 6= vj vonu. Ergänzt man das ON-System
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v1, ..., vl um v0 zu einer ON-Basis, dann ist(u, v0) 6= 0 wegen der linearen
Unabhängigkeit. Plancherel zeigt daher

∑l
i=1(u, vi)

2 ≤ 1. Daher ist die
Anzahl

∑l
i=1 4(u, vi)

2 der Nachbarkanten vonu echt kleiner als4.

5) Nach 4) ist der GraphD vom TypG2 (2 Ecken mit 3 Verbindungskan-
ten), wenn zwei Eckpunkte vonD durch drei Kanten verbunden sind und
D zusammenḧangendist.

6) EnthältD eineKettevom TypAk, d.h. Eckenv1, ..., vk mit 4(vi, vi+1)
2 =

−1 für i = 1, ..., k − 1 so daßvi nur mit vi+1 und vi−1 verbunden ist für
alle i = 2, ..., k − 1, dann kann man diese Kettev1, , .vk zusammenziehen
zu einer einzigen Eckev (Verheftung vonv1 undvk sowie Weglassen von
v2, .., vk−1) und erhält wieder einen Coxeter Graph. [ Fürv =

∑k
i=1 vi gilt

(v, v) = 1 sowie (u, v) = (u, v1) für Nachbarnu von v1 resp. (u, v) =
(u, vk) für Nachbarnu vonvk].

7) SeiD zusammenhängend und keine ’Kette’. Dann kommt genau eine
’Doppelkante’ (vom TypB2) oder alternativ genau eine ’Dreiersternecke’
(vom Typ D4) in D vor. [Wären zwei ’Doppelkanten’ durch eine Kette
verbunden, würden 1) und 6) eine ’Ecke’ mit vier Kanten in einem Cox-
eter Graph liefern; nach 4) ausgeschlossen. Wären zwei ’Dreiersternecken’
durch eine Kette verbunden, schliesst man analog. Ebenso wenn eine ’Dop-
pelkante’ durch eine Kette mit einer ’Dreiersternecke’ verbunden wäre. Da
D nach 3) ein Baum ist und nach 4) die Zahl der Kanten, die von einer Ecke
ausgeht, höchstens 3 ist, folgt daraus die Behauptung.]

8) IstD 6= F4, dann kann von einer ’Dopppelkante’ nur von einer der beiden
Ecken eine weitere Kante ausgehen. [Für die Eckenup, vq der Doppelkante
seienu1, u2, .., up resp.v1, v2, ..., vq ’Ketten’ in D. Füru =

∑p
i=1 iui und

v =
∑q

j=1 jvj gilt dann(u, u) =
∑p

1 i2−
∑p−1

1 i(i+1) = p2−p(p+1)/2 =

p(p + 1)/2 und ditto(v, v) = q(q + 1)/2 sowie(u, v)2 = p2q2(up, vq)
2 =

p2q2/2 wegen(up, vq)
2 = −1/2. Aus der Schwarz Ungleichung folgt dann

(p − 1)(q − 1) < 2. Also p = 1 oderq = 1.]

9) Ist D 6= E6, E7, E8, geht nur von einer der drei ’Sternecken’ inD eine
weitere Kante aus. [ Seienup−1, vq−1, wr−1 die Sternecken undm der Mit-
telpunkt. Bildeu =

∑p−1
i=1 ivi, v =

∑q−1
j=1 jvj und w =

∑r−1
k=1 kwk zu

’Kanten’ der Längenp− 1, q − 1 undr− 1 in D ausgehend von den Ecken
up−1, vq−1, wr−1. Es giltcos2(θu) = (u,m)2

(u,u)(m,m)
= (p−1)2(−1/4)

(p−1)p/2
= 1

2
(1 − 1/p)

und analog fürv undw. Wegencos2(θu) + cos2(θv) + cos2(θw) < 1 wie in
Schritt 4 folgt

1

p
+

1

q
+

1

r
> 1

obdA für p ≥ q ≥ r ≥ 2. Also r = 2 und 1
p

+ 1
q

> 1
2

wegen3/r > 1, und
dannq = 2, 3 und 1

p
> 1

6
wegen2

q
> 1

2
. Somitp ≤ 5].
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Bestimmung vonΦ durch ∆

Die WeylgruppeW (Φ) ⊆ Aut(Φ) eines abstrakten Wurzelsystems wird
erzeugt von den Spiegelungenσα, α ∈ Φ. Für α ∈ Φ ⊂ E sei H(α) =
{v ∈ E | (α, v) = 0} die Fixhyperebene der Spiegelungσα. Die Zusam-
menhangskomponenten von

ER \
⋃

α∈Φ

H(α) , ER = E ⊗Q R

nennt manWeylkammern. Ist (E, Φ) = (E1 ⊕E2, Φ1 ×{0}∪{0}×Φ2) ein
Produkt zweier abstrakter Wurzelsysteme, istW (Φ) = W (Φ1) × W (Φ2)
und WeylkammernK = K1 × K2 sind Produkte von Weylkammern. Ist
(E, Φ) kein Produkt von Wurzelsystemen, nennt man(E, Φ) irreduzibel.

Fakt 1. Ist (E, Φ) irreduzibel, dann operiertW (Φ) irreduzibel aufE.

Beweis. SeiE1 ⊆ E einW (Φ)-stabiler Unterraum undE2 sein Orthokom-
plement. Es genügt zu zeigenα ∈ Φ =⇒ α ∈ E1 oderα ∈ E2, was einen
Widerspruch zur Irreduzibilität ergäbe. Seiα /∈ E1. Dann folgt aber wegen
σα(E1) = E1 sofort(α, E1) = 0 und daherα ∈ E⊥

1 = E2.

Fakt 2. W (Φ) operiert transitiv auf den Weylkammern.

Beweis. SeiK eine feste Kammer und seiK ′ eine weiter Kammer. Wähle
k ∈ K undk′ ∈ K ′ undw ∈ W (Φ) mit minimalem‖wk′ − k‖. Wir be-
haupten dannwk′ ∈ K und damitwK ′ = K. Wärewk′ /∈ K, existiert eine
TrennwandH(α) vonK so dassσαwk′ näher beik liegt alswk′ (betrachte
die WandH(α) vonK, die von der Verbindungsgeradek′k getroffen wird).

SeiWK = 〈σα1 , ..., σαr〉 die Untergruppe vonW (Φ), die von den Spiegelun-
genσα zu den WändenH(α) vonK erzeugt wird.

Fakt 3. W (Φ) = WK und insbesondere hängtW := WK nicht vonK ab.

Beweis. Zu zeigen istσα ∈ WK für α ∈ Φ. Für beliebige Spiegelungenσα

und beliebige orthogonale Abbildungenw gilt

σα = w−1σw(α)w .

Für jedesα ∈ Φ ist H(α) die Wand einer KammerK ′. Verbindet man
K ′ mit K durch eine Hilfsgerade wie bei Fakt 2, passiert diese eine Kette
von Kammern. Durch Induktion nach der Zahl der Zwischenkammern gibt
es einw ∈ WK mit w(K ′) = K. Dann giltw(H(α)) = H(αν) für ein
αν ∈ ∆. [Betrachte zuerst den Fall einer NachbarkammerK ′ vonK]. Aus
w, σαν ∈ WK folgt dannσα = w−1σαν w ∈ WK .
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Fakt 4. Die Basen∆ (zu trennenden Hyperebenen vonΦ) entsprechen
genau den WeylkammernK des abstrakten Wurzelsystems via

∆ 7→ K =
⋂

α∈∆

{v ∈ ER | (α, v) > 0} .

Beweis. 1) Indem man gegebenenfallsαi durch−αi ersetzt, ist mit obigen
Bezeichnungen die WeylkammerK durch folgende Gleichungen definiert

v ∈ K ⇐⇒ (αi, v) > 0 ∀ αi ∈ ∆ .

2) Die zu einem Punkt0 6= ξ ∈ ER definierte orthogonale Hyperebene
H trenntΦ in Φ+ undΦ− genau dann, wennξ nicht auf einer der Wände
H(α), α ∈ Φ liegt oder mit anderen Worten, wennξ in einer der Weylka-
mmernK ⊂ E liegt. Für ξ ∈ K und beliebigesα ∈ Φ gilt (α, K) >
0 ⇐⇒ (α, ξ) > 0 ⇐⇒ α ∈ Φ+. Das heisst,K ist der Durchschnitt aller
{v ∈ E | (α, v) > 0} für α ∈ Φ+.

3) Wegen Folgerung 1 (im Abschnitt Wurzelsysteme) sind alleα ∈ Φ+

nichtnegative Kombinationen derα ∈ ∆ ⊂ Φ+. Daher istK der Durch-
schnitt aller{v ∈ E | (α, v) > 0} für α ∈ ∆; und keine dieser Gleichungen
kann mehr weggelassen werden! Somit definieren dieα ∈ ∆ genau die
Wände der WeylkammerK.

Dies zeigt nun, daß man ein Wurzelsystem(E, Φ) vollständig aus der Ken-
ntnis einer Basis∆ ⊂ Φ rekonstruieren kann:

Folgerung. Ist ∆ ⊂ Φ Basis eines abstrakten Wurzelsystems(E, Φ), dann
ist die WeylgruppeW (Φ) die von den Spiegelungenσα, α ∈ ∆ erzeugte
GruppeW und es giltΦ =

⋃

w∈W w(∆) als Teilmenge vonE.

Im Fall dim(E) = 2 der CoxetergraphenA1 × A1, A2, B2 = C2 undG2

(undnα1α2 = 0, 1, 2, 3 respektive) liefert das aus∆ = {α1, α2} = {•, •}
dann durch Spiegelungen die folgenden Wurzelsysteme

◦
•

∗
∗ • ◦

∗•
∗ •

∗∗
◦

•
•∗
∗

∗ ∗∗

∗
◦
∗∗

∗ •
∗∗

∗•

∗

∗

∗∗

Bestimmung von∆ durch das Dynkin Diagram

Der Coxeter GraphD bestimmt 4(α,β)2

(α,α)(β,β)
= nαβnβα in {0, 1, 2, 3} für α, β ∈

∆. Aus nαβ/nβα = (β, β)/(α, α) undnαβ , nβα ∈ Z folgt ausnαβnβα =
1 dahernαβ = nβα = ±1 und (α, α) = (β, β). Ist (E, Φ) irreduzi-
bel (D zsh.), sind∆ und Φ bis auf Homothetie festgelegt, wenn man die
Kante mitnαβnβα > 1, wenn sie auftritt, mit der Richtung von der langen
Wurzelα zu der kurzen Wurzelβ versieht (Dynkin Diagram ). Es gilt dann
(β, β)/(α, α) ∈ {2, 3}.
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Bemerkung. Zwei Wurzelsystem(E, Φ) und (E, Φ′) heissenisomorph,
wennΦ′ ausΦ durch eine Drehstreckung des Euklidischen RaumesE her-
vorgeht. Die relevanten Grössennαβ werden durch Drehstreckungen nicht
verändert.

Bemerkung. Ein zusammenhängender Coxetergraph legt(E, Φ) bis auf
Isomorphie eindeutig fest ausser im Fall des Coxeter Graphen BCn. In
diesem Fall legt das Dynkindiagram das Wurzelsystem(E, Φ) bis auf Iso-
morphie fest als TypBn (orthogonal) oderCn (symplektisch).

Duales Wurzelsystem. Sei(E, Φ) ein Wurzelsystem mit primitiven Wurzeln
α ∈ ∆. Dann definieren die Vektoren

α∨ :=
2α

(α, α)
, (α ∈ ∆)

die Basis∆∨ eines eindeutig bestimmten Wurzelsystems(E, Φ∨). Dies
definiert das zu(E, Φ) duale Wurzelsystem(E, Φ∨). Ist das Dynkin Dia-
gram zusammenhängend, so ist(E, Φ∨) isomorph zu(E, Φ) ausser wenn
(E, Φ) vom TypBn oderCn ist. In diesem Fall werden die TypenBn und
Cn durch die so definierte Dualität jeweils vertauscht.

Bestimmung der LiealgebraL durch Φ

Für einfachesL ist das zugeordnete Wurzelsystem(E, Φ) irreduzibel, denn
im Fall (E, Φ) = (E1, Φ1)× (E2, Φ2) wäreI = (H ∩E1)⊕

⊕

α∈Φ1
Lα ein

Ideal inL verschieden von0 undL.

Für halbeinfache LiealgebrenL1, L2 mit max. torischen Unterliealgebren
H1 resp. H2 ist H = H1 ⊕ H2 max. torisch inL = L1 ⊕ L2 und das
zugehörige Wurzelsystem(E, Φ) von(L, H) ist isomorph zum cartesischen
Produkt(E1, Φ1) × (E2, Φ2) der Wurzelsysteme(Ei, Φi) der(Li, Hi).

Die F -VektoräumeT± =
⊕

α∈Φ± Lα sind offensichtlich Lieunteralgebren
vonL und es giltL = T−⊕H⊕T+. Ist (V, φ) eine Darstellung vonL, dann
ist einF -UntervektorraumU ⊆ V einL-Untermodul, wenn er stabil unter
φ(T+), φ(H), φ(T+) ist. Zum Beweis des nächsten Theorems benutzen wir
das folgende

Lemma. Ein UntervektorraumU einer Darstellung(V, φ) vonL ist stabil
unterφ(T±), falls er stabil ist unter allenφ(X±α), α ∈ ∆.

Beweis. Jedesα ∈ Φ+ schreibt sich in der Formα = β1 + ... + βn für
gewisse einfache positive Wurzelnβi ∈ ∆. Es gilt Lα = [Lβ1 , [Lβ2, ...]]]
wegen der Irreduzibilitätsaussage auf Seite 25. Somit schreibt sichφ(Xα)
als eine nichtkommutativer polynomialer Ausdruck in denφ(βi) wegen
φ([X, Y ]) = φ(X)φ(Y ) − φ(Y )φ(X). Daher folgtφ(Xα)(U) ⊆ U aus
φ(Xβ)(U) ⊆ U für β ∈ ∆. Ditto für Φ−. �
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Theorem. Eine halbeinfache LiealgebraL ist durch das Dynkin Diagram
einer maximal torischen UnterliealgebraH bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt.

Beweis. ObdA istL einfach. Für gegebene(L1, H1, ∆1), (L2, H2, ∆2) zu
einfachen LiealgebrenL1, L2 mit demselben Wurzelsystem(E, Φ) mit Ba-
sis ∆ wollen wir zeigenL1

∼= L2 (als Liealgebra). Wir identifizieren
dazu∆1 und ∆2 mit ∆ und H1 und H2 mit H =

⊕

α∈∆ F · Hα. Wir
wählenα ∈ Φ+ mit α + αi /∈ Φ für alle αi ∈ ∆. Sei L die von den
Xα = (X1α, X2α) und Y−α = (Y1,−α, Y2,−α) für α ∈ ∆ erzeugte Lie-
unteralgebra vonL = L1 ⊕ L2. Da L1 und L2 einfach sind und dieL
sich surjektiv aufL1 resp.L2 unter der Projektion auf die SummandenLi

abbildet, ist entwederL der Graph eines IsomorphismusL1
∼= L ∼= L2

oder es giltL = L1 ⊕ L2. Letzeres kann man ausschliessen, dennL sta-
bilisiert einen nichttrivialen echten UntermodulI desL-ModulsL1 ⊕ L2,
welcher verschieden ist vonL1 ⊕ 0 und 0 ⊕ L2. [Wähle dazuα0 ∈ Φ+

mit α0 + α /∈ Φ+ für alle α ∈ ∆. Der vonv = (X1α0 , X2α0) erzeugte
L-UntermodulV ⊆ L1⊕L2 enthält nämlich moduloF ·v nur Summen von
Elementen inL1β1⊕L2β2 mit β1, β2 von kleinerem Gewicht alsα0 im Sinne
von Seite 37, und ist daher vonL1 ⊕L2, L1 ⊕ 0, 0⊕L2, 0 verschieden. Be-
nutzeV =

⋃∞
i=0 Vi für V0 = F · v undVi := Vi−1 +

∑

α∈∆ ad(Y−α)(Vi−1).
Der so definierte VektorraumV ist offensichtlich stabil unterH und den
Y−α, α ∈ ∆. Er ist aber auch stabil unter denXα, α ∈ ∆. Beachte dazu
[Xα, Y−α] ∈ H und [Xα, Y−β] = 0 für α 6= β in ∆.] �

Bemerkung. Wir zeigen später mit Hilfe der Theorie der Darstellungen
einer halbeinfachen LiealgebraL, dass das Dynkin Diagram vonL aus der
Menge der Isomorphieklassen irreduzibler endlich dimensionaler Darstel-
lungen vonL rekonstruiert werden kann, und damit nicht von der Wahl der
maximal torischen LieunteralgebraH und nicht von der Wahl der Basis∆
abhängt.

Bemerkung. Jedes Dynkin DiagrammD ist das Diagramm einer halbein-
fachen Liealgebra (obdAD zusammenhängend). Die SerienAn, Bn, Cn, Dn

können den Liealgebren der linearen, orthogonalen und symplektischen
Gruppen zugeordnet werden. Liealgebren zu den Dynkin DiagrammenG2

undF4 undE8 werden wir explizit konstruieren. Die Liealgebren zuE7, E6

findet man dann als Lieunteralgebren der zuE8 gehörigen Liealgebra.
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Darstellungen halbeinfacher Liealgebren
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Das Gewichtegitter

Sei(E, Φ) ein (abstraktes) Wurzelsystem und∆ ⊂ Φ eine Basis von prim-
itiven Wurzeln. Die Vektorenx ∈ E, die

2(x, α)

(α, α)
∈ Z , ∀ α ∈ Φ

erfüllen, definieren das sogenannteGewichtegitterΓ(Φ) in E. Im Gewichte-
gitter ist dasWurzelgitterZ[Φ] =

∑

α∈Φ Z · α =
⊕

α∈∆ Z · α enthalten

Z[Φ] ⊆ Γ(Φ) .

Der Quotientπ1(Φ) = Γ(Φ)/Z[Φ] beider Gitter ist eine endliche abelsche
Gruppe, die sogenannteFundamentalgruppedes WurzelsystemsΦ.

Fundamentalgewichte. Sei ∆ = {α1, ..., αr} und α̃i, i = 1, ..., r eine
Dualbasis inE der F -Basiselemente 2αj

(αj ,αj)
, j = 1, .., r von E. Die so

definiertenα̃i nennt man die

Fundamentalgewichtẽαi (bezüglich∆) .

Für je zwei Fundamentalgewichtẽα, α̃′ gilt

(α̃, α̃′) ≥ 0

[eine unmittelbare Konsequenz der 2-dimensionalen Euklidischen Geome-
trie wegen(α, α′) ≤ 0 für einfacheα 6= α′ in ∆].

Der AbschlussK der positiven WeylkammerK gebildet zu∆ ist gegeben
durch

x ∈ K ⇐⇒ x ∈

r
∑

i=1

R≥0 · α̃i .

Per Definition liegen die Fundamentalgewichteα̃i im GewichtegitterΓ(Φ)
und sie haben die Eigenschaft

σαj
(α̃i) = α̃i − δijαj , αj ∈ ∆ .

Insbesondere operiert daher die WeylgruppeW auf dem Gewichtegitter,
und jedes Elementx im Gewichtegitter besitzt ein unterW konjugiertes
Elementwx, w ∈ W , welchesdominantist, also inΓ(Φ) ∩ K liegt.

Lemma. Die Fundamentalgewichtẽαi, i = 1, .., r definieren eineZ-Basis
des GewichtegittersΓ(Φ). Ein Gewicht ist dominant genau dann wenn es
sich als eine nichtnegativ ganzzahlige Linearkombinationder Fundamen-
talgewichte schreiben lässt.

Beweis. Für x ∈ Γ(Φ) ist y =
∑r

i=1
2(x,αi)
(αi,αi)

α̃i eineZ-Linearkombination
derα̃i. Für alleαi gilt (x − y, αi) = 0 und damitx = y. �
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Gewichte einer Darstellung

Proposition. SeiF algebraisch abgeschlossen mitchar(F ) = 0. Für jede
endlich dimensionale Darstellung(V, φ) einer halbeinfachen LiealgebraL
überF und jedes ad-halbeinfache Elementh ∈ L istφ(h) ein halbeinfacher
Endomorphismus vonV .

Beweis. Jedes solcheh liegt in einer maximalen torischen AlgebraH vonL.
Da F -Linearkombinationen kommutierender halbeinfacher Elemente hal-
beinfach sind, genügt es die Aussage für die Basiselemente φα(h) = Hα,
α ∈ ∆ von H zu beweisen. Diese liegen im Bild vonφα : sl(2, F ) → L.
Aberφ ◦ φα(h) operiert aufV , wie wir gezeigt haben, halbeinfach. �

Für eine endlich dimensionale Darstellung(V, φ) einer halbeinfachen Lieal-
gebraL über einem algebraisch abgeschlossenen KörperF der Charakter-
istik Null sind die Elemente inH (H maximal torisch inL) daher diagonal-
isierbar aufV . Somit zerfälltV in H-Eigenräume

V =
⊕

χ Vχ

für gewisse Linearformenχ : H → F , die man dieGewichtevonV nennt.
Hierbei seiVχ = {v ∈ V | φ(H)(v) = χ(H) · v}

Fakt. Die Gewichteχ der endlich dimensionalen Darstellungen(V, φ)
einer halbeinfachen Liealgebra liegen im GewichtegitterΓ(Φ).

Beweis. Für α ∈ Φ definiertφ ◦ φα : sl(2, F ) → gl(V ) eine Darstellung
von sl(2, F ). Die Eigenwerte vonh ∈ sl(2, F ) unter dieser Darstellung
φ ◦ φα sind die Zahlenχ(H∨

α ). Da die Eigenwerte vonh ∈ sl(2, F ) immer
ganzzahlig sind, folgt2(χ,α)

(α,α)
∈ Z für alleα ∈ Φ. �

Offensichtlich gilt fürα ∈ Φ

φ(Lα)(Vχ) ⊆ Vχ+α .

DaV nur endlich viele Gewichte besitzt, existiert daher einH-Eigenvektor
vonv ∈ V mit der EigenschaftY v = 0 für alleY ∈ Lα, α ∈ Φ− (bezüglich
der gewählten Basis∆ von Φ); analog existiert ein Gewichtχ von (V, φ)
und ein Eigenvektor0 6= w ∈ Vχ (Höchstgewichtsvektor) vonH mit

φ(X)w = 0 für alle X ∈
⊕

α∈Φ+ Lα .

Man nenntχ in diesem Fall einHöchstgewichtder Darstellung(V, φ). Wir
bemerken:φ(Xα)(w) = 0 für α ∈ ∆ =⇒ φ(Xα)(w) = 0 für α ∈ Φ+.

Lemma. Höchstgewichteχ sind dominant.

Beweis. Es gilt φα(x)w = 0 für alle α ∈ ∆. Also χ(Hα) ≥ 0 wegen der
Klassifikation dersl(2, F )-Darstellungen. Aus(χ, α) = χ(Hα) ≥ 0 für
alleα ∈ ∆ folgt die Dominanz vonχ. �



37

Höchstgewichte

Sei L, H und ∆ = {α1, ..., αr} fixiert und (V, φ) eine Darstellung vonL
und 0 6= v ∈ V ein Höchsgewichtsvektor, d.h. einH-Eigenvektor (zum
Eigenwertχ) mit φ(X)v = 0 für alleX ∈ Lα, α ∈ Φ+.

Kanonische Filtration. SetzeV0 = F · v und dann rekursiv

Vi = Vi−1 +
∑

α∈∆

φ(Y−α)(Vi−1) .

Dann istV∞ =
⋃∞

i=0 Vi einL-UntermodulvonV .

Beweis. V∞ ist per Definition unter den Operatorenφ(Y−α), α ∈ ∆ stabil.
Jeder der RäumeVi ist invariant unterφ(X) für X ∈ H. In der Tat zerfällt
Vi/Vi−1 in H-Eigenräume, deren Eigenwerte von der Gestalt sind:

χ −
r

∑

j=1

njαj ,
r

∑

j=1

nj = i (nj ∈ N≥0) .

Es gilt φ(Xα)φ(Y−β) − φ(Y−β)φ(Xα) = φ(Hα) für α = β ∈ ∆ und
φ(Xα)φ(Y−β) − φ(Y−β)φ(Xα) = φ([Xα, Y−β]) = 0 für α, β ∈ ∆ und
α 6= β [dennα − β /∈ Φ+ ∪ Φ− für α, β ∈ ∆]. V∞ ist invariant unter
φ(L), wenn es stabil ist unterφ(Y−β), β ∈ ∆ und Φ(X), X ∈ H sowie
φ(Xα), α ∈ ∆ (benutze das Lemma auf Seite 32). Für letzteres zeigt man

φ(Xα)Vn ⊆ Vn ∀ n

mittels Induktion nachn. [Aus φ(Xα)Vn−1) ⊆ Vn−1) folgt φ(Xα)(Vn) =
φ(Xα)(Vn−1) +

∑

β∈∆ φ(Xα)φ(Y−β)(Vn−1). Dies ist enthalten inVn−1 +

φ(Hα)(Vn−1) + (
∑

β 6=α φ(Y−β)φ(Xα)(Vn−1) und somit inVn nach der In-
duktionsannahme.] �

Folgerung. Ist (V, φ) eine (nicht notwendig endlich dimensionale) Darstel-
lung vonL mit Höchstgewichtsvektorv zum Eigenwertχ. Wird (V, φ) von
v als U(L)-Modul erzeugt, dann zerfällt V in H-Eigenr̈aume. DerH-
Eigenwertχ hat Multiplizität 1 und alle Eigenwerte vonH liegen in der
Menge

χ −
r

∑

i=1

N≥0 · αi .

Weiterhin folgert man

Lemma. In einer irreduziblen endlich dimensionalen Darstellung(V, φ)
einer halbeinfachen LiealgebraL über einer alg. abgeschlossenen Körper
F der Charakteristik Null gibt es bis auf skalare Vielfache einen eindeutig
bestimmten Ḧochstgewichtvektor. Das zugehörige Höchstgewicht

χ ∈ Γ(Φ) ∩ K

der irreduziblen Darstellung(V, φ) ist eindeutig bestimmt.
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Die Verma Moduln

Die Moduln V (χ). SeiL eine halbeinfache Liealgebra überF (alg. abg.
mit Charakteristik Null). SeiH eine maximal torische Lieunteralgebra von
L. Wir wählen eine Basis∆ in Φ. Die positiven Wurzeln inΦ+ definieren
T = T+ =

⊕

α∈Φ+ Lα in L. Die LiealgebraT+ erzeugt zusammen mitH
eine LiealgebraB = B+. Analog definiert manT− undB− mit Hilfe der
Lα, α ∈ Φ−. Es gilt

L = T− ⊕ B = T− ⊕ H ⊕ T+ (als Vektorräume).

Für eineF -Linearformχ : H → F definiert man den QuotientV (χ) von
U(L) nach dem von denX − χ(X), X ∈ H undT+ erzeugten Linksideal

V (χ) = U(L)/〈X − χ(X), T+〉X∈H .

DiesenU(L)-LinksmodulV (χ), aufgefasst als Darstellung vonL, nennt
man denVerma-Modulzum Eigenwertχ. Wir bemerken an dieser Stelle,
dassV (χ) für L 6= 0 eineunendlich dimensionaleDarstellung vonL ist.
Aus dem Isomorphiesatz folgt die

Universelle Eigenschaft. Ist (V, φ) eine (nicht notwendig endlich dimen-
sionale) Darstellung vonL undv 6= 0 ein Höchstgewichtsvektor vonV zum
Höchstgewichtχ, dann existiert eineL-lineare Abbildung

f : V (χ) → (V, φ) ,

welche die Nebenklasse von1 aufv abbildet.

Die Abbildungf ist wegenf(1) = v nicht trivial. Ist (V, φ) irreduzibel,
dann ist alsof eine surjektiveL-lineare Abbildung und es gilt

(V, φ) ∼= V (χ)/Kern(f) .

Aus dem nächsten Lemma folgt dann weiterhin, dass derL-Untermodul
Kern(f) keinenH-Eigenraum zum Eigenwertχ besitzt. AlsoKern(f) ⊆
U(χ), wennU(χ) den maximalenL-Untermodul vonV (χ) bezeichnet ohne
H-Eigenraum zum Eigenwertχ. Damit folgt aus dem nächsten Lemma

Proposition. Sei (V, φ) eine irreduzible (nicht notwendig endlich dimen-
sionale) Darstellung vonL mit einemH-Eigenvektorv 6= 0 zum Eigenwert
χ und der Eigenschaftφ(X)v = 0 für alle X ∈ T+. Dann gilt

(V, φ) ∼= W (χ) , W (χ) := V (χ)/U(χ)

und(V, φ) ist damit bis auf Isomorphie eindeutig durchχ bestimmt.

Lemma. Für beliebigesχ ∈ HomF (H, F ) zerf̈allt V (χ) in eine direkte
Summe von endlich dimensionalen Eigenräumen vonH zu Eigenwerten in
χ−

∑r
i=1 N≥0 · αi und der Eigenraum zum Eigenwertχ ist eindimensional

und erzeugt von der Nebenklasse von1. Der QuotientW (χ) = V (χ)/U(χ)
ist eine irreduzible Darstellung vonL mit Höchstgewichtχ.
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Beweis. Offensichtlich wirdV (χ) alsU(L)-Modul von1, also von seinem
χ-Eigenraum erzeugt. Die erste Aussage folgt daher aus der Folgerung des
Abschnitts ’Höchstgewichte’. Diese Aussage impliziert,dass jeder echte
U(L)-Untermodul vonV (χ) in U(χ) enthalten sein muss. Daher ist der
U(L)-QuotientenmodulW (χ) irreduzibel. �

Zum Abschluss zeigen wir: Die irreduzible DarstellungW (χ) von L zum
Eigenwertχ ist endlich dimensional genau dann wennχ ∈ Γ(Φ) ∩ K.

Theorem. Die MengeI(L) der Isomorphieklassen irreduzibler endlich di-
mensionaler Darstellungen vonL kann (nach Wahl vonH und∆) mit dem
Monoid der dominanten Gewichte identifiziert werden

I(L) ∼= Γ(Φ) ∩ K .

Hierbei wird einer irreduziblen endlich dimensionalen Darstellung(V, φ)
vonL das Ḧochstgewicht von(V, φ) bez̈uglich (H, ∆) zugeordnet.

Beweis. Fürχ ∈ Γ(Φ) ∩K seiv der Höchstgewichtsvektor zum Eigenwert
χ desU(L)-Moduls(V, φ) = V (χ). Dann gilt

(∗∗) φ(X−α)mv ∈ U(χ) , ∀ m > n = (χ, α) .

Dazu genügt

(∗) φ(Xα)φ(X−α)n+1v = 0 ,

dennw = φ(X−α)n+1v ist dann ein Höchstgewichtsvektor inV (χ) und we-
genw 6∈ F · v enthalten im IdealU(χ) ⊂ V (χ). [Wegen[Xβ, X−α] = 0
für β, α ∈ ∆ undβ 6= α gilt nämlichφ(Xβ)w = φ(X−α)n+1φ(Xβ)v = 0.
Weiterhin liegtw im H-Eigenraum zum Eigenwertχ − (n + 1)α.] Für
(*) ersetze(V, φ) durch die Darstellung(V, φ ◦ φα) von sl(2, F ). Wegen
φ ◦φα(h)v = (χ, α) · v undχ ∈ Γ(Φ)∩K ist n = (χ, α) ∈ Z∩R≥0. Weit-
erhin kann(V, φ◦φα) wegen der universellen Eigenschaft durch den Modul
V (n) (für sl(2, F )) ersetzt werden. Die irreduzible DarstellungW (n) von
sl(2, F ) ist ein Quotient vonV (n) (hier wird erneut die universelle Eigen-
schaft vonV (n) benutzt). Daraus folgtyn+1v ∈ U(n) und damit (*):
xyn+1v = 0, denn sonst wäreU(n) = V (n).

Fixiereα ∈ ∆. Der Untervektorraum einer Darstellung vonL aller Vek-
toren, die nach Einschränkung aufφα(sl(2, F )) in einer endlich dimension-
alen Darstellung vonφα(sl(2, F )) liegen, istL-invariant. DaW (χ) irre-
duzibel alsL-Modul ist und die Einschränkung vonW (χ) aufφα(sl(2, F ))
wegen (**) die endlich dimensionale DarstellungW (n), n = (χ, α) von
φα(sl(2, F )) enthält, zerfälltW (χ) nach Einschränken aufφα(sl(2, F ))
in einer direkte Summe endlich dimensionaler Darstellungen. Also sind
xtw = exp(tφ(Xα))w undytw = exp( 2

(α,α)
tφ(Y−α))w erklärt für alle Vek-

torenw in W (χ) [dennXα undY−α operieren nilpotent auf jeder endlich
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dimensionalen Darstellung vonφα(sl(2, F ))]. Dies definiert Automorphis-
mensα : W (χ) → W (χ) vermöge

sα = x1y1x1 .

Es giltH = F · Hα ⊕ H⊥
α . Nach Definition vertauschtsα mit allenφ(X),

X ∈ H⊥
α . Wir behaupten

s−1
α φ(X)sα = φ(σα(X)) , X ∈ H .

Dazu genügts−1
α φ(Hα)sα = φ(−Hα) für die endlich dimensionalen Darstel-

lungenW (n) = Symn(W (1)) der Gruppesl(2, F ). Konjugation vonh ∈
s(2, F ) mit

(

1 1
0 1

)(

1 0
−1 1

)(

1 1
0 1

)

=
(

0 −1
1 0

)

liefert die Matrix−h ∈ sl(2, F ). Es folgtsα(W (χ)µ) = W (χ)σα(µ).

Folgerung. Ist χ ∈ Γ(Φ) ∩ K undµ einH-Eigenwert vonW (χ), w ein El-
ement der WeylgruppeW undµ′ = w(µ). Dann gilt f̈ur dieH-Eigenr̈aume

W (χ)µ′
∼= W (χ)µ , µ′ = w(µ) .

Wegenχ ∈ Γ(Φ)∩K sind alleH-Eigenwerte inχ−
∑

α∈∆ N≥0 und damit
in Q. JederW -Orbit einesH-Eigenwertsµ enthält daher einen Punkt inK.
Der Durchschnitt vonχ−

∑

α∈∆ N≥0 undK ist endlich. DaW endlich ist,
gibt es also nur endlich vieleH-Eigenwerte aufW (χ). Die H-Eigenräume
von V (χ), und damit auch die des QuotientenW (χ), sind endlich dimen-
sional. Es folgtdim(W (χ)) < ∞ für χ ∈ Γ(Φ) ∩ K. �

Der Casimir Operator

SeiL halbeinfach undK(X, Y ) die Killingform aufL. SeiX1, ..., Xn eine
Basis vonL und Y1, ..., Yn eine Dualbasis bezüglichK. Dann ist in der
universell Einhüllenden der OperatorΩ =

∑n
i=1 XiYi definiert, welcher

auf Darstellungen(V, φ) vonL wohldefiniert operiert vermöge

φ(Ω) =
n

∑

i=1

φ(Xi)φ(Yi) ∈ EndF (V ) .

Ist [X, Xi] =
∑

j aijXj , dann folgtaij = (K([X, Xi], Yj) = −K(Xi, [X, Yj]).
Also [X, Yj] =

∑

i(−aij)Yi. Für alleX ∈ L gilt daher

φ(X)φ(Ω) = φ(Ω)φ(X) ,

denn[φ(X), φ(Ω)] =
∑

i φ([X, Xi])φ(Yi) +
∑

j φ(Xj)φ([X, Yj]) ist Null:
∑

i,j

aijφ(Xj)φ(Yi) +
∑

j,i

φ(Xj)(−aij)φ(Yi) = 0 .

Ist (V, φ) irreduzibel, zeigt das Schursche Lemma

φ(Ω) = c(V, φ) · idV
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für eine Konstantec(V, φ) in F , welche nur von der Isomorphieklasse der
Darstellung(V, φ) abhängt.

Für halbeinfachesL definieren dieHα, α ∈ ∆ undXα, Y−α für α ∈ Φ+ eine
Basis vonL. Also Ω =

∑

α∈∆ HαH̃α +
∑

α∈Φ+ Y−αXα +
∑

α∈Φ+ XαY−α,
und somit

Ω =
∑

α∈∆

HαH̃α +
∑

α∈Φ+

Hα + 2
∑

α∈Φ+

Y−αXα .

Hierbei bezeichnẽHβ ∈ H, β ∈ ∆ eine Dualbasis derHα, α ∈ ∆, d.h.
K(Hα, H̃β) = δαβ . Somit ist

∑

α∈∆ χ(Hα)χ(H̃α) =
∑

α∈∆(χ, α)(χ, α̃),
und dies ist gleich(χ, χ) [ denn(χ1, χ2) =

∑

α∈∆(χ1, α)(χ2, α̃); es genügt
dies für alleχ1 = α, χ2 = β̃ mit α, β ∈ ∆ zu verifizieren]. Istv ∈ Vχ ein
Höchstgewichtsvektor vonV , gilt φ(Xα)v = 0 für alleα ∈ Φ+ und damit

φ(Ω)v =
∑

α∈∆

φ(Hα)φ(H̃α)v +
∑

α∈Φ+

φ(Hα)v .

Lemma. Ist (V, φ) irreduzibel undχ ein Höchstgewicht der Darstellung,
dann operiertφ(Ω) aufV mit dem Skalarc(χ) = c(V, φ)

c(χ) = (χ + δ, χ + δ) − (δ, δ) .

Hierbei istδ := 1
2

∑

α∈Φ+ α die halbe Summe der positiven Wurzeln.

Beweis. Fürv ∈ Vχ mit φ(Xα)v = 0, α ∈ Φ+ ist φ(Ω) Multiplikation mit
(χ, χ) +

∑

α∈Φ+(χ, α) = (χ, χ + 2δ).

Reduktivit ät der DarstellungskategorieRepF (L)

Theorem. Jede endlich dimensionale Darstellung einer halbeinfachen Lieal-
gebraL über einem algebraisch abgeschlossenen KörperF ist isomorph zu
einer direkten Summe von irreduziblen Darstellungen.

Beweis. Wie beim Beweis im FallL = sl(2, F ) genügt es für irreduzible
Darstellungen(V, φ) mit Höchstgewichtsvektorw ∈ Vχ zu zeigen:

c(χ) = 0 ⇐⇒ χ = 0 ⇐⇒ dim(V ) = 1 .

Istχ 6= 0, gilt c(χ) = (χ, χ)+2(χ, δ) > 2(χ, δ). Aus dem nächsten Lemma
und der Dominanz vonχ folgt (χ, δ) ≥ 0 und damit dannc(V, φ) > 0.
c(V, φ) = 0 impliziert alsoχ = 0. Dann wird der Höchstgewichtvektorw
von allenXα, Y−α(α ∈ Φ+) annuliert (sl(2, F )-Theorie) ebenso wie von
allen Elementen ausH ⊆ L. Folglich ist F · w ⊆ V ein L-invarianter
Unterraum. Aus der Irreduzibilität vonV folgt daherV = F · w. �

Lemma 1. Der Weylvektorδ := 1
2

∑

α∈Φ+ α liegt in Γ(Φ) ∩ K und es gilt

δ =
∑

α∈∆ α̃ .
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Beweis. Wir zeigen:x = δ undx′ =
∑

α∈∆ α̃ erfüllen fürα ∈ ∆ beide die
Gleichungen

σα(x) = x − α .

Dies legtx eindeutig fest, denn für zwei Lösungenx′, x ist die Differenz
x′ − x orthogonal zu allenα ∈ ∆ und damit Null. Die Gleichung

σα(
r

∑

i=1

α̃i) = (
r

∑

i=1

α̃i) − α

folgt aus der Definition der fundamentalen Gewichteα̃. Die entsprechende
Aussage fürδ ergibt sich aus

Lemma 2. Ist α = αi ∈ ∆ eine einfache positive Wurzel, dann permutiert
σα die positiven Wurzeln inΦ+ \ {α} und es giltσα(α) = −α.

Beweis. Fürβ 6= αi ∈ Φ+ gilt σαi
(β) ∈ Φ+ \ {αi}, denn anderenfalls wäre

σαi
(β) = β − const. · αi = (mi − const.) · αi +

r
∑

i6=j=1

mj · αj

in Φ− und damitmj ≤ 0 für j 6= i; andererseits giltmj ≥ 0 wegenβ ∈
Φ+. Dies impliziertβ = mi · αi für mi ∈ N und wegen der Primitivität
β = αi. �

Rekonstruktion des Wurzelsystems vonL ausRepF (L)

Sei H maximal torisch inL, ∆ eine Basis des zu(L, H) zugeordneten
WurzelsystemsΦ undK die zu∆ gehörige Weylkammer.

Lemma 1. Das TensorproduktW1 ⊗W2 zweier irreduzibler Darstellungen
W1 undW2 mit Höchstgewichtenχ1 undχ2 entḧalt die irreduzible Darstel-
lung W zum Ḧochstgewichtχ = χ1 + χ2 mit Multiplizität eins. F̈ur jeden
anderen irreduziblen Summand vonW1 ⊗ W2 mit Höchstgewichtµ gilt

(µ, µ) < (χ, χ) resp. c(µ) < c(χ) .

Beweis. Die Gewichte des TensorproduktesW1 ⊗F W2 sind von der Form
µ = µ1+µ2 für Gewichteµi vonWi, und liegen daher inχ1−

∑

α∈∆ N≥0α +
χ2 −

∑

α∈∆ N≥0α = χ −
∑

α∈∆ N≥0α für χ = χ1 + χ2, und χ ist ein
Höchstgewicht mit Multiplizität eins. Jedes Höchstgewicht µ in W1 ⊗F W2

ist dominant, liegt also inΓ(Φ) ∩ K. Das nächste Lemma zeigt(µ, µ) <
(χ, χ) für µ 6= χ [setzex = χ undy = µ]. �

Lemma 2. x+ y ∈ K mit z = x− y =
∑r

i=1 Q≥0 ·αi für ∆ = {α1, ..., αr}

impliziert (y, y) ≤ (x, x). Ist ausserdemx, y ∈ K, gilt Gleichheit nur im
Fall x = y. Ditto für c(x) = (x, x + 2δ) anstelle von(x, x).
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Beweis. Aus(x + y, z) ≥ 0 folgt (y, y) = (x, x)− (x + y, z) ≤ (x, x). Gilt
x, y ∈ K und damit(x, z) ≥ 0 und(y, z) ≥ 0, folgt (x, z) = (y, z) = 0 bei
Gleichheit. Also(z, z) = (x − y, z) = 0 und somitz = 0. �

Der Monoid I(L). Sei I(L) die Menge der Isomorphieklassen irreduzi-
bler Darstellungen der KategorieRepF (L). Für eine endlich dimensionale
DarstellungW ∼=

⊕s
i=1 W (χi) vonL mit irreduziblen SummandenW (χi)

zum Höchstgewichtχi setzen wirc(W ) := maxi=1,..,s c(χi) und definieren

I(L) × I(L)
(.,.)

// Q

für irreduzible DarstellungenW1 undW2 vonL durch

2 · (W1, W2) := c(W1 ⊗ W2) − c(W1) − c(W2) .

Ausserdem definieren wir

I(L) × I(L)
∗

// I(L)

so dass irreduziblen DarstellungenW1 und W2 (bis auf Isomorphie) der
(bis auf Isomorphie) eindeutige irreduzible SummandW =: W1 ∗ W2 ⊆
W1 ⊗ W2 zuordnet wird, für den giltc(W ) = c(W1 ⊗ W2).

Lemma 3. (I(L), ∗) ist ein freier MonoidI(L) =
⊕r

i=1 N≥0 · α̃i erzeugt
von endlich vielen indekomposiblen Elementenα̃1, .., α̃r und das Skalarpro-
dukt (., .) auf I(L) setzt sich zu einem positiv definitenQ-bilinearen sym-
metrischen Skalarprodukt aufE =

⊕r
i=1 Q · α̃i fort. Eine Dualbasis der̃αi

bez̈uglich dieses Skalarproduktes definiert ein Dynkindiagram. Ist H maxi-
mal torisch inL mit Wurzelsystem(E, Φ) und∆ eine Basis vonΦ, dann ist
das zugeḧorige Dynkin Diagram dual zu dem von(I(L), ∗, (., .)) definierten
Dynkin Diagram.

Beweis. WähleH und∆, dann kannI(L) mit Γ(Φ) ∩ K identifiziert wer-
den. SindWi = W (χi) irreduzibel mit Höchstgewichtχi, ist W1 ∗ W2 die
irreduzible Darstellung zum Höchstgewichtχ1 + χ2. Somit istI(L) der
freie abelsche Monoid erzeugt von den Fundamentalgewichten α̃1, ..., α̃r.
Weiterhin gilt dann2(W1, W2) := c(χ1 + χ2)− c(χ1)− c(χ2) = 2(χ1, χ2)
wegenc(χ) = (χ, χ) + (χ, 2δ). �

Folgerung. Wurzelsystem(E, Φ) und Dynkindiagram einer halbeinfachen
LiealgebraL hängen nicht von der Wahl einer maximal torischen Unter-
algebraH von L und nicht von der Wahl einer Basis∆ ab. Das duale
Wurzelsystem(E, Φ∨) lässt sich aus der KategorieRepF (L) mit Hilfe des
Casimir Operators rekonstruieren vermöge der

Identifikation der metrischen Monoide:

(

Γ(Φ) ∩ K, +, (., .)
)

∼=
(

I(L), ∗, (., .)
)

.
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Die H-Eigenräume vonV (χ)

Ist Xi eine Basis vonL, dann wirdU(L) von nichtkommutativen Monomen
in denXi erzeugt. Auf Grund der Kommutator Relationen kann man (in-
duktiv beginnend mit Termen höchsten Grades) die Monome umordnen
und erreichen, dass die Monome angeordnet sind, d.h. von derGestalt
Xn1

1 · · ·Xnd
d für d = dim(L). Wählt man zuerst eine BasisX1, .., Xe in

T− und ergänzt diese durch eine Basis inB, ist klar, daß die Monome
Xn1

1 · · ·Xne
e ein Erzeugendensystem des QuotientenV (χ) vonU(L) bilden.

Das heisst, die Zusammensetzung

ϕ : U(T−) ։ V (χ)

der natürlichen AbbildungenU(T−) → U(L) undU(L) → V (χ) ist sur-
jektiv. Wir behaupten

Lemma 1. Die Abbildung

ϕ : U(T−) ∼= V (χ)

ist ein Isomorphismus.
Beweis. Es genügt zu zeigenU(T−) ∩ 〈X − χ(X), T+〉X∈H = 0 in U(L).
Dazu kann man obdA zu dem graduierten RingGr(U(L)) übergehen. We-
genGr(〈X − χ(X), T+〉X∈H) = Gr(U(B+)) genügt es daher zu zeigen
Gr(U(T−)) ∩ Gr(U(B+)) = 0. Dies folgt ausL = T− ⊕ B+. [Beachte
Gr(U(T−)) = S•(T−), Gr(U(B+)) = S•(B+) undGr(U(L)) = S•(L).
Dies reduziert die Aussage auf den Polynomring.] �

Wir identifizierenV (χ) als Vektorraum mitU(T−) vermöge des Isomor-
phismusϕ (oder mitU(B−)/〈X − χ(X)〉X∈H). Dann operierth ∈ H
für u ∈ U(T−) auf dem Bild vonu im dem QuotientenV (χ) von U(L)
vermöge

hu = (hu − uh) + χ(h) · u .

Die Operation der halbeinfachen Elementeh ∈ H ⊂ B− auf dem Ideal
T− durchD(u) := hu − uh = [h, u] lässt sich zu einerF -Derivation der
F -AlgebraU(T−) fortsetzen. Die so definierte DerivationD von U(T−)
erhält die natürliche Filtration und induziert vermögedes Isomorphismus
Gr(U(T−)) ∼= S•(T−) eine Derivation der symmetrischen AlgebraS•(T−),
welche aufT− wieder durchadL(h)|T− = [h,−] gegeben ist. Die so
erhalteneF -Derivation vonS•(T−) erhält wegenS1(T−) = T− die ho-
mogenen SchichtenSi(T−) von S•(T−). Da T− in die H-Eigenräume
T− =

⊕

α∈Φ+ L−α zerfällt, folgt

Lemma 2. Als H-Modul kann manV (χ) mit der mitχ getwisteten sym-
metrischen Algebra identifizieren

V (χ) = (F, χ) ⊗F S•
(

⊕

α∈Φ+ L−α

)

.
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Die Weylsche Charakterformel

SeiF = C. FürX ∈ H undχ ∈ HomF (H, F ) setzeqχ = exp(χ(H)). Es
gilt

qχ+χ′

= qχ · qχ′

.

DerCharaktereiner endlich dimensionalen Darstellung(V, φ) vonL sei

ch(V, φ) :=
∑

µ dimF (Vµ) · q
µ

Die Summe durchläuft dabei die Gewichteµ von (V, φ).

Wir betrachten ’Potenzreihen’ in den Variablenq (konvergent für alle
X ∈ H mit Re(X) ∈ K), um dem unendlich dimensionalen ModulV (χ)
einen Charakter zuzuordnen (Lemma 2, dieH-Eigenräume vonV (χ))

ch(V (χ)) = qχ ·
∏

α∈Φ+

∞
∑

i=0

q−iα

oder alternativ

ch(V (χ)) = qχ ·
∏

α∈Φ+

1

1 − q−α
=

qχ+δ

∏

α∈Φ+(qα/2 − q−α/2)
.

JederL-UntermodulV ⊆ V (χ) enthält Höchstgewichtsvektoren [z.B.H-
Eigenvektoren inV für Eigenwerteµ so dass(µ, δ) maximal ist.] und wird
von diesen alsU(L)-Untermodul erzeugt.

Fakt. In V (χ) gibt es nur endlich viele verschiedene Untermoduln.

Man kann sich auf die Bestimmung möglicher Höchstgewichteµ in V (χ)
beschränken! Der CasimirΩ vertauscht mitU(L). V (χ) wird vom χ-
Höchstgewichtsvektor erzeugt. Daher operiertΩ auf V (χ) mit dem Skalar
c(χ) = |χ + δ|2 − |δ|2. Auf jedem UntermodulV ⊆ V (χ), erzeugt von
einem Höchtgewichtsvektor vom Gewichtµ, operiertΩ mit dem Skalar
c(µ). Alsoc(µ) = c(χ). Die Menge allerµ mit µ+δ ∈ χ+δ−

∑

α∈∆ N≥0·α
vom festen Radius|µ + δ| = |χ + δ| ist endlich. Daraus folgt die Behaup-
tung. �

Folgerung. Die MengeΣ(χ) aller µ ∈ χ −
∑

α∈∆ N≥0 mit c(µ) =
c(χ) ist endlich. Es gibt Zahlenm(µ) ∈ Z mit m(χ) = 1, so dass gilt
ch(W (χ)) =

∑

µ∈Σ m(µ)ch(V (µ)), und damit (*)

ch(W (χ)) =

∑

µ∈Σ m(µ)qµ+δ

∏

α∈Φ+(qα/2 − q−α/2)
.

Beweis. Eine entsprechende Formel fürch(U) (mit Koeffizientenm(µ) =
mU(µ)) gilt für alle UntermodulnU , und damit auch für alle Subquotienten
der L-Moduln V (χ′), χ′ ∈ Σ(χ). Benutze dazu Induktion nach#Σ(χ′)
sowiech(U + V ) = ch(U) + ch(V ) − ch(U ∩ V ). Im Induktionsanfang
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#Σ(χ′) = 1 ist V (χ′) irreduzibel, und die Behauptung folgt in diesem Fall
ausch(V (χ′)) = qχ′+δ/

∏

α∈Φ+(qα/2 − q−α/2). �

Sei nunχ ∈ Γ(Φ) ∩ K und damitW (χ) endlich dimensional. Die letzte
Formel (*) gilt dann für alleX ∈ H (da sie für alleX ∈ H mit Re(X) ∈ K
gilt). Der Charakter der endlich dimensionalen DarstellungW (χ) ist invari-
ant unter der WeylgruppeW (Folgerung auf Seite 40). Da jedesσα, α ∈ ∆
die Wurzeln inΦ+ \ {α} permutiert undα auf−α abbildet (Lemma 2 auf
Seite 42), nimmt der NennerN(X) =

∏

α∈Φ+(qα/2−q−α/2) der Formel (*)
bei Anwendung vonσα ein Vorzeichen auf. Daraus folgt die Existenz eines
Gruppenhomomorphismus

sign : W → {±1}

derart, dass das ZählerpolynomZ(X) =
∑

µ∈Σ m(µ)qµ+δ die Eigenschaft
Z(w(X)) = sign(w)·Z(X) besitzt. Es folgtm(µ) = sign(w)·m(µ′), falls
w(µ + δ) = µ′ + δ gilt für w ∈ W . Jedesµ + δ besitzt einen Repräsentant
in seinemW -Orbit (mit gleicher Länge), welcher inK liegt (Fakt 2 und 3
auf Seite 30). Ausµ + δ, χ + δ ∈ K undc(µ) = c(χ) folgt µ = χ (Lemma
2 auf Seite 42). Daher liegen alleµ + δ im W -Orbit vonχ + δ und es gilt
m(µ) = sign(w) · m(χ) = sign(w) im Fall µ + δ = w(χ + δ). Es folgt

Theorem. Ist (V, φ) eine endlich dimensionale irreduzible Darstellung mit
dem Ḧochstgewichtχ, dann gilt

ch(V, φ) =
P

w∈W sign(w)·qw(χ+δ)

Q

α∈Φ+ (qα/2−q−α/2)
.

Beispiel. FürL = sl(2, F ) undχ = n ∈ N ist α = 2 undδ = 1. Also
bestätigt hier die Weylsche Charakterformel, was wir bereits wissen:

ch(W (n)) =
qn+1 − q−n−1

q − q−1
= q−n + q−n+2 + · · · + qn−2 + qn .
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Anwendungen



48

Satz von Levi-Malcev

SeienL und R Liealgebren überF . Dann istDerF (R) eine Liealgebra
(mit dem Kommutator als Lieklammer). Für einen beliebigenLiealgebren
Homomorphismus

φ : L → DerF (R)

kann man dann denF -Vektoraum

M := R ⊕ L

zu einer Liealgebra machen mit der Lieklammer

[(r, X), (s, Y )] :=
(

[r, s] + φ(X)(s) − φ(Y )(r) , [X, Y ]
)

für X, Y ∈ L und r, s ∈ R. Eine leichte Rechnung zeigt, daß die Jacobi
Identität ausφ(X)([r, s]) = [φ(X)r, s]+ [r, φ(X)s] folgt. Man nennt die so
definierte Liealgebra dassemidirekte ProduktvonR mit L.

Beispiel 1. Ist R auflösbar undL-halbeinfach, dann istR offensichtlich
das Radikal vonM .

Beispiel 2. Ist (V, φ) eine Darstellungφ : L → EndF (V ) von L. Fasst
man denF -VektorraumV als abelsche Liealgebra überF auf, dann ist
DerF (V ) = EndF (V ). Somit ist ist das semidirekte Produkt von(V, φ)
mit L erklärt.

Sei F ein algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik Null.
Dann gilt

Satz. Jede endlich dimensionale LiealgebraM über F ist isomorph zu
dem semidirekten Produkt des RadikalsR der LiealgebraM mit dem hal-
beinfachen QuotientenL = M/R. Die definierende Abbildungφ : L →
DerF (R) ist definiert durch die Lieklammer vonM :

φ(X)(r) = [X, r] .

Beweis(mittels Induktion nachdimF (R)). Das ZentrumZ(R) des Radikalide-
alsR definiert eine exakte Sequenz von Liealgebren

0 → Z(R) → M → M/Z(R) → 0 .

Nach Induktionsannahme zerfälltM/Z(R) in R/Z(R) undL. Das Urbild
vonL definiert eine exakte Sequenz vonL-Moduln

0 → Z(R) → M ′ → L → 0 .

Diese zerfällt inRepF (L), da L halbeinfach ist. D.h. es gibt einen Iso-
morphismus vonL-Moduln M ∼= R ⊕ L. Man kann daher die Elemente
von M eindeutig in der Gestaltr + X schreiben fürr ∈ R und X ∈ L
so dass gilt[r + X, s + Y ] = [r, s] + [X, s] + [r, Y ] + [X, Y ]. Beachte
[X, Y ] ∈ L. DaR ein Ideal inM ist, ist andererseits[r, s]+[X, s]+[r, Y ] =
[r, s] + φ(X)(s) − φ(Y )(s) in R. �


