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Jordan Zerlegung

Ist ' ein algebraisch abgeschlossener Korper, dann kann jeukynior-
phismusX € Endp(V) eines endlich dimensionalefi-VektorraumsV

durch Konjugation in Jordan-Normalform gebracht werdeneBatrix X

heisstnilpotent wenn eine PotenX™ der Matrix Null ist. Nilpotenz, Di-
agonalisierbarkeit und Vertauschbarkeit von Endomoméis (Matrizen)
sind Eigenschaften, die unter Konjugation invariant sind.

Die Existenz der Jordan Zerlegung zeigt man wie folgt: Dasakteristis-
che Polynomy,(X) = det(t-id—X) = [ [, pA(t) von X zerlegt man in teil-
erfremde Faktorep,(t) = (t — A\)"™*. Fur geeignete Polynomg (t), b,(t)
gilt ax(t)pa(t) + oa(t) [1,apo(t) = 1 (Euklidscher Algorithmus). Fur
Py(t) == 0A(t) [ [0 po(t) sind diePy\(X) € Endr (V') Projektoren

P(X)P(X) =0, P(X) , > P(X) = idy
A

und fur die Raumé’,, gilt
Vi=P(X)(V).

Dies zeigt die Existenz von Polynométit), Q(¢) im PolynomringF '[¢] mit
verschwindendem konstanten Koeffizienten und der Eigexfisch

X, = QX) , X,=PX)|

[Beweis: Ersetzen voiX durch X P, (X) reduziert auf den FalV = V,.

Ist dann obdAV = V), ersetzt manX, X, durchX — X\ -id, X, — A\ - id
und kann obdA\ = 0 annehmen. Dannist, = OundX,, = X. Um zu
zeigen, dasX = X, nilpotent ist, benutzt man Eigenwerttheorie: Zerfallt
das charakteristisches Polynom einer MafXixn Linearfaktoren, kanX
durch Konjugation in eine obere Dreiecksmatrix tbergéefiverden und
auf der Diagonalen stehen Eigenwerte. In unserem ¥ak= X, sind
alle Eigenwerte Null, und damit isY’ konjugiert zu einer strikten oberen
Dreiecksmatrix. Jede strikte obere Dreiecksmatrix igtotént. Daher ist
X = X, nilpotent.]

Dies zeigt dieExistenzvon EndomorphismerX; (diagonalisierbar au¥’)
und X, (nilpotent aufl”) mit der Eigenschatft

X =X, + X, , XX, = XX,

Eine ZerlegungX = S+ N,SN = NS, S diagonalisierbarN nilpotent
legt bereitsS und N eindeutigfest: S = X, und N = X,,. [Beweis:
V zerfallt in die Eigenraumé&’, von S. Da X und N mit S vertauschen,
respektieren sie die Zerlegung = @, V\. Wir konnen daher annehmen
V = V\. WegenS = ) - idy ist dannS bereits durch den Eigenwextvon
X festgelegt, und dies legt ebenfals= X — S eindeutig fest.]




Kommutatoren

Offensichtlich istX genau dann auf’ diagonalisierbar, wenn giX' = X.
Zwei (oder auch mehrere) Endomorphismén= X, Y = Y, konnen si-
multan diagonalisiert werden, wenn sie miteinander vexhen, d.h. wenn
ihre Kommutatoren

XY -YX
verschwinden. Dies fuhrt auf den Begriff der Liealgebrsielje nachster
Abschnitt). Fur eine einzelne MatriX € Endgr(V) definiertL = F - X
trivialerweise eine solche Liealgebra. Miteinander vestnende Matrizen
definieren eine abelsche Liealgebra.

Der KommutatorX'Y — Y X ist antisymmetriscin den Endomorphismen
X undY und erfillt dieJacobi Identi&t, d.h. die Summe der drei iterierten
Kommutatoren
XYZ-2Y)-(YZ-2ZY)X
+tY(ZX - XZ)—- (ZX - X2)Y
+Z(XY -YX)—- (XY -YX)Z

ist fur alle EndomorphismeX, Y, Z gleich Null, denn jeder der Terme
XYZ YZX und ZXY kommt mit jeweils unterschiedlichem Vorzeichen
zweimal vor. Setzt manX, Y] := XY — Y X, definieren daher die Endo-
morphismenEndr(V') eines Vektorraum$” mit der durch den Kommuta-

tor definierten Lieklammer eine Liealgebra (siehe BeisBidles nachsten

Paragraphen).

Der Begriff der Liealgebra abstrahiert daher auf axioncagsWeise die
Eigenschaften des Kommutators. Die abstrakte Lieklanmiméeiner Lieal-
gebral ist a priori nicht durch einen Kommutator definiert. Es legtgch
nahe einer’-lineare Einbettung

¢: L Endp(V)

einer gegebenen Liealgeb(é, [.,.]) zu suchen, welche die Lieklammer
auf L in den Kommutator auFndg(V) Uberfuhrt, umL letztlich doch
durch Kommutoren zu beschreiben. Dies fiihrt dann auf neghéliegende
Weise zu dem Begriff der (treuen) Darstellungen einer Ilgelta, und es
ist daher nicht alzu Uberraschend, dass das Studium daigeigren daher
eng verbunden ist mit dem Studium der Darstellungen derdédaen.

Eine weitere Eigenschaft des Kommutators istezivationseigenschaft
XYZ)—-(Y2O)X=(XY-YX)Z+Y(XZ-ZX).

Dies zeigtD(YZ) = D(Y)Z + Y D(Z) fur die durchD(Y) = XY - Y X
definierteF'-lineare AbbildungD.



Liealgebren



Grundlegende Begriffe

Sei F' ein Korper der Charakteristi¢ 2. Ein F'-Vektorraum/Z zusammen
mit einer F-bilinaren Abbildung

[,.]: LxL—1L
heisstlLiealgebra(Uber F), wenn fur alleX, Y, Z € L qilt
(X, Y]+ [Y,X] =0
(X, [Y, Z]|+ [V, [Z2, X]| + [Z,[X,Y]] = 0.

Die erste Bedingung liefeftX, X| = 0. Die zweite Bedingung nennt man
die Jacobi Identi&t. Man bezeichndtX, Y] als dieLieklammer

Ideale. Einldeal I in einer Liealgebrd. ist ein F’-Untervektorraum mit der
EigenschaffL, I| C I. Insbesondere ist danneine Lie-Unteralgebra von
L. Der Quotient. /I wird eine Liealgebra mit der induzierten Lieklammer,
wegen X + .Y +I] C [X,Y]+ [ X, I]+ [LY]+ [[,I] C [X, Y]+ I.
Eine Liealgebrd. heissteinfach wenn0 und L die einzigen Ideale sind.

Liealgebren Homomorphismen Eine F-lineare Abbildungp : L — L’

zwischen Liealgebren Gibér heisst Liealgebren Homomorphismus, falls
¢([X> Y]L) = [¢(X)v¢(y)]ﬂ , VX, YelL.

Der Kernvong : L — L' istdann ein Ideal irl.

Beispiel 1 Ein beliebigerF-VektorraumZ versehen mit der trivialen
Lieklammer erfullt die Axiome einer Liealgebra. Liealgeh L, deren
Lieklammer trivial ist, nennt maabelsch

Beispiel 2 SeiV ein F-Vektorraum und

o VXV -V
eine F-bilineare Abbildung. Dann definieren die-Derivationen
Derp(V,e) = {D € Endp(V)| D(vew) = D(v)ew+veD(w); v,w € V}
eine Liealgebra Ubef" mit dem Kommutator
[Dl,DQ] = D1 @) DQ - DQ e} D1

als Lieklammer. Wir Uberlassen es dem Leser zu zeigen,dagsommu-
tator zweier[’-Derivationen wieder einé’-Derivation ist. Offensichtlich
ist der Kommutator alternierend. Die Jacobi Identitatdén Kommutator
verifiziert man durch eine kurze explizite Rechnubiipgngsaufgabe).

Beispiel 3 Im Fall der trivialen Bilinearforme = 0 liefert dies dann
Derp(V,0) = Endr(V). Der Kommutator[X,Y] = XY — Y X macht
somitL = Endgr(V) zu einer Liealgebra ubdr. Wir nennen diese Lieal-
gebra kurzjl (V)

gl(V) = (Endpr(V), Kommutator) |.
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Ist V' endlich dimensional, dann definieren die EndomorphismerSpur
Null wegenT'ry (XY — Y X) = 0 ein Ideal

sl(V) C gl(V).

Beispiel 4 IstV = C*(M) fur eine C*>°-Mannigfaltigkeit }/ und ist
F =R, dann kanmDerz (V') mit demR-Vektorraum deixC>°-Vektorfelder
auf M identifiziert werden. In lokalen Koordinaten haben dies&tde
felder die GestaltX = S"%"*) ¢, ()9, (Differentialoperatoren der Ord-
nung 1) furC'*-Koeffizientenfunktionenm;(z). Die so definierte Liealgebra
der Vektorfelder ist unendlich dimensional, fadlan (M) # 0.

Leibnitzformel. Ist D in Derg(V, ), dann gilt tir beliebigex, 5 € F
n n . .
D _ _ n — D _ 1 D _ n—1i )
D—a-grwen) = 3 (7)0-ave s
Dies zeigt man leicht durch Induktion nagh

Jordan-Zerlegung von Derivationen Seil” endlich dimensional und sei
F algebraisch abgeschlossen. Dann besitzt jédes Endg(1') eine Jor-
dan Zerlegung

D = D,+ D, )
wobei D, resp.D,, einen halbeinfachen resp. nilpotenten Endomorphismus
von 'V definiert.

Behauptung Ist D € Derg(V,e) C Endg(V), dann sind die Jordan
KomponenterD,, D,, von D wieder inDerg(V, o).

Beweis V' zerfalltin verallgemeinerte Eigenrauriig auf denen eine geeignete
Potenz von( D — «) trivial operiert

V=@..
acF
Die Verhalbeinfachund, von D ist gegeben durch

Ds = @Oé'idva.

Aus der Leibnitzformel folgt, dass eine geniugend hohe rieoten (D —
a — 3) trivial aufv, e vg ist, furv, € V, undvg € V3. Somit gilt

VQOVB g Va+IB .

Dies zeigt, das®), eine F-Derivation ist. Dazu gentigt wegen Distibutivitat
der Fallv = v, € V, undw = vg € Vg Wegenuv, e vg € V,, 3 gilt
Dy(va0v5) = (a+)-(vaevs) und dies ist gleickia-v, ) evg+v, (5 v5) =
Dy(v,) ® v + v, ® Dg(vg). Alsoist D; € Derp(V,e) und damit ist auch
D, =D — D, € Derp(V,e).




Darstellungen

Fur eine Liealgebrd (UberF) nennt man ein Pad#’, ¢) eine Darstellung,
wenne : L — Endpr (V) eineF-lineare Abbildung ist mit der Eigenschaft
P([X,Y]) = ¢(X) 0 ¢(Y) — ¢(Y) 0 $(X)
fur alle X, Y € L. Anders formuliert:

¢:L— gl(V)
ist ein Liealgebren Homomorphismus. Der Kékiern(¢) einer Darstel-
lungistdaher ein Ideal ih. Die Darstellung heisstevu, falls Kern(¢) = 0.

Eine Darstellung'V, ) von L induziert eine treue Darstellun@, ¢) der
Quotienten Liealgebra = L/ Kern(o).

Es bezeichndiepr(L) die Kategorie der endlich dimensionalen Darstel-
lungen vonL.
Beispiel 1 Die adjungierteDarstellungud oderad;,
ad : L — Endp(L)
ist definiert durchud(X) = [X, —], d.h. ad(X)(Y) = [X,Y]. Die Jacobi
ldentitat impliziert namlich
ad([X,Y]) = ad(X) oad(Y) — ad(Y) o ad(X)
oder[[X,Y],Z] = [X,[Y,Z]] = [Y,[X, Z]] fur X,Y € L. Der Kern der
adjungierten Darstellung ist ddentrumZ (L) der Liealgebra
Z(L) ={XelL|X,)Y]=0,VY€eL}.
Dieses Ideal (aufgefasst als Liealgebra) ist eine abelsigadgebra.

Beispiel 2 Die trivialen DarstellungenV, ¢) der Dimensiordim/(V),
wobei¢ durch die Nullabbildung gegeben ist.

DarstellungskategorieRepr(L). Eine DarstellundgV, ¢) nennt man auch
einenL-Modul und schreibt nur kurX - v oder X v anstelle vorp(X)(v),
so dass gilt

(X, Y]v=X(Yv) =Y (X0v)]|.
Die (endlich dimensionalen) Darstellungen vbdefinieren eine Kategorie
Repr(L), deren Morphismett'-lineare Abbildungery : (V, ¢) — (V',¢)
sind mit der Eigenschaft(¢(X)(v)) = ¢'(X)(f(v)) oder kurz

f(Xv) = X[f(v).
Dann sindKern(f), Bild(f) und Kokern(f) wiederL-Moduln. Repg(L)
wird auf diese Weise zu einabelschen Kategorie

Tensorprodukte. Die KategorieRepr(L) ist eine Tensorkategorie, d.h.
fur Darstellungen(V, ¢) und (V' ¢') ist auchV @ V'’ eine Darstellung
vermogeX - (v @p v') = ¢(X)(v) ®r v + v @ ¢'(X)(v') oder kurz
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X(v@pv) =Xv®prv +ver Xv'. Man pruft soforf X, Y] (v @ ') =
XY (vepv)) -Y(X(vepv)).

Rigiditat. Die DarstellungskategoriBepr (L) ist rigid, d.h. jeder Modul
(V, ¢) besitzt ein Dua(V'V, ¢"). Hierbei istV" der duale Vektoraui¥ =
Homp(V, F) mit der Operation¢”(X)f)(v) := —f(¢(X)v) furv e V
unf f € VV. In Kurzschreibweis& f = — X’ f, wobeiX’ die Transponierte
von X ist. Beachte—[X,Y] = —(XY - YX) = -YV'X' '+ XY =
[— X', —Y’] (Darstellungseigenschaft). Fur Vektorraume gilt

HomF(V, VI) = Vv KRF V/ .

Sind(V, ¢) und(V’, ¢') Darstellungen vord, dann ist auchV¥ @V, ¢¥ ®
¢') eine Darstellung vorl.. Dies machtdomg(V, V') zu einemL-Modul.
Explizit operiert dabeX € L auf f € Homg(V, V') via

f() = (X[)(v) = ¢'(X)f(v) = f(¢(X)v) .

Man pruft sofort, daf3 dies eine Darstellung vbualefiniert.

Irreduzible Darstellungen. Eine DarstellungV’, ¢) von L nennt marirre-
duzibe) wennV” keinenL-Untermodul ausser’ = 0 oderV’ = V enthalt.
Ist V' irreduzibel und

f: V-V
eine L-lineare Abbildung, dann isk’ern(f) als L-Untermodul vonl” en-
tweder gleich Null oder gleiciv. Also ist entwederf = 0 oder f ist
injektiv. Das selbe Argument zei@ild(f) = V oderf = 0. Daher istf
im Fall f # 0 automatisch eine bijektive Abbildung. Andererseits hilde
die L-linearen Abbildungerf : V' — V eine F-Algebra: Summen und
KompositionenL-linearer Abbildungen sind wieddr-linear. Obiges Ar-
gument zeigt aber, daf3 diese Algebra ein Korper ist: Ays 0 folgt die
Invertierbarkeit. I1st” endlich dimensional, so ist dieser Korper ein endlich
dimensionaler Erweiterungskorper vén Es folgt

Schur's Lemma. Ist F" algebraisch abgeschlossen und(ist ¢) eine endlich
dimensionale irreduzible Darstellung vén dann sind die skalaren Vielfachen
vonidy die einzigen_-linearen Endomorphismefi: V — V.
Invarianten. Seil eine Liealgebra undV, ¢) ein L-Modul, dann definiert

VE={veV|¢X)(v)=0}={veV|Xv=0}
den maximalen trivialed.-Untermodul von/.
Ist I einldealin L, ist V! ein L-Modul [wegen[I, X] C I fur X € L

0

gilt (1) (p(X)v) = d(X)(¢(I)v) + o([I, X])v = 0 fur v € V', also
#(X)VI C V1]. Dann gilt trivialerweise

VL — (VI)L/I ]
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Der durch Invariantenbildungy — V' definierte Funktor in die Kategorie
der F-Vektorraume
Repp(L) — Vecr

ist linksexakt, d.h. er bildet kurze exakte Sequenger V! — V —
V" — 0 auf linksexakte Sequenzén— V' — V. — V" ab.

Beispiel 3 Seien(V, ¢) und (V’, ¢') Darstellungen vor.. Fur denL-
Modul Homg(V, V") gilt

Homp(V, V)Y = {L-lineare Abbildungerf : V. — V'} .

In der Tatistf € Homp(V,V')F aquivalent zw' (X) f (v) — f(¢(X)v) = 0
resp.¢’(X) f(v) = f(¢p(X)v) furallev € V.

Zerfallungskriterium . Man nennt die Liealgebra reduktivy wenn jede
endlich dimensionale Darstellung vdnzu einer direkten Summe von ir-
reduziblen Darstellungen isomorph ist. Um Reduktivitazeigen, genugt
fur exakte Sequenzen vdirModuln
//p 3

0 % 1% 1% 0
mit irreduziblemV” die Existenz vori-linearenSplittungens : V/ — V
mit der Eigenschafp o s = idy~; denn dannist’ = V' @ s(V”) (benutze
dann Induktion nacliim(V')). Indem man die exakte Sequenz rfiit")"
tensoriert, und’”’ durch(V")¥ @ V' ersetzt und/ durch das Urbild” von
F -idyn € Homp(V", V") = (V")¥ ®@r V", kann man obdA sich auf den
Fall beschranken, wo” = F' ein eindimensionaler trivialer Modul ist. Per
Induktion nachiim (V') kann man nebel’” = F* ausserdem annehméfi
sei irreduzibel. Zerfallen alle solchen exakten Sequenzen reduktiv.

Normalisator. Fur eine Lie-Unteralgebr& von L ist
NL(K) = {X € L| [K,X] C K}

eine Lieunteralgebra voh, dennX,Y € N (K) und die Jacobi Identitat
implizieren[K, [ X, Y]] C [X,[K,Y]] + [V, [K,X]] C [X,K]+[Y,K] C
K+ K C K. Also [X,Y] € N.(K). Offensichtlich ist per Definitior<’
ein ldeal in seinem Normalisatdy, (K'). Bezuglich der exakten Sequenz
von K-Modulin

0 K L—~L/K 0
gilt nach Definition des Normalisators

m(NL(K)) = (L/K)"].

Bemerkung. Im folgenden fixieren wir' und erwahnerf’ haufig nicht.
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Universell Einhillende Algebra
Sei L eine Liealgebra. Die universell einhtllende Algebrél.) von L ist
der Quotient’(L)/I der Tensoralgebra
TL)=FoLOL®pL® o

nach dem von den Relationen ® ¥ — Y ® X — [X,Y] fur X|Y €
erzeugten Ideal. FurT="(L) = @, L% gilt T="(L) @ T="(L)
Tsrtm(L). Fur das BildU="(L) von T="(L) im Quotientenring’/ (L)
T(L)/I gilt analog

U="(L)® US™(L) C U="*™(L).
Offensichtlich hat mar#'-lineare Abbildungen

L~ T<YL) — U=Y(L) — U(L)
undU (L) wird als F'-Algebra vonF' - 1 und dem Bild vonL erzeugt.

L
-

Satz Der graduierte Ring
Gr(U(L)) = @ Gri(U(L)) mit Gri(U(L)) := US{(L)/US"Y(L)

ist isomorph zur symmetrischénAlgebraS*®(L) von L Uber F’
Gr(U(L)) = S*(L)|.

Beweis Dies zeigt man man induktiv nach dem Grad. Das Argumentiteru
darauf, dass der graduierte Ri6g(U;(L)) des Rings/;(L) = T(L)/I;(L)
nach dem Ideal;(L), erzeugt von den RelationenY — Y X =t - [X,Y],
nicht von der Wahl vort € F abhangt. Setzt mah= 0, dann definiert
Uy (L) die symmetrische Algebra. O

Ist (V, ¢) ein L-Modul, dann definierty einen Einsetzungshomomorphis-
musT (L) — Endr(V), welcher aufT'(L) = L mit ¢ Ubereinstimmt.
Dieser Ringhomomorphismus, denn wir augcimennen wollen, bildet die
Elemente aug auf Null ab wegenp(X)o(Y) — o(Y)op(X) = o([X,Y])),
definiert als einerf’-linearen Ringhomomorphismus

¢:U(L) — Endp(V) .
Der F-VektorraumV' wird auf diese Weise zu eineii(L)-Modul unter
dem Ring bzw. der-AlgebralU(L). Umgekehrt definiert fur einef’-
VektorraumV' ein F'-Homomorphismusg : U(L) — Endp(V) einenL-

Modul vermoge der Kompositioh — U(L) — Endg(V). Man sieht
sofort

Lemma. Darstellungen(V, ¢) der Liealgebral. entsprechen eineindeutig
U(L)-Moduln(V, ¢) der universell eintillenden Algebrd/(L).
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Darstellungen der Liealgebrasi(2, F')

Die Liealgebrasi(2, F') = F'- h+ F- 2+ F -y hat alsF-Basis die Elemente

und

Man zeigt leicht
[hal =2z, [hyl==2y , [z,yl=h|
Sei F' ein Korper der Charakteritik Null und algebraisch abgéssten. Fur
einen endlich dimensionalefi(2, F')-Modul V und X € F sei
W={veV]h=X v}.
Offensichtlich gilt (*)
VNSV , yVuC Vs

Der Endomorphismuk besitzt mindestens einen Eigenveki@ufl’. We-
gen (*) undDimensionsgindengilt obdA yv = 0. Sei) der Eigenwert von
v,d.h.0 # v € V), mityv = 0. Betrachte ded’-Unterraumiy aufgespannt
vonuv, xv, v, - - - , ™ mMitn > 0 minimal so daZ"v # 0 undz" v = 0.
Dies liefert denGewichtsstrang

0<—F-v—=F.-q0——>=F.q% ——>= - F .2 —>0

mit denh-Eigenwertem\, A+ 2, ..., A+ 2n. Wegenyz'v = (yz¥ —x"y)v =
ad(y)(x")v = ZZV:_Ol rlad(y)(z)z" "o = ZZV:_Ol rha""" o = c(v) -
e lomite(v) = =SV A+ 20 -2 —2) = —vA+v—1) € F
ist W ein sl(2, F')-Untermodul vonV'. Andererseits ist\ + 2n)z"v =
hx™v = (xy — yz)z"v = zyz"v = —n(A +n — 1)2"v und dahen = —n.
Istw € W ein Eigenvektor vork zum Eigenwert + 2v fur 0 < v < n mit
yw = 0, dann folgtvr = 0 wegen

v—1

yr'v=c(v) -z 'v |, cv)=v(n+1-v)|.

Somit istiW = W (n) irreduzibel von der Dimensiogim (W (n)) = n + 1
und als Darstellung vorl(2, F') eindeutig bestimmt durch die Invariante
n € N. IstV selbst irreduzibel, folgt” = W (n) = Sym™(W(1)). Dies
zeigt

Proposition 3. Sei F' algebraisch abgeschlossen von der Charakteristik
Null. Dann ist jede irreduzible Darstellung@’, ¢) von si(2, F') isomorph

zu einer der (nicht zueinander isomorphen) Darstellungéf) fur n =
0,1,2,... Esqilt(V, ¢) = @, Vi mitganzahligen¢(h)-Eigenwerten

Ae{-n,—n+2-- ,n—2n}|.
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Beispiele W (2) ist isomorph zur Darstellungd mit Gewichtsstrang

Yy T T

0 F.-y—~2sp.p F.x—=0

und denh-Eigenwerten—2,0, 2. Im Fall der zweidimensionalen Darstel-
lung (F?,id) = W (1) mit den Basisvektorea, e, hat derGewichtsstrang

0<—y }71't€2—>m F'€1—>x 0
die h-Eigenwerte—1,1. Fur die triviale Darstellung” = W (0) ist der
Gewichtsstrang
0<"—F.-1—">0
mit h-Eigenwert O.
Korollar 6 . SeiF' algebraisch abgeschlossen von der Charakteristik Null.
Dann ist jede endlich dimensionale Darstelluigonsi(2, F') isomorph zu

einer direkten Summe velim(V;) + dim(V}) irreduziblen Darstellungen
Wi(n)furn=0,1,2, ...

Beweis Wegen des Zerfallungskriteriums geniigt es die Aussageez
weisen im Fall, wol” eine Darstellung ist mit irreduziblem-Untermodul
V' = W und einer trivialen Darstellung als Kokelfy V' = I’

0—=W(mn) —-V—-F-—=0.
Die Elemente vori (2, F') vertauschen auf’ mit dem Operator (**)

Q = dyx + (h +idy)? = dzy + (h —idy)?|.

(Der Operato& 2 — 1 ist der Casimir Operator). Daher operi@rauf W (n)
mit einem skalaren Vielfachen der Identitat. Wegen= (h — idy,)?v folgt

Q|W(n) = (TL + 1)2 . idW(n) .
Istn > 0, wird die Splittung definiert durch den = 1 Eigenraum auf V,

denn ( )2
o n -+ 1 . ’idvl *
o= ()

ist diagonalisierbar auf. Im Falln = 0, dim (V') = 2ist(V, ¢) die triviale
Darstellung und die Existenz einer Splittung ist evident(J, F) ist eine
einfache Liealgebra un&’ern(¢) ist ein Ideal. Also ist die Darstellung
(V. ¢) treu oder trivial. AusBild(¢) C sl(V) und

0—-F—-V—->F—=0
folgt aberdim(Bild(¢)) < 2. Also kanng nicht treu sein.]

Korollar 7 . SeiF algebraisch abgeschlossen von der Charakteristik Null.
Fur jede endlich dimensionale Darstellu(y, ¢) von L = sl(2, F)

¢: sl(2,F) — Endp(V)
ist(h) ein halbeinfacher Endomorphismus vigin
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Nilpotente Matrizen
Alle Liealgebren in diesem Abschnitt seien endlich dimenal UberF'.

Eigenwert Lemma. Sei¢ : L — End(V) eine Darstellung” # 0 derart,
daf alle Matrizerp(X ), X € L nilpotent aufl” operieren. Dann gilt

v £ 0l.

Beweis(durch Induktion nachiim(L)). Furdim(L) < 1 wird L erzeugt
von einem ElemenX und man schliesst mit dem Jordan-Normalformensatz
fur ¢(X) (unabhangig vom Grundkorpét). Sei alsalim/(L) > 1.

Schritt 1 Man kann obdA annehmen, daf3njektiv ist, denn anderenfalls
ersetzt marl. durchL = L/Kern(¢) mitdim(L) < dim(L) und benutzt
Induktion. Also ist¢ obdA einetreueDarstellung

L2 End(V)
[K]l J/%(X)—/\»(X)
L2 Bnd(V)

Nach Annahme gilty(X)™ fur ein m (abhangig vonX € L). Somit im-
pliziert pjji v, = 0 und A7 = 0 dann(py(x) — Ag(x))*™ = 0 (Binomial
Formel), dapg(x) und A\, xy kommutieren! Aus der Treuheit der Darstel-
lung ¢ folgt dann(ad X )*™ = 0 auf L.

Schritt 2 Sei K # L eine maximale echte Lie-Unteralgebra vbn Da
jeder eindimensionale Unterraum vdneine Lie-Unteralgebra ist, folgt
dim(K) > 0, falls dim(L) > 1. Da nach Schritt 1 alleX € L ad-
nilpotent sind, operieren all € K C L mit nilpotenten Matrizen auf
den K-Moduln K,L und L/K. Wegendim(K) < dim(L) folgt aus
der Induktionsannahme angewendet auf déodul V' = L/K daher
(L/K)% # 0. Somit ist der NormalisataW; (K) echt grosser al&’. Aus
der Maximalitat von folgt daherN,(K) = L. Also ist K ein Ideal inL.

Schritt 3 Es folgtVE = (VX)L/K o£ 0, denn nach Induktionsannahme
ist VE #£ 0 wegendim(K) < dim(L) und dann erneut nach Induktion
(VEVEIE £ 0 wegendim(L/K) < dim(L).

Absteigende Zentralreihe Furl, J C Lsei[l, J]dervonaller[X,Y]; X €
I,Y € J erzeugter-Vektorraum. Sind’, J Ideale inL, dann ist aucy, J]
ein Ideal inL (Jacobi Identitat). Dies definiert rekurdideale

L' =I[L, L]
von L. Beachte: L ist der F-Vektorraum aufgespannt von allen (i-1)-
fachen Kommuatoren vom Elementen/in
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Nilpotente Liealgebren

Eine Liealgebral heisstnilpotent wenn ihre absteigende Zentralreihe
(furi=1,2,---) mit Null abbricht, d.h. wenn

L"=0
gilt fir ein geeignetes.

Lemma. Ist L # 0 eine nilpotente Lielgebra, dann ist das Zentrufl)
nicht trivial.

Beweis Sei L" = (0 und obdAL"~! £ 0, dann gilt0 # L"~! C Z(L).

Bemerkung. Das ZentrumZ (L) ist ein Ideal inL und L, = Z/Z(L) ist
nilpotent, wenn die Liealgebra nilpotent ist. Damit ist auch das Zentrum
von L4 nicht trivial usw.

Beispiel 1 Jede abelsche Liealgebkdst nilpotent, dal.! = [L, L] = 0.

Beispiel 2 Die Heisenberd.iealgebraS = F'- s+ F - X + F - Y mit
dem Zentrum¥ - s und[X, Y] = s ist nilpotent, denrs! = [S, S] = Z(9)
undS? = 0.

Engel's Theorem L ist nilpotent als Liealgebra genau dann weiim &lle
X € L die Endomorphismedd(X) auf L nilpotent operieren.

Beweis Aus L"*! = 0 folgt ad(X;) o - --ad(X,,) = 0 fur alle X3, .., X,,
in L, also(adX)" = 0 fur alle X € L. Zum Beweis der Umkehrung
benutzen wir Induktion nacttim(L): Sind allead(X), X € L nilpotent,
dann gilt dies auch fur die adjungierte Liealgelirg = L/Z(L). Wegen
dem Eigenwertlemma ist

Z(L)=L*"

nicht trivial. Daher giltdim(L,q) < dim(L), und somitist.,, nach Induk-
tion eine nilpotente Liealgebra. Das bedeltet;)” = 0 fur geignetes.
Daraus folgt

L" C Z(L) = Kern(L — L) -

und damitZ."™! = [L,L"] C [L,Z(L)] = 0. Also ist L eine nilpotente
Liealgebra. O
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Auflosbare Liealgebren

Der Kommutatof L, L] ist ein Ideal inL und der QuotienL /[L, L] ist eine
abelsche Liealgebra. Iteriert man die Kommutatorbildung

L® — [L(i—l)’ L(i—l)] ’

erhalt man eine absteigende Folge \dealenin L. Die Liealgebral heisst
auflosbar wenn L™ = 0 gilt fir ein n. Durch Induktion nachi zeigt man
L™ C L. Somit ist jede nilpotente Liealgebra auflosbar. Eineaaihé
auflosbare Liealgebra ist abelsch und isomorpli'zu

Aus der Definition folgt sofort, daf3 wie im nilpotenten FaiktUnteralgebren
und Lie-Quotientenalgebren von auflosbaren Liealgebrdlosbar sind.
Anders als im nilpotenten Fall gilt hier aber auch die

Umkehrung: Ist I ein aufbsbares Ideal in. mit aufbbsbarem Quotient
L/I, dann istL aufiosbar [Beweis: Aus(L/I)™ = 0 folgt L™ C I und
ausI(™ = 0 folgt dannL(™+™) = 0].

Radikal. Sind/, J ldeale inL, dann sind offensichtlich auch+ J und
I N Jldeale inL. Sind [ undJ auflosbar, dann ist auch+ J auflosbar,
denn/ ist auflosbar ebenso wie der Quotiéit+ J)/I = J/(J N 1) als
Quotient des auflosbareh Somit existiert eirmaximal aufbsbares Ideal
in L (wir nehmen anlim(L) < o0), das sogenanntRadikal Rad(L) der
Liealgebra.

Killingform . Sei(V, ¢) eine Darstellung vor.. Dann definiert

Ky(X,Y) = Try(o(X) o ¢(Y))

einesymmetrisch8ilinearform aufL mit der Assoziativiaits-Eigenschaft
Kyo([X,Y], Z) = Ky(X,[Y, Z]).
Wegeng([X,Y]) = ¢(X)op(Y) — ¢(Y)o(X) reduziert sich dies sofort auf
die Matrixidentitat?r((AB — BA)C) = Tr(A(BC — CB)) respektive
Tr(BAC) = Tr(ACB). Fur exakte Sequenzén— V' — V — V" — 0
von Darstellungen gilt
Ky(X,Y) = Kgy(X,Y) + Ky (X,Y) .
Fur triviale DarstellungeniV, ¢) ist K, = 0. Ist ¢ = ad die adjungierte
Darstellung, nennt man
K(X,)Y):= Ku(X,Y)

die Killingform auf L. Fur nilpotente Liealgebrer ist die Killingform
trivial wegenK (X, X) = Try(ad(X)?) = 0, daad(X) nilpotent ist.

Ist I einldealin L, dann ist die Killingform von/ die Einsch&nkungder
Killingform von L x L aufl x I, denn die Einschrankung der adjungierten
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Darstellung von auf I enthalt die adjungierte Darstellung vaérals Un-
terdarstellung mit trivialem Quotient (Idealeigenschaft
Killingradikal . Das Radikal der Killingformi

Radg(L) = {X e L|K(X,Y)=0,VY € L}

definiert wegen der Assoziativitat ein IdeallindasKillingradikal Rad (L).
Wir behaupten:

Radyk(L) =0 = Rad(L) =0].

Beweis: Angenommen das Idefdl= Rad(L) von L ware nicht Null. We-
genR™ = 0 und obdAR™ Y +£ 0 fur geeignetes. ist dannf = R~
ein nicht trivialesabelscheddeal in L. Fur X € L undY € [ gilt dann
ad(X) o ad(Y) o ad(X) o ad(Y) = 0. Beachtead(X) o ad(Y)(L) C
ad(X)I C Iund(ad(X) o ad(Y))I C ad(X)([Z,1]) = ad(X)(0) = 0.
Alsoistad(X)oad(Y') ein nilpotenter Endomorphismus vérund es folgt
K(X,Y) =Trp(adX oadY) = 0, da die Spur nilpotenter Endomorphis-
mus verschwindet. Also # I C Radk (L), ein Widerspruch!

Fur Grundkorper der Charakteritik 0 ist die Umkehrung
Rad(L) =0 = Radg(L)=0

im allgemeinenfalsch Betrachtel, = si(3,F3;) modulo Zentrum. Sie
gilt aber fur Grundkorper de€Charakteristik Null Durch Koeffizienten-
erweiterung kann man dann zum Beweis obdA annehmeai ausserdem
algebraisch abgeschlossen und beweisen dann sogarescinarFall der

Charakterik Null

Radyk (L) C Rad(L)|.

Indem manL durch die Liealgebrd = Radk (L) ersetzt wird die Killing-
form Null auf /. Zum Beweis genugt daher

Cartan’s Kriterium . Liealgebreniber einem Grundkper F’ der Charak-
teristik Null mit verschwindender Killingform sind atlbar.

In der Tat liefert das nachste Lemma #ir= L und A = L,; = ad(L) und
M = Ngvy(Lqea) SOWieX € [Lqq, Log) undY € M wegen

Tr(X oY) =Try(lad(L),ad(L)] oY) =Trp(ad(L) o [ad(L),Y])
= Trp(ad(L)oad(L)) = K(ad(L),ad(L) =0

die AussageX ist nilpotent. Wegen Engel’'s Theorem ist dah&y,, L]
nilpotent. Damit istL,; auflosbar, ebenso wie dann auch

Lemma. SeiV ein Vektorraumiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper F' der Charakteristik Null midim(V') < oo, A ein Untervektor-
raum vonEnd(V) sowieM = {X € End(V) | ad(X)(A) C A}. Gilt
Try(XoY)=0fur X € M undalleY € M, soistX nilpotent aufl/.
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Beweis Aus X € M konstruiert man auf folgende merkwurdige Weise
neue Elemente id/. Wir wahlen dazu eine Basis vdn, in der X Jor-
dan Normalform besitzt und schreibah= X, + X, (diagonal plus nilpo-
tent) undX, und X,, kommutieren. Wir miissen zeigen, die Diagonalmatrix
X, = diag(sy, ..., $m) verschwindet. Es gilt (siehe Appendix)

ad(X)s = ad(Xy) .
Es gibt daher ein Polynoi® ohne konstanten Koeffizienten mit der Eigen-
schaftad(X;) = ad(X)s = Q(ad(X)). Es folgt wegerQ)(ad(X))(A) C A

ad(X,) = ad(diag(s1, ..., $m)) € M .

Betrachte den Teilkorpe®(s, ..., s,,) C F. Sei

f=Q(s1,..,5m) — Q
eine beliebigeQ-lineare Abbildung. Wahle ein Polyno® (Lagrange)
ohne konstanten Term mi(s; — s;) = f(s;) — f(s;) furallel <i,5 <
m = dim(V'). Diesistmoglich, daaus—s; = s;—s; folgt f(s;)—f(s;) =
f(sk) — f(s;) (Q-Linearitat vonf). Dann gilt aufEnd(V)
ad(diag(f(s1), ..., f(sm)) = P(ad(diag(si, ..., sn))) = Plad(Xy)),
wie man leicht verifiziert! Es folgt daher

Y =diag(f(s1), ..., f(sm)) € M.

Aus den Annahmen folgt™" | s;f(s;) = Try(X,0Y) = Try(XoY) =0.
Anwenden vory liefert daher inQ die Schlisselaussage:

Zf(si)Q = 07

wegenf(s;) € Q alsof(s;) = 0 fur allei (und allef). Dies zeigts; = 0
fur allei, also X, = 0. Daher istX = X, nilpotent.

Appendix. Sei X ein Endomorphismus eines endlich dimensionalen Vek-
torraumsV Uiber F' und seiF' algebraisch abgeschlossen. Dann besitzt
eine eindeutig bestimmte Zerleguag= X, + X,, mit halbeinfachemX

und nilpotentemX,, derart daRX, und X,, miteinander kommutieren (Ex-
istenz folgt aus dem Jordan Normalformensatz; Eindeutidpemutzt, dafd
X, und X, sich als Polynome iX schreiben lassen). Es gilt

lad(X,), ad(X,)] = ad([Xs, X,]) = ad(0) = 0 .

Aus (X,,)* = 0 folgt wie bereits gezeigtd(X,)?** = 0. Also istad(X,,)
nilpotent. X, ist halbeinfach und daher gilk, = diag(sy, ..., ;) bei
geeigneter Basiswahl van. Somit ist

ad(Xs) = diag(s1 — S1,51 — S2, .., 8i — Sj, oy Sm — Sm)
auch diagonal (halbeinfach) asf.d(V'). Es folgt
ad(X)s = ad(X,) , ad(X), =ad(X,)]|.
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Klassifikation der halbeinfachen Liealgebren
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Das Beispielsi(n, F)

Satz Sei F' ein (alg. abg.) Krper mitchar(F) = 0undV = F™.
Dann istL = sl(V) eine einfache Liealgebra und die Lieunteralgebra
H der Diagonalmatrizen in.. (beziglich einer Basis;, .., e, von V) ist
eine maximale Unter-Liealgebra bestehend nur addhalbeinfachen Ele-
menten (d.h. maximal torisch) i

Beweis Sei X diagonalisierbar und vertausche niit Dann respektiert
H die H-EigenraumeF' - ¢; von V. Das heisstX ist diagonal: X € H.
L = sl(V) zerfalltin Eigenraumé, = HOEP ¢y Lo fUr & = {ej—ej |1 <
i,j <mn;i+#j} C Homp(H,F). Es gilt#® = n? — n. Es bezeichne
X, die Elementarmatrix mit dem einzigen nicht verschwindenBimtrag
gleich 1 an der Stellé;. Ein Ideal I von L zerfallt in H-Eigenraume.
Ist I # 0, dann existiert also eine Elementarmatiy in /. Durch eine
Matrixrechnung zeigt man nun leichk,, Xz # 0 fur all o, 5 € & mit
a + 3 € ®. Daraus folgert man dann ohne Milhe- L.

Die sogenannten positiven Wurzelh— e; mit 7 < j definierend™ C &
und die Wurzelnvy, = e — €3, ...,a,—1 = €, — e} definieren das Sys-
tem A der einfachen positiven Wurzeln; d.h. jede andere posiivezel
a € @7 ist eine nicht negativ ganzzahlige Linearkombination der e
fachen Wurzeln. Die Killingform autliag(z1, ...,x,) € H ist durch ein
skalares Vielfaches des Standardskalarproduktes gedelenvir gleich
zeigen). Es folgto, a;) = const. - 6; ;_; fur i < j. Dies zeigt spater, dafd
L = sl(n, F') das Dynkin Diagrammi,,_; mit n — 1 Ecken liefert

Zur Killingform. Eine assoziative Bilinearforn® auf einer Liealgebrd.
definiert eineL-lineare Abbildung

fs:(L,ad) — (L,ad)" .

Ist L einfach, ist die KillingformK assoziativ und nichtausgeartet duf
und die zugeordneté-lineare Abbildungfx ein Isomorphismus. Damit
ist ! o fz ein Automorphismus vofiL, ad). Fir einfached. ist die ad-
jungierte DarstellungL, ad) irreduzibel. Nach dem Lemma von Schur gilt
frt o fg = \-idfureinen Skalai € F. Also gilt

BX,Y)=A-K(X,Y) , AeF.

Aus B # 0 ist A # 0. Fur die Standarddarstellung vén= si(V) aufV =
Frist B(X,Y) = K4(X,Y) = Try (X oY) eine nichttriviale assoziative
Bilinearform aufL, also proportional zur Killingform. Beachte

B(X.X) =Y a7 , X=diag(,...,v,) € H.
i=1
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Halbeinfache Liealgebren

Fur eine Liealgebrd. ist Rad(L) definiert als das (eindeutig bestimmte)
maximale auflosbare Ideal ih. Man nennt eine Liealgebra halbeinfach

im Fall Rad(L) = 0. Zur Beschreibung der halbeinfachen Liealgebren
nehmen wir an

char(F) =0].

Zerlegungssatz Fur endlich dimensionale Liealgebrdniiber einem irper
der Charakteritik Null gilt

Radg (L) =0 <= Rad(L) =0.
Weiterhin ist in diesem halbeinfachen Fall dahmrine direkte Summe

L=L,
von einfachen (nichtabelschen) Liealgebien

Beweis Sei ein Ideal inL. Dann ist das Orthokomplement wieder
ein Ideal wegen der Assoziativitat der Killingform und ek gim(I) +
dim(I+) = dim(L) wegenRad (L) = 0. Das Ideal NI+ ist ein isotroper
Teilraum vonL. Wegen Cartan’s Kriterium ist die Liealgebfaauflosbar,
d.h. esfolgf NI+ C Rad(L). Nach Annahme gilRad(L) = Rady (L) =
0. Daher folgt

L=Ia&I".
Wegen(/, [+] C INI* (Idealeigenschaft) ist, I+] = 0. L zerfallt also als
Liealgebra in die direkte Summe der beiden Iddalemd /. Man schliesst
dann weiter per Induktion, bis obdAReinfach wird.

Derivationen von L. Derp(V,e) fur (V,e) = (L, [.,.]) definiert die Lieal-
gebraDer(L) derDerivationen von.. Die Endomorphisme® von L mit
der EigenschafD([X,Y]) = [D(X),Y] + [X,D(Y)] furalle X,Y € L
sind die Elemente voer(L). Beispiel: D = ad(Z) € Der(L) fur alle
Z € L und diese sogenannt@merenDerivationen vonl definieren das
Idealad(L) in Der(L), denn fur[D, ad(Z)] = Doad(Z) — ad(Z) o D gilt

[D,ad(2)|(X) = D([Z, X]) = [Z, D(X)] = [D(Z), X] = ad(D(Z))(X) .

Satz Ist L halbeinfachiiber einem Krper der Charakteritik Null, dann gilt
ad(L) = Der(L)|.

Beweis Da L halbeinfach ist, giltZ(L) = 0 und damit. = ad(L).
Die Einschrankung der Killingform der Liealgebf2er(L) auf die Lieal-
gebraad(L) ist die Killingform vonad(L) und ist damit nicht ausgeartet
auf ad(L). Somit ist/ = ad(L)* ein Ideal in Der(L) mit dim(I) +
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dim(ad(L)) = dim(Der(L)). Der Durchschnitt/ N ad(L) = 0, denn

in Rad(ad(L)) = Red(L) = 0 enthalten nach Cartan’s Kriterium. Also
ist Der(L) = ad(L) & I eine direkte Summe von Liealgebren, d.h. es gilt
[D,ad(Z)] =0fur D € TundZ € L. Angewendet auk € L folgt daraus
ad(D(2))(X) =0furalle X, Z € L und damitD(Z) = 0 fur alle Z, also

D = 0. AlsoI = 0und damitDer(L) = ad(L).

Korollar 1. Ist L halbeinfachiiber einem Krper der Charakteritik Null,
dann gibt esiir X € L eine ZerlegungX = X, + X,, mit der Eigenschatft
X,, X, € L undX; istad-halbeinfach undx,, ist ad-nilpotent

Beweis Benutzel. = ad(L) = Derp(L, ) und die Jordan-Zerlegung der
F-Derivationen vor(V, e) im Fall der Lieklammew e w = [v, w].

Torische Unteralgebren SeiL eine halbeinfache Liealgebra Giber einem
algebraisch abgeschlossen Korpeder Charakteristik Null. Eine Lie Un-
teralgebraf! von L heissttorisch, wenn sie nur auad-halbeinfachen Ele-
menterbesteht.

Ist L # 0, gibt es nach Engel's Theorem nicht ad-nilpotente Eleménte
in L. Also X = X, + X, in L mit X; # 0. Auf Grund des letzten
Korollars gilt X, € L. Somit existieren unter obigen Annahmen/famind

L nichttriviale torische(eindimensionale) Unteralgebren! Wir kbnnen nun
obdA annehmen, daRB maximal torisch inL ist.

Proposition 1. Ist L halbeinfachiiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper der Charakteritik Null, dann ist jede (maximale) &ohe Lie Un-
teralgebraH von L abelsch

Beweis Wir zeigen, dassdy (X ) = ad;(X)|g : H — H die Nullabildung
istfur X € H. DaX = X, halbeinfach ist, gentigt dazu dass alle Eigen-
werte vonady, (X)) auf H Null sind. Angenommen dies ware nicht der Fall!
Dann gabe es einen Eigenvektor:t Y € H und ein0 # X\ € F mit der
Eigenschatft

adp,(X)(YV)=[X,Y]=X-Y.
Es folgt

adp(Y)(X)=[Y,X]=-\-Y
und somit

ad,(Y)*(X)=0.
WegenY € H ist auchad(Y') ein halbeinfacher Endomorphismus vbn
und damit auch vori. Der Vektor X € H kann daher in Eigenvektoren
X, vonady(Y) zerlegt werden:X = > X,. Ausady(Y)*(X) = 0
folgt, dassX = X, im Eigenraum des Nulleigenwerés= 0 liegen muss.
Dies zeigt dann aber
“A=a =0

im Widerspruch zu\ # 0.
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Korollar 2 (Wurzelzerlegung). Ist L halbeinfachiiber einem algebraisch
abgeschlossenendper der Charakteritik Null und ist{ eine (maximale)
torische Lie Unteralgebra von, dann gilt

L = Zentrp(H) © @, co La|-

Hierbei sind dieL, die nichttrivialen simultane EigedAume vonH auf
L. Die dabei auftretende endlichen Mengeson nichttrivalenF'-linearen
Abbildungeny : H — F nennt man die Menge der Wurzeln vbrund es
gilt

Ly = Zentrp,(H) = {X € L|[X,H]=0}.

Hierbei ist fir gegebenes € HY = Homp(H, F') der Eigenraund., C L
gegeben durch den Vektorraum allére L mit

(X, Y]=a(X)Y , XeH.
Sei K die Killingform von L. Offensichtlich gilt
[LOH Lﬁ] c LaJrﬁ'
Fira # 0 bestehtl,, ausad-nilpotenten Elementei .
a+ B #0= L, L Lgbezuglich der Killingform/.
Die Einschrankung der Killingfornk ist nicht ausgeartet auf,.
H C LoundH+ = (H- N Ly) & B,cq La-
Die erste Eigenschatft folgt unmittelbar aus der Jacobitltindie zweite
aus der ersten wegenl(X)"(Lg) C L,,1g. Die vierte Eigenschaft folgt
aus der dritten. Diese folgt aug X) - K (X,, X3) = K([X, X,.], Xp) =
—K(Xa, [X, X35]) = —0(X) - K(Xa, Xp) fur X € H, X, € L, und X3 €
Lg. Inder Tat folgt(a+ () (X)-K(Xa, X3) = 0 und damiti’ (X, X5) = 0
im Fall a«+ (3 # 0 durch geeignete Wahl vaki € H. Die letzte Eigenschaft
folgt aus der letzten Proposition ug L L, fur o € .

Maximale torische Unteralgebren Sei nunH einemaximaldgorische Un-
teralgebra von der halbeinfachen AlgeliraDann ist jedesad-halbeinfache
Element vonl, wegen der Maximalitat voi/ bereits inH, denn Summen
von kommutierenden halbeinfachen Matrizen sind wieddvdiafach.

Per Definition giltX € Ly < ad(X)(H) = 0. Damit gilt fur X € L, auch
ad(X)s(H) = 0, dennad(X ), ist ein Polynom inud(X') ohne konstanten
Koeffizienten. Damit liegtd(X ); = ad(X;) in Ly und es folgt

X€L0:>X57Xn€LO

sowie dann wegen der Maximalitat (!) vaih im Sinne einer Vektorraum-
summe

Lo=H® (Lo), -
Da H ein Ideal vonLy ist, ist daherL,/H wegen Engel’s Theorem nilpo-
tent. DaH im Zentrum vonL, liegt, ist dann sogatk,, nilpotent.
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Proposition 2. Ist H eine maximale torische Lie Unteralgebra einer halbe-
infachen Liealgebrd. Giber einem algebraisch abgeschlossenénpér F’
der Charakteristik Null, dann gilt

-]

Insbesondere ist die Einsdmkung vonk™ auf H nicht ausgeartet.

Beweis Es giltad(X)ad(h) = ad(h)ad(X) + ad([X, h]) = ad(h)ad(X)

fur X € (Lo), undh € H wegen[X,h] = 0. Fur X € (Ly), ist
ad(X) := ad,(X) nilpotent aufL. Daad.(h) mit ad,(X) kommutiert,
ist dann auchudy (X )ady(h) nilpotent aufL und damit gilt K (X, h) =

Trp(adn(X)adr(h)) = 0. SomitistX orthogonal zuH und (X ist sowieso
orthogonal zu detd,, fur o # 0). Es folgt(Ly),, C Ly N H* fur den An-
nulator H+ von H bezlglich der KillingformK von L. Ausdim(H) =

dim(L) — dim(H*) = dim(Ly) — dim(Ly N H*Y) und dim((Ly),) =

dim(Lo) — dim(H) folgt dim((Lg),) = dim(Lo N H*), also

LoN H* = (L), .

Andererseits gilfL,, Ly] L. H wegen der Assoziativitat der Killingformy’
und somit[Lg, Ly] € HX N Ly = (Lo)n- Es folgt[(Lo)n, (Lo)n] € (Lo)n
und damit im Sinne einatirekten Summe von Liealgebren

LO - H@ (LO)n .

Ware die nilpotente Liealgebrd.,), # 0, ware ihr Zentrum nichttrivial
und es gabe eift £ Z € Z(Ly) N (Lo),. D.h. adr(Z) ware nilpotent und
kommutiert mit allenad,(Y),Y € Ly, somit ware auchud,(Z)adr(Y)
nilpotent aufL. Also K(Z,Y) = Trp(adr(Z)ad(Y)) = 0 furalleY €
Lo und damit alleY” € L. Somitware) # Z € Ly im Radikal Rad(L) = 0
der Killingform K. Ein Widerspruch! Dies zeidtL,), = 0 und H = L.

Korollar 3. Der DualraumHY = Hompg(H, F) wird Uber F' von den
Linearformeny € ¢ aufgespannt.

Beweis Ware die Aussage falsch, existiert &inz h € H mit a(h) = 0
fur alle« € ®. Damit gilt [h, L,] = 0 fur alle « inklusiveaw = 0, d.h.
h € Z(L). DaL halbeinfach ist, giltZ(L) = 0. Widerspruch!

Die Vektoren H,,. FurX € L, undY € L_, qilt [X,Y] € Ly, = H. Fur
alleh € H giltdann K (h, [X,Y]) = K([h, X],Y) = a(h)K(X,Y). Da
K nicht ausgeartet ist auf, existiert zua € ¢ ein eindeutig bestimmtes
duales Element/, € H mit der Eigenschaft

K(h,Hy) =a(h)| ., VYheH.

Es folgt daher fur diev € ¢
X,Y] = K(X,Y)-H, , VXelLy,YelL_,.
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Korollar4 . Fira € ®ist[L,,L_,| = F - H, und es gilt
a(H,) = K(H,, Hy) # 0.

Beweis Fur den ersten Teil iStL,, L_,| # 0 bzw. K(L,,L_,) # 0 zu
zeigen. Letzteres folgt aus, ¢ Radx(L) = 0undL, L Lg fur 8 # —a.

Fur den zweiten Teil. Nach Definition vaH,, gilt K(H,, H,) = a(H,).
Aus a(H,) =0 folgt [H,, X| = [H,,Y]|=0fur X € L_,undY € L,.
Wegen Teil 1 kann maX = X,,Y = Y_, wahlen mit[X,,Y ,] =
K(X.,Y.,)  -H,=H, dh K(X,,Y_,)=1. Dannist

S=F-H,+F - X,+F-Y_,

eine dreidimensionalkleisenbergLiealgebra Uberr'. Das Element =
adr(H,) operiert halbeinfach auf. Somit zerfalltZ in endlich dimension-
ale s-Eigenraumédl’. Da X undY mit s kommutieren, erhaltend(X,,)
und ad(Y_,) den jeweiligens-EigenraumiV'. Operierts auf W mit dem
Eigenwert\ € F', dann gilt

A-dim(W) =Try(s) = Trw([ad(X,),ad(Y_4)]) =0.

Wegenchar(F') = 0 folgt A = 0. Somit operiertud,, (s) auf W und damit
auf L trivial. Es folgts € Z(L) = 0. Dieser Widerspruch zeigt(H,,) # 0!

Die Liealgebrasi(2, F'). Beachtesl(2, F) = F - h+ F -z + F - y mit
[hx] =20, [hyl=-2y , [z,y]=h]|

Herbei isth = (é _01) undz = (8 é) resp.y = (? 8).

Die sl(2, F')-Einbettungen. Aus dem letzten Korollar bzw. seinem Beweis
erhalt man fur jed&Vurzelna € dundL, = FX,,L_, = FY_, mit
K(X,,Y_,) =1 einenLiealgebren Homomorphismus

Go: SI(2,F) — L

definiert durch:

2 2
—Y . h—H =—"——H,.
K(H, Hy) = e K(Ha, Hy)
¢ iIstwohldefiniert wegetk (H,,, H,) # 0 (letzter Korollar) und man prift
sofort die relevanten Kommutatorrelationen einer Daltgtgl. Vermoge der
¢, definiert die halbeinfache Liealgebfaendlich dimensionale Darstellun-
gen(L, ¢,) der Liealgebrai(2, F'). Beachte

Blld(¢a) g L—a D LO D Loz .

r—Xo , Yy
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Die halbeinfache Liealgebral als si(2, F')-Modul

Fura € @ ist die durchad o ¢, definierte Darstellung vosl(2, F') auf L
wegen|[L,, Lg] C L,z eine direkte Summe von Teildarstellungen

V=& Losna CL

ne”

fur 3 € @ oder = 0. ES gilt Ly na C Vi fir

A= (B+na)(HY) = B(HY)+2n =304 +on

denng,(h) = H_ operiert mit dem Eigenweft3 +na) (¢, (h)), und es gilt

a(HY) = gwammy@(Ha) = 2. Im Fall § = 0 ist

V:"'EBL72a€BL7a€BLO€BLa@L2a€B"'
Die Klassifikation der (irreduziblen) Darstellungen vaf2, F') zeigt, dass
Ga(sl(2,F)) In L_,®Lo® L, CV

eine dreidimensionale irreduzible Darstellung isomonpfiz(2) in V" auf-
spannt. Weiterhin definietkern(a : H — F) C H = Lg eine triv-
iale Unterdarstellung volr. Dasl(2, F') reduktiv ist (siehe Abschnitt Uber
Darstellungen desl(2, F'), folgt

V =Kern(a: H— F)® Bild(¢,) @V’

fureine Darstellundy” C - - -®L_9,®L_oB0D LB Lo, B- - - mitgeraden
h-Eigenwerten. Damitistwegdrl = 0, A = 0 jederGewichtsstrangsiehe
dazu die Klassifikation der Darstellungen dér2, F)) in V/ unterbrochen,
Es folgtV’ = 0. Also V' = Bild(¢,) ® Kern(a : H — F') und damit

Korollar 5. Fur alle « € &, n € N gilt

e Primitivitat: «,na € ® = n = +1, sowie
e Multiplizitatl: L, = F - X,, das heisstlim(L,) = 1.

Im Fall 5 € ® und obdAj # «, —« gilt fur jeden Eigenweri von (ady, o
¢o)(h) aufV fur den Eigenraumim(V,) < 1 wegendim(Lg,,) < 1. Da
die Eigenwerte\ von h grundsatzlich ganzzahlig sind, folgt

o n.5:=p(H)) € Z.

e Vistirreduzibel alssi(2, F')-Modul, [da entwedeV; oderV/; Null
und somitdim(Vp) + dim(V;) = 1 ist].

o [L,, Lg| = Loyp- [Benutzedim(Lo43) < 1 undV irreduzibel].

o o,fc®= [B-pF(H)) ac P [WegenLs = Vgpmy) # 0
folgt auchLs—srry).a = Vi) —pimy)atny) = V-pry) # 0 wegen
der symmetrischen Lage defEigenwerte im Gewichtsstring einer
sl(2, F)-Darstellung].
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Die gefunden Bedingungen reformuliert man am besten mittetdualen
Killingform.

Duale Killingform . Die Einschrankung der Killingfornk” von L auf H
ist eine nichtausgearte symmetrische Bilinearform dufDie dazuduale
symmetrische Bilinearforr, .) auf dem Dualraun#/ ¥, definiert durch

(o, B) := K(H,, Hz) = «(Hpg) oder

K(Hy, Hg) = Spurp(adr(Ha)adr(Hg)) = > cq dim(Ly)y(Ha)v(Hp) =
> eo(7,a)(7, 8) wegendim(L,) = 1, ist fur allex,y € H"

(z,9) = > (1, 2)(1.9)

v
durch bilineare Fortsetzung. Insbesondere

('Ta SC) = nyeb(f%'r)Q
Es gilt (0, a) = (a,a)®Y.. 4 n2, und die Zahlem,; = 3(HY) = 222

yE€D Yoy (o)
sind ganz. Da wir bereitén, o) # 0 wissen, folgt(a,a) € Q. Wegen
ey € Zfolgt (a,7) € Qfira,y € ®. Also (z,2) = 3 4(7,2)* > 0

fur alle z aus dem von den Wurzeln aufgespanrikeXdektorraum.

Theorem 1 Die duale Killingform(., , ) definiert auf den@Q-Vektorraum

E:Zaeé(@'a )

aufgespannt inF" von den endlich vielen Wurzeln € ® ¢ HY, eine
nichtausgeartete symmetrische positiv defi@itBilinearform. Es gilt

o dimg(E)=dimp(H).
o a,naved (neN)=n==l1.
e o€ d= o,(P) = fiurdie Spiegelungen definiert durch

Oo(x) =2 — (

o a,ﬁ€®:>na5:2((£5) € Z.
Bemerkung. Die lineare Abbildungr, : £ — FE erflllt o,(o) = —a
und ist die Identitat auf der za beziglich der Metrik., .) orthogonalen
Hyperebene ink. Somit isto,, eine Spiegelung, und als solche enthalten
in der orthogonalen Gruppe der dualen Killingfofm.). Die von diesen
Spiegelungen erzeugte endliche Untergruppeder Permutationsgruppe
von ® nennt man dieNeylgruppedes Wurzelsystems. W stabilisiert das
Untergitterd > _,Z - avon E.

acd

Wurzelsysteme Eine endliche Konfiguratio® C FE von nichttrivialen
Vektoren eines Euklidischen Raumés ®q R, (.,.)) mit den im letzten
Theorem genannten Eigenschaften nennt maalestraktes Wurzelsystem
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Wurzelsystemed

Fur abstrakte Wurzelsysteni&, @) qgilt o, (®) = & fur die Spiegelungen
O, € B SOWiEN,; = % e Zfurallea, f € ®. AlSO istnasng, =

4cos*(0,5) < 4 ganzzahlig, ung# 4 fir o # £, da sonsp} = +Aa gilt
mit A € {1/2,1,2} im Widerspruch zur Primitivitat.

Fakt 1. Ausn.s = 222 ¢ Zfolgt|nasng. € {0,1,2,3} |furalle o # +8.

(@)

Fakt 2. FUr a # £/ gilt entwederin,z| = 1 oder|ng,| = 1 odera undg
sind orthogonal zueinander.

Fakt 3. , denno,(a) = —a.

Fakt 4. Fur o # +8 mita, 5 € ® qilt
(,0)>0=a—-0€d.
[Sei obdAng, = 1 nach Fakt 2, und damit—f = o3(a) = a—nga-03 € P.
D.h. entweder gilty — 5 € ® oderg — o € ¢. Benutze dan® = —].
BasenA von ¢

Sei(E, @) ein abstraktes Wurzelsystem und &Eeine generische Hyper-
ebene inF, d.h. keina € ¢ liegtin H. Dann zerfalltd (abhangig vond)
in die rechte und linke Teilmenge

& = ot LUd .

a € ®1 heisstunzerlegbamdereinfach wenn gilta # a; + ay fur alle
aq, o € ®T. Aus Fakt 3 folgt

O™ =Pt |,

Folgerung 1 Jedesa € ®* ist eine positive Linearkombination von ein-
fachen Wurzelay,

o = E MayQy, mauZO-
v

Folgerung 2 Fur einfachea, o’ € ®* gilt | (o, /) < 0]im Fall o # «'.
[Aus Fakt 4 folgt ansonsten — o/ € ®* nach eventueller Vertauschung
vona undo’. Damit ware danav = (a — o) + o' zerlegbar. Widerspruch].

Folgerung 3 Die MengeA C ®* der einfachen Wurzeln (bzgl. der Hyper-
ebeneH) definiert eine Basis deR-Vektorraumsr.

Beweis ® und damitA erzeugtE. Eine Relation) | _, mqa = 0 hat

odbA die Gestalt
A = Zma/o/ = Z Mol

a’eA a’e A
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fur Koeffizientenm,,, m,» > 0 und disjunkte Menged\’ = {«'} und
A" = {a”}. Fur den so definierten Vektorgilt nach Folgerung 2

(MA) = (Zma/a’,Zmaua”) = Z mame(a’,a) <0.

a’;éa”
Aus der Definitheit der Paarung folgt= 0, und damit leichtn,, = 0 und
mq = 0. Also ist A eine Basis des Vektorraunis

Der Coxeter Graph

Eine endliche Mengé/ = {u,...,u,} linear unabhangiger Vektoremn
eines reellen Euklidschen Vektorraum heisse ZK (zul&sKanfiguration),
wenn gilt

® (UZ,UZ) =1

o 4(u;,ui)*=0,1,2,3furalle: # j

o (u;,u;) <O0furallei # j
Einer ZK ordnet man eine@oxeter GraphD zu, ein Graph dessen

e Ecken deny; entsprechen mit

e 4(u;,u;)* Verbindungskanten zwischen Ecken u;.

Das Beispiel von InteresgEakt 1 sowie Folgerung 2 und 3): Die

Q;
(Oéi, Oéi)l/Q
fur o; € A (System einfacher Wurzeln zu einer generischen HypereHene
fur ein abstraktes Wurzelsyste®) definieren eine ZK. Der Coxeter Graph
reprasentiert die Zahl |a°|‘|’|fﬁ)” fir o, 5 € A.

U; =

Theorem. Jeder zusamme#&hgende Coxeter Graph istvom Ty, BC,,, D,
oder vom Tyf~,, F, oder Eg, E7, Es.

Beweis 1) IstU eine ZK undu; € U, dann ist auctU \ {u;} eine ZK.
Den Coxetergraph erhalt man durch Weglassen der kEckad Streichen
der zugehorigen Kanten. Jede Zusammenhangskomponeag@oxeter
Graphen ist daher wieder ein Coxeter Graph.

2) Die Anzahl von Paare verbundener Ecken in D ist echt kieite die
Zahl der Ecken vo, denn0 # v = >, u; erfullt (v, v) > 0 und daher
gilt #Ecken> —2 3%, _.(u;, u;) > #Paare.

3) D ist einBaum denn wurdeD einen Zykel enthalten, gabe es nach 1)
eine ZK dessen Coxeter Graph ein Zykel ist. Dies ist unnabgiiach 2).

4) \on jeder Ecke: in D gehen hochstehKanten aus, ist als entweder eine
'Dreiersternecke’ oder hat 2 Nachbarn. [Nach 1) isD obdA ein Stern

um u mit den Nachbarny, .., v; zu denen Kanten bestehen. Nach 3) gilt
(vi,vj) = 0 fur alle Nachbarn, # v; vonu. Erganzt man das ON-System



29

vy, ..., vy UMuyy zu einer ON-Basis, dann i§t, vy) # 0 wegen der linearen
Unabhangigkeit. Plancherel zeigt daf@ﬁzl(u, v;)? < 1. Daher ist die
AnzahlZﬁz1 4(u,v;)? der Nachbarkanten vanecht kleiner alst.

5) Nach 4) ist der Graplv vom Typ G5 (2 Ecken mit 3 Verbindungskan-
ten), wenn zwei Eckpunkte voR durch drei Kanten verbunden sind und
D zusammerdmgendst.

6) EnthaltD eineKettevom Typ Ay, d.h. Eckenv, ..., v, mit4(v;, vy 1)? =
—1furi =1,...,k — 1 so dal3y; nur mitv;,,; undv;_; verbunden ist fur
allei = 2,...,k — 1, dann kann man diese Kette, , .v;, zusammenziehen
zu einer einzigen Ecke (Verheftung vorv; und v, sowie Weglassen von
va, .., Up—1) UNd erhalt wieder einen Coxeter Graph. [ bk Zfﬂ v; gilt
(v,v) = 1 sowie (u,v) = (u,v;) fur Nachbarnu von v, resp. (u,v) =
(u, vy) fur Nachbarnu von vy].

7) Sei D zusammenhangend und keine 'Kette’. Dann kommt genau eine
'Doppelkante’ (vom TypB,) oder alternativ genau eine 'Dreiersternecke’
(vom Typ Dy) in D vor. [Waren zwei 'Doppelkanten’ durch eine Kette
verbunden, wirden 1) und 6) eine 'Ecke’ mit vier Kanten ineen Cox-

eter Graph liefern; nach 4) ausgeschlossen. Waren zweiéBsternecken’
durch eine Kette verbunden, schliesst man analog. Ebenso &ree 'Dop-
pelkante’ durch eine Kette mit einer 'Dreiersternecke’brerden ware. Da

D nach 3) ein Baum ist und nach 4) die Zahl der Kanten, die voer &oke
ausgeht, hochstens 3 ist, folgt daraus die Behauptung.]

8) IstD # F}, dann kann von einer 'Dopppelkante’ nur von einer der beiden
Ecken eine weitere Kante ausgehen. [Fir die Eeken, der Doppelkante

seienuy, us, .., u, resp.vy, v, ..., v, 'Ketten’ in D. Firu = >~7_, 4u; und

v=30_, juj giltdann(u,u) = 3312 =320 i(i+1) = p*—p(p+1)/2 =
p(p +1)/2 und ditto (v, v) = q(q + 1)/2 sowie(u, v)? = p*¢*(u,, v,)? =
p*q®/2 wegen(u,, v,)* = —1/2. Aus der Schwarz Ungleichung folgt dann
(p—1)(g—1) < 2. Alsop = 1oderqg = 1.]

9) Ist D # Eg, E;, Eg, geht nur von einer der drei 'Sternecken’ ineine
weitere Kante aus. [ Seier),_,, v,_1, w,_; die Sternecken unadh der Mit-

telpunkt. Bildeu = Zf;ll Wi, V= Z;’;ljvj undw = 7,;;11 kwy, zu

'Kanten’ der Langem — 1, ¢ — 1 undr — 1 in D ausgehend von den Ecken
: u,m)? —1)2(—

Up—1, Vg1, Wr—1. ES Giltcos?(6,,) = (u,(u)7(7n)7m) = (p(plzl()p/l2/4) =3(1-1/p)

und analog fiilw undw. Wegencos?(6,,) + cos?(6,) + cos?(6,,) < 1 wiein
Schritt 4 folgt

1 1 1

—t-4->1

p q T
obdAfurp > g > r > 2. Alsor = 2 und% + % > 1 wegen3/r > 1, und

_ 1 1 2 1 i
danng = 2,3 und; > 5 wegen: > 5. Somitp < 5].
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Bestimmung von® durch A

Die WeylgruppeW (®) C Aut(P) eines abstrakten Wurzelsystems wird
erzeugt von den Spiegelungep,« € ®. Fiura € & C EseiH(a) =

{v € E| (a,v) = 0} die Fixhyperebene der Spiegeluag. Die Zusam-
menhangskomponenten von

B\ |JH(a) , Er=E®gR

acd

nennt manNVeylkammernist (E, ®) = (E; @ Ey, &1 x {0} U{0} x ®,) ein
Produkt zweier abstrakter Wurzelsysteme ist®) = W (P;) x W(d,)
und Weylkammernk’ = K; x K, sind Produkte von Weylkammern. Ist
(E, ®) kein Produkt von Wurzelsystemen, nennt niah @) irreduzibel

Fakt 1. Ist (£, @) irreduzibel, dann operiertV (®) irreduzibel aufE.

Beweis Sei £} C E ein W (®)-stabiler Unterraum und;, sein Orthokom-
plement. Es geniigt zu zeigenc ® — o € F; odera € E,, was einen
Widerspruch zur Irreduzibilitat ergabe. Sei F;. Dann folgt aber wegen
o.(Ey) = E, sofort(a, E;) = 0 und daher € Ef- = E.

Fakt 2. W (®) operiert transitiv auf den Weylkammern.

Beweis Sei K eine feste Kammer und sé&i’ eine weiter Kammer. Wahle
k€ Kundk' € K'undw € W(®) mit minimalem|jwk’ — k||. Wir be-
haupten danwk’ € K und damitw K’ = K. Warewk’ ¢ K, existiert eine
TrennwandH («) von K so dass,wk' naher bek liegt alswk’ (betrachte
die WandH («) von K, die von der Verbindungsgeradl&: getroffen wird).

SeiWy = (04, ..., 04,) die Untergruppe voil/ (®), die von den Spiegelun-
geno, zu den Wandet# («) von K erzeugt wird.

Fakt 3. W (®) = Wk und insbesondere hangt := W nicht vonK ab.

Beweis Zu zeigen ist,, € Wi fur o € ®. Fur beliebige Spiegelungen,
und beliebige orthogonale Abbildungengilt

-1
Oq — W aw(a)w .

Fur jedesa € @ ist H(«) die Wand einer KammeK’. Verbindet man
K’ mit K durch eine Hilfsgerade wie bei Fakt 2, passiert diese eirtteeKe
von Kammern. Durch Induktion nach der Zahl der Zwischenkammngibt
es einw € Wi mitw(K’) = K. Dann giltw(H («)) = H(«,) fur ein
a,, € A. [Betrachte zuerst den Fall einer Nachbarkamiiévon K. Aus
w, 0,, € Wk folgtdanno, = w™lo,, w € Wg.
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Fakt 4. Die BasenA (zu trennenden Hyperebenen véh entsprechen
genau den Weylkammef des abstrakten Wurzelsystems via

A — K= ﬂ {v € Eg|(a,v) >0} .
a€A
Beweis 1) Indem man gegebenenfatls durch—q; ersetzt, ist mit obigen
Bezeichnungen die Weylkammér durch folgende Gleichungen definiert

ve K< (a,v) >0 Va, €A.

2) Die zu einem Punkb # ¢ € Eg definierte orthogonale Hyperebene
H trennt® in ®* und ®~ genau dann, weng nicht auf einer der Wande
H(a),a € @ liegt oder mit anderen Worten, wegnn einer der Weylka-
mmern K C FE liegt. Fur¢ € K und beliebigesy € @ qilt (o, K) >

0 <= (o,&) > 0 <= « € ¢*. Das heisstK ist der Durchschnitt aller
{veFE]|(a,v)>0}firaecdt,

3) Wegen Folgerung 1 (im Abschnitt Wurzelsysteme) sind alle &+
nichtnegative Kombinationen der ¢ A C ®*. Daher istK der Durch-
schnittalle{v € F'| (o, v) > 0} fur a € A; und keine dieser Gleichungen
kann mehr weggelassen werden! Somit definierenndie A genau die
Wande der Weylkammek .

Dies zeigt nun, dafd man ein Wurzelsystéfh ) vollstandig aus der Ken-
ntnis einer Basig\ C ® rekonstruieren kann:

Folgerung. Ist A C ¢ Basis eines abstrakten Wurzelsystéiisd), dann
ist die WeylgruppdV (®) die von den Spiegelungen,,a € A erzeugte
GruppelV und es giltd = (J, ., w(A) als Teilmenge voik.

Im Fall dim(E) = 2 der Coxetergraphed; x A;, As, By = Cy und Gy
(Undng, ., = 0,1,2,3 respektive) liefert das aus = {a;, s} = {e, 0}
dann durch Spiegelungen die folgenden Wurzelsysteme

® ® X ® >k X ® Xk Xk X
* O @ * O @ * O @ * O @
* Xk ¥k Xk * ok ok %

Bestimmung vonA durch das Dynkin Diagram
Der Coxeter Graplv bestimmt(:‘fa“‘)’(@;) = NapNga iN{0,1,2,3} fUra, 5 €
A. Ausnag/nga = (0,0)/(a,a) undngg, ng, € Z folgt ausn,gng, =
1 dahern,s = ng, = £1 und (a,a) = (B,5). Ist (E,®) irreduzi-
bel (D zsh.), sindA und @ bis auf Homothetie festgelegt, wenn man die
Kante mitn,sns, > 1, wenn sie auftritt, mit der Richtung von der langen
Wurzela zu der kurzen Wurzef versieht Dynkin Diagram). Es gilt dann

(8,6)/(a, @) € {2,3}.
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Bemerkung. Zwei Wurzelsystem(E, ®) und (E, ®') heissenisomorph
wenn®’ aus® durch eine Drehstreckung des Euklidischen Raumé®r-
vorgeht. Die relevanten Grosseps werden durch Drehstreckungen nicht
verandert.

Bemerkung. Ein zusammenhangender Coxetergraph (égtd) bis auf
Isomorphie eindeutig fest ausser im Fall des Coxeter Gragh€,. In
diesem Fall legt das Dynkindiagram das Wurzelsystém®) bis auf Iso-
morphie fest als Ty@,, (orthogonal) ode€’,, (symplektisch).

Duales Wurzelsystersei( E, ®) ein Wurzelsystem mit primitiven Wurzeln
a € A. Dann definieren die Vektoren
v 2c¢

a’ = aa) (€ A)

die BasisAY eines eindeutig bestimmten Wurzelsystefis ¥). Dies

definiert das z £, ®) duale Wurzelsystenit, ). Ist das Dynkin Dia-
gram zusammenhangend, so(igt ¢") isomorph zu(E, &) ausser wenn
(E, ®) vom Typ B,, oderC,, ist. In diesem Fall werden die Typées, und

C,, durch die so definierte Dualitat jeweils vertauscht.

Bestimmung der Liealgebral durch ¢
Fur einfached. ist das zugeordnete Wurzelsystéem @) irreduzibel, denn

imFall (£, ®) = (Ey, ®1) x (Fy, @) warel = (HNEy) & P L, ein
Ideal in L verschieden vofA und L.

acedy

Fur halbeinfache Liealgebrehy, L, mit max. torischen Unterliealgebren
H, resp. Hy ist H = H; & H, max. torischinL = L; & L, und das
zugehorige Wurzelsystefir, ) von (L, H) istisomorph zum cartesischen
Produkt(Ey, &) x (E,, ®2) der Wurzelsystemél;, ®;) der(L;, H;).

Die F-Vektoraumel'™* = @, .- L sind offensichtlich Lieunteralgebren
vonLundesgiltL = T-®&HaT™. Ist(V, ¢) eine Darstellung voi, dann

ist ein I'-UntervektorraunU C V' ein L-Untermodul, wenn er stabil unter
o(TT),d(H), p(TT) ist. Zum Beweis des nachsten Theorems benutzen wir
das folgende

Lemma. Ein Untervektorraunt/ einer Darstellung'V, ¢) von L ist stabil
unter¢(T%), falls er stabil ist unter alleny( X ,), o € A.

Beweis Jedesy € ®* schreibt sich in der Form = 3, + ... + 3, fUr
gewisse einfache positive Wurzeth € A. Es gilt L, = [Lg,, [Lg,, ---]]]
wegen der Irreduzibilitatsaussage auf Seite 25. Somieduhsich¢g(X,)
als eine nichtkommutativer polynomialer Ausdruck in defp;) wegen
O([X.Y]) = ¢(X)d(Y) — 6(Y)H(X). Daher folgté(X,)(U) C U aus
o(X3)(U) C U fur g € A. Ditto fir &~ O
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Theorem. Eine halbeinfache Liealgebra ist durch das Dynkin Diagram
einer maximal torischen Unterliealgebrd bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt.

Beweis ObdA ist L einfach. Fur gegebend.,, H,, A1), (Ls, Hy, As) ZU
einfachen Liealgebren,, L, mit demselben Wurzelsystef#’, ) mit Ba-
sis A wollen wir zeigenL; = L, (als Liealgebra). Wir identifizieren
dazuA; und Ay mit A und H; und H, mit H = @ A F' - H,. Wir
wahlena € T mit « + «; ¢ @ fur alle o; € A. Sei L die von den
Xo = (Xia, Xoo) UndY_, = (Y1 _,, Y5 _,) fir @ € A erzeugte Lie-
unteralgebra vorl, = L; ® L,. Da L; und L, einfach sind und did.
sich surjektiv aufL; resp. L, unter der Projektion auf die Summandeén
abbildet, ist entwedef. der Graph eines Isomorphismis = L = L,
oder es giltL. = L, @ L,. Letzeres kann man ausschliessen, dersta-
bilisiert einen nichttrivialen echten Untermodlbdes L-Moduls L; @ Lo,
welcher verschieden ist voh; ® 0 und0 & L,. [Wahle dazun, € &*
mit ap + « ¢ ®* fur allea € A. Der vonv = (Xi,,, Xa2a,) €rZeUgte
L-UntermodulV C L; & Ly enthalt namlich modul@’- v nur Summen von
Elementen inL, g, & Log, mit 31, B, von kleinerem Gewicht als, im Sinne
von Seite 37, und ist daher vdn @ Lo, L1 0,0 & Lo, 0 verschieden. Be-
nutzeV = J2 Vi fur Vo = F-oundV; := Vi1 + > cx ad(Y_o) (Vicq).
Der so definierte Vektorrauir ist offensichtlich stabil untef/ und den
Y_,,a € A. Erist aber auch stabil unter defy,,a € A. Beachte dazu
[(Xa, Yool € Hund[X,,Y_ 5] =0fura # gin A] O

Bemerkung. Wir zeigen spater mit Hilfe der Theorie der Darstellungen
einer halbeinfachen Liealgebrfa dass das Dynkin Diagram vdnaus der
Menge der Isomorphieklassen irreduzibler endlich dimammeder Darstel-
lungen vonL rekonstruiert werden kann, und damit nicht von der Wahl der
maximal torischen Lieunteralgebfa und nicht von der Wahl der Basis
abhangt.

Bemerkung. Jedes Dynkin Diagramm ist das Diagramm einer halbein-
fachen Liealgebra (obdA zusammenhangend). Die Seriép, B,,, C,,, D,,
konnen den Liealgebren der linearen, orthogonalen undokktischen
Gruppen zugeordnet werden. Liealgebren zu den Dynkin BragrenGs
und F; und Ex werden wir explizit konstruieren. Die Liealgebren 2w Eg
findet man dann als Lieunteralgebren derFzugehorigen Liealgebra.
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Darstellungen halbeinfacher Liealgebren
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Das Gewichtegitter

Sei(E, @) ein (abstraktes) Wurzelsystem uAdC ¢ eine Basis von prim-
itiven Wurzeln. Die Vektoren: € F, die

2(z, a)
(@, a)

e?Z , VYVaed

erfullen, definieren das sogenan@ewichtegittef’(®) in £. Im Gewichte-
gitter ist dasWurzelgitterZ[®] = Y 4 Z-a = P, .o Z- a enthalten

Z[®] C T().

Der Quotientr, (®) = I'(®)/Z[®] beider Gitter ist eine endliche abelsche
Gruppe, die sogenannfeindamentalgruppdes Wurzelsystems.

Fundamentalgewichte SeiA = {ay,....,a,.} und&;,i = 1,...,r eine
20

Dualbasis inE der F-Basiselemente(\a_—a_),j = 1,..,r von E. Die so
VRMaN
definiertena; nennt man die

Fundamentalgewichite; (beziiglichA)|.

Fur je zwei Fundamentalgewichiiea’ gilt

(@,a') >0

[eine unmittelbare Konsequenz der 2-dimensionalen Eisklitn Geome-
trie wegen(«, o’) < 0 fur einfachen # o/ in Al

Der Abschlusgy der positiven Weylkammek™ gebildet zuA ist gegeben
durch

I‘GF <~ T E ZRZ()&Z
=1
Per Definition liegen die Fundamentalgewichtdm Gewichtegitted(®)
und sie haben die Eigenschaft

O (dz) = 6[2 - 6iij , Oy eA.

Insbesondere operiert daher die Weylgruppeauf dem Gewichtegitter,
und jedes Element im Gewichtegitter besitzt ein unté#’ konjugiertes
Elementwz, w € W, welchesdominantist, also in['(®) N K liegt.

Lemma. Die Fundamentalgewicht&;,i = 1, .., r definieren ein&Z-Basis
des GewichtegitterE(®). Ein Gewicht ist dominant genau dann wenn es
sich als eine nichtnegativ ganzzahlige Linearkombinatien Fundamen-
talgewichte schreiberabst.

Beweis Filrz € I'(®) isty = Y7, 2225, eineZ-Linearkombination

1=1 (ay,04)

derq;. Fur alleq; gilt (z — y, ;) = 0 und damitr = y. O
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Gewichte einer Darstellung

Proposition. SeiF' algebraisch abgeschlossen mltar(F') = 0. Fur jede
endlich dimensionale Darstellund’, ¢) einer halbeinfachen Liealgebra
Uber F'und jedes ad-halbeinfache Elemént L ist¢(h) ein halbeinfacher
Endomorphismus vow.

Beweis Jedes solchkliegt in einer maximalen torischen Algebkavon L.
Da F'-Linearkombinationen kommutierender halbeinfacher Eeta hal-
beinfach sind, genugt es die Aussage fur die Basiselemegrth) = H,,
a € A von H zu beweisen. Diese liegen im Bild van, : sl(2, F') — L.
Aber ¢ o ¢, (h) operiert aufl’, wie wir gezeigt haben, halbeinfach. [

Fur eine endlich dimensionale Darstelluig ¢) einer halbeinfachen Lieal-
gebral Uber einem algebraisch abgeschlossenen Kdrpaer Charakter-
istik Null sind die Elemente i/ (H maximal torisch in) daher diagonal-
isierbar aufl”. Somit zerfalltV’ in H-Eigenraume

V:®XVX

fir gewisse Linearformenr : H — I, die man digGewichtevon V' nennt.
HierbeiseiV, = {v e V | ¢(H)(v) = x(H) - v}

Fakt. Die Gewichtey der endlich dimensionalen Darstellungéi, ¢)
einer halbeinfachen Liealgebra liegen im Gewichtegittéd).

Beweis Fura € ¢ definiert¢ o ¢, : sl(2, F') — gl(V') eine Darstellung
von sl(2, F'). Die Eigenwerte vorh € sl(2, F') unter dieser Darstellung
¢ o ¢, sind die Zahleny(H)). Da die Eigenwerte voh € si(2, F') immer
ganzzahlig sind, folg ((fj)) € Zfurallea € ®. O

Offensichtlich gilt fura € ®

(b(La)(VX) g VX+a .

DaV nur endlich viele Gewichte besitzt, existiert daher HirEigenvektor
vonv € V mitder Eigenschaft’'v = 0OfuralleY € L,,a € &~ (bezuglich
der gewahlten Basia von ®); analog existiert ein Gewich{ von (V, ¢)
und ein Eigenvektod # w € V, (Hochstgewichtsvektpron H mit

P(X)w =0 furalle X € P, o+ Lal-

Man nennty in diesem Fall eirHochstgewichtler DarstellundV, ¢). Wir
bemerkenp(X,)(w) =0fira € A = ¢(X,)(w) =0fura € o7.

Lemma. Hochstgewichte sind dominant

Beweis Es gilt¢,(x)w = 0 fur allea € A. Also x(H,) > 0 wegen der
Klassifikation dersi(2, F')-Darstellungen. Ausy,«) = x(H,) > 0 fur
alle o € A folgt die Dominanz vory. O
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Hochstgewichte

SeiL,HundA = {ay, ..., .} fixiert und (V, ¢) eine Darstellung vorL
und0 # v € V ein Hochsgewichtsvektor, d.h. efi-Eigenvektor (zum
Eigenwerty) mit p(X)v =0furalle X € L,,a € 7.

Kanonische Filtration Setzel, = I - v und dann rekursiv

Vi=Viei+ > o(Yoa)(Vict) -

acA
Dann istV,, = [J;2, Vi ein L-Untermodulvon V.

Beweis V, ist per Definition unter den OperatorenY_,), « € A stabil.
Jeder der RAaumg; ist invariant untery(X) fur X € H. In der Tat zerfallt
V:/Vi_1 in H-Eigenraume, deren Eigenwerte von der Gestalt sind:

T T
X—anozj , an:i (n; € N>g) .
j=1 =1

Es gilt ¢(Xa)p(Y_p) — ¢(Y_5)6(Xa) = 6(H,) fura = § € A und
H(X)d(Y_5) — S(Y_5)d(Xo) = O([Xa,Yog]) = 0 fir a,3 € A und
a # @ [denna — 3 ¢ ®F U P fur a, 3 € A]. V. ist invariant unter
¢(L), wenn es stabil ist untes(Y_gs), € A und®(X), X € H sowie
?(X,), @ € A (benutze das Lemma auf Seite 32). Fur letzteres zeigt man

O(Xo)Vn CV, Vn

mittels Induktion nach. [Aus ¢(X,)V,—1) C V,_1) folgt ¢(X,)(V,) =
O(Xa)(Va1) + X gen #(Xa)d(Y_p)(Vo1). Dies ist enthalten inv;,_; +
O(Ho) (V1) + (- 50 9(Y-5)9(Xa) (V1) und somit inV;, nach der In-
duktionsannahme.] O

Folgerung. Ist (V, ¢) eine (nicht notwendig endlich dimensionale) Darstel-
lung vonL mit Hochstgewichtsvektar zum Eigenwery. Wird (V, ¢) von
v als U(L)-Modul erzeugt, dann zeifit V' in H-Eigenfaume. DerH-
Eigenwerty hat Multiplizitat 1 und alle Eigenwerte vo# liegen in der

Menge
X — Z Nzo O 7N
i=1

Weiterhin folgert man

Lemma. In einer irreduziblen endlich dimensionalen Darstellufig ¢)
einer halbeinfachen Liealgebra Giber einer alg. abgeschlosseneirider
F der Charakteristik Null gibt es bis auf skalare Vielfacheex eindeutig
bestimmten Echstgewichtvektor. Das zug@ige Hochstgewicht

YET(®)NK

der irreduziblen DarstellungV, ¢) ist eindeutig bestimmt.
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Die Verma Moduln

Die Moduln V(). SeiL eine halbeinfache Liealgebra tbEr(alg. abg.
mit Charakteristik Null). SeH eine maximal torische Lieunteralgebra von
L. Wir wahlen eine Basisa\ in ®. Die positiven Wurzeln irb* definieren
T'=T"=@,co+ La in L. Die Liealgebrdl™* erzeugt zusammen mif
eine LiealgebraB = B™. Analog definiert marf’~ und B~ mit Hilfe der
Ly, a € ®~. Es qilt

L=T ®B=T ®@H®T" (alsVektorraume).

Fur eineF-Linearformy : H — F definiert man den Quotienf(x) von
U(L) nach dem von deX — x(X), X € HundT™" erzeugten Linksideal

V(x) = UL)/(X =x(X), T )xen |-

DiesenU (L)-Linksmodul V (), aufgefasst als Darstellung van nennt
man denVerma-Modulzum Eigenwerty. Wir bemerken an dieser Stelle,
dassV (x) fur L # 0 eineunendlich dimensionalParstellung vonL ist.
Aus dem Isomorphiesatz folgt die

Universelle Eigenschatft Ist (V, ¢) eine (nicht notwendig endlich dimen-
sionale) Darstellung voi. undv # 0 ein Hochstgewichtsvektor van zum
Hochstgewichi, dann existiert eind.-lineare Abbildung

fVX) = (V,9),

welche die Nebenklasse vbmufv abbildet.

Die Abbildung f ist wegenf(1) = v nicht trivial. Ist(V, ¢) irreduzibel
dann ist alsgf eine surjektivel-lineare Abbildung und es gilt

(V,9) = V(x)/Kern(f) .

Aus dem nachsten Lemma folgt dann weiterhin, dass/dentermodul
Kern(f) keinenH-Eigenraum zum Eigenwext besitzt. AlsoKern(f) C
U(x), wennU (y) den maximaler.-Untermodul vor/ () bezeichnet ohne
H-Eigenraum zum Eigenwext. Damit folgt aus dem nachsten Lemma

Proposition. Sei(V, ¢) eine irreduzible (nicht notwendig endlich dimen-
sionale) Darstellung vor, mit einemH -Eigenvektorw # 0 zum Eigenwert
x und der Eigenschatft(X)v = 0 fur alle X € T*. Dann gilt

Vig) = W) , W) :=VK)/UK
und (V, ¢) ist damit bis auf Isomorphie eindeutig durghbestimmt.

Lemma. Fir beliebigesy € Hompg(H, F') zer@llt V() in eine direkte
Summe von endlich dimensionalen Eigemnmen vond zu Eigenwerten in
X — >.i—; N>o - ; und der Eigenraum zum Eigenwerist eindimensional
und erzeugt von der Nebenklasse YoDer Quotieni? (y) = V' (x)/U(x)
ist eine irreduzible Darstellung voh mit Hochstgewichy.
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Beweis Offensichtlich wirdV(x) alsU(L)-Modul von1, also von seinem
x-Eigenraum erzeugt. Die erste Aussage folgt daher aus dgefamg des
Abschnitts '"Hochstgewichte’. Diese Aussage implizieldss jeder echte
U(L)-Untermodul vonV(x) in U(x) enthalten sein muss. Daher ist der
U(L)-QuotientenmodulV () irreduzibel. O

Zum Abschluss zeigen wir: Die irreduzible Darstelluig(y) von L zum
Eigenwerty ist endlich dimensional genau dann wepi I'(®) N K.

Theorem. Die Mengel (L) der Isomorphieklassen irreduzibler endlich di-
mensionaler Darstellungen vankann (nach Wahl voii/ und A) mit dem
Monoid der dominanten Gewichte identifiziert werden

I(L) = T(®)NEK]|.

Hierbei wird einer irreduziblen endlich dimensionalen Btellung(V, ¢)
von L das Hichstgewicht voiV, ¢) beziglich (H, A) zugeordnet.

Beweis Fury € I'(®) N K seiv der Hochstgewichtsvektor zum Eigenwert
x desU(L)-Moduls(V, ¢) = V(x). Dann gilt

(xx) d(X_ o)™ € Ulx) , Vm>n=(x,a).

Dazu genugt
(*) (b(Xa)Qb(Xfa)nHU =0,

dennw = ¢(X_, )" v ist dann ein Hochstgewichtsvektorif( y) und we-
genw ¢ F - v enthalten im Ideal/(x) C V(x). [Wegen[Xs, X_,] = 0
fur 8,a € Aundg # « gilt namlich¢(X3)w = ¢(X_o)" M o(Xs)v = 0.
Weiterhin liegtw im H-Eigenraum zum Eigenwert — (n + 1)a.] FUr
(*) ersetze(V, ¢) durch die DarstellungV, ¢ o ¢,) von si(2, F)). Wegen
$oda(h)v = (x,a)-vundy € T(®)NK istn = (x,a) € ZNRsq. Weit-
erhin kannV, ¢ o ¢,,) wegen der universellen Eigenschaft durch den Modul
V(n) (fur sl(2, F)) ersetzt werden. Die irreduzible Darstellurg(n) von
sl(2, F) ist ein Quotient vori/(n) (hier wird erneut die universelle Eigen-
schaft vonV'(n) benutzt). Daraus folgy"™'v € U(n) und damit (*):
zy™v = 0, denn sonst warg€ (n) = V(n).

Fixierea € A. Der Untervektorraum einer Darstellung vénaller Vek-
toren, die nach Einschrankung auf(sl(2, F)) in einer endlich dimension-
alen Darstellung vom,(sl(2, F')) liegen, istL-invariant. DaW (y) irre-
duzibel alsL-Modul ist und die Einschrankung vai (x) auf ¢, (sl(2, F))
wegen (**) die endlich dimensionale Darstelluiig(n),n = (x,a) von
oa(sl(2, F)) enthalt, zerfallth’(y) nach Einschranken auf, (sl(2, F))
in einer direkte Summe endlich dimensionaler Darstellangalso sind
ryw = exp(to(X,))w undy,w = exp(ﬁtgb(Y_a))w erklart fur alle Vek-
torenw in W (y) [dennX, undY_, operieren nilpotent auf jeder endlich
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dimensionalen Darstellung vaf,(si(2, F'))]. Dies definiert Automorphis-
mens,, : W(x) — W(x) vermoge
Sa = T1Y171 -

EsqiltH = F - H, ® H-. Nach Definition vertauscht, mit allen¢(X),
X € H}. Wir behaupten

5;1¢(X)Sa = ‘b(aa(X)) , XeH.

Dazu geniigt, ' ¢(H,)s. = ¢(—H,) fur die endlich dimensionalen Darstel-
lungenW (n) = Sym"™(W (1)) der Gruppesl(2, F'). Konjugation von: €

s(2, F') mit
G )G N6E D=0 )
liefert die Matrix—h € sl(2, F). Es folgts, (W (x)u) = W(X)ou (-

Folgerung. Ist y € T'(®) N K undy ein H-Eigenwert voil (), w ein El-
ement der Weylgruppé” und ' = w(p). Dann gilt ur die H-Eigenaume

W) W), » #=w)l.

Wegeny € I'(®) N K sind alleH-Eigenwerte iny — >_, . N>o und damit
in Q. JededV -Orbit einesH -Eigenwerts. enthalt daher einen Punkt .
Der Durchschnitt vory — >~ ., N> und K ist endlich. Dal¥’ endlich ist,
gibt es also nur endlich vielH-Eigenwerte auiV/ (). Die H-Eigenraume
von V' (x), und damit auch die des Quotientdn(x), sind endlich dimen-
sional. Es folgtlim(W (x)) < co fur y € I'(®) N K. O

Der Casimir Operator

Sei L halbeinfach und< (X, Y") die Killingform auf L. Sei X}, ..., X,, eine
Basis vonL und Y, ..., Y, eine Dualbasis bezuglichk. Dann ist in der
universell Einhullenden der Operatfr = > | X;Y; definiert, welcher
auf DarstellungeriV, ¢) von L wohldefiniert operiert vermoge

$(Q) =_Z¢(Xi>¢<n> € Endp(V).

Ist[.X, Xi] = >, ai; Xj, da;mfolgtaij = (K([X, X:],Y;) = —K(X;,[X,Y;]).
Also [X, Y] = > .(—a;;)Y;. FuralleX € L gilt daher

P(X)9(2) = ¢()p(X)
denn[p(X), 6()] = 3, (1X, X:)o(Ys) + X2, 6(X,)([X, Y;]) ist Null

D> ad(X;)6(Yi) + 3 6(X;)(—ay)o(¥) = 0.

4,J

Ist (V, ¢) irreduzibe] zeigt das Schursche Lemma
¢(Q) = ¢(V,9) - idy
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fur eine Konstante(V, ¢) in F', welche nur von der Isomorphieklasse der
Darstellung(V, ¢) abhangt.

Fur halbeinfaches definieren diefl,, o € AundX,,, Y ,fira € ot eine
Basis vonL. AlsoQ = " -\ HoHo + ) cor YoaXa + D ncor XaY—a

und somit
Q=Y HoHo+ Y Hy+2 > Y. X,.
a€A acdt acdt
Hierbei bezeichnéi; € H,(3 € A eine Dualbasis defl,, a € A, d.h.

K(Hy, H5) = 805 SOMItistS,cx x(Ha)X(Ha) = 3pen (0 0)(x. @),
und dies ist gleictix, x) [denn(x1, x2) = >, ca (X1, @) (X2, @); €S genligt
dies fir allex, = a, . = @ mita, 3 € A zu verifizieren]. Ist € V, ein
Hochstgewichtsvektor voW, gilt ¢(X,)v = 0 fur allea € ®* und damit

Qv = Z (b(Ha)(b(f{a)U + Z ¢(Ho)v .

Lemma. Ist (V, ¢) irreduzibel undy ein Hochstgewicht der Darstellung,
dann operierty(€2) auf V' mit dem Skalar(x) = ¢(V, ¢)

Hierbeiistd := 1 >° 5+ o die halbe Summe der positiven Wurzeln.

Beweis Furv € V, mit ¢(X,)v = 0, o € T ist ¢(£2) Multiplikation mit
<X7 X) + Za€d>+ (X? Oé) = <X7 X + 25)

Reduktivit &t der Darstellungskategorie Repr(L)

Theorem. Jede endlich dimensionale Darstellung einer halbeinfadtieal-
gebral Uiber einem algebraisch abgeschlossenérpeér F' istisomorph zu
einer direkten Summe von irreduziblen Darstellungen.

Beweis Wie beim Beweis im Fall. = sl(2, F') genugt es fur irreduzible
Darstellungert{V, ¢) mit Hochstgewichtsvektap € V, zu zeigen:

c(x) =0 <= x=0 <= dim(V)=1].

Istx # 0, gilt c(x) = (x, x)+2(x,d) > 2(x, d). Aus dem nachsten Lemma
und der Dominanz vory folgt (y,4) > 0 und damit dann:(V, ¢) > 0.
c(V, ¢) = 0 impliziert alsoy = 0. Dann wird der Hochstgewichtvektar
von allenX,,Y_,(« € ®1) annuliert 6/(2, F')-Theorie) ebenso wie von
allen Elementen au/ C L. Folglich istF' - w C V ein L-invarianter
Unterraum. Aus der Irreduzibilitat vow folgt daherV = F' - w. U

Lemma 1. Der Weylvektop := 1>~ .. aliegtin'(®) N K und es gilt
0= el
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Beweis Wir zeigen:z = j undz’ = ) _, a erfullen fura € A beide die
Gleichungen

oo(x)=2—.
Dies legtx eindeutig fest, denn fur zwei Losungeh « ist die Differenz
a2’ — z orthogonal zu allem € A und damit Null. Die Gleichung

UQ(Z &) = (Z &) —

folgt aus der Definition der fundamentalen GewichteDie entsprechende
Aussage fup ergibt sich aus

Lemma 2. Ista = «; € A eine einfache positive Wurzel, dann permutiert
o, die positiven Wurzeln i@* \ {«} und es giltz, (o) = —a.

Beweis FUr 3 # «; € ®* gilt 0,,(8) € &1\ {a;}, denn anderenfalls ware

00, (B) = B — const. - a; = (m; — const.) - a; + Z m;j - o
i#j=1
in @~ und damitm; < 0 fur j # ¢; andererseits gilt,; > 0 wegens €
®*. Dies impliziert = m; - «; fur m; € N und wegen der Primitivitat
B = a;. U

Rekonstruktion des Wurzelsystems vorl aus Repp(L)

Sei H maximal torisch inL, A eine Basis des z(L, H) zugeordneten
Wurzelsystem® und K die zuA gehorige Weylkammer.

Lemma 1. Das Tensorprodukitl’; ® W, zweier irreduzibler Darstellungen
W1 undW, mit Hochstgewichtery; undy, enthalt die irreduzible Darstel-
lung W zum Hichstgewichi = x; + x2 mit Multiplizitat eins. Fir jeden
anderen irreduziblen Summand vidn ® W, mit Hochstgewichi: gilt

(1, 1) < (X x) resp. c(p) < c(x)|-

Beweis Die Gewichte des Tensorproduktés 5 W5 sind von der Form
= p+po fir Gewichteu,; vonv;, und liegen daherin, = , N>oa +
X2 = 2aeaNsoa = x — > ca Nsga fir x = x1 + x2, undx ist ein
Hochstgewicht mit Multiplizitat eins. Jedes Hochstgehw . in W, @ p W5
ist dominant, liegt also i'(®) N K. Das nachste Lemma zeigt, i) <

(x, x) fur u # x [setzex = x undy = pu]. O

Lemma2 z+ye Kmitz=x—y=>  Qso-a;furA ={ay,...,a,}
impliziert (y,y) < (x,z). Ist ausserdem,y € K, gilt Gleichheit nur im
Fall x = y. Ditto fur ¢(z) = (z,z + 20) anstelle vor(z, z).
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Beweis Aus (z +y, z) > 0folgt (y,y) = (z,2) — (z +y, 2) < (7, ). Gilt
x,y € K und damit(z, z) > 0und(y, z) > 0, folgt (z, z) = (y, z) = 0 bei
Gleichheit. Also(z, z) = (z — y, z) = 0 und somitz = 0. O

Der Monoid /(L). Seil(L) die Menge der Isomorphieklassen irreduzi-

bler Darstellungen der Kategorieepr(L). Fur eine endlich dimensionale

DarstellungV = €;_, W (x;) von L mit irreduziblen Summandei (x;)

zum Hochstgewichy; setzen wirc(W) := max;—; s c¢(x;) und definieren
(L) x I(L) @

fur irreduzible Darstellungel/; undW, von L durch

2- (Wl, WQ) = C(Wl &® WQ) — C(Wl) — C(WQ) .

Ausserdem definieren wir

I(L) x I(L)——~ I(L)

so dass irreduziblen Darstellung@, und W, (bis auf Isomorphie) der
(bis auf Isomorphie) eindeutige irreduzible Summarid=: W; x W, C
Wy @ Wy zuordnet wird, fur den gile(1V) = ¢(W; @ Ws).

Lemma 3. (I(L), %) ist ein freier Monoid/ (L) = @;_, N>, - &; erzeugt
von endlich vielen indekomposiblen Elemeriten., &, und das Skalarpro-
dukt(.,.) auf I(L) setzt sich zu einem positiv definit@rbilinearen sym-
metrischen Skalarprodukt aéif = ;_, Q - &; fort. Eine Dualbasis deé;
beZiglich dieses Skalarproduktes definiert ein DynkindiagresnHd maxi-
mal torisch inL mit Wurzelsystert, ) und A eine Basis vo®, dann ist
das zugebrige Dynkin Diagram dual zu dem v@h(L), x, (., .)) definierten
Dynkin Diagram.

Beweis Wahle H und A, dann kann/ (L) mit I'(®) N K identifiziert wer-
den. SindW; = W (x;) irreduzibel mit Hochstgewichy;, ist W, « 1, die
irreduzible Darstellung zum Hochstgewicht + y». Somit ist/(L) der
freie abelsche Monoid erzeugt von den Fundamentalgewichte.., &,.
Weiterhin gilt danr2(W7, W) == c(x1 + x2) — c(x1) — ¢(x2) = 2(x1, X2)
wegenc(x) = (x, x) + (x; 20). O

Folgerung. WurzelsystemiZ, &) und Dynkindiagram einer halbeinfachen
Liealgebra L hangen nicht von der Wahl einer maximal torischen Unter-
algebra H von L und nicht von der Wahl einer Basis ab. Das duale
WurzelsystemE, &V) lasst sich aus der KategoriRepy (L) mit Hilfe des
Casimir Operators rekonstruieren veage der

Identifikation der metrischen Monoide:
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Die H-Eigenraume vonV ()

Ist X; eine Basis vord, dann wirdU (L) von nichtkommutativen Monomen
in den X; erzeugt. Auf Grund der Kommutator Relationen kann man (in-
duktiv beginnend mit Termen hochsten Grades) die Monomerdnen
und erreichen, dass die Monome angeordnet sind, d.h. voiGédstalt
Xt X fur d = dim(L). Wahlt man zuerst eine Basis,, .., X, in

T~ und erganzt diese durch eine Basishn ist klar, dal3 die Monome
X7 --- X2 ein Erzeugendensystem des Quotientér) vonU (L) bilden.
Das heisst, die Zusammensetzung

pU(T) > VI(X)

der nattrlichen Abbildungeti(7~) — U(L) undU(L) — V(x) ist sur-
jektiv. Wir behaupten

Lemma 1. Die Abbildung

ist ein Isomorphismus.

Beweis Es geniigt zu zeigeli(7-) N (X — x(X), T ) xeg = 0in U(L).
Dazu kann man obdA zu dem graduierten Ring U (L)) Ubergehen. We-
genGr((X — x(X), T") xen) = Gr(U(B™)) genlgt es daher zu zeigen
Gr(U(T7)) N Gr(U(B*)) = 0. Dies folgt ausL. = T~ ¢ B*. [Beachte
Gr(U(T™)) = 8*(T7), Gr(U(B*)) = S*(B*)undGr(U(L)) = S*(L).
Dies reduziert die Aussage auf den Polynomring.] O

Wir identifizierenV (x) als Vektorraum mitJ/(7~) vermodge des Isomor-
phismusy (oder mitU(B~)/(X — x(X))xen). Dann operierth € H
fur w € U(T~) auf dem Bild vonu im dem Quotienteri/ () von U(L)
vermoge

hu = (hu — uh) + x(h) - u .
Die Operation der halbeinfachen Elemehtec H C B~ auf dem ldeal
T~ durchD(u) := hu — uh = [h,u] lasst sich zu eineF'-Derivation der
F-AlgebraU(7T~) fortsetzen. Die so definierte Derivatidn von U (7)
erhalt die naturliche Filtration und induziert vermodes Isomorphismus
Gr(U(T™)) = S*(T~) eine Derivation der symmetrischen Algelsiy7-),
welche aufT'~ wieder durchad,(h)|r- = [h,—] gegeben ist. Die so
erhalteneF’-Derivation vonS®(7~) erhalt wegenS*(7~) = T~ die ho-
mogenen Schichtes*(T~) von S*(T~). Da T~ in die H-Eigenraume
T~ = @.co+ L_o zerfallt, folgt

Lemma 2. Als H-Modul kann man/(x) mit der mity getwisteten sym-
metrischen Algebra identifizieren

V) = (FX) 80 S (@acar La) |
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Die Weylsche Charakterformel

SeiFF =C. FurX € Hundy € Homp(H, F) setzegX = exp(x(H)). Es
gilt
qx+x’ — gX. qx’

Der Charaktereiner endlich dimensionalen Darstellufig ¢) von L sei
ch(V,¢) = Zu dimp(V,) - ¢*
Die Summe durchlauft dabei die Gewichteron (V, ¢).

Wir betrachten 'Potenzreihen’ in den Variablen(konvergent fur alle
X € H mit Re(X) € K), um dem unendlich dimensionalen Modd( )
einen Charakter zuzuordnen (Lemma 2, Higeigenraume vorv (y))

V() = ¢ J[ o™

acedt =0
oder alternativ
1 qx+6

(V) = ¢ [] -

W T =y

JederL-UntermodulV C V() enthalt Hochstgewichtsvektoren [z.H .-
Eigenvektoren irl/ fur Eigenwerteu so dasg, 6) maximal ist.] und wird
von diesen al$/(L)-Untermodul erzeugt.

Fakt. In V(x) gibt es nur endlich viele verschiedene Untermoduln.

Man kann sich auf die Bestimmung moglicher Hochstgevephn 1 (x)
beschranken! Der Casimi? vertauscht mitU(L). V(x) wird vom x-
Hochstgewichtsvektor erzeugt. Daher operieduf V() mit dem Skalar
c(x) = |x + > — |6]>. Auf jedem Untermodul/ C V (), erzeugt von
einem Hochtgewichtsvektor vom Gewicht operiert{) mit dem Skalar
c(p). Alsoc(u) = c(x). Die Menge allegs mit 149 € x+6—> " o N>o v
vom festen Radiuf: + 6| = |x + 4| ist endlich. Daraus folgt die Behaup-
tung. 0

Folgerung. Die MengeX(x) aller p € x — > ca Nxo mit ¢(p) =
c(x) ist endlich. Es gibt Zahlem(y) € Z mitm(x) = 1, so dass gilt

ch(W(x)) = 2 uexm(p)ch(V(u)), und damit (%)

EMGE m(ﬂ)qll‘f'é
Hae<1>+ (qa/2 _ q—a/Q) :

ch(W(x)) =

Beweis Eine entsprechende Formel fift(U) (mit Koeffizientenm(u) =
my (w)) gilt fur alle Untermodulri/, und damit auch fur alle Subquotienten
der L-Moduln V(x/), X' € %(x). Benutze dazu Induktion nach>(y’)
sowiech(U + V) = ch(U) + ch(V) — ch(U N V). Im Induktionsanfang
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#3(x') = ListV(x/) irreduzibel, und die Behauptung folgt in diesem Fall
ausch(V (X)) = ¢/ Tl aeqr (@ — a7). O

Sei nuny € T'(®) N K und damiti¥’ () endlich dimensional. Die letzte
Formel (*) gilt dann fur alleX € H (dasiefuralleX € H mit Re(X) € K
gilt). Der Charakter der endlich dimensionalen Darsteajlun(y) ist invari-
ant unter der Weylgrupp®’” (Folgerung auf Seite 40). Da jedes, o € A
die Wurzeln in®* \ {«} permutiert undv auf —« abbildet (Lemma 2 auf
Seite 42), nimmt der Nenné¥ (X) = [], 4+ (¢*/* —¢~*/?) der Formel (*)
bei Anwendung vomr,, ein Vorzeichen auf. Daraus folgt die Existenz eines
Gruppenhomomorphismus

sign : W — {£1}

derart, dass das ZahlerpolynofiX) = 3 . m(u)q"*° die Eigenschatft
Z(w(X)) = sign(w)-Z(X) besitzt. Esfolgin(u) = sign(w)-m(y'), falls
w(p+0) = + 4§ giltfur w € W. Jedes: + ¢ besitzt einen Reprasentant
in seinemi?-Orbit (mit gleicher Lange), welcher i liegt (Fakt 2 und 3
auf Seite 30). Aug + 0, x +6 € K unde(p) = c(x) folgt 1 = x (Lemma

2 auf Seite 42). Daher liegen alle+ 6 im W -Orbit vonx 4+ 6 und es gilt
m(u) = sign(w) - m(x) = sign(w) im Fall u + 6 = w(x + 9). Es folgt

Theorem. Ist (V, ¢) eine endlich dimensionale irreduzible Darstellung mit
dem Hichstgewichj, dann gilt

Ch(V, gb) = P wew Stgn(w)-g? X+ .

Ha€<1>+ (qa/qu_a/Q)

Beispiel FUrL = si(2,F)undy =n € Nista = 2unddé = 1. Also
bestatigt hier die Weylsche Charakterformel, was wir hemissen:
anrl _ qfnfl

Ch(W(’I’L)) = W — q—n + q—n+2 4+ 4 qn—Q + qn '
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Satz von Levi-Malcev

SeienL und R Liealgebren Ube#". Dann istDerr(R) eine Liealgebra
(mit dem Kommutator als Lieklammer). Fur einen beliebigezalgebren
Homomorphismus
¢: L — Derp(R)
kann man dann defA-Vektoraum
M:=R @ L
zu einer Liealgebra machen mit der Lieklammer

[(r, X), (s, Y)] = ([r,s] + o(X)(s) — o(Y)(r) , [X,Y])
fur X,Y € Lundr,s € R. Eine leichte Rechnung zeigt, dal3 die Jacobi
Identitat ausp(X)([r, s|) = [¢(X)r, s] + [r, (X )s] folgt. Man nennt die so
definierte Liealgebra dasemidirekte Produkton R mit L.

Beispiel 1 Ist R auflosbar und.-halbeinfach, dann isk offensichtlich
das Radikal von\/.

Beispiel 2 Ist (V, ¢) eine Darstellung : L — Endgr(V') von L. Fasst
man denF-VektorraumV als abelsche Liealgebra Ubér auf, dann ist
Derp(V) = Endp(V). Somit ist ist das semidirekte Produkt vow, ¢)
mit L erklart.

Sei F' ein algebraisch abgeschlossener Korper der CharakiteNstl.
Dann gilt
Satz Jede endlich dimensionale Liealgebtd tber F' ist isomorph zu
dem semidirekten Produkt des Radik&lsler LiealgebralM mit dem hal-

beinfachen Quotienteh = M/R. Die definierende Abbildung : L —
Derp(R) ist definiert durch die Lieklammer vaW':

P(X)(r) = [X,r].

Beweigmittels Induktion nacllim (R)). Das Zentrun¥ ( R) des Radikalide-
als R definiert eine exakte Sequenz von Liealgebren

0—Z(R)— M — M/Z(R) — 0.

Nach Induktionsannahme zerfallf /Z(R) in R/Z(R) und L. Das Urbild
von L definiert eine exakte Sequenz vbrModuln

0—Z(R)— M —-L—0.

Diese zerfallt inRepr(L), da L halbeinfach ist. D.h. es gibt einen Iso-
morphismus von.-Moduln M = R & L. Man kann daher die Elemente
von M eindeutig in der Gestalt + X schreiben furr € Rund X € L
sodass gilfr + X,s + Y| = [r,s] + [X,s] + [, Y] + [X,Y]. Beachte
[X,Y] € L. DaRein Ideal inM ist, ist andererseits, s|+[X, s|+[r, Y] =
[r,s] + 6(X)(s) — &(Y)(s) in R. 0



