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EinleitungLokale Klassenk�orpertheorie ist die Theorie der abelshen Erweiterungen lokaler K�orper wie et-wa der K�orper der p-adishen Zahlen Qp . Urspr�unglih wurde die lokale Klassenk�orpertheorieaus der globalen Klassenk�orpertheorie abgeleitet, doh es stellte sih bald heraus, dass dielokale Theorie auh unabh�angig von der globalen Theorie entwikelt werden kann. Ein sehrallgemeiner Zugang wird durh die Kohomologietheorie gegeben, wie etwa im Buh von Neu-kirh ([Neu2℄). Wir geben an dieser Stelle einige Hauptergebnisse an. Dabei sei K ein lokalerK�orper. Es bezeihne K̂� die proendlihe Komplettierung von K�, Kab die maximal abelsheErweiterung von K, sowie N(LjK) die Gruppe der universellen Normen der Erweiterung LjK,vgl. Kap. I,x1.Reziprozit�atsgesetz: Ist LjK galoissh, dann existiert eine exakte Sequenz1 ���! N(LjK) ���! K̂� (�;LjK)����! G(LjK)ab ���! 1;insbesondere gibt es einen Isomorphismus K̂� �= G(KabjK). Die Abbildung (�; LjK)heisst Normrestsymbol.Existenzsatz: Die Abbildung LjK 7! N(LjK) ist eine ordnungsumkehrende Bijektionzwishen der Menge der abelshen Erweiterungen von K und der Menge der abgeshlos-senen Untergruppen von K̂�. Die Gruppe N(LjK) ist genau dann von endlihem Indexin K̂�, wenn LjK endlih ist, und dann gilt[L : K℄ = �K̂� : N(LjK)�:Funktorialit�at: Ist K 0jK endlih, dann haben wir ein kommutatives DiagrammK̂ 0� ���! G(K 0abjK 0)NK0jK??y ??yK̂� ���! G(KabjK) :Es stellt sih nat�urlih sofort die Frage, wie man den Reziprozit�atsisomorphismus explizit be-shreiben kann. Eine solhe Beshreibung wurde 1965 von Lubin und Tate unter Zuhilfenahmeformaler Gruppen gegeben. Will man die lokale Klassenk�orpertheorie auf nihtabelshe Er-weiterungen verallgemeinern, so steht man vor dem Problem, dass die absolute Galoisgruppeeines K�orpers nur bis auf innere Automorphismen eindeutig bestimmt ist. Eine M�oglihkeit,dies in den Gri� zu bekommen, stellt das Studium von Darstellungen der absoluten Galois-gruppe dar und wird im sogenannten Langlands-Programm formuliert. Die andere M�oglihkeitbesteht darin, sih zus�atzlih zum lokalen K�orper K weitere Daten zu �xieren. Es stellt sih



iiheraus, dass die Wahl einer Fortsetzung des Frobenius-Automorphismus von K auf einen al-gebraishen Abshluss von K, eine sogenannte Lubin-Tate-Spaltung, daf�ur geeignet ist. Eineendlihe Galoiserweiterung lokaler K�orper ist au�osbar, deswegen ist es sinnvoll, eine nihta-belshe lokale Klassenk�orpertheorie induktiv nah dem Grad der Au�osbarkeit aufzubauen.Im Jahre 1996 wurde von Koh und de Shalit in [KdS℄ eine Klassenk�orpertheorie metabelsherErweiterungen, d.h. von Erweiterungen, bei denen die Kommutatorgruppe der Galoisgruppeabelsh ist, beshrieben. Wir geben die Hauptresultate im folgenden an. Dabei sei eine Lubin-Tate-Spaltung (K;') �xiert, und die GruppenM(LjK) bzw. G(K;') stellen die metabelshenAnaloga von N(LjK) bzw. K̂� dar, vgl. Kap. II.Reziprozit�atsgesetz: Ist LjK metabelsh, dann existiert eine exakte Sequenz1 ���! M(LjK) ���! G(K;') ���! G(LjK) ���! 1;insbesondere gibt es einen IsomorphismusG(K;') �= G((Kab)abjK):Ausserdem erhalten wir IsomorphismenGd(K;') �= G((K1Knrd )abjK);wobei K1 eine ausgezeihnete maximal reinverzweigte abelshe Erweiterung von K ist,Knrd die unverzweigte Erweiterung von K vom Grad d bezeihne und Gd(K;') in (2.3.1)de�niert wird.Existenzsatz: Die Korrespondenz LjK 7! M(LjK) ist eine ordnungsumkehrende Bijek-tion zwishen allen metabelshen Erweiterungen von K und den abgeshlossenen Unter-gruppen von G(K;'). Die Gruppe M(LjK) ist von endlihem Index, falls LjK endlihist, und dann gilt [L : K℄ = �G(K;') :M(LjK)�:Funktorialit�at: Ist K 0jK eine endlihe galoisshe, zu (K;') kompatible Erweiterung,dann kommutiert das DiagrammG(K 0; '0) �=���! G�(K 0ab)abjK 0�MK0jK??y ??yresG(K;') �=���! G�(Kab)abjK� :Zusammenhang zur abelshen Klassenk�orpertheorie: Ist LjK metabelsh und kompatibelmit (k; '), dann gilt N(LjK) = pr1�M(LjK)�;und die abelshe Erweiterung, welhe Klassenk�orper zu N(LjK) ist, ist die maximalabelshe Erweiterung von K innerhalb von L.Eine zentrale Rolle im Beweis dieser Resultate spielt eine Arbeit von Coleman([Co℄), in welherein Zusammenhang zwishen Potenzreihen �uber dem Restklassenk�orper eines lokalen K�orpersund normkompatiblen Folgen von Primelementen gewisser K�orpererweiterungen desselben her-gestellt wird. Die Konstruktion des Reziprozit�atsisomorphismus geshieht mittels Lubin-Tate-Theorie, was zur Folge hat, dass man den Reziprozit�atsisomorphismus explizit angeben kann.



iiiDie Colemanshe Theorie kann als Spezialfall der Theorie der Normenk�orper von Wintenber-ger ([Wi℄) angesehen werden werden, und mit diesen Mitteln gelang es Fesenko in [Fe℄, einenihtabelshe Klassenk�orpertheorie f�ur reinverzweigte arithmetish proendlihe Erweiterungenanzugeben.In dieser Arbeit sollen die Ergebnisse von Koh und de Shalit ausf�uhrlih und vollst�andigdargestellt werden. In Kapitel I stellen wir die daf�ur ben�otigten Hilfsmittel bereit. Dazu ge-ben wir zun�ahst einige wihtige Ergebnisse aus der abelshen Klassenk�orpertheorie an. Imzweiten Abshnitt beshreiben wir eine verallgemeinerte Lubin-Tate-Theorie im Sinne von[Iw℄. Wir beshliessen das Kapitel mit einer ausf�uhrlihen Darstellung der Ergebnisse Cole-mans. In [KdS℄ wird ein wesentlih allgemeineres Ergebnis als das von Coleman gefundeneohne Beweis angegeben. Wir geben in dieser Arbeit einen Beweis, in dem Methoden aus[Iw℄,[Co℄ und [dS℄ miteinander kombiniert werden. Von entsheidender Bedeutung ist hierbeidas Ersetzen von Kompaktheitsargumenten, wie sie etwa in [dS℄ verwendet werden, durhVollst�andigkeitsargumente. Dadurh, dass wir uns im Gegensatz zu [Co℄ auf Potenzreihenbeshr�anken, gelingt es uns, ausshliesslih mit der Produkttopologie zu arbeiten und kom-pliziertere Shl�usse aus der p-adishen Analysis zu umgehen. Aus diesem Grunde ist unsereDarstellung viel elementarer als die in [Co℄.Im zweiten Kapitel gehen wir zun�ahst von einer endlihen galoisshen Erweiterung LjK ausund studieren die Galoisgruppe G(LabjK). Wir erhalten einen IsomorphismusG(LabjK) �= G(LjK;�) := f(; b) j  2 G(LnrjK); b 2 UeL; b'�1 = ��1g;wobei � ein Primelement aus der Komplettierung eL der maximal unverzweigten ErweiterungLnr von L ist und ' der Frobeniusautomorphismus von L. Das zentrale Ergebnis des erstenAbshnittes ist die Kommutativit�at des DiagrammsG(L0jK;�0) rL0jL���! G(LjK;�)??y�= ??y�=G(L0abjK) res���! G(LabjK)f�ur eine weitere endlihe Galoiserweiterung L0jK mit L0 � L sowie eine bestimmte �Uber-gangsabbildung rL0jL. Dieser Isomorphismus ist jedoh niht kanonish und h�angt noh vonder Wahl eines weiteren Parameters ab. Im zweiten Abshnitt befassen wir uns intensivmit Lubin-Tate-Spaltungen. Wie bereits erw�ahnt, handelt es sih dabei um die Wahl ei-ner Fortsetzung des Frobeniusautomorphismus von K nah Ksep. Wir zeigen, dass solheine Wahl uns f�ur jede endlihe Galoiserweiterung LjK einen der obigen Isomorphismen aus-zeihnet. Im Anshluss daran de�nieren wir uns im dritten Abshnitt unter Benutzung derColeman-Theorie ein metabelshes Analogon zur Normabbildung aus der abelshen lokalenKlassenk�orpertheorie. Damit haben wir alle Mittel beisammen, um den Hauptsatz der me-tabelshen Klassenk�orpertheorie zu beweisen. Den metabelshen Reziprozit�atsisomorphismuszwishen G(K;') und G((Kab)abjK) erhalten wir dabei durh Limesbildung aus den kanoni-shen Isomorphismen { wir haben ja eine Lubin-Tate-Spaltung �xiert { zwishen G(LabjK)und G(LjK;�) f�ur endlihe Galoiserweiterungen LjK. Im Vergleih zu [KdS℄ gehen wir hier ge-nauer auf topologishe Details ein und geben auh einen Beweis der Hom�oomorphieeigenshaftder Reziprozit�atsabbildung.Ih danke Herrn Prof. Wingberg f�ur das interessante Thema. Bei Otmar Venjakob m�ohteih mih an dieser Stelle f�ur zahlreihe Hinweise bedanken, und bei Markus Fenn sowie GaborWiese f�ur das Korrekturlesen der Rohfassung.



ivAnmerkungen zur Methodik der Arbeit im Vergleih zu [KdS℄ und [Co℄F�ur diejenigen Leser, welhe die Originalarbeiten von Koh und de Shalit studiert haben, gebenwir im folgenden einige kurze Erl�auterungen zu den Stellen, wo unsere Darstellung deutlihvon der in [KdS℄ abweiht bzw. diese erg�anzt.Kapitel I besteht im wesentlihen aus Aussagen, die in [KdS℄ implizit verwendet, jedoh nihtbewiesen werden.x2 verallgemeinert die klassishe Lubin-Tate-Theorie und verwendet daf�ur analoge Tehnikenzu [Iw℄, 4.4, 5.1.(1.3.1)-(1.3.9) funktionieren wie in [Iw℄, 5.2 und [dS℄, wir ersetzen die Argumente aus derStandard-Lubin-Tate-Theorie durh die die entsprehenden Aussagen aus x2.(1.3.10) orientiert sih an [Co℄, Lemma 2a. Dort wird die Konvergenz in einer anderen Topolo-gie nahgewiesen, unser Beweis f�ur die Produkttopologie verl�auft analog. Coleman verwendeteine �ahnlihe Hilfsaussage wie wir; deren Beweis ersheint uns jedoh im Induktionsanfang alsniht shl�ussig.(1.3.13) geht anfangs wie in [dS℄, unser Existenzbeweis benutzt jedoh statt eines Kompakt-heits- ein Vollst�andigkeitsargument, welhes auf (1.3.10) beruht.(1.3.16)-(1.3.18) ergeben sih wie in [Co℄, wenngleih das dort nur sehr kurz ausgef�uhrt wird.Wir benutzen im Gegensatz zu Coleman niht die Stetigkeit des Coleman-Operators, welhein [Co℄ durh p-adishe Analysis bewiesen wird, sondern weisen die Vertr�aglihkeit mit derLimesbildung direkt an unserer Folge nah.(1.3.22) verallgemeinert Lemma 0.3 aus [KdS℄In Kapitel II gehen wir nun �ahnlih vor wie [KdS℄.(2.1.7) gibt eine andere De�nition von Normkompatibilit�at als [KdS℄. Dort wird gefordert,dass eLi � fL0j stets eNL0j jLi!0j = !i impliziert. Dann steht man jedoh im weiteren Verlauf vordem Problem, ob eLi � fL0j auh Li � L0j impliziert.(2.1.9) enth�alt im Gegensatz zu [KdS℄ noh eine weitere Voraussetzung, die Existenz von L.Laut [KdS℄ existiert zu jeder galoisshen Erweiterung L00jK mit L � L0 � L00 ein !00, welheszu !0; ! kompatibel ist. Dies sheint jedoh niht ganz klar zu sein. Betrahten wir dazu dasfolgende kommutative Diagramm: fL00j(i) N���! fL00j(i�1)Ni??y Ni�1??yeL0i N���! eL0i�1 ;wobei die Abbildungen jeweils durh die nah (1.1.3) surjektiven Normabbildungen gegebensind, und j(i) gegeben sei durhj(i) := minfj 2 N j L00j � L0ig:Die einzig sinnvolle De�nition von !00j(i) besteht nun darin, ein Element aus N�1i (!0i) aus-zuw�ahlen, und das f�ur alle i 2 N. Dann folgt aber nur N!00j(i) 2 N�1i�1(!0i�1), niht unbedingtN!00j(i) = !00j(i�1). Normalerweise w�urde jetzt ein Kompaktheitsargument liefern, dass man dieFolge der !00j(i) normkompatibel mahen kann, aber daf�ur br�auhte man, dass der Kern von Nikompakt ist.(2.2.2) Wenn es hier gelingt, zu zeigen, dass fM � eL stets M � L impliziert, dann w�urde



vsih einiges vereinfahen. Dann k�onnten wir n�amlih in (2.1.7) wieder die Originalde�nitionvon [KdS℄ einsetzen, und die Rehnung im Beweis zu (2.2.9), welhe zeigt, dass eL0i = eLi gilt,w�urde implizieren, dass man in (2.2.10) auf die Voraussetzung der Kompatibilit�at mit (K;')verzihten kann.(2.3.3) de�niert ein anderes System von Umgebungen der Eins als [KdS℄, (0.4.3). Die in [KdS℄angegebenen Untergruppen sind von unendlihem Index in G(K;'). Da sih sp�ater ergebensoll, dass G(K;') mit dieser Topologie proendlih wird, funktioniert dieses System niht.(2.3.4) ist dementsprehend ein bisshen aufwendiger zu zeigen als bei dem Umgebungssystemaus [KdS℄. Der Exponent von � ist jetzt so ermittelt, dass das gew�unshte Ergebnis erzieltwird.(2.3.10) verwendet eine gegen�uber [KdS℄ ver�anderte De�nition von un. Die in [KdS℄ angege-bene Abbildung ist niht wohlde�niert, sie m�usste ausserdem von d abh�angen.(2.4.1) enth�alt im Gegensatz zu [KdS℄ auh einen Beweis der Hom�oomorphieeigenshaft von{d und damit letztlih des Existenzsatzes.(2.4.5) verwendet die zus�atzlihe Voraussetzung, dass K 0jK galoissh ist. Der in [KdS℄ ange-gebene Beweis, S.101 unten, ersheint uns niht shl�ussig, weil es i.allg. keine �Ubergangsab-bildung zwishen G(L0jK 0; �L0) und G(LjK;�L) gibt. Unser Beweis benutzt dann auh andereArgumente, wie Au�osbarkeit, Limesbildung nur �uber ein ko�nales System, et.(2.4.8)() entspriht (2.4.5), brauht also galoissh als Voraussetzung.(2.4.8)(d) enth�alt die zus�atzlihe Voraussetzung, dass L kompatibel mit (K;') ist. Diese fehltin [KdS℄.
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I. Grundlagenx1. Lokale Klassenk�orpertheorieIn diesem Kapitel sei K stets ein lokaler K�orper mit einem endlihen Restklassenk�orper derCharakteristik p mit q Elementen. Wir �xieren einen separablen Abshluss Ksep und eineKomplettierung 
 von Ksep. Ist L eine separable Erweiterung von K, so bezeihne Lnrd die un-verzweigte Erweiterung vom Grad d innerhalb von Ksep, sowie Lnr die maximal unverzweigteErweiterung von L in Ksep. eL sei die Komplettierung von Lnr innerhalb von 
. Die Galois-gruppe G(LnrjL) wird topologish vom Frobeniusautomorphismus 'L 2 G(LnrjL) erzeugt. Diestetige Fortsetzung von 'L auf eL bezeihnen wir ebenfalls wieder mit 'L.Ist F jK eine endlihe algebraishe Erweiterung, dann bezeihne F̂� die proendlihe Komplet-tierung von F�, d.h. F̂� := lim �F�=N;wobei N alle o�enen Normalteiler von F� von endlihem Index durhl�auft. Aufgrund vonF� �= Z� UF gilt dann F̂� �= Ẑ� UF ; hierbei bezeihne UF die Einheitengruppe von F . SeiLjK eine algebraishe Erweiterung. Die Gruppe der universellen Normen von LjK ist de�niertals N(LjK) := \L�F�K; [F :K℄<1NF jKF̂�:Wir f�uhren nun die Hauptergebnisse der lokalen Klassenk�orpertheorie an.(1.1.1) Satz. (a) (Reziprozit�atsgesetz) Ist LjK galoissh, dann existiert eine exakte Se-quenz 1 ���! N(LjK) ���! K̂� (�;LjK)����! G(LjK)ab ���! 1 ,insbesondere gibt es einen Isomorphismus K̂� �= G(KabjK). Die Abbildung (�; LjK)heisst Normrestsymbol.(b) (Existenzsatz) Die Abbildung LjK 7! N(LjK) ist eine ordnungsumkehrende Bijektionzwishen der Menge der abelshen Erweiterungen von K und der Menge der abgeshlos-senen Untergruppen von K̂�. Die Gruppe N(LjK) ist genau dann von endlihem Indexin K̂�, wenn LjK endlih ist, und dann gilt[L : K℄ = (K̂� : N(LjK)):() (Funktorialit�at) Ist K 0jK endlih, dann existiert ein kommutatives DiagrammK̂ 0� ���! G(K 0abjK 0)NK0jK??y ??yK̂� ���! G(KabjK) :



2 I. GrundlagenEin Beweis mit kohomologishen Mitteln be�ndet sih in [Neu2℄, ein konstruktiver Zugangunter Benutzung formaler Gruppen wird in [Iw℄ angegeben.F�ur den weiteren Fortgang der Theorie ben�otigen wir einige tehnishe Lemmata �uber lokaleK�orper, welhe wir an diesem Punkt bereitstellen. Wir de�nieren die Abbildung'K � 1 : U eK ! U eK ; x 7! x'K�1 := 'K(x)x :Dann gilt:(1.1.2) Proposition. Die Sequenz1 ���! UK ���! U eK 'K�1����! U eK ���! 1ist exakt.Ein Beweis dieser Aussage wird in [Iw℄, Lemma 3.11, gegeben. In [Se℄, Ch. V, be�ndet sihdie folgende Aussage, die f�ur uns sp�ater noh wihtig wird:(1.1.3) Proposition. Es sei LjK eine endlihe algebraishe Erweiterung. Dann sind dieAbbildungen NeLj eK : eL� ! eK�, NeLj eK : UeL ! U eKsurjektiv.Konvention. Wir werden f�ur die Normabbildung NeLj eK auh eNLjK shreiben.(1.1.4) Lemma. Sei LjK eine endlihe Galoiserweiterung mit Tr�agheitsgrad f = f(LjK).Dann gelten:(a) F�ur jedes � 2 L ist NLjK� = Y0�i<f 'iK( eNLjK(�)):Ist insbesondere LjK reinverzweigt, dann gilt eNLjK� = NLjK�.(b) Ist ' eine Fortsetzung von 'K nah Lnr mit 'L = 'f , so existiert zu jedem x 2 UeL einy 2 UeL mit Y0�i<f 'i(y) = x:Beweis. Wir betrahten zun�ahst den Fall, dass die Erweiterung LjK reinverzweigt ist. Auf-grund von G(eLj eK) �= G(LjK) folgt unmittelbar eNLjK� = NLjK� f�ur jedes � 2 L. Wir wendenuns nun dem allgemeinen Fall zu. Knrf ist die maximal unverzweigte Teilerweiterung von L,nah obigem gilt also eNLjK(�) = eNLjKnrf (�) = NLjKnrf (�)f�ur jedes � 2 L. Da G(Kf jK) eine zyklishe Gruppe der Ordnung f ist und vom Frobenius-automorphismus erzeugt wird, folgtNLjK(�) = NKnrf jKNLjKnrf (�) = NKnrf jK eNLjK(�) = Y0�i<f 'i( eNLjK�);



x2. Lubin-Tate-Theorie 3was genau die Behauptung von (a) ist. Sei nun x 2 UeL. Nah (1.1.2) existiert ein u 2 UeL mit'(x)x = 'L(u)u = 'f (u)u :Wir erhalten'f �Q0�i<f 'i(u)�Q0�i<f 'i(u) = Y0�i<f 'i�'f (u)u � = Y0�i<f 'i�'(x)x � = 'f (x)x :Verm�oge (1.1.2) ergibt sih Y0�i<f 'i(u) = xamit einem a 2 UL. Wir berehnen'(a) = ' Q0�i<f 'i(u)x ! = 'f (u)'(x) Y1�i<f 'i(u) = ux Y1�i<f 'i(u) = a:Damit ist a 2 K', wobei K' den Fixk�orper von ' in L bezeihne. Aus Gradgr�unden giltL = K'Knrf , die Erweiterung LjK' ist also unverzweigt vom Grad f . In unverzweigten Er-weiterungen lokaler K�orper ist die Normabbildung auf den Einheitengruppen jedoh surjektiv,vgl. [Neu2℄, Kap.II, Kor.(4.4), deswegen existiert ein b 2 UL mita = NLjK'b = Y0�i<f 'i(b):Wir setzen y := u=b und �ndenY0�i<f 'i(y) = Q0�i<f 'i(u)Q0�i<f 'i(b) = xaa = x;was zu zeigen war. 2x2. Lubin-Tate-TheorieZun�ahst skizzieren wir kurz die von uns ben�otigte Theorie der formalen Gruppen. Eineausf�uhrlihere Darstellung �ndet sih z.B. in [Iw℄,Ch.IV.Sei R ein kommutativer Ring mit 1 6= 0.(1.2.1) De�nition. Eine Potenzreihe F (X;Y ) 2 R[[X;Y ℄℄ heisst formales Gruppengesetz�uber R, falls folgende Aussagen gelten:(a) F (X;Y ) � X + Y mod deg 2,(b) F (F (X;Y ); Z) = F (X;F (Y;Z)),() F (X;Y ) = F (Y;X).Wir erhalten unmittelbar das einfahe Lemma, vgl. [Iw℄,(4.1):



4 I. Grundlagen(1.2.2) Lemma. Sei F ein formales Gruppengesetz �uber R. Dann gelten:(a) F (X; 0) = X, F (0; Y ) = Y .(b) Es existiert eine eindeutig bestimmte Potenzreihe iF (X) 2 R[[X℄℄ mitF (X; iF (X)) = 0:F�ur ein formales Gruppengesetz F �uber R sowie f; g 2M = XR[[X℄℄ setzen wirf +F g := F (f(X); g(X)):Dann ist f +F g 2M , und M ist eine abelshe Gruppe bzgl. +F , die wir mit MF bezeihnen.(1.2.3) De�nition. Seien F;G formale Gruppen �uber R. Ein f 2 M heisst Morphismusvon F nah G (wir shreiben dann auh f : F ! G), fallsf(F (X;Y )) = G(f(X); f(Y ))gilt. Im folgenden shreiben wir f�ur solh eine Beziehung auh f Æ F = G Æ f . Die Mengeder Endomorphismen von F wird mit End(F ) bezeihnet. Ist f 2 M invertierbar, so istf�1 : G! F ebenfalls ein Morphismus. Wir nennen dann f einen Isomorphismus.Ist f 2M invertierbar und F 2 R[[X1; : : : ;Xm℄℄ beliebig, dann setzen wirF f := f Æ F Æ f�1 = f(F (f�1(X1); : : : ; f�1(Xm))):Ist � ein Automorphismus von R, dann bezeihne F � diejenige Potenzreihe, die aus F durhkoeÆzientenweises Anwenden von � entsteht.Sei K ein lokaler K�orper, � ein Primelement aus eK. Wir �ubernehmen die Bezeihnungen ausx1 und de�nierenF�; eK := ff 2 O eK [[X℄℄ j f � �X mod X2 ; f � Xq mod �g;F�;K := F�; eK \ OK [[X℄℄:Im folgenden shreiben wir stets ' f�ur den Frobeniusautomorphismus 'K von K.(1.2.4) Proposition. Zu jeder Potenzreihe h 2 F�; eK existiert genau ein formales Gruppenge-setz Fh(X;Y ) �uber O eK mit hÆFh = F'h Æh. Ist  ein Automorphismus von O eK mit Æ' = 'Æ,dann gilt F h = Fh .Diese Aussage ist der Inhalt von [Iw℄, Prop. (4.2). �Uber die Endomorphismen von Fh gibt[Iw℄, Prop. (4.4), genauere Auskunft:(1.2.5) Proposition. Sei h 2 F�; eK und a 2 OK . Dann existiert eine eindeutig bestimmtePotenzreihe [a℄h 2 O eK [[X℄℄ mit[a℄h � aX mod X2 , h Æ [a℄h = [a℄'h Æ h:Die Abbildung [�℄h : OK ! End(Fh) , a 7! [a℄h



x2. Lubin-Tate-Theorie 5ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Ist  ein Automorphismus von O eK mit  Æ' = ' Æ ,dann gilt f�ur jedes a 2 OK : [a℄h = [a℄h:Insbesondere ist [a℄h' = [a℄'h . Sind � 2 OK ; h 2 F�;K , dann ist Fh 2 OK [[X;Y ℄℄, und f�ur jedesa 2 OK ist [a℄h 2 OK [[X℄℄. Ausserdem gilt in diesem Fall: h = [�℄h.Es seien �; �0 Primelemente von eK sowie h 2 F�; eK ; h0 2 F�0; eK . Nah (1.1.2) �nden wir einu 2 U eK mit �0=� = u'�1. Es gilt die folgende Proposition, siehe [Iw℄, Prop. (4.5):(1.2.6) Proposition. Es gibt eine eindeutig bestimmte Potenzreihe [u℄h;h0 2 O eK [[X℄℄ mit[u℄h;h0(X) � uX mod X2 , h0 Æ [u℄h;h0 = [u℄'Kh;h0 Æ h:Die Potenzreihe [u℄h;h0 ist ein Isomorphismus zwishen Fh und Fh0, insbesondere ist[u℄h;h0 Æ Fh = Fh0 Æ [u℄h;h0 :Ausserdem gilt f�ur jedes a 2 OK :[a℄h Æ [u℄h;h0 = [u℄h;h0 Æ [a℄h0 :Ist u 2 UK, dann ist [u℄h;h = [u℄h. Sind h 2 F�; eK, h0 2 F�0; eK, h00 2 F�00; eK, u, v 2 U eK mitu'K�1 = �0=�; v'K�1 = �00=�0, dann folgt:[v℄h0;h00 Æ [u℄h;h0 = [vu℄h;h00 :Sei � 2 eK ein Primelement, h 2 F�. Wir setzen W 0h := f0g, und f�ur i � 1h(i) := h'i�1 Æ : : : Æ h' Æ h;W ih := f� 2 p
 j h(i)(�) = 0g ; fW ih :=W ih nW i�1h :Hierbei bezeihne p
 das Bewertungsideal von 
. W ih wird zu einem OK -Modul bez�uglih(+Fh; �Fh), wobei �Fh gegeben ist durh�Fh : OK �W ih !W ih ; a �Fh � := [a℄h'1�i (�)Wir zitieren nun den Hauptsatz der klassishen Lubin-Tate-Theorie aus [Iw℄:(1.2.7) Satz. Es seien � 2 K, h 2 F�;K, !i 2 fW ih. Dann gelten:(a) K�;i := K(!i) ist eine nur von � und i abh�angige reinverzweigte, endlihe abelsheErweiterung von K, und !i ist ein Primelement von K�;ijK.(b) fW ih ist ein vollst�andiges Konjugiertensystem von !i �uber K, und es gilt:��W ih�� = qi , ���fW ih��� = qi�1(q � 1):() Ein vollst�andiges System von Konjugierten von !i �uber K�;j, 1 � j � i, ist gegeben durhf!i +Fh  j  2W i�jh g:



6 I. Grundlagen(d) NK�;ijKK��;i = h�i � U iK.(e) Es existiert ein HomomorphismusÆi : UK ! G(K�;ijK) , Æi(u)(!i) = [u℄h(!i):Dieser induziert einen IsomorphismusUK=U iK �= G(K�;ijK),und es gilt: Æi(u) = (u�1;K)jK�;i :(f) Sei K�;1 := [i2NK�;i. Dann ist Kab = K�;1Knr:(1.2.8) De�nition. Wir bezeihnen den Klassenk�orper zu U iK mit Ki.Verm�oge (1.2.7)() sehen wir sofort, dass wir f�ur jedes Primelement � 2 K die BeziehungKi = K�;iKnr haben.Wegen Knr � Ki � Kab operiert G(KabjKnr) �= UK auf fKi durh stetige Fortsetzung. Um(1.2.7) auf den Fall � 2 eK verallgemeinern zu k�onnen, ben�otigen wir das folgende Lemma.(1.2.9) Lemma. Es seien �, �0 2 eK Primelemente, h 2 F�; eK, h0 2 F�0; eK, und � : Fh ! Fh0sei ein Isomorphismus formaler Gruppengesetze. Dann induziert � f�ur jedes i � 1 einen OK-Modulisomorphismus � : W ih !W ih0 , � 7! �(�)sowie einen einen OK-Modulisomorphismus� : fW ih ! fW ih0 , � 7! �(�):Beweis. Zun�ahst zeigen wir, dass f�ur � 2W ih tats�ahlih �(�) 2W ih0 ist. Wir erhaltenh0'i�1 Æ : : : Æ h0' Æ h0 Æ �(�) = h0'i�1 Æ : : : Æ h0' Æ �' Æ h(�) = h0'i�1 Æ : : : Æ (h0 Æ �)' Æ h(�)= h0'i�1 Æ : : : Æ h0'2 Æ �'2 Æ h' Æ h(�)= : : : = �'i Æ h'i�1 Æ : : : Æ h' Æ h(�) = �'i(0) = 0:Sind a 2 OK ; � 2W ih; � 2W ih0 , dann �nden wir mittels (1.2.6)�(a �Fh �) = �([a℄h(�)) = [a℄0h�(�) = a �Fh0 �(�)sowie �(� +Fh �) = �(Fh(�; �)) = Fh0(��; ��) = �� +Fh0 ��;d.h. � ist ein Homomorphismus von OK-Moduln. Setzen wir��1 : W ih0 !W ih ; � 7! ��1(�);dann erkennen wir die Wohlde�niertheit von ��1 mit einer �ahnlihen Rehnung wie oben, undo�ensihtlih ist ��1 eine zu � inverse Abbildung. Damit ist � ein OK-Modulisomorphismus,und die zweite Behauptung folgt unmittelbar aus der eben bewiesenen Aussage. 2Der n�ahste Satz stellt die Verallgemeinerung der klassishen Lubin-Tate-Theorie auf den Fall� 2 eK dar.



x2. Lubin-Tate-Theorie 7(1.2.10) Satz. Es seien � 2 eK, h 2 F�;K , !i 2 fW ih. Dann gelten:(a) !i ist ein Erzeuger und Primelement der Erweiterung fKij eK.(b) fW ih ist ein vollst�andiges Konjugiertensystem von !i �uber eK, und es gilt:��W ih�� = qi , ���fW ih��� = qi�1(q � 1):() Ein vollst�andiges System von Konjugierten von !i �uber fKj; 1 � j � i, ist gegeben durhf!i +Fh  j  2W i�jh g:(d) Die Operation von G(KabjKnr) auf fKi l�asst sih explizit beshreiben durh(u�1;K)(!i) = [u℄h(!i):Beweis. Es seien �0 2 K ein Primelement, h0 2 F�0;K und Fh; Fh0 die zu h; h0 geh�origen Lubin-Tate-Gruppengesetze. Sei � : Fh0 ! Fh ein Isomorphismus formaler Gruppengesetze. Dieserinduziert eine Bijektion � : fW ih0 ! fW ih. Sei �i := ��1(!i). Dann gilt wegen der Vollst�andigkeitvon eK(!i); eK(�i) und aufgrund von �; ��1 2 O eK [[X℄℄:�i = ��1(!i) 2 eK(!i) ; !i = �(�i) 2 eK(�i);d.h. eK(�i) = eK(!i). Nah (1.2.7) ist Ki = K(�i)Knr, somit also fKi = eK(�i) = eK(!i). UnterBeahtung von (1.2.7) ergeben sih die Aussagen (a),(b),(). F�ur Aussage (d) berehnen wir[u℄h(!i) = [u℄h(��i) = ([u℄h Æ �)(�i) = (� Æ [u℄f )(�) = ��(u�1;K)(�i)�:Wegen � 2 O eK [[X℄℄ und (u�1;K)j eK = id eK erhalten wir[u℄h(!i) = (u�1;K)(��i) = (u�1;K)(!i): 2(1.2.11) De�nition. Sei h 2 eK;h 2 F�; eK. Wir de�nieren den Tate-Modul von Fh alsTh := f! = (!n)n2N j !i 2W ih'1�i ; h'1�i(!i) = !i�1g:Die Menge der Erzeuger des Tate-Moduls Th ist gegeben durh
h := f! = (!n)n2N j !i 2 fW ih'1�i ; h'1�i(!i) = !i�1g:Nah (1.2.10) operiert die Gruppe G(KabjKnr) �= UK auf 
h. Ist � = (u�1;K); ! = (!i) 2 
h,dann erhalten wir mit (1.2.10): �(!) = ([u℄h'1�i (!i))i2N :F�ur dieses Element shreiben wir auh kurz [u℄(!).



8 I. Grundlagen(1.2.12) Lemma. Es seien �; �0 2 eK Primelemente, h 2 F�; eK ; h0 2 F�0; eK, � : Fh ! Fh0 einIsomorphismus formaler Gruppengesetze. Dann induziert � einen UK-Modulisomorphismus� : 
h ! 
h0, (!i) 7! (�'1�i(!i)):Beweis. Mit Hilfe von (1.2.9) erkennen wir, dass die �'1�i : fW ih'1�i ! fWh0'1�i jeweils UK-Modulisomorphismen sind. Wir m�ussen noh veri�zieren, dassh0'1�i Æ �'1�i(!i) = �'2�i(!i�1)gilt. Dies erkennen wir an der Rehnungh0'1�i Æ �'1�i(!i) = (h0 Æ �)'1�i(!i) = (�' Æ h)'1�i(!i) = �'2�i(h'1�i(!i)) = �'2�i(!i�1): 2x3. Coleman-PotenzreihenDie Theorie der Coleman-Potenzreihen spielt eine zentrale Rolle in der metabelshen Klas-senk�orpertheorie. Aus diesem Grund geben wir an dieser Stelle eine ausf�uhrlihe Darstellungdieser Theorie. Insbesondere werden wir eine Verallgemeinerung der Ergebnisse von Colemanunter Verwendung der verallgemeinerten Lubin-Tate-Theorie des letzten Abshnittes behan-deln. Doh zun�ahst tre�en wir einige Vorbereitungen. Wir erinnern daran, dass wir weiterhineine Komplettierung 
 eines algebraishen Abshlusses des lokalen K�orpers K �xiert haben,und die Betragsfunktion auf 
 wird mit j�j bezeihnet. Sie sei so normiert, dass j�j = 1=qf�ur ein Primelement aus K ist, wobei q die Elementanzahl des Restklassenk�orpers von K be-zeihne. Das Bewertungsideal von 
 bezeihnen wir mit p
. Wir werden im folgenden mitden Ringen O
[[X℄℄ und O eK [[X℄℄ arbeiten. Diese fassen wir als direkte Produkte abz�ahlbarunendlih vieler Kopien von O
 bzw O eK auf und statten sie mit der Produkttopologie aus.Eine Folge von Potenzreihen fn = P an;iXi 2 O
[[X℄℄ konvergiert also genau dann gegenf =P biXi 2 O
[[X℄℄, wenn die Folgen (an;i)n f�ur jedes i 2 N gegen bi konvergieren.(1.3.1) Lemma. Sei f 2 O
[[X℄℄, a 2 p
. Dann existiert ein g 2 O
[[X℄℄, so dassf = f(a) + (X � a)ggilt.Beweis. Sei f =Pj�0 bjXj . Wir de�nierenj :=Xi�0 bi+j+1ai; g :=Xj�0 jXj :Damit erhalten wirf(a) + (X � a)g =Xj�0 bjaj +Xj�0 jXj+1 �Xj�0 ajXj = (Xj�0 bjaj � a0) +Xj�1(j�1 � aj)Xj= b0 +Xj�1(Xi�0 bi+jai �Xi�0 bi+j+1ai+1)Xj = b0 +Xj�1 bjXj = f;was zu zeigen war. 2



x3. Coleman-Potenzreihen 9(1.3.2) Lemma. Es sei h = Qmi=1(X � �i) 2 O eK [X℄ mit �i 2 p
. Ist g 2 O eK [[X℄℄ mitg(�i) = 0 f�ur alle 1 � i �m, dann existiert ein f 2 O eK [[X℄℄ mit g = hf .Beweis. Die Erweiterung L := eK(�1; : : : ; �n) ist eine endlihe Galoiserweiterung von eK.Aufgrund von g(�i) = 0 f�ur alle 1 � i � m erhalten wir durh mehrfahes Anwenden von(1.3.1) g = f mYi=1(X � �i) = fhmit einem f 2 O
[[X℄℄. Am Beweis von (1.3.1) sehen wir, dass sogar f 2 OL[[X℄℄ gilt. F�ur alle� 2 G(Lj eK) �nden wir hf = g = g� = hf� und somit h = h�. Dies impliziert f 2 O eK [[X℄℄. 2Wir �xieren von jetzt an ein Primelement � 2 eK.(1.3.3) Proposition. Es seien h 2 F�; eK, g 2 O eK [[X℄℄. Gilt dann g(!) = 0 f�ur alle ! 2 W 1h ,so existiert ein f 2 O eK [[X℄℄ mit g = hf .Beweis. Sei eh = �X + Xq sowie eg 2 O eK [[X℄℄ mit eg(W 1eh ) = 0. Ist � = [1℄eh;h (vgl.(1.2.6)), sofolgt nah (1.2.9) (g Æ �)(W 1eh ) = g(W 1h ) = 0:Verm�oge (1.3.2) existiert ein ef 2 O eK [[X℄℄ mit g Æ � = eh ef . Wir erhalteng = (eh Æ ��1) � ( ef Æ ��1) = (h Æ ��') � ( ef Æ ��1):Wegen ��' � X mod X2 ist g durh h teilbar, was genau die Behauptung ist. 2(1.3.4) Proposition. Es seien h 2 F�; eK ; f1; f2 2 O eK [[X℄℄, und es sei f1 = f2 Æ h. Dann giltf�ur alle n 2 N: f1 � 0 mod �n , f2 � 0 mod �n,insbesondere also f1 = 0, f2 = 0.Beweis. Wir zeigen die Aussage induktiv. F�ur n = 0 ist sie trivial. Sei also n � 1 und geltef1 � 0 mod �n. Dann ist f1 � 0 mod �n�1, nah Induktionsannahme also auh f2 � 0mod �n�1. Shreiben wir f1 = �n�1g1; f2 = �n�1g2 mit g1; g2 2 O eK [[X℄℄, so ergibt sihg1 = g2 Æ h. Wegen h � Xq mod � impliziert diesg2(Xq) � g2 Æ h = g1 � 0 mod �;d.h. g2 � 0 mod �. Wir �nden deshalb f2 = �n�1g2 � 0 mod �n. 2(1.3.5) Proposition. Sei h 2 F�; eK. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten OperatorNh : O eK [[X℄℄! O eK [[X℄℄,so dass Nhg Æ h = Y!2W 1h g(X +Fh !)f�ur alle g 2 O eK [[X℄℄ gilt. Wir nennen Nh auh den Coleman-Normoperator.



10 I. GrundlagenBeweis. Sei g 2 O eK [[X℄℄. Wir setzeng0 := Y!2W 1h g(X +Fh !):Da nah (1.2.10) die ! 2 W 1h alle zueinander konjugiert sind �uber eK, ist g0 2 O eK [[X℄℄. Wirerhalten f�ur alle � 2W 1h :g0(X +Fh �) = Y!2W 1h g((X +Fh !) +Fh �) = Y!2W 1h g(X +Fh !) = g0und folgern daraus (g0 � g0(0))(�) = 0 f�ur alle � 2W 1h . Nah (1.3.3) giltg0 � g0(0) = hg1mit einem g1 2 O eK [[X℄℄ und deshalb g0 = g0(0) + hg1. Wir berehnenh(X +Fh �)g1(X +Fh �) = (g0 � g0(0))(X +Fh �) = g0 � g0(0) = hg1 = (h +Fh h(�))g1 = h(X +Fh �)g1:Dies impliziert g1(X +Fh �) = g1. Wie eben �nden wir ein g2 2 O eK [[X℄℄ mitg1 � g1(0) = hg2;was g0 = g0(0) + hg1(0) + h2g2 zur Folge hat. Nun k�onnen wir das obige Verfahren iterierenund �nden eine Folge von Potenzreihen gn 2 O eK [[X℄℄, so dassg0 � 1Xn=0 gn(0)hn 2 \n2N hnO eK [[X℄℄ = 0:ist. Wir de�nieren Nhg := 1Xn=0 gn(0)Xn;und verm�oge dieser De�nition gilt nun NhgÆh = g0. Die Eindeutigkeit von Nhg ist eine direkteFolgerung aus (1.3.4). 2Wir �xieren von jetzt an eine Potenzreihe h 2 F�; eK . Bevor wir zu den Eigenshaften desColeman-Normoperators kommen, stellen wir noh ein einfahes tehnishes Lemma bereit.(1.3.6) Lemma. Ist  ein Automorphismus von eK, dann gilt:0� Y!2W 1h(X +Fh !)1A = Y!2W 1h (X +Fh !):Beweis. Sei  ein Automorphismus von eK. Ist e eine Fortsetzung von  auf fK1, dann giltwegen (1.2.4) f�ur alle ! 2W 1h : (X +Fh !)e = X +Fh e!:Wegen h(e!) = e(h(!)) = e(0) = 0 ist W 1h = eW 1h , was die Behauptung impliziert. 2



x3. Coleman-Potenzreihen 11(1.3.7) Proposition. Sei g 2 O eK [[X℄℄. Der Coleman-Normoperator Nh hat die folgendenEigenshaften:(a) F�ur alle g1; g2 2 O eK [[X℄℄ gilt:Nh(g1g2) = Nh(g1)Nh(g2) , Nh(1) = 1;Nh ist also ein Monoidhomomorphismus.(b) Nhg � g' mod �,() Nh' = ' Æ Nh Æ '�1,(d) g � 1 mod �i ) Nhg � 1 mod �i+1,(e) g 2 XiO eK [[X℄℄� ) Nhg 2 XiO eK [[X℄℄�.Beweis. Die Multiplikativit�at von Nh ist eine unmittelbare Konsequenz der Eindeutigkeits-aussage von (1.3.5):(Nhg1Nhg2) Æ h = (Nhg1 Æ h) � (Nhg2 Æ h) = Y!2W 1h g1(X +Fh !) � Y!2W 1h g2(X +Fh !)= Y!2W 1h g1g2(X +Fh !) = Nh(g1g2) Æ h:Um (b) zu beweisen, berehnen wirNh(Xq) � Nhg Æ h = Y!2W 1h g(X +Fh !) � gq mod pfK1 ;wobei pfK1 das Bewertungsideal von fK1 bezeihne. Aufgrund von Nhg Æ h 2 O eK [[X℄℄ gilt dannsogar Nh(Xq) � g'(Xq) mod �:Aus (1.3.6) ergibt sihNh'g Æ h = Y!2W 1h' g(X +Fh' !) = 0� Y!2W 1h g'�1(X +Fh !)1A' = �Nh(g'�1) Æ h�'= �(' Æ Nh Æ '�1)(g)� Æ h'und aus der Eindeutigkeit des Coleman-Normoperators somit Aussage (). Sei g = 1 + �ig1mit g1 2 O eK [[X℄℄. Dann erhalten wirNhg Æ h = Y!2W 1h(1 + �ig1)(X +Fh !) = Y!2W 1h(1 + �ig1) mod pfK1 ;d.h. Nhg Æ h � 1 mod �ipfK1 , und mit Nhg Æ h 2 O eK [[X℄℄ shliessen wirNhg Æ h � 1 mod �i+1:



12 I. GrundlagenSetzen wir Nhg = 1 + g2 mit g2 2 O eK [[X℄℄, dann ergibt sih (1 + g2) Æ h � 1 mod �i+1, d.h.g2 Æ h � 0 mod �i+1. Verm�oge (1.3.4) ist g2 � 0 mod �i+1, und shliesslihNhg � 1 mod �i+1;was Behauptung (d) liefert. Sei nun g 2 O eK [[X℄℄�. Dann ist auh Nhg 2 O eK [[X℄℄�, denng(0) 6� 0 mod � impliziert Nhg(0) � g'(0) 6� 0 mod �. Weiterhin berehnen wirNhX Æ h = Y!2W 1h(X +Fh !) = X Y!2fW 1h(X +Fh !):Shreiben wir NhX = g1X mit einem g1 2 O eK [[X℄℄, was wegen (NhX)(0) = 0 zul�assig ist,dann �nden wirh � (g1 Æ h) = (X Æ h) � (g1 Æ h) = (g1X) Æ h = NhX = X Y!2fW 1h(X +Fh !);und somit hX � (g1 Æ h) = Y!2fW 1h(X +Fh !):Setzen wir in der obigen Gleihung X = 0 ein, dann liefert uns das nah (1.2.10)�g1(0) = Y!2fW 1h ! = NfK1j eKf�ur ein  2 fW 1h . Da fK1j eK reinverzweigt ist, ist NfK1j eK Primelement von eK, was sofortg(0) 2 U eK nah sih zieht und NhX 2 XO eK [[X℄℄� zur Folge hat. Aus der Multiplikativit�atvon Nh folgt nun (e). 2Wir erinnern noh einmal an die De�nitionh(i) := h'i�1 Æ : : : Æ h' Æ hund setzen N (i)h := Nh'i�1 Æ � � � Nh' Æ Nh:Wir nennen N (i)h auh den Coleman-Normoperator vom Grad i.(1.3.8) Proposition. Sei i 2 N; g 2 O eK [[X℄℄. Der Coleman-Normoperator vom Grad i hatdie folgenden Eigenshaften:(a) N (i)h g Æ h(i) =Q!2W ih g(X +Fh !),(b) N (i)h g � ' Æ N (i�1)h g mod �i,() N (i)h' g = ' Æ N (i)h Æ '�1,(d) N (i)h g � g'i mod �,(e) g � 1 mod �j ) N (i)h g � 1 mod �i+j,



x3. Coleman-Potenzreihen 13(f) g 2 XjO eK [[X℄℄� ) N (i)h 2 XjO eK [[X℄℄�.Beweis. Sei g 2 O eK [[X℄℄�. Aussage (a) ist im Fall i = 1 genau die de�nierende Gleihungdes Coleman-Operators. Sei (a) bereits f�ur i � 1 bewiesen. Dann folgt nah De�nition undInduktionsannahme(N (i)h g) Æ h(i) = N (i�1)h' (Nhg) Æ (h')(i�1) Æ h = Y�2W i�1h' Nhg(h +Fh' �):Ist � 2 W ih, dann folgt h(�) 2 W (i�1)h' , shliesslih ist h'i Æ : : : Æ h' Æ h(�) = 0. Wir merkenausserdem an, dass f�ur �1 2W 1h gilt:h(� +Fh �1) = F'h (h(�); h(�1)) = h(�):Diese Bemerkung liefert unsN (i)h g Æ h(i) = Y�2W ih modW 1h Nhg(h +Fh' h(�)) = Y�2W ih modW 1h Nhg Æ h(X +Fh �)= Y�2W ih modW 1h Y2W 1h g((X +Fh �) +Fh ) = Y!2W ih g(X +Fh !):Damit ist Aussage (a) bewiesen. Mittels (1.3.7) gilt Nhg � g' mod �. Sei f�ur i � 1 bereitsN (i)h g � ' Æ N (i�1)h g mod �ibewiesen. Dann folgern wirNh'i Æ N (i)h g � Nh'i Æ ' Æ N (i�1)h g mod �i+1;d.h. N (i+1)h g � ' Æ Nh'i�1 Æ '�1 Æ ' Æ N (i�1)h g � ' Æ N (i)h g mod �i+1:Dies ergibt Behauptung (b), und die anderen Aussagen folgen alle unmittelbar durh wieder-holtes Anwenden von (1.3.7). 2(1.3.9) Lemma. Es seien (gn) eine Folge von Potenzreihen aus O
[[X℄℄, (ai) eine Folge paar-weise vershiedener Elemente aus p
 mit Q1i=1 jaij = 0. Es gelte:limn!1 gn(ai) = 0f�ur alle i � 1. Dann folgt: limn!1 gn = 0:Beweis. Wir beweisen zun�ahst die folgende Aussage: Ist f =P iXi 2 O
[[X℄℄, m � 1, undgilt jf(ai)j < Am f�ur alle 1 � i � m, wobei Am gegeben ist durhAm := mYi=2 jaij Y1�i<j�m jai � ajj ;



14 I. Grundlagenso folgt jf(0)j < mYi=2 jaij :Ist m = 1 und jf(a1)j < 1, dann erhalten wir jf(0)j = j0j 6= 1, denn andernfalls ergibt sihwegen ��iai1�� < 1 f�ur alle i � 1 unmittelbarjf(a1)j = supi2N ��iai1�� = j0j = 1;ein Widerspruh. Sei die Aussage f�ur m � 1 bewiesen. Wir entwikeln f mittels (1.3.1) umden Punkt am+1 und �nden ein g 2 O
[[X℄℄ mitf = f(am+1) + (X � am+1)gf�ur alle 1 � i � m + 1. Setzen wir in diese Gleihung ai ein, dann erhalten wir mit derInduktionsvoraussetzungjai � am+1j jg(ai)j = jf(ai)� f(am+1)j � maxfjf(ai)j ; jf(am+1)jg < Am+1und somit jg(ai)j < Am+1jai � am+1j < Amf�ur alle 1 � i � m. Nah Induktionsvoraussetzung ist jetztjg(0)j < mYi=2 jaij :Setzen wir in der obigen Gleihung X = 0, so �nden wirjf(0)j = jf(am+1)� am+1g(0)j � maxfjf(am+1)j ; jam+1j jg(0)jg< maxfAm+1;m+1Yi=2 jaijg = m+1Yi=2 jaij :Wir kehren nun zur eigentlihen Ausgangssituation des Lemmas zur�uk. Sei gn =Pi�0 gn;iXisowie � > 0. Wir bestimmen ein M 2 N, so dassMYi=2 jaij < �gilt. Dazu �nden wir ein N 2 N, so dass jgn(ai)j < AM f�ur alle n � N , 1 � i �M erf�ullt ist.Aus den obigen Betrahtungen folgt jetztjgn;0j = jgn(0)j < �f�ur alle n � N , d.h. (gn;0) ist eine Nullfolge. Setzen wir hn :=Pi�0 gn;i+1Xi, dann folgtlimn!1hn(ai) = limn!1 gn(ai)� gn(0)ai = 0:Mit derselben Argumentation wie eben erhalten wir, dass die (gn;1) eine Nullfolge bilden.Induktiv shliessen wir, dass jede der Folgen (gn;i) eine Nullfolge ist, d.h. gn ! 0. 2



x3. Coleman-Potenzreihen 15(1.3.10) Korollar. Es sei (gn) eine Folge von Potenzreihen aus O eK [[X℄℄. Ausserdem sei (!i)eine Folge von Primelementen !i 2 fKi mitlimn!1 gn(!i) = 0f�ur alle i � 1. Dann gilt: limn!1 gn = 0:Beweis. Gilt limn!1 gn(!i) = 0, dann folgt f�ur alle Konjugierten !i;j, 1 � j � qi�1(q � 1);von !i �uber eK ebenfalls limn!1 gn(!i;j) = 0:Sei (ai) die Folge !1;1; : : : ; !1;q�1; !2;1; � � � ; !2;q(q�1); !3;1; � � �Ist � > 0, dann existiert ein r 2 N mit 1=qr < �. Ausserdem haben wir������qi�1(q�1)Yj=1 !i;j������ = ��� eNKijK!i��� = 1q ;so dass wir ������ rYi=1 qi�1(q�1)Yj=1 !i;j������ = 1qr < �erhalten. Damit ist Q1i=1 jaij = 0, und mit (1.3.9) folgt die Behauptung. 2(1.3.11) Korollar. Es seien f; g 2 O eK [[X℄℄, ! = (!i) eine Folge von Primelementen !i 2 fKimit f(!i) = g(!i) f�ur alle i � 1. Dann folgt f = g.Beweis. O�enbar ist limn!1(f � g)(!i) = 0f�ur alle i � 1, damit nah obigem f = g. 2(1.3.12) Proposition. Sei (fn) eine Folge von Potenzreihen aus O
[[X℄℄, f 2 O
[[X℄℄ mitfn ! f . Sei a 2 p
. Dann folgt: fn(a)! f(a):Beweis. Wir k�onnen ohne Einshr�ankung f = 0 annehmen. Sei � > 0. Dann existiert einM 2 N, so dass jajm < � f�ur alle m > M gilt. Seien die fn gegeben durh fn = P n;iXi.Nah Voraussetzung sind f�ur jedes i 2 N die (n;i) Nullfolgen, es existiert also ein s 2 N, sodass js;ij < � f�ur alle 1 � i < M und alle r > s gilt. F�ur alle r > s folgt shliesslihjfr(a)j � sup jr;ij jaji � �;und somit fn(a)! 0. 2Wir wenden uns nun einem der Hauptergebnisse der Coleman-Theorie zu. Die n�ahste Propo-sition versha�t uns eine Abbildung zwishen lim �OgKn , wobei der projektive Limes bez�uglihder Normabbildungen genommen wird, und O eK [[X℄℄. Zuvor de�nieren wir noh eine Abbildungv : lim �OgKn ! N; (�n) 7! v eK(NfK1j eK�1):



16 I. Grundlagen(1.3.13) Proposition. Es seien � = (�n) 2 lim �OgKn ; ! 2 
h. Dann existiert ein eindeutigbestimmtes g� 2 Xv(�)O eK [[X℄℄�, so dass f�ur alle n � 1 gilt:g'1�n� (!n) = �n:Beweis. Aus (1.3.11) folgt direkt die Eindeutigkeitsaussage. Sei nun m � 1 �xiert. Da !m einPrimelement der reinverzweigten Erweiterung gKmj eK ist, folgt OgKm = O eK [!m℄, es existiertalso ein qm 2 Xv(�)O eK [[X℄℄�, so dass qm(!m) = �m gilt. Hierbei haben wir benutzt, dassdie Reinverzweigtheit der Erweiterungen gKmj eK unmittelbar vgKm(�m) = v(�) impliziert. Wirerhalten f�ur alle 1 � n � m unter Benutzung von (1.3.8):(N (m�n)h'1�m qm)(!n) = (N (m�n)h'1�m qm)(h'1�m)(m�n)(!m) = Y�2W (m�n)h'1�m qm(!m +Fh'1�m �):Die !m +Fh'1�m �, � 2 Wm�nh'1�m sind nah (1:2:10) genau die Konjugierten von !m 2 fWmh'1�m�uber fKn, so dass folgt: (N (m�n)h'1�m qm)(!n) = NgKmjgKn�m = �n:Wir behaupten, dass die GleihungN (m)h'1�m qm(N (m�n)h'1�m qm)'n�1 = N (m�n)h'n�m 0�N (n�1)h'1�m qmq'n�1m 1Agilt. Dazu veri�zieren wir mittels (1.3.8):(N (m�n)h'1�m qm)'n�1 = 'n�1 Æ N (m�n)h'1�m Æ '1�n(q'n�1m ) = N (m�n)h'n�m (q'n�1m )sowieN (m�n)h'n�m (N (n�1)h'1�m qm) = N(h'n�m )'m�n�1 Æ : : : Æ Nh'n�m Æ N(h'1�m )'n�2 Æ : : : Æ Nh'1�m qm= Nh'�1 Æ : : : Æ Nh'1�m qm = N (m)h'1�m qm;was unsere Behauptung liefert. Verm�oge (1.3.8) istN (n�1)h'1�m qmq'n�1m � q'n�1mq'n�1m = 1 mod �:Das impliziert wiederum in Verbindung mit (1.3.8)N (m)h'1�m qm(N (m�n)h'1�m qm)'n�1 � 1 mod �m�n+1:Wir setzen gm := N (m)h'1�m qm. Aus obigem ergibt sih f�ur 1 � n � m:g'1�nm (!n)�n = 0� N (m)h'1�m qm(N (m�n)h'1�m qm)'n�11A'1�n (!n) � 1 mod �m�n+1:



x3. Coleman-Potenzreihen 17Wir �xieren nun ein n � m sowie eine Fortsetzung von ' nah Kab (und damit nah gKab)und setzen fm := gm � gm�1:Mittels der gerade ausgef�uhrten Rehnung erhalten wirfm('n�1(!n)) = 'n�1(g'1�nm (!n)� g'1�nm�1 (!n)) � 'n�1(�n � �n) = 0 mod �m�nf�ur alle m � n und somit limm!1 fm('1�n(!n)) = 0:Verm�oge (1.3.10) gilt limm!1 fm = 0. Hierbei beahten wir, dass '1�n(!n) ein Primelementder Erweiterung fKnj eK ist. Ist gm gegeben durh P m;iXi, dann bilden also die (m;i)mCauhyfolgen, sind somit konvergent. Damit konvergiert die Folge der (gm), und wir k�onneng := limm!1 gm de�nieren. Dann folgt aus (1.3.12)g'1�n� (!n)�n = (limm!1 gm)'1�n(!n)�n = (limm!1 g'1�nm )(!n)�n = limm!1 (g'1�nm (!n))�n = 1:Wegen qm 2 Xv(�)O eK [[X℄℄� ist mittels (1.3.8) auh gm und somit g 2 Xv(�)O eK [[X℄℄�. 2Auf lim �OgKn haben wir in nat�urliher Weise eine Monoidstruktur via komponentenweiser Mul-tiplikation. Wir erhalten(1.3.14) Korollar. Unter den Voraussetzungen der letzten Proposition gelten:(a) g��0 = g�g�0 , g1 = 1,(b) Nhg� = g'� .Beweis. (a) folgt direkt aus der Eindeutigkeitsaussage von (1.3.13), denn f�ur alle n � 1 gilt:g'1�n��0 (!n) = ��0 = g'1�n� (!n)g'1�n�0 (!n) = (g'1�n� g'1�n�0 )(!n);und nah (1.3.11) somit g��0 = g�g�0 . Um Aussage (b) zu beweisen, berehnen wir unterVerwendung von (1.2.10) f�ur alle n � 1:�n�1 = NgKnjK̂n�1�n = Y�2W 1h'1�n g'1�n� (!n +Fh'1�n �) = Nh'1�n (g'1�n� ) Æ h'1�n(!n)= (Nhg�)'1�n Æ h'1�n(!n) = (Nhg�)'1�n(!n�1):Andererseits ist �n�1 = g'2�n� (!n�1). Die obigen Rehnungen implizieren in Verbindung mit(1.3.11), dass g'� = Nhg� gilt. 2Wir setzen C( eK;h) := fg 2 O eK [[X℄℄ j Nhg = g'g:Die Elemente aus C( eK;h) nennen wir auh Coleman-Potenzreihen. Die Multiplikation aufO eK [[X℄℄ induziert eine Monoidstruktur auf C( eK;h), denn sind g1; g2 2 C( eK;h), dann folgt aus



18 I. Grundlagender Multiplikativit�at des Coleman-Normoperators, dass auh g1g2 2 C( eK;h) ist. Die Aussagedes letzten Korollars ist also genau die, dass die Abbildung : lim �OfKi ! C( eK;h); � 7! g�;ein Monoidhomomorphismus ist. Wir werden gleih zeigen, dass  sogar ein Monoidisomor-phismus ist.(1.3.15) Proposition. Sind g 2 C( eK;h), ! 2 
h, dann ist � = (�n) := (g'1�n(!n)) einenormkompatible Folge in den OfKi, d.h. � 2 lim �OfKi.Beweis. Wir veri�zieren die Normkompatibilit�at der �i mit exakt derselben Rehnung wie imBeweis zu (1.3.14):NgKnjK̂n�1�n = NgKnjK̂n�1g'1�n(!n) = (Nhg)'1�n(!n�1) = g'2�n(!n�1) = �n�1;womit die Behauptung gezeigt ist. 2Die Abbildung C( eK;h) ! lim �OfKi ; g 7! (g'1�n(!n)) ist damit o�enbar ein zu  inverserMonoidhomomorphismus. Wir de�nierenC0( eK;h) := C( eK;h) \ O eK [[X℄℄�:Aus der Multiplikativit�at des Coleman-Operators folgt unmittelbar, dass C0( eK;h) eine Un-tergruppe von O eK [[X℄℄� ist. Wir wollen im folgenden zeigen, dass die Reduktionsabbildungmodulo �, welhe wir mit �K bezeihnen, einen Isomorphismus%K : C0( eK;h)! Fq [[X℄℄�; g 7! g�Kinduziert.(1.3.16) Proposition. Die Abbildung %K ist injektiv.Beweis. Sei g 2 C( eK;h) mit %K(g) = 1. O�enbar ist g � 1 mod �. Sei g � 1 mod �i bereitsf�ur i � 1 bewiesen. Dann folgt g' = Nhg � 1 mod �i+1, und somit g � 1 mod �i+1. 2Die Surjektivit�at von %K ist etwas komplizierter zu zeigen. Dazu betrahten wir zu g 2 O eK [[X℄℄die Folge der '�i(N (i)h g). Unter Verwendung von (1.3.8) �nden wir'�i(N (i)h g)� '(�i�1)(N (i�1)h g) = '�i(N (i)h g � 'N (i�1)h g) � 0 mod �i;d.h. obige Folge ist konvergent. Wir mahen daher die folgende De�nition:N1h g := limi!1'�i(N (i)h g):(1.3.17) Lemma. Sei g 2 O eK [[X℄℄�. Dann gelten:(a) N1h g 2 C0( eK;h),(b) N1h g � g mod �.



x3. Coleman-Potenzreihen 19Beweis. Aus (1.3.8) folgt sofort, dass N1h g 2 O eK [[X℄℄� ist. Wir m�ussen noh zeigen, dassNh(N1h g) = (N1h g)' gilt. Aus der obigen Rehnung folgt'�i(N (i)h g)'(�i�1)(N (i�1)h g) � 1 mod �i;in Verbindung mit (1.3.7) alsoNh '�i(N (i)h g)'(�i�1)(N (i�1)h g) � 1 mod �i+1:Wir berehnenNh('�i(N (i)h g)) � Nh('(�i�1)(N (i�1)h g)) = '�(i�1)N (i)h g = '('�i(N (i)h g)) mod �i+1:Es ergibt sih limi!1�Nh�'�i(N (i)h g)�� '�'�i(N (i)h g)��= 0:Aus der oben gemahten Bemerkung folgern wir'�i(N (i)h g) � N1h g mod �i+1;verm�oge (1.3.7) gilt Nh'�iN (i)h gNh(N1h g) � 1 mod �i+2Wir shliessen limi!1Nh('�iN (i)h g) = Nh(N1h g)und damit Nh(N1h g) = (N1h g)'. F�ur jedes i � 1 gilt ausserdem'�iN (i)h g � '�i(g'i) � g mod �;was (b) zur Folge hat. 2(1.3.18) Korollar. Die Abbildung %K ist surjektiv.Beweis. Sei � 2 Fq [[X℄℄�. Dann existiert ein eg 2 O eK [[X℄℄� mit %K(eg) = �. Wir setzeng := N1h eg 2 C0( eK;h), und mit (1.3.17) folgt nun %K(g) = %K(eg) = �. 2Wir fassen nun die wihtigsten Ergebnisse der Coleman-Theorie, die wir im weiteren ben�otigen,noh einmal zusammen. F�ur g 2 O eK [[X℄℄ sei dabei v(g) die eindeutig bestimmte nat�urliheZahl, so dass g 2 Xv(g)O eK [[X℄℄� ist, und C(K;h) sei gegeben durhC(K;h) := C( eK;h) \OK [[X℄℄:(1.3.19) Satz. Es sei � 2 eK ein Primelement, h 2 F�; eK, ! 2 
h. Dann gelten:



20 I. Grundlagen(a) Die Abbildung  ! : lim �OfKi ! C( eK;h), � = (�i) 7! g�,wobei g� eindeutig bestimmt ist durh die Vorgabe g'1�i� (!i) = �i f�ur alle i � 1, ist einMonoidisomorphismus mit Umkehrabbildung �1! : C( eK;h)! lim �OfKi, g 7! (g'1�i)(!i):Sie induziert einen GruppenisomorphismusU( eK) := lim �UfKi �= C0( eK;h):Es existiert ein kommutatives Diagrammlim �OfKi ���! C( eK;h)v??y v??yN ���! N :(b) Sind � 2 K, h 2 F�;K, dann ist die Abbildung ! : lim �OK�;i ! C(K;h), � = (�i) 7! g�,wobei g� eindeutig bestimmt ist durh die Vorgabe g�(!i) = (�i) f�ur alle i � 1, einMonoidisomorphismus mit Umkehrabbildung �1! : C(K;h)! lim �OK�;i, g 7! g(!i):Es existiert ein kommutatives Diagrammlim �OK�;i ���! C(K;h)v??y v??yN ���! N :() Die Reduktionsabbildung modulo � induziert einen Gruppenisomorphismus%K : C0( eK;h)! Fq [[X℄℄�sowie einen Gruppenisomorphismuslim �UfKi ! Fq [[X℄℄�:Beweis. Bis auf Aussage (b) ist alles bereits bewiesen worden. Diese Aussage erhalten wiraus unseren Ausf�uhrungen dadurh, dass wir die von uns verwendete verallgemeinerte Lubin-Tate-Theorie �uberall durh die Ergebnisse aus (1.2.7) ersetzen. Aufgrund der Kompaktheitvon OK [[X℄℄ lassen sih dabei die von uns verwendeten Vollst�andigkeitsargumente durh ein-fahere Kompaktheitsshl�usse ersetzen. 2Es soll an dieser Stelle niht vers�aumt werden, auf die Verbindung des letzten Satzes zurTheorie der Normenk�orper aus [Wi℄ hinzuweisen. Darin wird aufK := lim �fKi� [ f0g



x3. Coleman-Potenzreihen 21eine Addition de�niert und somit K zu einem K�orper gemaht. Shliesslih wird darauf einediskrete Bewertung eingef�uhrt, und K wird zu einem vollst�andig diskret bewerteten K�orperder Charakteristik p mit Restklassenk�orper Fq . Man erh�alt einen IsomorphismusK �= Fq ((X));Aussage () des letzten Satzes entspriht hier der Identi�kation der Einheitengruppen. UnsereHerangehensweise hat jedoh den Vorteil, expliziter zu sein, und die Menge der Coleman-Potenzreihen mit all ihren Eigenshaften erweist sih als sehr hilfreihes Instrument f�ur unsereweiteren Beweise.(1.3.20) De�nition. Sei h 2 F�; eK, und sei Fh die zu h assoziierte Lubin-Tate-Gruppe. Fhheisst normiert, falls X 2 C( eK;h) ist, d.h. fallsh = Y!2W 1h(X +Fh !)gilt. Wir setzen F 0�; eK = fh 2 F�; eK j Fh ist normiertg:(1.3.21) Lemma. (a) Es seien h 2 F�; eK, h0 2 F�0; eK. Sind Fh, Fh0 normiert, und istu 2 U eK , dann ist [u℄h;h0 2 C0( eK;h).(b) Ist Fh normiert und  ein Automorphismus von eK, dann ist auh Fh normiert.Beweis. Zum Beweis der Aussage (a) berehnen wir unter Verwendung von (1.2.6) und (1.2.9):[u℄'h;h0 Æ h = h0 Æ [u℄h;h0 = Y!02W 1h0 Fh0([u℄h;h0 ; !0) = Y!2W 1h Fh0([u℄h;h0 ; [u℄h;h0(!))= Y!2W 1h [u℄h;h0 Æ Fh(X;!):Sei  ein Automorphismus von eK. F�ur normiertes h ergibt sih aus (1.3.6)X = X = 0� Y!2W 1h Fh(X;!)1A = Y!2W 1h Fh (X;!);und somit folgt Aussage (b). 2(1.3.22) Proposition. Sei h 2 F�;K. Dann gelten:(a) Fh ist genau dann normiert, falls jedes ! = (!i) 2 
h eine normkompatible Folge in denK�orpern fKi ist. In diesem Fall ist � = eNK1jK!1.(b) Sei h 2 F�; eK, ! 2 
h, und sei � eine normkompatible Sequenz von Primelementen in denK�orpern fKi. Dann existiert ein zu Fh isomorphes normiertes Lubin-Tate-GruppengesetzFh0 , so dass � 2 
h0 ist. Insbesondere ist h0 2 F�0; eK, wobei �0 gegeben ist durh �0 =eNK1jK�1.



22 I. Grundlagen() Ist � = (�i) eine normkompatible Folge von Primelementen in fKi mit � := eNK1jK(�1),dann existiert genau ein h0 2 F 0�; eK, so dass � 2 
h0 ist. Ist � 2 K; (�i) eine normkom-patible Sequenz von Primelementen in den K�;i, dann ist h0 2 F�;K .Beweis. Sei Fh normiert. Dann ist h = Y!2W 1h Fh(X;!);somit wegen !i 2 fW ih'1�i und (1.3.21),(1.2.7)eNKijKi�1!i = Y!2W 1h'1�i Fh'1�i (!i; !) = 0� Y!2W 1h Fh(X;!)1A'1�i (!i) = h'1�i(!i) = !i�1:Sind umgekehrt die !i normkompatibel, dann folgt mit derselben Rehnungh'1�i(!i) = 0� Y!2W 1h Fh(X;!)1A'1�i (!i):Damit ist nah (1.3.11) h = Y!2W 1h Fh(X;!);d.h. Fh ist normiert. Es ergibt sih unmittelbar� = h(X)X = Y!2W 1hnf0gFh(0; !) = Y!2W 1hnf0g! = eNK1jK(�1);damit ist Behauptung (a) bewiesen. Zum Beweis von (b) betrahten wir h 2 F�; eK ; ! 2 
h.Verm�oge (1.3.19) �nden wir ein g 2 C( eK;h), so dass �i = g'1�i(!i) f�ur alle i � 1 ist. Da die�i Primelemente sind, ist dann v(g) = 1. Damit k�onnen wir nunh0 := g' Æ h Æ g�1setzen. Aus v(g) = 1 folgt unmittelbar, dass h0 � �0X mod (X2) ist mit einem Primelement�0 2 eK. Wir erhalten �(h0) = �(g)q ÆXq Æ �(g�1) = �(g Æ g�1)q = Xq;wobei � die Reduktionsabbildung modulo � bezeihne. Somit ist h0 2 F�0; eK . Wir werden nunzeigen, dass � = (�i) 2 
h0 ist. Dazu bemerken wirh0'1�i(�i) = (g' Æ h Æ g�1)'1�i(�i) = g'2�i Æ h'1�i(!i) = g'2�i(!i�1) = �i�1:Durh mehrfahes Anwenden dieser Beziehung erhalten wirh0 Æ h0'�1 Æ : : : Æ h0'1�i(�i) = g' Æ h Æ g�1 Æ (g' Æ h Æ g�1)'�1 : : : Æ (g' Æ h Æ g�1)'1�i(�i)= g' Æ h Æ g�1 Æ (g' Æ h Æ g�1)'�1 : : : Æ (g' Æ h Æ g�1)'2�i(�i�1)= : : : = g' Æ h Æ g�1(�1) = g' Æ h(!1) = g'(0) = 0;



x3. Coleman-Potenzreihen 23sowie analog h0'�1 Æ : : : Æ h0'1�i(�i) = �1 6= 0:Damit ist in der Tat � 2 
h0 . Da � eine normkompatible Folge ist, ergibt sih die Normiertheitvon Fh0 . Unter Verwendung von (a) folgt somit auh Aussage (b). Sei nun � = (�i) einenormkompatible Sequenz von Primelementen in den fKi mit � = eNK1jK(�1). Wenden wir(b) auf irgendein h 2 F�; eK ; ! 2 
h an, so erhalten wir ein h0 2 F 0�; eK mit � 2 
h0 . Seienh; h0 2 F 0�; eK mit � 2 
h \ 
h0. Dann ist f�ur jedes i � 1(h'1�i � h0'1�i)(�i) = 0;somit gilt nah (1.3.11) h = h0. Ist � 2 K;� 2 lim �K��;i eine normkompatible Sequenz vonPrimelementen, dann erhalten wir durh Anwenden von (b) auf h := �X+Xq ein h0 2 OK [[X℄℄mit � 2 
h0 , da die im Beweis von (b) verwendete Coleman-Reihe g nah (1.3.19) in C(K;h)liegt. 2(1.3.23) Lemma. Es seien �, �0 2 eK Primelemente, h 2 F 0�; eK, h0 2 F 0�0; eK. Sind ! 2 
h,!0 2 
h0, dann existiert ein Isomorphismus � : Fh ! Fh0, so dass �'1�i(!i) = !0i f�ur alle i � 1ist.Beweis. Sei � = [v℄h;h0 : Fh ! Fh0 ein Isomorphismus. Mittels (1.2.12) ist (e!i) := (�'1�i(!i)) 2
h0 . Die Abbildung lim�!fKi ! lim�!fKi ; (e!i) 7! (!0i)induziert einen Automorphismus von gKabj eK, wir �nden also ein u 2 UK , so dass[u℄h0'1�i (e!i) = !0if�ur alle i � 1 ist. Wir de�nieren nun � := [uv℄h;h0 . Es ergibt sih in Verbindung mit (1.2.6)�'1�i(!i) = [uv℄h'1�i ;h0'1�i (!i) = [u℄h0'1�i Æ [v℄'1�ih;h0 (!i) = [u℄h0'1�i (e!i) = !0i;damit ist � der gesuhte Isomorphismus. 2(1.3.24) Lemma. Es sei eine Fortsetzung von ' nah Kab �xiert. Sei � 2 eK, h 2 F 0�; eK,! = (!i) 2 
h. Dann gibt es f�ur jedes g 2 C0( eK;h) ein g1 2 C0( eK;h), so dass f�ur jedesa 2 UK und jedes i 2 N �(g1 Æ [a℄h)'1�i(!i)�'�1 = (g Æ [a℄h)'1�i (!i)gilt. Ausserdem erf�ullt g1 die Gleihungg1(0)'�1 = g(0):Sind � 2 K, h 2 OK [[X℄℄, und ist ' so gew�ahlt, dass es K1 �xiert, dann ist g'�11 = g1.Beweis. Nah (1.3.19) ist � = (�i) = (g'1�i)(!i) eine normkompatible Sequenz von Einheitenin den K�orpern fKi. Vermo�ge (1.1.2) haben wir eine exakte Sequenz1 ���! UK�;i ���! UfKi '�1���! UfKi ���! 1



24 I. Grundlagenmit einem Primelement � 2 K, es existiert also f�ur jedes i � 1 ein i 2 UfKi mit '�1i = �i.Die Menge f0i 2 UfKi j 0'�1i = �ig = iUK�;iist kompakt. Ausserdem gilt f�ur i+1 mit '�1i+1 = �i+1 die Beziehung( eNKi+1jKii+1)'�1 = eNKi+1jKi�i+1 = �i:Wir k�onnen aus diesen Gr�unden  = (i) als normkompatible Folge annehmen. Sei g1 2C0( eK;h) gegeben durh g1 :=  !(), wobei  den Isomorphismus aus (1.3.19) bezeihne, d.h.i = g'1�i1 (!i) f�ur alle i � 1. Damit folgt(g'1�i1 )'�1 = '�1i = �i = g'1�i(!i):Sei a 2 UK . Dann ist�(g1 Æ [a℄h)'1�i(!i)�'�1 = �g'1�i1 Æ [a℄h'1�i (!i)�'�1 = �g'1�i1 Æ (a�1;K)(!i)�'�1= �(a�1;K) Æ g'1�i1 (!i)�'�1 = �(a�1;K)(i)�'�1= (a�1;K)(�i) = (a�1;K)�g'1�i(!i)�= g'1�i Æ (a�1;K)(!i) = g'1�i Æ [a℄h'1�i (!i)= (g Æ [a℄h)'1�i(!i):Hierbei haben wir verwendet, dass g; g1 2 O eK [[X℄℄ sind und somit von (a�1;K) �xiert werden.Sei � : Fh �! Fh' mittels (1.3.23) so gew�ahlt, dass �'1�i(!i) = '(!i) ist. Dann gilt f�ur allei � 1:g'1 Æ �g1 '1�i(!i) = g'2�i1 Æ �'1�i(!i)g'1�i1 (!i) = g'2�i1 Æ '(!i)g'1�i1 (!i) = '(g'1�i1 (!i))g'1�i1 (!i) = (g'1�i1 (!i))'�1= g'1�i(!i):Damit folgt mittels (1.3.11) g'1 Æ �g1 = g;wegen �(0) = 0 ergibt sih g1(0)'�1 = g(0). Sind � 2 K;h 2 OK [[X℄℄, und ist 'jK1 = idK1,dann ist � = X und somit g'�11 = g. 2



II. Metabelshe lokaleKlassenk�orpertheoriex1. Galoisgruppen spezieller ErweiterungenSei K ein lokaler K�orper und L eine endlihe Galoiserweiterung von K. Sind keine Verwehs-lungen zu bef�urhten, so shreiben wir ' := 'L 2 G(LnrjL) f�ur den Frobeniusautomorphimusvon L. Wir werden im folgenden die Struktur der Gruppe G(LabjK) untersuhen. Eine wih-tige Teilerweiterung von LabjK ist die Erweiterung LnrjK. F�ur diese halten wir das folgendeLemma fest:(2.1.1) Lemma. Die Gruppe G(LnrjK) ist eine zentrale Erweiterung von G(LjK) mit Ẑ:1 ���! Ẑ ���! G(LnrjK) ���! G(LjK) ���! 1 ,wobei 1 2 Ẑ auf den Frobeniusautomorphismus ' 2 G(LnrjL) � G(LnrjK) abgebildet wird.Beweis. Die Exaktheit der obigen Sequenz ist klar. Zu zeigen ist noh, dass ' mit allenElementen aus G(LnrjK) kommutiert. Sei also � 2 G(LnrjK). Dann ist('�)jL = 'jL�jL = �jL = �jL'jL = (�')jL;und da G(KnrjK) abelsh ist, gilt auh('�)jKnr = 'jKnr�jKnr = 'jKnr�jKnr = (�')jKnr :Wegen Lnr = LKnr ergibt sih '� = �'. 2Die Operation von G(LnrjK) auf Lnr setzt sih stetig zu einer Operation auf eL fort, wobei derFixk�orper von G(LnrjK) in eL durh K gegeben ist, vgl. [Neu1℄, Kap.V, Lemma (2.1). Wir�xieren von jetzt an ein Primelement � 2 eL.(2.1.2) De�nition. Wir de�nierenG(LjK;�) := �(; b) 2 G(LnrjK)� UeL j b'�1 = ��1	 :Auf G(LjK;�) erkl�aren wir eine Verkn�upfung durh(1; b1)(2; b2) = (12; b11(b2)) :



26 II. Metabelshe lokale Klassenk�orpertheorie(2.1.3) Proposition. Mit der obigen Verkn�upfung wird G(LjK;�) zu einer Gruppe mit neu-tralem Element (idLnr ; 1). Das inverse Element zu (; b) ist gegeben durh (�1; �1(b�1)).Wir haben die exakte Sequenz1 ���! UL ���! G(LjK;�) ���! G(LnrjK) ���! 1:Beweis. Seien (1; b1); (2; b2); (3; b3) 2 G(LjK;�). Zun�ahst zeigen wir, dass(1; b1)(2; b2) = (12; b11(b2)) 2 G(LjK;�)ist. Dazu m�ussen wir uns �uberlegen, dass (b11(b2))'�1 = �12�1 gilt. O�enbar ist(b11(b2))'�1 = b'�11 (1(b2))'�1 = �1�11(b'�12 ) = �1�11(�2�1) = �1�1�12�1= �12�1:Zum Nahweis des Assoziativgesetzes berehnen wir((1; b1)(2; b2)) (3; b3) = (12; b11(b2))(3; b3) = (123; b11(b2)12(b3))= (123; b11(b22(b3))) = (1; b1)(23; b22(b3))= (1; b1)((2; b2)(3; b3)):Sei nun (; b) 2 G(LjK;�). O�ensihtlih ist (; b)(idLnr ; 1) = (; b), und das Element(�1; �1(b�1)) liegt in G(LjK;�), denn(�1(b�1))'�1 = �1((b�1)'�1) = ��1:Es gilt: (; b)(�1; �1(b�1)) = (idLnr ; b�1(b�1)) = (idLnr ; 1):Damit ist der erste Teil der Behauptung bewiesen, und die Exaktheit der obigen Sequenz folgtaus (1.1.2). Ist n�amlih (idLnr ; b) 2 G(LjK;�) mit b 2 UeL, so ergibt sih b'�1 = 1 und somitb 2 UL. 2Wir haben im ersten Kapitel zum lokalen K�orper L den K�orperturm der eLi konstruiert, wobeiLi der Klassenk�orper zu U iL war (vgl. (1.2.8)). Dieser spielt f�ur die Charakterisierung derGruppe G(LabjK) eine entsheidende Rolle.(2.1.4) Proposition. Sei ! = (!i) eine normkompatible Sequenz von Primelementen !i 2 eLimit eNL1jL(!1) = �. Dann gibt es einen (von ! abh�angigen abstrakten) Isomorphismus{! : G(LjK;�) �= G(LabjK),so dass das folgende Diagramm kommutiert:1 ���! UL ���! G(LjK;�) ���! G(LnrjK) ���! 1??y(��1;L) ??y{! 1 ���! G(LabjLnr) ���! G(LabjK) ���! G(LnrjK) ���! 1 :Die vertikale Abbildung links ist gegeben durh u 7! (u�1; L).



x1. Galoisgruppen spezieller Erweiterungen 27Beweis. Sei h 2 F 0�;eL die nah (1.3.22) eindeutig bestimmte Potenzreihe, so dass ! 2 
h ist,und Fh das zu h assoziierte Lubin-Tate-Gruppengesetz. Sei (; b) 2 G(LjK;�). Dann existiertnah (1.2.6) ein eindeutig bestimmter Isomorphismus � = [b℄h;h : Fh �= Fh �uber OeL, welherh Æ � = �' Æ h ; �(X) � bX mod X2erf�ullt. Wir setzen !0i := �'1�i(!i). Nah (1.2.12) ist !0 = (!0i) 2 
h . Die !0i sind ebenfallsErzeuger der reinverzweigten Erweiterungen eLijeL, es existiert also genau eine Fortsetzung �von  zu einem Automorphismus von [ eLi mit �(!) = !0. Der K�orper [ eLi umfasst Lab, undwir setzen {!((; b)) := �jLab :Wir m�ussen nun zeigen, dass {! ein Homomorphismus ist. Seien �1; �2; �12 bzw. �1; �2; �12 diezu (1; b1); (2; b2); (1; b1)(2; b2) konstruierten obigen Potenzreihen bzw. Automorphismen.Dann sind �1 Æ �2 und �12 Fortsetzungen von 12, und es bleibt zu zeigen, dass �1 Æ �2 und�12 auf ! �ubereinstimmen. Wir erhalten�1 Æ �2(!i) = �1(�'1�i2 (!i)) = �'1�i12 (�1(!1)) = �'1�i12 Æ �'1�i1 (!i) = (�12 Æ �1)'1�i(!i);da �2 2 OeL[[X℄℄ ist und �1jeL = 1. Es bleibt also zu zeigen, dass �12 = �12 Æ �1 ist. O�enbargilt �12 � b11(b2)X � �12 Æ �1 mod X2:Aus h12 Æ �12 Æ �1 = (h2 Æ �2)1 Æ �1 = (�'2 Æ h)1 Æ �1 = �'12 Æ h1 Æ �1 = �'12 Æ �'1 Æ h= (�12 Æ �1)' Æ hfolgt, dass �12 Æ�1 die harakterisierenden Eigenshaften von �12 erf�ullt, somit also �12 Æ�1 = �12ist.Es bleibt die Kommutativit�at des obigen Diagramms zu zeigen. Da die vertikalen Abbildungenlinks und rehts Isomorphismen sind, ergibt sih dann, dass auh {! ein Isomorphismus ist. DieKommutativit�at des rehten Quadrates, also {!((; b))jLnr =  ist klar nah der Konstruktionvon {!. Zur Kommutativit�at des linken Quadrates ist zu zeigen, dass {!((idLnr ; b)) = (b�1; L)f�ur alle b 2 UL gilt. Es ist {!((idLnr ; b))jLnr = idLnr = (b�1; L)jLnr :Wie eben gen�ugt es zu zeigen, dass {!((idLnr ; b))(!i) = (b�1; L)(!i) f�ur alle i 2 N ist. Mit derLubin-Tate-Theorie erhalten wir(b�1; L)(!i) = [b℄h'1�i (!i) = [b℄'1�ih (!i) = {!((idLnr ; b))(!i):Damit ist die Proposition bewiesen. 2Sei L0 � L eine weitere endlihe Galoiserweiterung von K und �0 ein Primelement von eL0 miteNL0jL(�0) = �. Nah (1.1.3) existiert solh ein �0 in der Tat, denn eNL0jL ist surjektiv. Seif := f(L0jL), so dass also 'L0 jLnr = 'f ist.Wir wollen nun versuhen, die Gruppen G(L0jK;�0) und G(LjK;�) in Verbindung zu setzen.Aus der eben gezeigten Proposition ersehen wir, dass die UL-Komponente von G(LjK;�) genauG(LabjLnr) entspriht. Betrahten wir die Funktorialit�atsaussage der lokalen Klassenk�orper-theorie in (1.1.1), so sehen wir, dass eine Abbildung zwishen G(L0jK;�0) und G(LjK;�) auf derzweiten Komponente die Normabbildung von U 0L nah UL induzieren sollte. Eine Abbildung,die dies tut, kennen wir bereits aus (1.1.4). Wir mahen daher die folgende De�nition.



28 II. Metabelshe lokale Klassenk�orpertheorie(2.1.5) De�nition. Die �UbergangsabbildungrL0jL : G(L0jK;�0)! G(LjK;�)sei durh (0; b0) 7! 0�0jLnr ; Y0�i<f 'iL � eNL0jL(b0)�1A :de�niertWir geben jetzt einige Eigenshaften von rL0jL an.(2.1.6) Proposition. (a) rL0jL ist ein Gruppenhomomorphismus.(b) Auf der zweiten Komponente induziert die Abbildung rL0jL die Normabbildung von UL0nah UL, und wir haben ein kommutatives Diagramm1 ���! UL0 ���! G(L0jK;�0) ���! G(L0nrjK) ���! 1??yNL0jK ??yrL0jL ??yres1 ���! UL ���! G(LjK;�) ���! G(LnrjK) ���! 1 :() Ist L00 eine endlihe Galoiserweiterung von K mit L00 � L0 � L, und ist �00 ein Primele-ment von L00 mit eNL00jL(�00) = �0, dann gilt:rL0jL Æ rL00jL0 = rL00jL:Beweis. Zun�ahst veri�zieren wir die Wohlde�niertheit von rL0jL. Sei (0; b0) 2 G(L0jK;�0).Wir m�ussen zeigen, dass 0� Y0�i<f 'iL � eNL0jL(b0)�1A'L�1 = �0jLnr�1ist. Dies ist aber der Fall, denn0� Y0�i<f 'iL � eNL0jL(b0)�1A'L�1 = 'fL � eNL0jL(b0)�eNL0jL(b0) = 'fL0 � eNL0jL(b0)�eNL0jL(b0)= eNL0jL(b0'L0�1) = eNL0jL(�00�1)= �0jLnr�1:



x1. Galoisgruppen spezieller Erweiterungen 29Seien (01; b01); (02; b02) 2 G(L0jK;�). Wir �ndenr �(01; b01)(02; b02)� = r ��0102; b0101(b02)��= 0�(0102)jLnr ; Y0�i<f 'iL � eNL0jL �b0101(b02)��1A= 0�01jLnr02jLnr ; Y0�i<f 'iL � eNL0jL(b01)� Y0�i<f 'iL � eNL0jL �01(b02)��1A= 0�01jLnr02jLnr ; Y0�i<f 'iL � eNL0jL(b01)�01jLnr0� Y0�i<f eNL0jL(b02)1A1A= 0�01jLnr ; Y0�i<f 'iL � eNL0jL(b01)�1A0�02jLnr ; Y0�i<f 'iL � eNL0jL(b02)�1A= r �(01; b01)� r �(02; b02)� :Aussage (b) folgt unmittelbar aus (1.1.4). Sei (00; b00) 2 G(L00jK;�00). Mit f 0 := f(L00jL0)erhalten wirrL0jL Æ rL00jL0(00; b00) = rL0jL0�0�00jL0nr ; Y0�j<f 0 'jL0 � eNL00jL0(b00)�1A1A= 0�00jLnr ; Y0�i<f 'iL0� eNL0jL Y0�j<f 0 'jL0 � eNL00jL0(b00)�1A1A= 0�00jLnr ; Y0�i<f Y0�j<f 0 'iL'jL0 � eNL00jL(b00)�1A= 0�00jLnr ; Y0�i<f Y0�j<f 0 'i+fjL � eNL00jL(b00)�1A= 0�00jLnr ; Y0�i<ff 0 'i+fjL � eNL00jL(b00)�1A= rL00jL(00; b00)und somit Aussage (). 2(2.1.7) De�nition. Es seien h 2 F 0�;eL, h0 2 F 0�0; eL0 sowie ! 2 
h, !0 2 
h0. Dann heissen !und !0 normkompatibel zueinander, falls Li � L0j stets eNL0j jLi!0j = !i impliziert.(2.1.8) Proposition. Es seien h0 2 F�0; eL0, !0 2 
h0. Dann existieren ein h 2 F�;eL und ein! 2 
h, so dass ! und !0 normkompatibel zueinander sind.Beweis. Sei i 2 N. Dann ist die Erweiterung LijL abelsh, also auh L0LijL0. Es existierthiernah ein j 2 N mit L0j � L0Li, denn L0j ist Klassenk�orper zu U jL0 , und die UnL0 bilden eine



30 II. Metabelshe lokale Klassenk�orpertheorieUmgebungsbasis der Eins in L0j�. Somit haben wir die Inklusion Li � L0j und k�onnenj(i) := minfj 2 N j L0j � Ligsetzen. Wir de�nieren nun !i := eNL0j(i)jLi!0j(i) und erhalteneNLijLi�1!i = eNLijLi�1 eNL0j(i)jLi!0j(i) = eNL0j(i)jLi�1!0j(i) = eNL0j(i�1)jLi�1 eNL0j(i)jL0j(i�1)!0j(i)= eNL0j(i�1)jLi�1!0j(i�1) = !i�1;die Folge ! := (!i) ist damit eine normkompatible Folge von Primelementen in den eLi. WirberehneneNL1jL!1 = eNL1jL eNLj(1)jL1!0j(1) = eNLj(1)jL1!0j(1) = eNL0jL eNL0j(1)jL0!0j(1) = eNL0jL�0 = �:Aufgrund von (1.3.22) �nden wir ein h 2 F 0�;eL mit ! 2 
h. Nah Konstruktion sind !; !0normkompatibel zueinander. 2(2.1.9) Proposition. Es seien h 2 F�;eL, h0 2 F�0; eL0 sowie ! 2 
h, !0 2 
h0. Ausserdemexistiere ein System L von endlihen Galoiserweiterungen L00jK mit L � L0 � L00 � Lab,welhes ko�nal in LabjK ist, und das der folgenden Liftungseigenshaft (L) gen�ugt:Ist L00 2 L, dann existieren ein Primelement �00 2 fL00 mit eNL00jL0�00 = �0, ein h00 2F 0�00;fL00 und ! 2 
h00 , so dass !00 kompatibel mit !; !0 ist.Dann ist das Diagramm G(L0jK;�0) rL0jL���! G(LjK;�)??y{!0 ??y{!G(L0abjK) res���! G(LabjK)kommutativ, wobei res die Einshr�ankungsabbildung auf LabjK bezeihnet.Beweis. Wir setzenr!;!0 := {! Æ rL0jL Æ {�1!0 ; G0 := G(L0abjK); G := G(LabjK):Ist L00 � K eine endlihe Galoiserweiterung von K mit L � L00 � L0, dann gibt es nah (2.1.8)ein zu ! und !0 normkompatibles !00 mit einem dazugeh�origen Primelement �00 2 fL00. Aufgrundvon r!;!0 = r!;!00 Æ r!00;!0 folgt die Behauptung aus den entsprehenden Aussagen f�ur dieErweiterungen L0jL00 und L00jL. Da L0jL au�osbar ist, k�onnen wir somit ohne Einshr�ankungannehmen, dass L0jL abelsh ist. Wir werden uns nun �uberlegen, dass es ausreihend ist zuzeigen:(a) F�ur alle �0 2 G0 ist r!;!0(�0)jL0 = �0jL0 .(b) r!;!0 ist surjektiv.Sei dazu L00 2 L mit G00 := G(L00abjK). Mittels (L) �nden wir !00; �00, welhe kompatibelmit !; !0 sind. Wir bezeihnen die Restriktionsabbildungen von G;G0; G00 nah G(L00jK) mit



x1. Galoisgruppen spezieller Erweiterungen 31j; j0; j00, und es sei { = {!; {0 = {!0 ; {00 = {!00 . Es seien r : G(L0jK;�0) ! G(LjK;�); r0 :G(L00jK;�00)! G(L0jK;�0) die �Ubergangsabbildungen aus (2.1.5). Wir erhalten das DiagrammG(L00jK;�00) r0
//{00

��

G(L0jK;�0) r
//{0

��

G(LjK;�){
��G00 resG00jG

//j00 ((PPPPPPPPPPPPP G0 resG0jG
//j0

��

Gj
wwoooooooooooooG(L00jK) :Mittels (a), angewendet auf L00jL und L00jL0 �nden wir:j Æ r!;!00 = j Æ { Æ r Æ r0 Æ {00�1 = j00 ; j0 Æ r!0;!00 = j0 Æ {0 Æ r0 Æ {00�1 = j00:Wegen r0 = {�1!0 Æ r!0;!00 Æ {!00 folgt mit (b), angewendet auf L00jL0, und (2.1.4) die Surjektivit�atvon r0. Es ergibt sih j Æ { Æ r = j00 Æ {00 Æ r0�1 = j0 Æ {0. Da L00 beliebig gew�ahlt war, folgt{Æ r = resG0jG Æ{0. Es verbleibt uns nun, die Aussagen (a) und (b) zu zeigen. Das ist der Inhaltdes n�ahsten, den eigentlihen Kern unserer Ausf�uhrungen darstellenden Lemmas. 2(2.1.10) Lemma. Gelten die Voraussetzungen der vorangegangenen Proposition, und ist dieErweiterung L0jL abelsh, so folgt:(a) F�ur alle �0 2 G0 ist r!;!0(�0)jL0 = �0jL0 .(b) r!;!0 ist surjektiv.Beweis. Sei i 2 N mit L0 � Li, insbesondere also NL0jLUL0 � U iL . Da nah Voraussetzung!; !0 kompatibel sind, gilteNLijL0!i = eNLijL0 eNLj(i)jLi!j(i) = eNLj(i)jL0!j(i) = �0Unter Benutzung der Surjektivit�at von {! nah (2.1.4) setzen wir�0 = {!0((0; b0)) ; (; b) := rL0jL(0; b0):mit einem geeigneten (0; b0) 2 G(L0jK;�0). Es bleibt dann zu zeigen, dass�0jL0 = r!;!0(�0)jL0 = r!;!0(0; b0)jL0 = r!;!0({!0(0; b0))jL0 = {w Æ r(0; b0)jL0= {!((; b))jL0gilt. Nah (2.1.4) ist �0j[fLi = {!((; u)) f�ur ein u 2 UeL mit u'�1 = ��1. Wenn wir zeigenk�onnen, dass b=u =: " 2 NL0jL(UL0) ist, dann folgt die Behauptung, da in diesem Fall{!((; b))jL0 = {!((; u"))jL0 = {!((idLnr ; ")(; u))jL0 = ("�1; L)jL0 {!((; u))jL0 = {!((; u))jL0= �0jL0ist. Wegen (2.1.4) ist b=u 2 UL, da (; b) und (; u) auf dasselbe Element in � projizieren.Sei R ein Vertretersystem f�ur NL0jLUL0=U iL. Das Normrestsymbol (�; L) induziert uns einenIsomorphismus NL0jLUL0=U iL �= G( eLij eL0):



32 II. Metabelshe lokale Klassenk�orpertheorieSomit ist f(v�1; L)(!i) j v 2 Rg = f[v℄h'1�i (!i) j v 2 Rg ein vollst�andiges System vonKonjugierten von !i �uber eL0. Wegen �0 = eNLijL0(!i) erhalten wir�0 = Yv2R [v℄h'1�i (!i);somit 0(�0) = �0(�0) = �0 Yv2R [v℄h'1�i (!i)! :Nun ist �0 �[v℄h'1�i (!i)� = [v℄�0h'1�i (�0(!i)) = [v℄h'1�i (�0(!i));denn [v℄h'1�i 2 OeL[[X℄℄; �0jeL = . Nah (1.2.5) und (2.1.1) ist[v℄h'1�i = [v℄h'1�i :Zusammengefasst ergibt das 0(�0) = Yv2R[v℄h'1�i(�0(!i)):Wegen �0j[fLi = {!((; u)) haben wir�0(!i) = [u℄'1�ih;h (!i) = ['1�iu℄h'1�i ;h'1�i (!i):Insgesamt �nden wir also0(�0) = Yv2R[v℄h'1�i Æ ['1�iu℄h'1�i ;h'1�i (!i);d.h. in Verbindung mit (1.2.6)0(�0) = Yv2R[v'1�iu℄h'1�i ;h'1�i (!i):Da L0jK galoissh ist, bilden die fv jv 2 Rg wieder ein Vertretersystem von NL0jLUL0=U iL,somit ergibt sih 0(�0) = Yv2R[v'1�iu℄h'1�i ;h'1�i (!i):Wir berehnen '0(b0)b0 = 0(�0)�0 = Qv2R[v'1�iu℄h'1�i ;h'1�iQv2R [v℄h'1�i (!i) :Nun ist wegen v 2 L und (1.2.6)[v'1�iu℄h'1�i ;h'1�i = ([vu℄h;h )'1�i = ([u℄h;h Æ [v℄h)'1�i ;d.h.'0(b0)b0 = Qv2R ([u℄h;h Æ [v℄h)'1�i (!i)Qv2R [v℄h'1�i (!i) = Yv2R� [u℄h;h Æ [v℄h[v℄h �'1�i (!i) = Yv2R(g Æ [v℄h)'1�i(!i);



x1. Galoisgruppen spezieller Erweiterungen 33wobei wir g(X) := [u℄h;h (X)=X gesetzt haben. Nah (1.3.21) ist g 2 C0(eL; h), d.h. g isteine Coleman-Potenzreihe. Wir w�ahlen eine Fortsetzung von ' nah Lab, so dass '0 := 'L0 ='f jL0nr gilt. Nah (1.3.24) gibt es eine Coleman-Potenzreihe g1 2 C0(eL; h), so dass f�ur jedesv 2 UL �(g1 Æ [v℄h)'1�i(!i)�'�1 = (g Æ [v℄h)'1�i(!i)gilt, und dieses g1 erf�ullt g'�11 (0) = g(0) = u. Die (g1 Æ [v℄h)'1�i(!i); v 2 R; sind genau dieKonjugierten von g'1�i1 (!i) �uber eL0, denn g1 wird von eL0-Automorphismen �xiert, und dieKonjugierten von !i sind genau die [v℄'1�ih (!i). Damit haben wirYv2R(g1 Æ [v℄h)'1�i(!i) = eNLijL0 �g'1�i1 (!i)� 2 U eL0Unter Benutzung von (1.1.4) w�ahlen wir ein u0 2 U eL0 mitY0�k<f 'k(u0) = Yv2R(g1 Æ [v℄h)'1�i(!i):Es ergibt sih'0(u0)u0 = 0� Y0�k<f 'k(u0)1A'�1 = Yv2R �(g1 Æ [v℄h)'1�i(!i)�'�1 = Yv2R(g Æ [v℄h)'1�i(!i) = '0(b0)b0 ;mit (1.1.2) ist also b0=u0 2 UL0 . Wir erhaltenY0�k<f 'k( eNL0jLu0) = eNL0jL Yv2R(g1 Æ [v℄h)'1�i(!i)! = eNL0jL eNLijL0 �g'1�i1 (!i)�= eNLijL �g'1�i1 (!i)� = eNL1jL (g1(!1)) ;da die g'1�i1 (!i) normkompatibel sind nah (1.3.19). Es ergibt siheNL1jL(g'1�i1 (!1)) = Y!2W 1hn0 g1(!) = 1g1(0) Y!2W 1h g1(!) = 1g1(0) Y!2W 1h g1(0 +Fh !) = 'g1(0)g1(0)= g'�11 (0) = u;da g1 eine Coleman-Potenzreihe ist. Zusammengefasst haben wir daher unter Verwendung von(; b) = r(0; b0); b0=u0 2 UL0 und (1.1.4)bu = Y0�k<f 'k( eNL0jL b0u0 ) = NL0jL b0u0Damit ist Aussage (a) des Lemmas bewiesen. F�ur Aussage (b) betrahten wir das Diagramm1 ���! NL0jLUL0 ���! G(LjK;�) ���! G(LjK;�)=NL0 jLUL0 ���! 1??y�= ??y{! ??y�=1 ���! G(LabjL0nr) ���! G ���! G(L0nrjK) ���! 1 :



34 II. Metabelshe lokale Klassenk�orpertheorieDas Bild von r!;!0 in G projiziert surjektiv auf G(L0nrjK), da f�ur jedes � 2 G(L0nrjK) dieGleihungen r!;!0(�)jL0 = �jL0 undr!;!0(�)jLnr = {! Æ r Æ {�1!0 (�)jLnr = {! Æ r(�; 1)jLnr = �jLnrgelten. Auf UL0 � G(L0jK;�) stimmt r wegen (2.1.6)(b) mit NL0jL �uberein, damit enth�alt dasBild von r!;!0 auh G(LabjL0nr), d.h. r!;!0(G0) = G. 2x2. Lubin-Tate-Spaltungen(2.2.1) De�nition. Eine Lubin-Tate-Spaltung ist eine Spaltung der exakten Sequenz1 ���! G(KsepjKnr) ���! G(KsepjK) ���! Ẑ ���! 1 ,entspriht also der Auswahl eines Frobeniusautomorphismus ' 2 G(KsepjK). Eine Lubin-Tate-Nummerierung �uber K ist die Wahl eines Primelementes �L 2 eL f�ur jede endliheGaloiserweiterung LjK, so dass f�ur jede endlihe Galoiserweiterung M jK mit M � L gilt:eNM jL(�M ) = �L.Ist ' 2 G(KsepjK) ein Frobeniusautomorphismus, dann bezeihnen wir den Fixk�orper von 'in Ksep mit K'. K' ist eine maximal reinverzweigte Erweiterung von K mit K'Knr = Ksep.(2.2.2) Lemma. Es seienM , L � K' Erweiterungen K mitMnr � Lnr . Dann folgtM � L.Beweis. Sei � 2 L. Dann istM(�) � K', d.h. M(�)jK und somitM(�)jM sind reinverzweigt.Andererseits folgt wegen a 2 L auh � 2 Mnr, was zur Folge hat, dass M(�)jM unverzweigtist. Damit ergibt sih M(�) =M , was � 2M impliziert. 2(2.2.3) De�nition. Sei K 0jK endlih. K 0 heisst kompatibel zu (K;'), falls K 0 von 'f�xiert wird, wobei f = f(K 0jK) ist. In diesem Fall setzen wir '0 := 'f , und es ist K 0'0 � K'.(2.2.4) Lemma. Es sei eine Lubin-Tate-Spaltung �uber K �xiert. Sei LjK endlih galoissh.Dann gelten:(a) L besitzt eine endlihe unverzweigte Erweiterung, welhe zu (K;') kompatibel ist.(b) Es existiert ein L0 � K' mit Lnr = L0nr.() Ist L kompatibel mit (K;'), dann ist L0 � L.Beweis. Sei r := ordG(LjK)('). Setzen wir M := LKnrr , dann ist f(M jK) = r, und M wirdvon 'r �xiert, d.h. M ist kompatibel zu (K;'). F�ur L0 :=M \K' erhalten wir L0Knrr =M ,denn [M : L0℄ = r = [Knrr : K℄ = [Knrr : L0 \Knrr ℄ = [L0Knrr : L0℄:Ist L kompatibel mit (K;'), dann ist M = L, insbesondere also L0 � L. 2(2.2.5) Lemma. Es sei eine Lubin-Tate-Spaltung �uber K �xiert. Dann gibt es eine eindeutigbestimmte normkompatible Sequenz von Primelementenf�L 2 L� j K � L � K'; [L : K℄ <1g:



x2. Lubin-Tate-Spaltungen 35Beweis. Sei LjK eine endlihe Erweiterung mit L � K'. Dann ist L1 := Lab \ K' einemaximal reinverzweigte abelshe Erweiterung von L. F�ur die Gruppe der universellen Normenvon L1 erhalten wir N(L1jL) = \L�L0�L1NL0jL(L̂0�) = �ẐLmit einem eindeutig bestimmten Primelement �L 2 L. Damit existiert h�ohstens ein �L 2 L,welhes universelle Norm von K' ist. Da dies f�ur jedes L gilt, gibt es h�ohstens eine Sequenznormkompatibler Primelemente. Die Menge der Sequenzen normkompatibler Primelementesteht o�enbar in Bijektion zu lim �UL, wobei der Limes �uber alle K � L � K' bez�uglih derNormabbildungen gebildet wird. Als projektiver Limes nihtleerer Kompakta ist diese Mengejedoh nihtleer, was die Behauptung implizert. 2(2.2.6) Korollar. Jede Lubin-Tate-Spaltung �uber K bestimmt eine Lubin-Tate-Nummerie-rung �uber K.Beweis. Sei LjK endlih galoissh. Dann existiert nah (2.2.4) ein L0 � K', so dass L0nr = Lnrist. Insbesondere ist also eL0 = eL. Wir setzen dann �L := �L0 . Ist M jK galoissh mit M � L,dann ergibt sih mit (1.1.4)eNM jL�M = eNM 0jL0�M 0 = NM 0jL0�M 0 = �L0 = �L;da M 0jL0 reinverzweigt ist. 2(2.2.7) Korollar. K' hat keine nihttrivialen Automorphismen.Beweis. Jeder Automorphismus von K' bildet die obige normkompatible Sequenz von Prim-elementen auf eine normkompatible Sequenz von Primelementen ab, also auf sih selbst. DiePrimelemente �L erzeugen jedoh die reinverzweigten Erweiterungen LjK, deswegen muss je-der Automorphismus von K' die Identit�at sein. 2Im folgenden sei eine Lubin-Tate-Spaltung ' �uber K �xiert.(2.2.8) De�nition. F�ur L � K', [L : K℄ <1, bezeihne Ln den Klassenk�orper zu h�LiUnL ,wobei �L dasjenige Primelement aus L ist, welhes uns durh die Lubin-Tate-Spaltung geliefertwird.Mit (1.2.7) sehen wir, dass Ln eine reinverzweigte abelshe Erweiterung von L mit [Ln : L℄ =qn�1(q � 1); Ln � K' ist. Verm�oge (2.2.5) erhalten wir eine normkompatible Sequenz vonPrimelementen �Ln aus Ln. Wenden wir in dieser Situation (1.3.22) an, dann erhalten wirein eindeutig bestimmtes fL 2 F 0�L;L, so dass (�Ln) 2 
fL ist. Nun sind wir in der Lage, dieErgebnisse des letzten Abshnittes noh etwas umzuformulieren.(2.2.9) Korollar. Es sei eine Lubin-Tate-Spaltung �uber K �xiert, und LjK sei endlih ga-loissh. Dann gibt es einen kanonishen Isomorphismus{LjK : G(LjK;�L) �= G(LabjK):Beweis. Um (2.1.4) anwenden zu k�onnen, m�ussen wir zu L eine normkompatible Sequenz vonPrimelementen !i 2 fKi konstruieren. Dazu bestimmen wir zun�ahst mittels (2.2.4) ein L0 �K' mit L0nr = Lnr. Die Lubin-Tate-Spaltung liefert uns nah (2.2.6) ein Primelement �L =



36 II. Metabelshe lokale Klassenk�orpertheorie�L0 2 eL. Wie eben erl�autert, erhalten wir eine normkompatible Sequenz von Primelementen�L0i 2 L0i. Damit �nden wir aufgrund von L0i = L0(�L0i):eL0i = L̂0(�L0i) = eL0(�L0i) = eL(�L0i) = eLi;denn �L0i 2 fW ifL ; fL := fL0 2 F�L0 ;L0 � F�L;eL, die Anwendung von (1.2.10) ergibt also dieletzte Gleihheit. Setzen wir also !i := �L0i , dann ist !i 2 L0i � eL0i = eLi. Die Folge der !i istauh normkompatibel in den K�orpern eLi, denn durh Anwenden von (1.1.4) sehen wir:eNLijLi�1(!i) = eNL0ijL0i�1(�L0i) = NL0ijL0i�1(�L0i) = �L0i�1 = !i�1:Wenden wir nun (2.1.4) auf die Folge der !i an, so folgt die Behauptung. 2Ist L kompatibel mit (K;'), dann ist nah (2.2.4) sogar �L 2 L. In diesem Fall setzen wir f�uralle i � 1: Li := L�L;i ; L1 := [i2N Li(vgl. (1.2.7)). Es ist dann aufgrund von (2.2.4) fL 2 F�L0 ;L0 � F�L;L, und somit gilt wegen!i 2 fW ifL mit (1.2.7): Li = L(!i) f�ur jedes i � 1. Insbesondere ist (!n) 2 lim �Ln, unddie Potenzreihe h 2 F�;L mit ! 2 
h ist durh fL0 gegeben, welhes bereits in F�;L0 liegt.Ausserdem berehnen wirLi = LiLnr = Lnr(!i) = L0nr(!i) = (L0i)nr:Wir wollen nun (2.1.9) unter Benutzung des letzten Korollars umformulieren. Dazu �xierenwir uns endlihe, zu (K;') kompatible Galoiserweiterungen M jK, LjK mit M � L. Wie wireben gesehen haben, bestimmt uns eine Lubin-Tate-Spaltung zu diesen Galoiserweiterungennormkompatible Folgen (!0n) 2 
fM ; (!n) 2 
fL . Diese sind normkompatibel zueinander,denn aus M j � Li folgt nah der obigen Rehnung (M 0j)nr � (L0i)nr und mit (2.2.2) �nden wirM 0j � L0i. Aus der Reinverzweigtheit von M 0j jL0i in Verbindung mit (1.1.4) shliessen wireNMj jLi!0j = eNM 0j jL0i!0j = NM 0j jL0i�M 0j = �L0i = !i:Wir m�ussen nun noh das System L aus (2.1.9) konstruieren. Ist F jK endlih galoissh mitL � M � F � Lab, dann �nden wir mit (2.2.4) eine zu (K;') kompatible GaloiserweiterungEjK mit L � M � E � Lab. Das System der Erweiterungen EjK ist nat�urlih ko�nal inLabjK, und jede der Erweiterungen EjK ist mit einer Folge (!00n) 2 
fE ausgestattet. DieNormkompatibilit�at dieser Folge mit (!0n); (!n) erhalten wir mit derselben Argumentation wieoben. Damit ist die Liftungseigenshaft (L) erf�ullt. Wir erhalten:(2.2.10) Korollar. Ist eine Lubin-Tate-Spaltung (K;') �xiert, und sindM jK, LjK endlihe,zu (K;') kompatible Galoiserweiterungen mit M � L, dann ist das DiagrammG(M jK;�M ) rMjL���! G(LjK;�L)??y{MjK ??y{LjKG(MabjK) res���! G(LabjK)kommutativ. 2



x3. Die Gruppe G(K;') und die metabelshe Normabbildung 37x3. Die Gruppe G(K;') und die metabelshe NormabbildungAb jetzt sei eine Lubin-Tate-Spaltung ' �uber K �xiert. Wir haben im letzten Abshnittgesehen, dass uns dies ein Primelement � 2 K, eine normkompatible Folge von Primelementen�i 2 Ki sowie eine Potenzreihe fK 2 F�;K mit (�i) 2 
fK liefert. F�ur a 2 OK setzen wir[a℄K := [a℄fK ; fagK := �K([a℄K) 2 Fq [[X℄℄;wobei �K die Reduktion modulo � bezeihne.(2.3.1) De�nition. Wir setzenGd(K;') := ((a; �) 2 K̂� � Fq [[X℄℄� j a = u�� ; u 2 UK ; � 2 Ẑ; �'d� = fugKX )und erkl�aren auf Gd(K;') eine Verkn�upfung mittels(a1; �1)(a2; �2) = �a1a2; �1 � (�'��12 Æ fu1gK)� ,wobei a1 = u1��1K ; u1 2 UK ist.(2.3.2) Proposition. Mit der obigen Verkn�upfung wird Gd(K;') eine Gruppe mit neutralemElement (1; 1). Das inverse Element zu (a; �) ist gegeben durh�a�1; 1=(�'� Æ fu�1gK)� :Ferner existiert eine exakte Sequenz1 ���! Fqd [[X℄℄� ���! Gd(K;') ���! K̂� ���! 1:Beweis. Seien (a1; �1); (a2; �2); (a3; �3) 2 Gd(K;'). Wir beweisen zun�ahst die Wohlde�-niertheit unserer Verkn�upfung. Dazu m�ussen wir zeigen, dass �a1a2; �1 � (�'��12 Æ fu1gK)� derde�nierenden Relation von Gd(K;') gen�ugt, dass also(�1 � (�'��12 Æ fu1gK))'d�1 � (�'��12 Æ fu1gK) = fu1u2gKXgilt. Wir berehnen(�1 � (�'��12 Æ fu1gK)'d�1 � (�'��12 Æ fu1gK = �'d1�1 � (�'��12 Æ fu1gK)'d�'��12 Æ fu1gK = fu1gKX �0� �'d2�2 !'��1 Æ fu1gK1A= fu1gKX ��fu2gKX Æ fu1gK� = fu1gKX � fu2gK Æ fu1gKfu1gK= fu1u2gKX ;



38 II. Metabelshe lokale Klassenk�orpertheoriewobei wir verwendet haben, dass fu1gK ; fu2gK Elemente von Fq [[X℄ sind und von ' �xiertwerden. Der Nahweis des Assoziativgesetzes ergibt sih wie folgt:((a1; �1)(a2; �2))(a3; �3) = �a1a2; �1 � (�'��12 Æ fu1gK)� (a3; �3)= �a1a2a3; �1 � ��'��12 Æ fu1gK� � ��'�(�1+�2)3 Æ fu1u2g��= �a1a2a3; �1 � �(�'��12 � (�'�(�1+�2)3 Æ fu2gK)) Æ fu1gK��= �a1a2a3; �1 � �(�2 � (�'��23 Æ fu2gK))'��1 Æ fu1gK��= �a1; �1)(a2a3; �2 � (�'��23 Æ fu2gK)�= (a1; �1) ((a2; �2)(a3; �3)) :Sei (a; �) 2 Gd(K;'). Das Element (a�1; 1=(�'� Æ fu�1gK)) liegt ebenfalls in Gd(K;'), denn1=(�'� Æ fu�1gK)1=(�'� Æ fu�1gK) = �'� Æ fu�1gK(�'� )'d Æ fu�1gK = �'�(�'� )'d Æ fu�1gK = ��'d '� Æ fu�1gK= XfugK Æ fu�1gK = fu�1gKX :Des weiteren erhalten wir(a; �)�a�1; 1�'� Æ fu�1gK� = 0�1; � �0� 1�'� Æ fu�1K gK!'�� Æ fugK1A1A= �1; � � � 1� Æ fu�1gK Æ fugK��=  1; � � 1� Æ fu�1K g Æ fugK!= (1; 1):Damit ist Gd(K;') in der Tat eine Gruppe. Zum Nahweis der Exaktheit der obigen Sequenzbemerken wir zun�ahst, dass �'d�1 = 1 stets � 2 Fqd [[X℄℄� impliziert. Ist a 2 K̂�, dann l�asstsih eine Potenzreihe � 2 Fq [[X℄℄� mit (a; �) 2 Gd(K;') �nden, da sih die KoeÆzienten von �sukzessive durh L�osen polynomialer Gleihungen gewinnen lassen. 2Wir werden nunGd(K;') dergestalt mit einer Topologie versehen, dass Gd(K;') diesbez�ugliheine topologishe Gruppe wird. Dies werden wir im folgenden durh die Angabe eines voll-st�andigen Systems von Umgebungen der Eins in Gd(K;') erreihen.(2.3.3) De�nition. Die Mengen Gd(K;')(i;j) seien f�ur i, j 2 N mit j < qi de�niert alsGd(K;')(i;j) := f(a; �) 2 Gd(K;') j a 2 h�qi(q�1)diU iK ; � � 1 mod (Xj)g,wobei wir U0K := UK setzen.(2.3.4) Proposition. Es seien i, j 2 N mit j < qi. Dann ist Gd(K;')(i;j) ein abstrakterNormalteiler von Gd(K;').



x3. Die Gruppe G(K;') und die metabelshe Normabbildung 39Beweis. Wir zeigen zun�ahst, dass Gd(K;')(i;j) eine Untergruppe von Gd(K;') ist. O�enbarist (1; 1) 2 Gd(K;')(i;j). Sei (a; �) 2 Gd(K;')(i;j), mit a = �rdu; u 2 U iK . Dann ist a�1 =��rd, und aufgrund von fu�1gK � 0 mod X gilt auh�'� Æ fu�1gK � �'� � 1 mod Xj ;d.h. (a; �)�1 2 Gd(K;')(i;j). Sind (a1; �1); (a2; �2) 2 Gd(K;')(i;j), dann �nden wir(a1; �1)(a2; �2) = �a1a2; �1 � (�'��12 Æ fu1gK)� 2 Gd(K;')(i;j);denn a1a2 2 h�diU iK ; �1 �(�'��12 Æfu1gK) � 1 �1 mod Xj . Es verbleibt uns nun, die Normalit�atvon Gd(K;')(i;j) in Gd(K;') zu zeigen. Daf�ur bemerken wir zun�ahst, dass u 2 U iK stetsfugK � X mod Xj impliziert. Es ist n�amlih verm�oge (1.2.5)[u℄K = [1 + �i℄K = FK([1℄K ; [℄K Æ [�i℄K):Nun gilt [�i℄ = f (i)K := fK Æ : : : Æ fK . Wegen fK � Xq mod � folgt f (i)K � Xqi mod �, somitwegen j � qi: f (i)K � 0 mod (�;Xj). Daraus shliessen wir[u℄K = FK(X; [℄K Æ f (i)K ) � X mod (�;Xj);d.h. fugK � X mod Xj . Seien nun (a; �) 2 Gd(K;'); (ea; e�) 2 Gd(K;')(i;j); a = u�� ;ea =eu�e� . Dann ergibt sih(a; �)(ea; e�)(a; �)�1 = (a; �)(ea; e�)�a�1; 1�'� Æ fu�1g�= �aea; � � (e�'�� Æ fugK)��a�1; 1�'� Æ fu�1g�=  eu;�� � (e�'�� Æ fugK)� � � 1�'� Æ fu�1g�'�(�+e�) Æ fueugK!!=  eu; � � (e�'�� Æ fugK)�'�e� Æ fu�1g Æ fug Æ feugK! =  eu; � � e�'�� Æ fugK�'�e� Æ feugK! :Wie oben erkennen wir e�'�� ÆfugK � 1 mod Xj , und mittels der eben gemahten Bemerkungshliessen wir �'�e� Æ feugK � �'�e� mod Xj :Aufgrund von (a; �) 2 Gd(K;') gilt �'d = � � fug=X. Daraus erhalten wir induktiv f�ur allem 2 Z �'md = � ��fugKX �m :Nah Voraussetzung ist e� = rqi(q � 1)d mit einem r 2 Z. Wir �nden somit�'�e� = � ��fugKX ��rqi(q�1)Wir setzen � := (fugK=X)�r. O�enbar ist � 2 Fq [[X℄℄�. Daraus shliessen wir �q�1 � 1mod X, und somit �qi(q�1) � 1 mod Xqi :



40 II. Metabelshe lokale Klassenk�orpertheorieWegen j < qi erhalten wir shliesslih�'�e� = ��qi(q�1) � � mod Xj ;insgesamt also (a; �)(ea; e�)(a; �)�1(a; �) 2 Gd(K;')(i;j), d.h. Gd(K;')(i;j) ist Normalteiler inGd(K;'). 2Das System der Gd(K;')(i;j) erf�ullt ausserdem Ti;j Gd(K;')(i;j) = 1 sowieGd(K;')(i1 ;j1) \Gd(K;')(i2 ;j2) = Gd(K;')(maxfi1;i2g;minfj1;j2g):In Verbindung mit (2.3.4) folgt, dass die Gd(K;')(i;j) ein vollst�andiges System von Umgebun-gen der Eins im Sinne von [Po℄,x18,Satz 9 bilden. Auf diese Weise wird Gd(K;') zu einertopologishen Gruppe.(2.3.5) De�nition. Seien d, e 2 N. Mit �de;e werde die �Ubergangsabbildung�de;e : Gde(K;')! Gd(K;') , (a; �) 7! 0�a; Y0�i<e �'di1Abezeihnet.(2.3.6) Proposition. Es seien d, e 2 N. Die Abbildung �de;e ist ein stetiger Gruppenhomo-morphismus.Beweis. Die Abbildung �de;e ist wohlde�niert, denn mit (a; �) 2 Gde(K;'); a = u�� erhaltenwir �Q0�i<e �'di�'dQ0�i<e �'di = �'de�1 = fugKX ;und somit �de;e(a; �) 2 Gd(K;'). Seien (a1; �1); (a2; �2) 2 Gd(K;'); a1 = u1��1 ; u1 2 UK . Wirberehnen�de;e ((a1; �1)(a2; �2)) = �de;e �a1a2; �1 � (�'��12 Æ fu1gK)�= 0�a1a2; Y0�i<e�� � ��'��12 Æ fu1gK��'di1A= 0B�a1a2; Y0�i<e �'di1 �0B�0� Y0�i<e �'di2 1A'��1 Æ fu1gK1CA1CA= 0�a1; Y0�i<e �'di1 1A0�a2; Y0�i<e �'di2 1A= �de;e(a1; �1)�de;e(a2; �2):Zum Beweis der Stetigkeit merken wir an, dass o�enbar�de(Gde(K;')(i;j)) � Gd(K;')(i;j)f�ur alle i; j 2 N mit j < qi gilt. 2



x3. Die Gruppe G(K;') und die metabelshe Normabbildung 41(2.3.7) De�nition. Bez�uglih der �Ubergangsabbildungen �de;e setzen wirG(K;') := lim �Gd(K;')und versehen G(K;') mit der Limestopologie.(2.3.8) Korollar. F�ur alle d, e 2 N existiert ein kommutatives Diagramm1 ���! Fqde [[X℄℄� ���! Gde(K;') ���! K̂� ���! 1??y ??y 1 ���! Fqd [[X℄℄� ���! Gd(K;') ���! K̂� ���! 1 :Beweis. Es gen�ugt anzumerken, dass � 2 Fqde [[X℄℄ stets0� Y0�i<e �'di1A'd = Y0�i<e �'di 2 Fqd [[X℄℄zur Folge hat. 2Sei LjK eine endlihe galoisshe, mit (K;') kompatible Erweiterung. Wir erhalten durh dieLubin-Tate-Spaltung ein Primelement �L 2 eL, eine normkompatible Sequenz von Primelemen-ten ! = (!i) 2 lim �L�i und eine Potenzreihe fL 2 F�L;L mit ! 2 
fL . Nah (1.3.19) erhaltenwir einen Isomorphismus	L : U(eL) := lim �UfLi ! C0(eL; fL) ; (um) 7! g; �g'1�mL (!m)� = (um):Bezeihnet �L die Reduktion mod �L, dann liefert uns 	L einen weiteren Isomorphismus�	L : U(eL)! Fq [[X℄℄� ; (um) 7! 	L ((um))�L :(2.3.9) Lemma. Sei K 0jK eine endlihe, mit (K;') kompatible Erweiterung. Dann existiertzu jedem n 2 N ein m 2 N, so dass Kn � K 0m gilt.Beweis. Sei n 2 N. Dann ist KnK 0jK 0 eine abelshe, reinverzweigte Erweiterung. Aus derKompatibilit�at von K 0 mit (K;') folgt �K0 2 K 0, und f�ur hinreihend grosses m 2 N ergibtsih NKnK0jK0(KnK 0)� � h�K0iUmK0 = NK0mjK0K 0m�;d.h. Kn � K 0m. 2(2.3.10) De�nition. Sei K 0jK eine endlihe Erweiterung, welhe kompatibel mit (K;') ist.Sei f = f(K 0jK). Wir de�nieren, vgl. (1.3.19):MdK0jK : U(fK 0)! U( eK) , (u0m) 7! (un),un = Y0�l<f 'ld � eNK0mjKn(u0m)� , m� n;



42 II. Metabelshe lokale Klassenk�orpertheoriewobei m� n bedeute, dass m verm�oge (2.3.9) hinreihend gross gew�ahlt sei, so dass K 0m � Knist. Unter Beahtung der eben gemahten Bemerkung de�nieren wir AbbildungenMdK0jK := �	K ÆMdK0jK Æ �	�1K0 : Fq [[X℄℄� ! Fq [[X℄℄�und MdK0jK : Gd(K 0; '0)! Gd(K;') , (a0; �0) 7! �NK0jKa0;MdK0jK(�0)� :(2.3.11) Proposition. (a) Die Abbildung MdK0jK ist wohlde�niert.(b) Wir haben f�ur jedes e > 1 ein kommutatives DiagrammGde(K 0; '0) MdeK0jK����! Gde(K;')�de;e??y ??y�de;eGd(K 0; '0) MdK0jK����! Gd(K;'):Beweis. Sei (a0; �0) 2 Gd(K 0; '0). Wir m�ussen zeigen, dass �NK0jKa0;MdK0jK(�0)� 2 Gd(K;')ist. Ist a0 = u0�0�0 , dann erhalten wir NK0jKa0 = NK0jK(u0)��f . Zu zeigen ist alsoMdK0jK(�0)'dMdK0jK(�0) = fNK0jKu0gKX :Sei (u0m) das eindeutig bestimmte Element aus U(K 0) mit �	0K ((u0m)) = �0. Wir �nden f�urm� n: �MdK0jK(u0m)�'d�1n = 0� Y0�l<f 'ld � eNK0mjKnu0m�1A'd�1 = � eNK0mjKnu0m�'fd�1= eNK0mjKnu0'0d�1m :Nah Voraussetzung ist �0'0d�0 = fu0gK0X ;somit �	�1K0  �0'0d�0 ! = �	�1K0 �fu0gK0X � :O�enbar ist �	�1K0  �0'0d�0 ! = �u0'0d�1m � ;denn nah Konstruktion von 	K0 folgt�	K0((u0m))�'01�l (�K0l ) = u0l:



x3. Die Gruppe G(K;') und die metabelshe Normabbildung 43Das impliziert 	K0((u0m))'0d	K0((u0m)) !'01�l (�K0l ) = �	K0((u0m))'01�l�'0d	K0((u0m))'01�l (�K0l) = u0'0d�1l ;somit also 	K0((u0'0d�1m )) = (	K0((u0m)))'0d	K0((u0m)) :Damit ergibt sih �	�1K0  �0'0d�0 ! = (u0'0d�1m );was genau die obige Behauptung ist. Wir erhalten�u0'0d�1m � = �	�1K0 �fu0gK0X � :Nah (1.3.21) ist die Reihe [u℄K0=X 2 C0(fK 0; fK0) die eindeutig bestimmte Coleman-Potenz-reihe, welhe modulo �0 auf fugK0=X abgebildet wird. Wir berehnen([u℄K0)'01�m ((u0;K 0)(�K0m)) = [u℄'01�mK0 Æ [u�1℄'01�mK0 (�K0m) = �K0m ;d.h. 	(((u0;K 0)(�K0m))) = [u℄K0 . Trivialerweise ist 	((�K0m)) = X. Zusammengefasst habenwir also �	�1K0 �fu0gK0X � = �(u0;K 0)(�K0m)�K0m � :Setzen wir dies in unsere obige Rehnung ein, dann erhalten wir�MdK0jK(u0m)�'d�1n = eNK0mjKnu0'0d�1m = eNK0mjKn (u0;K 0)(�K0m)�K0m = (u0;K 0)(�Kn)�Kn= (NK0jKu0;K)(�Kn)�Kn :Mit denselben Argumenten wie eben �nden wir�MdK0jK(�0)�'dMdK0jK(�0) = �(MdK0jK Æ �	K0)((u0m))�'d(MdK0jK Æ �	K0)((u0m)) = �( �	K ÆMdK0jK)(u0m)�'d( �	K ÆMdK0jK)(u0m)= �	K ��MdK0jK((u0m))�'d�1� = �	K �(NK0jKu0;K)(�Kn)�Kn �= fNK0jKu0gKX ;damit ist Aussage (a) bewiesen. Sei (a0; �0) 2 Gde(K 0; '0). Es ergibt sihMdK0jK ��de;e(a0; �0)� =MdK0jK0�a; Y0�i<e �0'0di1A = 0�NK0jKa;MdK0jK0� Y0�i<e �0'0di1A1A :



44 II. Metabelshe lokale Klassenk�orpertheorieSei (u0m) 2 U(K 0) mit �	K0((u0m)) = �0. Dann gilt f�ur m� n:	�1K 0�MdK0jK0� Y0�i<e �0'0di1A1An =MdK0jK0�0� Y0�i<eu0m'0di1A1An= Y0�l<f 'ld eNK0mjKn Y0�i<eu0m'0di= Y0�i<e Y0�l<f '(l+fi)d eNK0mjKnu0m = Y0�j<ef 'j eNK0mjKnu0m= Y0�i<e Y0�l<f '(le+i)d eNK0mjKnu0m= Y0�i<e0� Y0�l<f 'lde eNK0mjKnu0m1A'di= Y0�i<e�(MdeK0jK(u0m))n�'di :Es ergibt sihMdK0jK 0� Y0�i<e �0'0di1A = Y0�i<e �	K �MdeK0jK((u0m))�'0di = Y0�i<eMdeK0jK ��	K0(u0m))�'0di= Y0�i<eMdeK0jK(�0)'0di :Zusammengefasst ergibt sihMdK0jK ��d;e(a0; �0)� = 0�NK0jKa;MdK0jK0� Y0�i<e �0'0di1A1A= 0�NK0jKa; Y0�i<eMdeK0jK(�0)'0di1A= �d;e �MdeK0jK(a0; �0)� :Damit ist die Proposition bewiesen. 2(2.3.12) De�nition. Wir de�nieren die metabelshe Normabbildung MK0jK f�ur endli-he, mit (K;') kompatible Erweiterungen K 0jK alsMK0jK := lim �MdK0jK : G(K 0; '0)! G(K;'):(2.3.13) Proposition. Seien (K 00; '00), (K 0; '0) kompatibel zu (K;'). Dann ist (K 00; '00) auhkompatibel zu (K 0; '0), und es giltMK0jK ÆMK00jK0 =MK00jK :



x4. Der Hauptsatz der metabelshen Klassenk�orpertheorie 45Beweis. Die erste Aussage ist trivial, da K 0 o�ensihtlih von 'f(K00jK) = '0f(K00jK0) �xiertwird. F�ur den Rest gen�ugt es, die Aussage MdK0jK Æ MdK00jK0 = MdK00jK f�ur alle d � 1 zubeweisen, und daf�ur wiederum gen�ugt es zu zeigen, dassMdK0jK ÆMdK00jK0 =MdK00jKf�ur alle d � 1 ist, da in der ersten Komponente von MK00jK lediglih die herk�ommlihe Norm-abbildung steht. Sei �00 2 Fq [[X℄℄; (u00k) = 	�1K00(�00). Dann erhalten wir�	�1K ÆMdK0jK ÆMdK00jK(�00) =MdK0jK Æ �	�1K0 ÆMdK00jK(�00)=MdK0jK ÆMdK00jK Æ �	�1K00(�00) =MdK0jK ÆMdK00jK((u00m))=MdK0jK0�0� Y0�l<f(K00jK0)'0ld � eNK00k jK0mu00k�1Am1A= 0� Y0�p<f(K0jK)'pd eNK0mjKn Y0�l<f '0ld eNK00k jK0mu00k1An= 0� Y0�p<f(K0jK) Y0�l<f 'f(K0jK)ld+pd eNK00k jKnu00k1An= 0� Y0�q<f(K00jK)'qd eNK00k jKnu00k1An=MdK00jK(u00m) =MdK00jK	�1K00(�00)= 	�1K MdK00jK(�00);wobei in den Umformungen k � m� n benutzt wurde. 2(2.3.14) De�nition. Sei (K 0; '0) kompatibel zu (K;'). Wir setzenM(K 0jK) :=MK0jK(G(K 0; '0)):x4. Der Hauptsatz der metabelshen Klassenk�orpertheorieIm ganzen Abshnitt sei eine Lubin-Tate-Spaltung (K;') �xiert. Wie im letzten Abshnittgesehen, liefert uns dies zu jedem mit (K;') kompatiblem L ein Primelement �L 2 L, dieLubin-Tate-Gruppe FL, welhe zu �L assoziiert ist, und fL = [�L℄. Ausserdem erhalten wirdie Lubin-Tate-Erweiterungen Li und Erzeuger der Tate-Moduln von FL.(2.4.1) Proposition. (a) Es gibt einen kanonishen topologishen Isomorphismus{d : Gd(K;') �= G((K1Knrd )abjK),der nur von der Wahl von ' abh�angt.(b) Der Isomorphismus {d induziert ein kommutatives Diagramm1 ���! Fqd [[X℄℄� ���! Gd(K;') ���! K̂� ���! 1??y� ??y{d ??y(��1;K)1 ���! G(Labd jKab) ���! G(Labd jK) ���! G(KabjK) ���! 1 ,



46 II. Metabelshe lokale Klassenk�orpertheoriewobei wir Ld := K1Knrd gesetzt haben, und die Abbildung � gegeben ist durh � : � 7!{d(1; �).Beweis. Sei (a; �) 2 Gd(K;'), und sei g� die Coleman-Potenzreihe aus C0( eK; fK) mit g�K� = �,wobei �K die Reduktionsabbildung modulo �K bezeihne. Die �Ki bilden nah Konstruktioneinen Erzeuger des Tate-Moduls von FK . Wir werden zeigen, dass die Abbildung�i;d : Gd(K;')! G(KiKnrd jK;�Ki) (a; �) 7! �(a�1;K)jKi ; g'1�i� (�Ki)�ein Homomorphismus ist. Sei dazu (a; �) 2 Gd(K;'). Wir setzen (; �) := �i;d(a; �) undbeweisen als erstes, dass (; �) tats�ahlih in G(KiKnrd jK;�Ki) liegt, d.h.�'d�1 = ��1Ki :Shreiben wir a = u��k mit u 2 UK , dann bemerken wir�K0�g'd�g� 1A = �'d� = fugKX = �K � [u℄KX � :Die Reihen g'd� =g� und [u℄K=X stimmen also verm�oge (1.3.19) �uberein. Somit ergibt sih�'d�1 = �g'1�i� (�Ki)�'dg'1�i� (�Ki) = 0�g'd� (�Ki)g�(�Ki) 1A'1�i ;da '(�Ki) = �Ki ist. Wir erhalten�'d�1 = 0�g'd�g� (�Ki)1A'1�i = [u℄KX (�Ki) = [u℄K(�Ki)�Ki ;denn [u℄(X) 2 OK [[X℄℄ wird von ' �xiert. Weiterhin �nden wir[u℄K(�Ki)�Ki = (u�1;K)(�Ki)�Ki = (�Ki)�Ki :Hierbei haben wir verwendet, dass(u�1;K)(�Ki) = �(a�1;K) Æ (��K ;K)� (�Ki) = (a�1;K)(�Ki)ist, da ��K wegen NKijK��Ki = ��K ein Normelement von KijK ist. Damit haben wir gefunden,dass (; �) 2 G(KiKnrd jK;�Ki) gilt. Wir veri�zieren nun, dass �i;d ein Homomorphismus ist.Seien dazu (a1; �1); (a2; �2) 2 Gd(K;'), wobei a1 = u1��1K sei. Dann ist�i;d((a1; �1)(a2; �2)) = �i;d �a1a2; �1 � (�'��12 Æ fu1gK)�= ��(a1a2)�1;K� jKi ; g'1�i�1�(�'��12 Æfu1gK)(�Ki)�= �(a�11 ;K)jKi Æ (a�12 ;K)jKi ; g'1�i�1 (�Ki)g'1�i�'��12 Æfu1gK (�Ki� ;



x4. Der Hauptsatz der metabelshen Klassenk�orpertheorie 47wobei wir f�ur die letzte Gleihheit (1.3.19) verwendet haben. Andererseits �nden wir�i;d(a1; �1)�i;d(a2; �2) = �(a�11 ;K); g'1�i�1 (�Ki)��(a�12 ;K); g'1�i�2 (�Ki)�= ��(a1a2)�1;K� jKi ; g'1�i�1 (�Ki) � (a�11 ;K)�g'1�i�2 (�Ki)�� :Wenn es uns also gelingt, zu zeigen, dass(a�11 ;K)�g'1�i�2 (�Ki)� = g'1�i�'��12 Æfu1gK (�Ki)ist, dann ist �i;d in der Tat ein Homomorphismus. Wir berehnen(a�11 ;K)�g'1�i�2 (�Ki)� = g'1�iÆ(a�11 ;K)�2 �(a�11 ;K)(�Ki)�= g'1�iÆ(u�11 ;K)Æ(���1K ;K)�2 �(u�11 ;K)(�Ki)�= g'1�i'��1�2 ([u1℄K(�Ki))= g'1�i�2'��1 ([u1℄K(�Ki))= g'1�i�2'��1 Æfu1gK (�Ki):Hierbei haben wir benutzt, dass g� 2 O eK [[X℄℄ ist und (u�1;K)j eK = id eK sowie (�;K)j eK = 'ist. Sei ri;di�1;d : G(KiKnrd jK;�Ki)! G(Ki�1Knrd jK;�Ki�1)die �Ubergangsabbildung aus (2.1.5). Wir haben ein kommutatives DiagrammGd(K;') Gd(K;')�i;d??y ??y�i�1;dG(KiKnrd jK;�Ki) ri;di�1;d���! G(Ki�1Knrd jK;�Ki�1) ;denn eine kurze Rehnung ergibtri;di�1;d (�i;d(a; �)) = ri;di�1;d �(a�1;K)jKi ; g'1�i� (�Ki)�= �(a�1;K)jKi�1 ; eNKiKnrd jKi�1Knrd g'1�i� (�Ki)�= �(a�1;K)jKi�1 ; g'2�i� (�Ki�1)�= �i�1;d(a; �);da die g'1�i� (�Ki) nah (1.3.19) eine normkompatible Folge in den K�orpern fKi bilden. Verm�oge(2.2.10) ist das DiagrammG(KiKnrd jK;�Ki) ri;di�1;d���! G(Ki�1Knrd jK;�Ki�1)??y{KiKnrd jK ??y{Ki�1Knrd jKG�(KiKnrd )abjK� res���! G�(Ki�1Knrd )abjK�



48 II. Metabelshe lokale Klassenk�orpertheoriekommutativ, da die Erweiterungen KiKnrd jK bzw. Ki�1Knrd jK kompatibel mit (K;') sind.Wir k�onnen also{d := lim � {KiKnrd jK Æ �i;d : Gd(K;') ! lim �G(KiKnrd )abjK) = G((K1Knrd )abjK)setzen. Wir wollen nun zeigen, dass das Diagramm aus Aussage (b) kommutiert. Die Kom-mutativit�at des rehten Quadrates erkennen wir an der einfahen Rehnung{d(a; �)jKi = �{KiKnrd jK Æ �i;d(a; �)� jKi = {KiKnrd jK �(a;K)jKi ; g'1�i� (�Ki)� jKi= (a�1;K)jKi ;wobei wir nur die De�nition der beteiligten Abbildungen benutzt haben. Hieraus folgt un-ter Verwendung von Kab = [Ki, dass {d(a; �)jKab = (a�1;K) ist. Damit ergibt sih auh{d(1; �)jKab = idKab, insbesondere ist � wohlde�niert, und das linke Quadrat kommutiert. Esbleibt nun zu zeigen, dass {d ein Isomorphismus ist. Sei {d(a; �) = id(K1Knrd )ab , d.h.{KiKnrd jK Æ �i;d(a; �) = id(KiKnrd )ab f�ur alle i 2 N:Dann ist �i;d(a; �) = (idKiKnrd ; 1) f�ur alle i 2 N, da die {KiKnrd jK Isomorphismen sind. Wir�nden f�ur alle i 2 N die Beziehung�(a�1;K)jKi ; g'1�i� �Ki� = (idKiKnrd ; 1);woraus sih unmittelbar a = 1 ergibt. Ausserdem ist g� = 1, da dies eine Colemanreihe inC0( eK; fK) ist mit g'1�i� (�Ki) = 1, und g� nah (1.3.19) eindeutig bestimmt ist. Somit ist(a; �) = (1; 1), d.h. {d ist injektiv. Sei(i; �i)i2N 2 lim �G(KiKnrd jK;�Ki):Dann existieren eine Coleman-Potenzreihe g 2 C0( eK; fK) mit g'1�i(�Ki) = �i und ein a 2 K̂�,so dass i = (a�1;KijK) f�ur alle i 2 N ist. Wir setzen � := �K(g). Wenn es gelingt zu zeigen,dass �'d� = fugKXist, dann folgt die Surjektivit�at von {d, da somit (a; �) 2 Gd(K;') ist und o�enbar {d(a; �) =(i; �i) gilt. Mit derselben Rehnung wie im Beweis zu Aussage (a) erhalten wir g'dg !'1�i (�Ki) = �'d�1i = �i�1Ki = (u�1;KijK)(�Ki)!i = [u℄K(�Ki)�Ki = [u℄'1�iK (�Ki)�Ki ;dies ergibt (g'dg )(�Ki) = [u℄K(�Ki)�Ki :Verm�oge (1.3.11) folgt dann g'd=g = [u℄K=X.Wir wollen jetzt noh nahweisen, dass {d ein Hom�oomorphismus ist. Aufgrund der Kompakt-heit von G((K1Knrd )abjK) gen�ugt es zu zeigen, dass ��1d stetig ist. Seien i; j 2 N; j < qi; s :=qi(q � 1)d. Die Erweiterung KiKnrd ist kompatibel mit (K;'), wir k�onnen also den K�orperLi;j := (KiKnrd )jKnrs



x4. Der Hauptsatz der metabelshen Klassenk�orpertheorie 49betrahten. Wir behaupten, dass die Beziehung{�1d �G�(K1Knrd )abjLi;j�� � Gd(K;')(i;j)gilt. Die G �(K1Knrd )abjLi;j� sind Umgebungen der Eins in G �(K1Knrd )abjK�, und damitfolgt die Stetigkeit von {�1d . Sei nun� 2 G�(K1Knrd )abjLi;j� ; (i; bi) := {�1KiKnrd jK(�):Dann ist ijKi = idKi und somit b'�1i = �i�1Ki = 1, d.h. bi 2 UKnrd Ki . Aus der Kompatibilit�atvon KiKnrd zu (K;') ergibt sih fKiKnrd 2 OKiKnrd [[X℄℄, was fiKiKnrd = fKiKnrd impliziert. Ausder Konstruktion von {KiKnrd jK im Beweis zu (2.1.4) ersehen wir nun�(KiKnrd )j = � ��(KiKnrd )j� = [bi℄'1�jfKiKnrd ��(KiKnrd )j� = (b�1i ;KiKnrd )��(KiKnrd )j� :Somit ist nah lokaler Klassenk�orpertheorie bi 2 h�KiKnrd iU jKiKnrd und nah obigem sogar bi 2U jKiKnrd . Sei (a; �) := {�1d (�). Aus �jKiKnrs = idKiKnrs shliessen wir a 2 h�siU iK . Es bleibt zuzeigen, dass � � 1 mod Xj gilt. Nun ist nah Konstruktion und dem eben Gezeigtenbi = g'1�i� (�Ki) 2 U jKiKnrd � U jfKi ;wobei g� 2 C0( eK; fK) ist mit �K(g�) = �. Wir shreibeng'1�i� =Xi�0 iXi:mit 0 2 U eK ; i 2 O eK [[X℄℄ f�ur alle i � 1. Wegen g'1�i� (�Ki) � 1 mod �Ki ergibt sih 0 = 1,und aufgrund von g'1�i� (�Ki)� 1 2 �jKiOfKifolgt unmittelbar i � 0 mod �K . Shliesslih erhalten wir g'1�i� � 1 mod (�K ;Xj), worauswir direkt � = �K(g�) = ��K �g'1�i� ��'i�1 � 1 mod Xjfolgern. Damit ist {d ein Hom�oomorphismus, und die Proposition ist bewiesen. 2Damit sind insbesondere die Gruppen Gd(K;') kompakt, und wir erhalten aus (2.3.8) unmit-telbar durh Limesbildung(2.4.2) Korollar. Die Sequenz1 ���! lim � Fqd [[X℄℄� ���! G(K;') pr1���! K̂� ���! 1ist exakt. 2(2.4.3) Proposition. Wir haben ein kommutatives DiagrammGde(K;') �de;e���! Gd(K;'){de??y ??y{dG�(K1Knrde)abjK� res���! G�(K1Knrd )abjK� :



50 II. Metabelshe lokale Klassenk�orpertheorieBeweis. Es gen�ugt o�enbar zu zeigen, dass das DiagrammGde(K;') �de;e���! Gd(K;')�i;de??y �i;d??yG(KiKnrde jK;�Ki) ri;dei;d���! G(KiKnrd jK;�Ki)f�ur alle i 2 N kommutiert, wobei ri;dei;d die �Ubergangsabbildung aus (2.1.5) bezeihne. Sei(a; �) 2 Gde(K;'). Dann erhalten wirri;dei;d (�i;de(a; �)) = ri;dei;d �(a�1;K)jKi ; g'1�i� (�Ki)�= 0�(a�1;K)jKi ; Y0�j<e'jKiKnrd eNKiKnrdejKiKnrd g'1�i� (�Ki)1A= 0�(a�1;K)jKi ; Y0�j<e'dj �g'1�i� (�Ki)�1A= 0�(a�1;K)jKi ; Y0�j<e�g'1�i� �'dj (�Ki)1A= 0�(a�1;K)jKi ; Y0�j<e g'1�i�'dj (�Ki)1A= �(a�1;K)jKi ; g'1�ie� (�Ki)� ;wobei e� := Q0�j<e �'dj ist und wir f�ur den letzten Shritt (1.3.19) benutzt haben. Umgekehrterhalten wir�i;d(�d;e(a; �)) = �i;d0� Y0�j<e �'dj1A = �i;d(a; e�) = �(a�1;K)jKi ; g'1�ie� (�Ki)� ;was die Behauptung impliziert. 2Die vorangegangene Proposition erm�ogliht es uns nun, die Abbildungen {d zusammenzusetzen.(2.4.4) De�nition. Wir de�nieren{K := lim � {d : G(K;')! lim �G�(K1Knrd )abjK� = G�(Kab)abjK�:Aus der Kompaktheit der Gd(K;') und (2.4.1) folgt unmittelbar, dass {K ein topologisherIsomorphismus ist. Wir haben die folgende(2.4.5) Proposition. Sei K 0jK eine endlihe Galoiserweiterung, so dass (K 0; '0) kompatibelzu (K;') ist. Dann kommutiert das DiagrammG(K 0; '0) {K0���! G�(K 0ab)abjK 0�MK0jK??y ??yresG(K;') {K���! G�(Kab)abjK� :



x4. Der Hauptsatz der metabelshen Klassenk�orpertheorie 51Beweis. Wir beshr�anken uns zun�ahst auf den Fall einer abelshen Erweiterung K 0jK. Da(K 0; '0) kompatibel mit (K;') ist, haben wir nah (2.2.4) eine Zerlegung K 0 = LKnrf mitf := f(K 0jK), L := K 0 \ K'. LjK ist eine reinverzweigte abelshe Erweiterung, und wirhaben NLjKL� = NLjKh�LiUL = h�KiNLjKUL � h�KiU iK = NKijKK�i ;wobei i hinreihend gross ist, d.h. es ist dann L � Ki. Ki ist wiederum eine reinverzweigteabelshe Erweiterung von L, und wir erhalten f�ur hinreihend grosses jNKijLK�i = NKijLh�KiiUKi = h�LiNKijLUKi � h�KiU jL = NLj jLL�j ;somit also Ki � Lj = L(�Lj ) = L(�K0j ) � K 0j . Gilt f(K 0jK) j d, dann haben wir einenK�orperturm K � K 0 � KiKnrd � K 0jK 0nrd :Wir erhalten aus (2.2.10) ein kommutatives DiagrammG(K 0jK 0nrd jK 0; �K0j ) {K0jK0nrd jK0�������! G�(K 0jK 0nrd )abjK 0�r??y ??yresG�KiKnrd jK 0; �Ki� {KiK0nrd jK0������! G�(KiKnrd )abjK 0� ;denn aus der Kompatibilit�at von (K 0; '0) mit (K;') folgt Ki � K' � K 0'0 , somit ist KiKnrdkompatibel zu (K 0; '0). De�nieren wir �uberdiess : G(KiKnrd jK 0; �Ki)! G(KiKnrd jK;�Ki); (; b) 7! (; b);dann kommutiert auhG(KiKnrd jK 0; �Ki) {KiK0nrd jK0������! G�(KiKnrd )abjK 0�s??y ??yresG(KiKnrd jK;�Ki) {KiK0nrd jK0������! G�(KiKnrd )abjK� ;was sih unmittelbar aus der De�nition von s ergibt. Damit erhalten wir ein kommutativesDiagramm G(K 0jK 0nrd jK 0; �K0j ) {K0jK0nrd jK0�������! G�(K 0jK 0nrd )abjK 0�sÆr??y ??yresG(KiKnrd jK;�Ki) {KiK0nrd jK0������! G�(KiKnrd )abjK� :Wir werden zeigen, dass das DiagrammGd(K 0; '0) �0j;d���! G(K 0jK 0nrd jK 0; �K0j )MK0jK??y ??ysÆrGd(K;') �i;d���! G(KiKnrd jK;�Ki)kommutiert, dann folgt die Behauptung der Proposition im abelshen Fall durh Limesbildung,zun�ahst �uber j, dann �uber d. Hierbei beahten wir, dass die d 2 N mit f(K 0jK) j d ein



52 II. Metabelshe lokale Klassenk�orpertheorieko�nales System in N versehen mit der Teilbarkeitshalbordnung sind. Sei (a0; �0) 2 Gd(K 0; '0).Wir �nden�i;d �MK0jK(a0; �0)� = �i;d �NK0jKa;MdK0jK(�0)� = �(NK0jKa0�1;K)jKi ; g'1�iMdK0 jK(�0)(�Ki)� :Andererseits ists Æ r(�0j;d(a0; �0)) = s Æ r �(a0�1;K 0)jK0i ; g'01�j�0 (�K0j )�= 0�(a0�1;K 0)jKi ; Y0�j<f(K0jK)'iKiKnrd eNK0jK0nrd jKiKnrd g'01�j�0 (�K0j )1A= 0�(NK0jKa0�1;K)jKi ; Y0�j<f(K0jK)'di eNK0j jKi �g'01�j�0 �1A :Es bleibt also g'1�iMdK0jK(�0) (�Ki) = Y0�j<f(K0jK)'di eNK0j jKi �g'01�j�0 �zu zeigen. Nun ist nah De�nitionMdK0jK(�0) = 	K ÆMdK0jK Æ	�1K0 (�0);d.h. g'1�iMdK0jK(�0)(�Ki) = �	�1K ÆMdK0jK�0�i = �MdK0jK Æ	�1K0 (�0)�i= Y0�j<f(K0jK)'di eNK0j jKi ��	�1K0 (�0)�j�= Y0�j<f(K0jK)'di eNK0j jKi �g'01�j�0 � :Wir betrahten nun den Fall einer beliebigen, mit (K;') kompatiblen GaloiserweiterungK 0jK.Aufgrund der Au�osbarkeit von G(K 0jK) k�onnen wir einen K�orperturm K = M1 � M2 �: : : �Mn = K 0 �nden, so dass Mi+1jMi jeweils abelsh ist. Da K 0 kompatibel mit (K;') ist,sind o�enbar auh die Mi kompatibel mit (K;') und kompatibel untereinander. Die Behaup-tung folgt dann aus dem abelshen Fall durh wiederholtes Anwenden der Kommutativit�at desobigen Diagrammes f�ur die Mi+1jMi in Verbindung mit (2.3.13). 2Mit Hilfe dieser Proposition erhalten wir unmittelbar(2.4.6) Korollar. Erf�ullt K 0 die Voraussetzungen der Proposition, dann ist die AbbildungMK0jK : G(K 0; '0)! G(K;')ein stetiger Homomorphismus.Wir bemerken ausserdem, dass f�ur jedes metabelshe K 0jK, welhes kompatibel zu (K;') ist,gilt:M(K 0jK) =MK0jK �G(K 0; '0)� = {�1K Æ res Æ{K0 �G(K 0; '0)� = {�1K Æ res�G�(K 0ab)abjK 0��= {�1K �G�(Kab)abjK 0��:Das gibt uns Anlass zu der folgenden De�nition:



x4. Der Hauptsatz der metabelshen Klassenk�orpertheorie 53(2.4.7) De�nition. F�ur metabelshes K 0jK setzen wirM(K 0jK) := {�1K �G�(Kab)abjK 0��:Wir fassen nun die Hauptergebnisse der metabelshen Klassenk�orpertheorie noh einmal zu-sammen.(2.4.8) Satz. Es sei eine Lubin-Tate-Spaltung (K;') �xiert.(a) (Reziprozit�atsgesetz) Ist LjK metabelsh, dann existiert eine exakte Sequenz1 ���! M(LjK) ���! G(K;') ���! G(LjK) ���! 1;insbesondere gibt es einen IsomorphismusG(K;') �= G((Kab)abjK):Ausserdem erhalten wir IsomorphismenGd(K;') �= G((K1Knrd )abjK):(b) (Existenzsatz) Die Korrespondenz LjK 7!M(LjK) ist eine ordnungsumkehrende Bijek-tion zwishen allen metabelshen Erweiterungen von K und den abgeshlossenen Unter-gruppen von G(K;'). Die Gruppe M(LjK) ist von endlihem Index, falls LjK endlihist, und dann gilt [L : K℄ = �G(K;') :M(LjK)�:() (Funktorialit�at) Ist K 0jK eine endlihe galoisshe, zu (K;') kompatible Erweiterung,dann kommutiert das DiagrammG(K 0; '0) {K0���! G�(K 0ab)abjK 0�MK0jK??y ??yresG(K;') {K���! G�(Kab)abjK� :(d) (Zusammenhang zur abelshen Klassenk�orpertheorie) Ist LjK metabelsh und kompatibelmit (K;'), dann gilt N(LjK) = pr1(M(LjK)),und die abelshe Erweiterung, welhe Klassenk�orper zu N(LjK) ist, ist die maximalabelshe Erweiterung von K innerhalb von L.Beweis. Sei LjK eine metabelshe Erweiterung. Wir erhalten unmittelbar aus der vorange-gangenen De�nitionG(LjK) �= G�(Kab)abjK�=G�(Kab)abjL� �= G(K;')=M(LjK):Damit ergibt sih Aussage (a), und f�ur endlihes metabelshes LjK folgt[L : K℄ = �G(K;') :M(LjK)�:



54 II. Metabelshe lokale Klassenk�orpertheorieDa { ein Hom�oomorphismus ist, erhalten wir Aussage (b). Behauptung () haben wir bereitsbewiesen. Sei nun LjK eine metabelshe, mit (K;') kompatible Erweiterung. Wir haben einkommutatives DiagrammG �(Kab)abjL�  ��� G �(Lab)abjL� {�1L���! G(L;'0) pr1���! L̂� ??yres ??yMLjK ??yNLjKG �(Kab)abjL� ���! G �(Kab)abjK� {�1K���! G(K;') pr1���! K̂� :Aufgrund dessen erhalten wirpr1M(LjK) = pr1 {�1K �G�(Kab)abjL�� = pr1 {�1K res�G�(Lab)abjL��= pr1MLjK{�1L �G�(Lab)abjL�� = NLjK pr1 {�1L �G�(Lab)abjL��= NLjK pr1G(L;'0) = NLjKL̂�= N(LjK);wobei wir die Surjektivit�at von pr1 aus (2.4.2) verwendet haben. 2
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