Blait 10 : Die Kettenbruchentwicklung reeller Zahlen.

Elementare Zahlentheorie, WS 2014/15, 18.12.2014

Aufgabe 1.

a. Geben Sie eine rationale Zahl r mit Nenner kleiner
als 300000 an, die dieselben ersten 10 dezimalen
Nachkommastellen wie 7 hat. Sie kdnnen fiir diese
Frage Beispiel 12.17 (c) der Vorlesung verwenden.

b. Es sei x € R. Zeigen Sie, dass es unendlich viele
rationale Zahlen r=~EmitggT(pg)=1¢>0

und [x — £] < & glbt

” Aufgabe 2. Es sei [ag, a1, ..., a,] = % wie in Pro-
position 12.11. und Satz 12.12. der Vorlesung. Zeigen
& Sie

a. [any dn—1, -+ ao] = pfjl'
b. [any an—lv ...,31] - q,.,qil

d
3y Aufgabe 3.

a. Seien p,q,r € Z mit ggT(p,g) = 1, ¢ > 0 und
p-q-r#0. Seidie Kettenbruchentwicklung von 2
gegeben durch :

- = [ao, at, ..y a,,].

Sei £ der i-te Ndherungsbruch von [ag, a1, ..., a,].
Zelgen Sie, dass die Menge der ganzzahligen Lésun-
gen (x,y) der Gleichung px — gy = r genau die
Menge

{(mq—}—(—l)”“rq,,_l, mp+(—1)”+1rpn_1)|m € 7}
ist.

b. Finden Sie alle ganzzahligen Lésungen der Gleichung
—10x 4 18y = 4.

Aufgabe 4. Sei p = 1 (mod 4) eine Primzahl und
a € Z mit 2> = —1 mod p. Sei 2= [a0, a1, ..., ax] und
B wie in Aufgabe 2. Sei n := Max{i € N|g; < /p},
X = ¢gpund y := p,p — aq,. Zeigen Sie :

a. so ein a existiert und n < k,

b. |y] < /P,

c. x>+ y?=p.

d. Finden Sie eine ganzzahlige Lésung von x? + y? =
9901. (Hinweis : es ist 1000000 = —1 mod 9901).

Insbesondere liefert diese Aufgabe einen dritten Beweis
des Satzes 10.3 der Vorlesung.

Die Blédtter sollen bis Donnerstag, den 08.01. um 14.15 Uhr in
die dafiir vorgesehenen Einwurfkidsten im Foyer des Mathematischen
Instituts abgegeben werden.
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