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1 Differentialoperatoren mit polynomialen Koeffizienten

1.1 Filtrierte Ringe

Sei D (ein nicht notwendigerweise kommutativer) Ring mit 1 und (D;,)nez eine aufsteigende Filtrierung
von additiven Untergruppen, s.d. gilt

1. D, = {0} fiir n <0,

2. Upez Dn = D,

3. 1€ Dy,

4. Dy - D,y C Dyyyy fir n,m € Z

5. [Dpy D] ={PQ —QP|PeD,,Q€eD,,} CDypym firnmeZ
Wegen Eigenschaft 5. ist GrD 1= @, .5, GrnD = @,y Dn/Dn—1 ein graduierter, kommutativer Ring
mit 1. Insbesondere ist Dy = GroD ein kommutativer Ring mit 1. Dann ist GrD eine Dy-Algebra. Wir
nehmen auflerdem an, dass der Ring D die folgenden zusétzlichen Eigenschaften erfiillt

6. GrD ist noethersch

7. GriD erzeugt GrD als Dy-Algebra

ogen Lemm 1s Do dann auch ein noetherscher Ring. Auflerdem kénnen wir wegen 6., 7. und Lemma
endlic v1e1e Elemente z1,...,xs € Gri D wahlen, s.d. GrD als Dy-Algebra von 1hnen erzeugt wird.

Wegen 7. gilt weiter
Grp41D =GrD - Gr,D fir n € Z>o

und deshalb
Dn+1 =D, D, fﬁI"nGZZO

Sei D° der transponierte Ring von HH Die Filtration (D°),, := (Dy)nez hat dann diesselben Eigenschaften
1. - 7.. Die Identitdt D — D° induziert einen Isomorphismus von graduierten Ringen GrD ~ GrD°.

Sei M ein D-Modul. Ein aufsteigende Filtrierung FoM = (F,,M),cz von M durch aufsteigende Unter-
gruppen heifit D-Modul Filtrierung , falls D,, - F,,, M C Fy 4, flir n,m € Z. Insbesondere sind die F,, M
selbst Dy-Moduln.

Eine D-Modul Filtration FeM heifit hausdorffsch, falls (., [/, M = {0}. Sie heift ausschépfend,
falls |, ez FnM = M gilt. Sie heifit stabil, falls ein mg € Z existiert, s.d. D, - F;u M = Fy,4,,, M, fiir alle
n € Z>o und alle m > my, gilt.

1Der transponierte Ring D° hat dieselbe unterliegende abelsche Gruppe wie D. Die Multiplikation ist definiert als
aob:=b-a
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Eine D-Modul Filtrierung heifit gut falls
1. F,M = {0} fiir n < 0
2. FoM ist ausschopfend
3. F, M sind endlich erzeugte Do-Moduln

I

. die Filtrierung Fy M ist stabil

Insbesondere ist eine gute Filtrierung hausdorffsch.

Lemma 1.1. Sei FoM eine ausschéopfende, hausdorffsche D-Modul Filtrierung von M. Die folgende Aus-
sagen sind aquivalent:

1. FoM ist eine gute Filtrierung
2. der GrD-Modul GrM ist endlich erzeugt

Beweis. 1. = 2.: Da die Filtrierung stabil ist existiert ein mg € Z, s.d. DpF,,M = Fpyp,M fiir alle
n € Zxo gilt, also auch Grp,D - Grypg M = Grpym,M fiir alle n € Z>. Daraus folgt, dass @n<m0 Gr, M
den GrD-Modul M erzeugt. Da die F,M per Annahme endlich erzeugte Dyp-Moduln sind , ist Gr, M
auch ein endlich erzeugter Do-Modul. Da fiir n < 0 F,, M = {0} gilt, folgt, dass auch EBn<m0 Gr, M ein
endlich erzeugter Do-Modul ist. Daraus folgt, dass GreM ein endlich erzeugter Gre D-Modul ist.

2.=1.: Da Gr M cpdlich erzeugt ist und fir K < 0 GrpD = 0 gilt, folgt, dass Gr, M = {0} fiir n << 0.
Wegen Lemma I%JHZ- 1St Gr,, M fiir alle n € Z ein endlich erzeugter Do-Modul. Die exakte Sequenz

0— F,_1M — F,M — Gr,M — 0

zeigt, das fiir hinreichend kleine n die Gleichung F,,_1M = F,,M gilt, d.h. es existiert ein ng € Z, s.d
Mpez FnM = F,, M. Da die Filtration per Annahme hausdorffsch ist, gilt Fy,,M = {0}. Uber Induktion
nach n zeigt man dann, dass alle F;, M endlich erzeugte Do-Moduln sind.

Sei jetzt mgy € Z so gewahlt, dass @ , GrnM den GrD-Modul GrM erzeugt. Sei m > mg. Dann ist

n<m

Gryp1M = @ Griyq1-xD - GriM

kgmo

= @ GriD -Gry—xD - GriM C GriD - Grp, M C Gry,11 M

k<mg
d.h. GriD - GrpuM = Grp, 1 M. Das zeigt
FpiyiM=D1F,,M+ F,,M =Dy -F,,M
Per Induktion erhalten wir
Fopin=D1-...D1-F,MCD, -F,MCF,+,M

Also FrpynM = D,, - F,, M fiir alle n € Z>¢. d.h. FoM ist eine gute Filtrierung. O

Insbesondere ist (Dy,)nez eine gute Filtrierung von D als D-Modul beziiglich der Links-Multiplikation.

Bemerkung 1.2. Wir kénnen die Stabilitatsbedingung in der Definition einer guten Filtration durch eine
vermeintlich schwdchere Bedingung ersetzen:

4. Es existiert ein mg € Z, s.d. Dy, - FryyM = Fpyy4n M fiir alle n € Z>g.
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Lemma 1.3. Sei M ein D-Modul mit einer guten Filtration FeM , dann ist M endlich erzeugt.

Beweis. Es gilt UneZ F,M = M und FoypgM = Dy, - FyM fiir n € Z>o und ein geniigend grofies
mo € Z. D.h. Fp, M erzeugt M als D-Modul. Da F,, ;M ein endlich erzeugter Dy-Modul ist, folgt die
Aussage. O

Lemma 1.4. Sei M ein endlich erzeugter D-Modul. Dann besitzt M eine gute Filtration.

Beweis. Sei U ein endlich erzeugter Dy-Modul, der M als D-Modul erzeugt. Setze F,M = 0 fiir n < 0
und F,M = D,, - U fir n > 0. Dann ist U = GrogM und

GroM = FyM/F_1M = (Dy, - U)/(Dp_1 - U) C GroD - GroM C Gro,M

d.h. Grp,M = Gr,D - GroM fiir alle n %1@@9& c%gso ist GrM ein endlich erzeugter GrD-Modul. Die
Behauptung folgt dann aus Lemma [T, O

Proposition 1.5. Der Ring D ist links und rechts noethersch.

Beweis. Sei L ein Linksideal von D. Die Filtrierung von D induziert einen Filtrierung (L, = LN
Dy)nez. auf L. Man sieht leicht, dass dies eine D-Modul Filtrierung ist. Der graduierte Modul GrL

ist natiirlicherweise ein, Igﬁeal in dGrD. Da GrD noethersch ist, ist GrL ein endlich Lzeugten QTD—Modul.

:equivChargoo . o : tofingen
Wegen Lemma “Ei St die 1 %rlerung (Ln)nez eine gute Filtrierung. Aus Lemma Hig f5 gt dann , dass L
endlich erzeugt ist. Das zeigt, dass D links noethersch ist. Fiir rechts noethersch ersetzen wir D durch
De. O
Proposition 1.6. Sei M ein endlich erzeugter D-Links-Modul, dann besitzt M eine freie Auflosung
F* — M.
Beweis. Da M endlich erzeugt ist, haben wir eine kurze exkate Sequenz

0—Ny—D" —M-—0

Da D links-noethersch ist, ist ker endlich erzeugt, wir erhalten also eine exakte Sequenz

00— Ny —D" — D" —M-—0
indem wir den Prozess immer weiter fortsetzen erhalten wir die gesuchte Auflosung. O
Sei FoM und F,M zwei Filtrationen des D-Moduls M. F,M heifit feiner als F,M, falls ein k € Z<

existiert, s.d. F, M C F), ;M fiir alle n € Z gilt. Ist FoM feiner als FgM und FyM feiner als Fe M, dann
sind die beiden Filtrationen dquivalent.

Lemma 1.7. Sei FoM eine gute Filtrierung eines endlich erzeugten D-Moduls M. Dann ist FeM feiner
als jede andere ausschopfende D-Modul Filtrierung auf M.

Beweis. Sei mg € Z>g s.d. Dy, - Fypy M = Fyyyn, M fiir alle n € Z>g. Sei F,M eine andere ausschopfende
D-Modul Filtrierung auf M. Da F,, M ein endlich erzeugter Dy-Modul und F,M ausschopfend ist,
existiert ein p € Z , s.d. F,,,M C F;M. Da FyM eine gute Filtrierung ist, existiert ein ny € Z, s.d
F,,M = {0}. Setze k := p + |ng|. Fiir m < ng gilt

FuM =0C Fl,, .M.
Fiir ng <m < myg gilt , —|ng] <ng <m und p = —|ng| + k < m + k also

FuM C FpyyM C F'M C F) M
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Fiir m > mg gilt schliellich m — my < m, da mq positive ist. Es folgt

FM = Dy - FrpgM C Dy, - F,M C F), )M C F,, M

Wir erhalten unmittelbar folgendes Korollar.

Korollar 1.8. Auf einem endlich erzeugten D-Modul sind zwei gute Filtrierungen dquivalent.

Sei
0— M L M- M —0

eine exakte Seqeunz von D-Moduln. Wenn M eine D-Modul Filtrierung Fe M hat, dann induziert sie
Filtrierungen FoM' := (f 2 (f(M")NE,M))pez auf M' und FoM" = (g(F,,M))nez auf M". Es ist leicht
zusehen, dass diese D-Modul Filtrationen sind.

Lemma 1.9. Sei
0— M LML M —0

eine exakte Sequenz von D-Moduln. Wenn FoM eine gute Filtrierung auf M ist, dann sind die induzierten
Filtrierungen FeM' und FoM" auch gut.

Beweis. Aus der Definition der Filtrierungen folgt, dass die Sequenz
0— arm’ T qrr 9 Grm — 0 (1.1.1)

exakt ist. Da FyM gut ist, ist GreM ein endlich erzeugter Gr.D—ModuE Da GT(Q noeglersch ist, sind
0 g

GreM’' und GreM" auch endlich erzeugte Gr,D-Moduln. Aus Lemma ass F, M’ und
F,M" auch gut sind. O

Sei M ein endlich erzeugter D-Modul und Fy M eine gute Filtrierun au'%il&/{). Dann ist GrM ein endlich
erzeugter GrD-Modul und wir kénnen die Resultate aus Abschnitt i%l anwenden. Sei A eine additive,
nicht-negative Funktion auf endlich-erzeugten Dyp-Moduln. Dann ist

AF, M) = N(Fp_1 M) = X\(Gr, M)

HilbPol :Difftol
wegen Korollar @l_d_%edmgung (7) fir grofe n gleich einem Polynom. Wegen Lemma @’ét_d%h%r
auch )\(Fﬂg‘fur &ofi(% Ry 7 gleich einem Polynom. Ist F. M eine andere gute Filtrierung, dann sind wegen

Korollar [I.3[d1e Deidon Filtrierunegn Fo M und F,M &quivalent, d.h es gibt ein k € Z>, s.d.

F,M C F, ., C FyioxM
fiir alle n € Z gilt. Da A additiv ist und nur nicht-negative Werte annimmt, folgern wir
)\(F M) < )\(F/JrkM) < )\(FnJerM)

Daraus folgt, dass die Polynome, die A(F,,M) und A(F), M) fur groBe n représentieren, die gleichen Leit-

terme haben. Wir bezeichnen den ]%r%il dieser Polynome mit dx(M) und nennen ihn die Dimension des
D-Moduls M. Wegen Lemma at der Leitkoeffizient dieser Polynome die Form ey (M)/d\(M)! wobei

ex(M) € Z>1. Wir nennen ey (M) die Multiplizitdt des D-Moduls M (beziiglich A).

Proposition 1.10. Se:
0—M —M-—M —0

eine exakte Sequenz von endlich erzeugten D-Moduln. Dann gilt
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1. dx(M) = max(d\(M'),dx(M")),
2. Falls dy(M) = dx(M') = dx(M"), dann gilt ex(M) = ex(M’) + ex(M")

Beweis. Indem man den n-ten homogenen Teil von @%‘%mt, erhalt man
MGroM) = X(Gro,M') + X(Gr,M")
fir alle n € Z. Per Induktion nach n folgt daraus
MNE,M) = XF,M") + \F,M")
fir alle n € Z. Da jeder der drei obigen Terme fiir grofe n durch ein Polynom dargestellt wird, dessen

Grad die Dimension des D-Moduls ist, folgt die Behauptung. O

Sei ¢ ein Ring-Automorphismus von D mit ¢(Dg) = Dy. Wir definieren einen Endofunktor (E auf der

Kategorie M(D) der D-Moduln, die jedem D-Modul M einen D-Modul ¢(M) zuordnet, der dieselbe
unterliegende abelsche Gruppenstruktur hat und das externe Produkt mit D durch (P,m) — ¢(P)m

gegeben ist. Es ist klar, dass der Funktor 5 einen Automorphismus auf der Kategorie M(D) ist und
endlich erzeugte D-Moduln erhalt.

Proposition 1.11. Sei M ein endlich erzeugter D-Modul. Dann gilt

dx(¢(M)) = dx(M) .

Beweis. Seien Py, ..., Ps; € D; Repréasentanten von Klassen in Gri1 D, die GrD als Dy-Algebra erzeugen.
Es existiert ein d € Z>1, s.d. ¢(P;) € Dy fir allei = 1,...,s. Dadie Py,...,P; und 1 die Menge D; als
Dy-Modul erzeugen, gilt ¢(D;1) C Dy.

Sei Fy M eine gute Filtration von M. Definiere die Filtration F.gg(M ) durch
Fyp(M) = FypM  firpeZ

Es ist klar, dass Fay(M) eine aufsteigende Filtration von ¢(M) durch endlich erzeugte Do-Moduln ist.
Auflerdem gilt

Fnd(M) = ¢(D1) - FayM C DgF M C Fyipny1yM = Fpp16(M)

Durch Induktion er?aﬁlten wir D, FmgﬁF(1 C Frind(M), d.h. F.%(M) ist eine D-Modul Filtrierung.

iner

gModexgood . . . e
Wegen Lemma und Lemma ﬁ ex1stlert eimne gute Filtrierung F’ gb(M ) die feiner ist als Fe¢(M), d.h.
es existiert ein k € Z>g, s.d. gilt

FL(M) C Foyd(M) = FinyryM

daraus folgt A\(F,¢(M)) < A FantryM). Fiir grofle n € Z ist M(Fy(n4x)M) gleich einem Polynom mit
Leitterm

Da )\(Fflq;(M)) fiir grole n gleich einem Polynom vom Grad d) ((Z(M)) ist, folgern wir d) ((b(M)) < dy(M).
Indem wir das Argument fiir ¢~ wiederholen, zeigen wir dx(M) = dx (¢~ (G(M))) < dx(¢(M)). Daraus
folgt die Behauptung. O
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1.2 Algebren von Differentialoperatoren

Sei k ein Korper mit char(k) = 0 und A eine kommutative Algebra iiber k. Sein Endy(A) die Algebra der
k-linearen Endomorphismen von k mit Kommutator [S,T] := ST —TS € Endy(A). Die Algebra Endy(A)
enthélt als Unteralgebra die Menge der A-linearen Endomorphimen End(A).

Lemma 1.12. Der Algebrenhomomorphismus

A— EndA(A)
a— (b ab)

ist ein Isomorphismus.
Beweis. Die Injektivitit folgt, da der Endomorphismus auf 1 den Wert @ annimmt. Sie jetzt T € End 4 (A).
Es gilt
TO)=0b-T(1) =T(1)b
d.h. die Abbildung ist durch Multiplikation mit T(1) € A gegeben. Dies zeigt die Surjektivitét. O

Im folgenden identifizieren wir die Unteralgebra End(A) mit A.

Eine k-Derivation von A ist ein T' € Endy(A), s.d. fir a,b € A
T(ab) = T(a)b+ aT(b)

gilt. Insbesondere gilt [T, a](b) = T'(ab) — aT'(b) = T(a)b,dh. [T,a] = T(a) € A C Endi(A). Daraus
folgt,dann [[T, ag], a1] = 0 fiir alle ag,a; € A. Dies motiviert folgende Definition:

Ein Element T € End(A) heifit Differentialoperator der Ordnung < n (falls

[...[[T,a0l,a1],...,a,) =0
fiir alle ag,...,a, € A gilt. Wir bezeichnen mit Diff;(A) die Menge aller Differentialoperatoren von A.
Lemma 1.13. Seien T, S zwei Differentialoperatoren der Ordnung < n bzw. < m. Dann ist T o S ein

Differentialoperator der Ordnung < n -m.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach n+m. Sein =m =0, dannist T, S € Enda(A)
und damit ist T'o S € Enda(A) und somit ein Differentialoperator der Ordnung 0. Sei jetzt n+m = p
und die Aussage sei wahr fiir alle ¢ < p. Es gilt

[ToS,a]=TSa—aTS=TI[S,a]+[T,a]S.

Aber [T,a] bzw. [S,a] sind Differentialoperatoren der Ordnung < n — 1 bzw. < m — 1. Wegen der
Induktionssannahme ist dann [T o S, a] ein Differentialoperator der Ordnung < n +m — 1, also hat T'o S
Ordnung < n + m. O

Diffy (A) ist also eine Unteralgebra von Endy(A). Sie heifit die Algebra aller k-lineraen Differentialopera-
toren von A. Wir setzen F,,Diff,(A) = {0} fir n < 0 und
F,Diff,(A) = {T € Diff;,(A4) | ord(T) < n}

fiir n > 0. Das gibt eine aufsteigende, ausschopfende Filtrierung auf Diffy,(A) durch k-Untervektorrdume.
Die Filtrierung ist kompatibel mit der Ringstruktur, d.h.

F,Diff,(A) o F,,Diff,(A) C F,Diff,(A)
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Lemma 1.14.
1. FyDiffi(A) = A,
2. FiDiff(A) = Dery(A) @ A,
3. [F,Diffy(A), F,,Difty(A)] = Fy4m—1Diff(A) fir alle n,m € Zxo.

Beweis. Fur T € FyDiffy,(A) gilt [T, a](b) = T(ab) — aT'(b) = 0, insbesondere gilt fii b =1 T'(a) = aT(1),
d.h. T ist A-linear.

Wir haben bereits gezeigt, dass Dery(A) C FyDiff(A) gilt. Fir T € Deri(A) gilt T(1) = T(1-1) = 2T(1),
also T(1) = 0. Das zeigt Derg(A) N A = {0}. Sei jetzt S € FyDiffy,(A) und setze T'= S — S(1). Dann gilt
T(1) =0, also T'(a) = [T, a](1) und

T(ab) = [T, abl(1) = ([T’ a]b)(1) + (a[T’b])(1) = (B[T; a])(1) + ([T’ 0])(1) = T(a)b + aT(b) ~ (1.2.1)
also T' € Dery,(A). Das zeigt 2. .
Sei jetzt T, S von der Ordnung < n bzw. < m. Wir wollen zeigen, dass [T, S] von der Ordnung < n+m—1

ist. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach n + m. Im Fall n = m = 0 ist nichts zu zeigen. Im
allgemeinen gilt wegen der Jacobi-Identidt

[[T’ S]aa] = HT7 a]a S] + [T’ [Sv CLH

wobei [T, a] und [S,a] von der Ordnung < n — 1 bzw. < m — 1 sind. Aus der Induktionsannahme folgt
dann, dass [[T, S],a] von der Ordnung < n +m — 2 ist, also [T, S] von der Ordnung < n+m — 1 ist. O

Dies zeigt, dass der graduierte Riﬁgt@QDifka eine kommutative A-Algebra ist und Diffx(A) die Bedin-
gungen 1. - 5. aus Abschnitt ili erfullf.
Sein > 1 und T € Diffx(A) der Ordnung < n. Wir definieren eine Abbildung

0,(T) : A" —s A = FyDiffy,(A) (1.2.2)

(a1,...,an) = [[...[[Tya1],a2], ..., an-1], an)

Lemma 1.15. Sei T ein Differentialoperator der Ordnung < n, dann gilt:

1. Die Abbildung 0,,(T) : A™ — A ist symmetrisch und k-linear.

2. T ist von der Ordnung < n — 1 genau dann wenn 6,,(T) = 0.

Beweis. Die k-Linearitat ist klar. Fur die erste Aussage bleibt die Symmetrie zu tiberpriifen. Die Jacobi-
Identitét liefert fiir S € Diffy(A) und a,b € A

[[57 a]7b] = [[87 b]7a]

Das zeigt
t‘)n(T)(al, as,...,0a;, 0,1'_;'_1, ey Qp—1, an) = [[ . [[ .. [[T,al], (IQ], e ,ai], aH_l], e ,an_l],an]
= [[ .. [[ .. [[T,al], CLQ], . ,ai+1], ai], . ,an_l],an]
= 9n<T)(a/17 as, ... 7ai+1a Agyev vy anflaan)
Die zweite Aussage ist klar. O

eq:thetadef



Wir betrachten jetzt den Speziallfall A = k[X7, ..., X,,] und setzen D(n) = Diff,(A). Wir nennen D(n) die
Algebra der Differential-Operatoren auf k™. Seien 01, ..., 0, die Standard Derivationen auf k[ X1, ..., X,].
Fir I, J € Z% setzen wir

X' =xipxle  Xin  und 9 =00'0p... .00

Dann ist X197 € D(n) ein Differentialoperator der Ordnung < |J| := j; + ... + j,. Wird der Differen-
tialoperator T' durch

T = Z Pr(Xy,...,X,)0!

[II<p
mit Polynomen P; € k[X;,...,X,] gegeben, dann ist T von der Ordnung < p.
Lemma 1.16. Die Derivationen 0y, ..., 0, sind eine Basis des freien k[ X1, ..., X,]-Moduls Der (k[ X1, ..., X,]).

Beweis. Sei T € Dery(k[X1,...,X,]). Setzte P, =T(X;) firi=1,...,nund S =Y | P,0;. Es gilt
S(Xi) =Y Po;(X;) = P, = T(X;).
j=1
Da die X;,..., X, die Algebra k[X7,...,X,] erzeugen, folgt T = S. Daher erzeugen die 9y,...,0, den
k[X1,...,X,])-Modul Derg(k[X1,...,X,]). Nehme an es gilt Z?Zl Q:0; = 0 fur Q; € k[Xy,...,X,].
Dann gilt 0 = (Z?Zl Q;0;)(X;) = Q; fir i = 1,...,n. Das zeigt, dass die 01, ...,0, freie Erzeuger von
Derp(k[X,...,X,] sind. O

Sei T ein Differentialoperator der Ordnung < p auf k[Xy,...,X,]. Ist p < 0, dann ist T = 0 und wir
definieren o,(T) = 0. Fir p = 0 ist T € A und wir definieren o,(T) = T. Sei p > 1. Wir setzen
B = k[X1,...,Xn,&1,...,&)]. Dann ist T € Endg(B) , indem wir T(P(z)¢7) := T(P(z))¢7 definieren.
Insbesondere ist T' € Diff(B). Setze l¢ := > ; &,X; und definiere

op(T) : !

mit 7¢(T) = [T,l¢]. Man sieht leicht, dass o,(T) € k[z1,...,2n,&1,...,&] homogen vom Grad p in
&1,..., &, ist und das 0, (T") = 0 gilt, falls T Ordnung < p hat. Wir erhalten also eine k-lineare Abbildung
Grp,D(n) — k[X1,..., X, &1, ..., &) bzw. eine Abbildung

o:GrD(n) = k[X1,...,Xn, &1, -, &n]
Das Element o(P) heifit Symbol von P.
@l Lemma 1.17. Seien T, S € D(n) von der Ordnung < p bzw. < q. Dann gilt
0p1q(TS) = p(T)4(5)

Beweis. Es gilt
Tg(TS) =[TS, lg] = TSZE — lgTS =T, ldS + T[S, lg] = Tg(T)S + T’Tg(S)

Daraus folgt
S+ P P+q
TPTUTS) = Z( . )Tg’*qz(T)Tg(S) = ( . )Tg(T)Tg(S)
i=0
wobei die letzte Gleichung aus 7£(T) = 0 fiir k > p folgt. Somit gilt

1

Tp+q(T5) = T¢TU(TS) = MTg’(ng(S) = 0p(T)ay(9)

(p+q)!
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Theorem 1.18. Die Abbildung o : GrD(n) — k[X1,...,X,,&1,...,&] ist ein k-Algebren Isomorphis-
mus.

. 1 aH
Beweis. Wegen Lemmaﬁ i ( Mussen wir nur noch die Injektivitdt und Surjektivitdt von o zeigen. Es gilt
00(X;) = X; und 01(8;) = &, d.h. 0,(XT07) = XT¢7 wobei p = |.J|. Das zeigt die Surjektivitit von o.

Sei jetzt T € F,D(n) und 0,(T) = 0 um die Injektivitit zu beweisen miissen wir zeigen, dass die Ordnung
von T < p— 1 ist. Wir beweisen dies per Induktion iiber die Ordnung p. Der Fall p = 0 ist klar. Sei also
p>0und A € k sowie € k™. Es gilt

Tetan(T) = [T, lean) = [T, le] + AT, 1] = 7¢(T) + Ay (T)

Da 7¢ und 7, kommutieren gilt

k
KN vi ki i
() = 3 ()it i)
=0
fiir k € Z>o. Weiterhin ist 7{(7) = 0 und somit gilt auch 77, ,, (T) = 0. Da k unendlich viele Elemente
besitzt, folgt Tg_i(T,f](T)) = 0 fiir 0 < ¢ < p. Insbesondere gilt 7-?_1(7',,(T)) = 0 fiir n € k™. Also gilt
auch 77 YT, X,]) = 0. Aus der Induktionsannahme folgt, dass [T, X;] von der Ordnung < p — 2 ist. Fiir
P,Q € k[Xq,...,X,] gilt
[T, PQ] =TPQ - PQT = [T, P|Q + P[T, Q]

d.h. die Ordnung von [T, PQ] ist kleiner gleich dem Maximum der Ordnungen von [T, P] und [T, Q]. Da
die X; die Algebra k[X1,...,X,] erzeugen, folgt dass [T, P] Ordnung < p — 2 fiir alle Polynome P hat.
Aus der Definition der Ordnung folgt, dass 7' Ordnung < p — 1 hat. O

:filtRi
Das zeigt insbesondere, dass D(n) die Annahmen 1. — 7. aus Abschnitt Il i erfullt. Wir bekommen daher
unmittelbar folgende Aussage.

Theorem 1.19. Der Ring D(n) ist rechts und links noethersch.

Korollar 1.20. Die Elemente {XlﬁJ}I,JEzgo sind eine k-Vektorraumbasis von D(n).

Beweis. Fiir |J| = pist das Symbol von X797 gleich X'¢” Da D(n) ~ GrD(n) ~ k[X1,..., Xpn, &1, ..., 6]
als k-Vektorriume und die {X1¢7} 1,Jezz,, eine Vektorraumbasis bilden, folgt die Aussage. O

Theorem 1.21. Die k-Algebra D(n) ist isomorph zur k-Algebra, die durch X1,...,X,,01,...,0, erzeugt
wird und fir 1 <1i,j <n die Relationen [X;, X;] = 0,[0;,0;] = 0, [0;, X;] = 0;; erfiillt.

Beweis. Sei B die k-Algebra, die durch Xi,...,X,,01,...,0, erzeugt wird und fir 1 < 4,57 < n die
Relationen [X;, X;] = 0,[0;,0;] = 0, [0;, X;] = d;; erfiillt. Da diese Relationen auch in D(n) erfiillt sind und
D(n)von X1,...,Xpn,01,...,0, erzeugt wird, er halten wir einen surjektiven k-Algebrenhomomorphismus
B — D(n), der die Erzeuger auf die Erzeuger abbildet. B wird als k-Vektorraum von {X 107} 1 yemn,
aufgespannt. Wegen Korollar 1St dieser Morphismus dann auch injektiv. O

Proposition 1.22. Das Zentrum von D(n) ist k- 1.
Beweis. Sei T € D(n) ein Element vom Zentrum. Dann gilt [T, P] = 0 fur jedes Polynom P, d.h. T ist

von der Ordnung < 0, d.h. T € k[Xq,...,X,]. Andererseits gilt 0 = [0;,T] = 0;(T) fiir i = 0,...,n. Da
zeigt, dass T konstant ist. O



-relD
Sei D(n)° die transponierte Algebra von D(n). Dann existiert wegen Theorem iltil glnneindeutig bes-

timmter Isomorphismus ¢ : D(n)° — D(n) der fiir 1 < ¢ < n durch ¢(X;) — X; und ¢(9;) — —0; gegeben
ist. Der Morphismus ¢ heifit kanonischer Anti-Automorphismus von D(n).

Wegen Theorem @r’%nen wir einen Automorphismus F von D(n) definieren, der fir 1 < i <n durch
F(X;) = 0; und F(9;) = —X; gegeben ist. Dieser Automorphismus heifit Fourier-Transformation von
D(n). Das Quadrat F? von F ist ein Automorphismus ¢ von D(n), der «(X;) = —X; und ¢(9;) = —0;
erfiillt. Es gilt (2 = —1.

Im Gegensatz zu anderen Ringen von Differentialoperatoren, hat D(n) noch eine andere Filtration die mit
der Ringstruktur kompatibel ist. Wir setzen fiir p € Z

Dy(n) :={d_arsX'07 | 1| +|J] < p}.

Die Filtrierung {D,(n)}pez ist eine aufsteigende, ausschépfende Filtrierung von endlich-dimensionalen
k-Vektorraumen auf D(n).

Lemma 1.23. Fiir alle p,q € 7Z gilt

1. Dp(n) o Dg(n) C Dpiq(n),
2. [Dp(n), Dg(n)] C Dpyq—2(n).

. i D
Beweis. Wegen Korollar @Baﬁrﬁ%}er Definition der Filtrierung {D,(n)}pez, reicht es
(07, X7] € D412

zu zeigen. Wir beweisen die Aussage per Induktion nach |I|. Fiir [I| = 1 gilt 8! = 9, fiir ein 1 <4 < n.
Es gilt [0;, X7] = 0;(X”) € Dyj_1(n). Fiir |I| > 1 schreiben wir 9! = 9'0; fiir I' € Z;" und 1 < i <.
Das liefert , , / / / N

[0, x7) =070, X" =0V 0, X7 — X791 9; = " [9;, X' + [0", X710,

Wegen der Induktionsannahme ist dann [0, X7/] € Dirj415)-2- O

Das zeigt, dass {D,(n)},ez eine Filtrierung ist, die kompatibel mit der Ringtruktur auf D(n) ist. Wir
nennen die Filtrierung Bernstein-Filtrierung.

Der assozierte, graduierte Ring GrZD(n) ist eine kommutativen k-Algebra. Wir definiern eine lineare
Abbildung ¥, vom k-Vektorraum D, (n) nach k[X1,...,X,,&1,...,&,] durch

g,p( Z a]JXlaj) — Z aIJXI€J

HI+171<p [|+1J1=p

Dies liefert einen k-linearen Isomorphismus von Grf D(n) in die homogenen Polynome vom Grad p und
damit einen k-Algebrenisomorphismus

v G?"D(n) — k[len'vXnvfla"'?fn}

er ﬁﬂglg(n) zusammen mit der Bernstein-Filtrierung erfiillen damit die Annahmen 1. - 7. aus Abschnitt
S 1st leicht zu sehen, das der kanonische Anti-Automorphismus und die Fourier-Transformation die
Bernstein-Filtrierung erhalten.

10
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1.3 Moduln iiber Ringen von Differentialoperatoren

Definition 1.24. Wir bezeichnen mit M*(D(n)) bzw . ME(D(n)) die abelsche Kategorie der links bzw.
rechts D(n)-Moduln

Der kanonische Anti-Automorphismus ¢ definiert einen exakten Funktor von der Kategorie M %(D(n)) in
die Kategorie MZ(D(n)) durch

M s M (1.3.1)

wobei M? der gleichen additiven Gruppe wie M unterliegt und die Links-Multiplikation auf M? durch
d(T)-m =m-T fir m € M und T € D(n) definiert ist. Analog kann man auch einen Funktor
ME(D(n)) — MT(D(n)) definieren, s.d. die beiden Funktoren zueinander invers sind.

Wir bezeichnen mit M ng (D(n)) bzw. M }E(D(n)) die vollen Unterkategorien der endlich erzeugten D(n)-
Moduln. Die obigen Rechts-Links Funktoren induzieren ebenso zwischen diesen beiden Kategorien eine
Aquivalenz.

Da wir im folgenden eher Links-Moduln diskutieren, lassen wir in den obigen Bezeichnungen den Index L
zumeist weg.

Da D(n) noethersch ist, ist die volle Unterkategorie Myq(D(n)) von M(D(n)) abgeschlossen unter der
Bildung von Untermoduln, Quotienten und Extensionen.

Sei jetzt D(n) mit der Bernstein-Filtrierung versehen. Da Dg(n) = k ist, kénnen wir fiir Moduln aus
Mng(D(n)) bzw. Mfﬁg(D(n)) mit Hilfe der additiven Funktion k die Bernstein-Dimension d(M) und
die Bernstein Multiplizitit e(M) definieren. Da der kanonische Anti-Automorphismus die Bernstein-
Filtrierung erhélt gilt d(M) = d(M?) fir alle endlich erzeugten D(n)-Moduln.

Lemma 1.25. Fir einen endlich erzeugten D(n)-Modul M gilt d(M) < 2n.

Beweis. Fir einen endlich erzeugten D(n)-Modul haben wir eine exakte Sequenz D(n)? — M — 0. Aus

Proposition II ‘iii fo gf( dann d(M) < d(D(n)). Wegen dem Vektorraum-Isomorphismus
~@PGrDn) ~ P kX, ... Xn,brs o nlis

i<p i<p

wobei k| ’-Pblvgg’:‘%Hng .. "[li f‘%% Agntervektorraum der homogenen Polynome vom Grad ¢ ist, folgt aus
Beispiel [A-6[und Lemma [A-9] dass d(D(n)) = 2n gilt. Das zeigt die Aussage. O

Theorem 1.26 (Bernstein). Sei M ein endlich erzeugter D(n)-Modul und M # 0. Dann gilt d(M) > n.

:£gMod d
Beweis. Da M ein endlich erzeugter D(n)-Modul ist, besitzt er nach Lemmali % oh geli%gol? iltration Fe M.
Nach einer Verschiebung der Indizes konnen wir annehmen, dass F,, M = 0 fiir n < 0 und FoM # 0 gilt.
Fiir jedes p € Z>¢ betrachten wir die lineare Abbildung

Dy(n) — Homy(FyM, Fop M)
T — (m— Tm)

Wir wollen per Induktion zeigen, dass diese Abbildung injektiv ist. Fiir p = 0 ist die Aussage klar. Nehme
also an die Aussage gilt fiir p — 1 und sei T’ € D,(N), s.d. Tm = 0 gilt fiir alle m € F,M. Dann gilt fir
jedes v € Fp_1 M, dass v, X;v,0;v € F, M, also

[Xi,T]’U = XZT’U - TX,L'U =0 [8Z,T]v = &Tv - T@Zv =0

11
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Da [X;,T],[0;,T] € Dp—1(n) gilt folgt aus der Induktionsannahme, dass [X,. 7] = [&,T] = 0, d.h. T liegt
im Zentrum von D(n). Da das Zentrum aber gleich k (siehe Propositionfi.ﬁ?i 1st, tolgt 7' = 0. Daher gilt

dimy (D,(n)) < dimg(Homy(FpM, FopM)) = dimy (F, M) - dimy (Fp M)

Andererseits ist fiir groe p € Z<o die linke Seite gleich einem Polynom in p vom Grad 2n mit posi-
tivem Leitkoeffizient und die rechte Seite ist gleich einem Polynom in p vom Grad 2d(M) mit positiven
Leitkoeffizient. Das ist nur moglich, falls d(M) > n gilt. O

Sei M ein D(n)-Modul. Wir definieren seine Fourier-Transformation F (M) als den Modul, der als
abelsche Gruppe gleich M ist und das &duflere Produkt mit D(n) ist definiert als

(T, m) — F(T)m fir T e D(n),meM
Die Fourier-Transformation ist ein Automorphismus in der Kategorie M (D(n)) bzw. M,(D(n)).
Lemma 1.27. Sei M ein endlich erzeuger D(n)-Modul. Dann gilt d(F(M)) = d(M).

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass die Fourier-Transformation die Bernstein Filtrierung

1.4 Charakteristische Varietat

In diesem Kapitel werden wir eine geometrische Invariante eines endlich erzeugten D(n)-Moduls studieren.
Wir werden dazu die Filtration Fy D(n) (die Filtration nach der Ordnung) benutzen.

Da jeder D(n)-Modul M als k[Xy,...,X,]-Modul aufgefasst werden kann, konnen wir seinen Tréger
supp(M) C k™ betrachten.

Proposition 1.28. Sei M ein endlich erzeugter D(n)-Modul. Dann ist supp(M) eine abgeschlossene
Untervarietdat von k™.

Beweis. Sei FoM eine gute Filtration auf M. Sei z € k™, dann ist M, = 0 &dquivalent zu (F,M), = 0

fiir alle p € Z. Da lokalisieren exakt ist, ist dies dquivalent zu (GrM), =10 yoeéi Ip der Annihilator des
endlich erzeugten k[X, .. .. , Xn]-Moduls Gr,M. Aus Proposition I%?l foigf, dass supp(Grp,M) = V(I,).
Aus Lemma EJ?(Z fo gt éann, dass supp(M) = U,ez V(Ip). Seien my,...,m, homogene Erzeuger des
GrD(n)-Moduls GrM. Sei I C k[Xy,...,X,] der Annihilator von my, ..., ms. Dieser annihiliert dann
ganz GreM. D.h es existiert eine endliche Teilmenge S von Z, s.d. () cslp = I C I, fiir alle ¢ € Z.
iaraus folgt aber U,cq V(Ip) = V([l,esIp) = V(Nyes Ip) = V(1) D V(1) fiir alle ¢ € Z und damit die

ussage. O

:filtRin
Sei D ein filtrierter Ring mit einer Filtration F, D, die die Eigenschaften 1. - 7. aus Abschnitt ﬁﬁﬁme_n%
Sei M ein endlich erzeugter D-Modul und Fe M eine gute Filtration. Dann ist GrM ein graduierter GrD-
Modul. Sei I C GrD der Annihilator von GrM. Da I ein graduiertes Ideal ist, ist sein Radikal rad(T)
auch graduiert. Im allgemeinen hangt I von der Wahl der guten Filtrierung auf M ab. Wir haben aber
folgendes Resultat.

Lemma 1.29. Sei M ein endlich erzeugter D-Modul und FeM bzw. F.M zwei gute Filtrierungen. Seien
I bzw. I' die Annihilatoren der graduierten GrD-Moduln Gr¥ M bzw. Gr¥” M. Dann giltrad(I) = rad(I’).

Beweis. SeiT € rad(I)NGrPD. Dann existiert ein s € Z>g,s.d. T° € I. SeiY € F,D,s.d. Y+F, 1D =T
gilt. Wir erhalten somit Y°FyM C Fyy4,—1 M fiir alle ¢ € Z. Per Induktion erhalten wir

Y™ FyM C Fypmsp-mM

12
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fir alle m € Z>o und g € Z. Andererseits wissen wir aus Korollar [I.8] "dass FeM und FyM &quivalent

sind. Es gibt also ein | € Z>o ,s.d. FyM C Fy ;M C Fyi9M fiir alle g € Z gilt. Daraus folgt

YmSFE;M C Ymqu+lM - Fq+l+msp7m - F¢;+2l+m5p7mM

fir alle ¢ € Z und m € Z>o. Nehmen wir m > 2[, dann folgt daraus Y™*F,M C F, ., 1M, dh.
T™s ¢ I', also T € rad(I’) und somit rad(l) C rad(I’). Aus Symmetrie folgt dann rad(I) =rad(I’). O

Daraus folgt, dass das Radikal des Annihilators von Gre M unabhéngig von der Wahl der guten Filtrierung
auf M ist. Wir bezeichnen dieses Radikalideal mit J(M) und nennen es charakteristisches Ideal.

Wir wenden diese Konstruktion auf den Ring D(n) mit der Ordnungsfiltration an. Da GreD(n) =
k[ X1,...,Xn, &, .., &) gilt, erhalten wir eine affine algebraische Varietét

Ch(M) :=V(J(M)) C k*"

die sogenannte charakteristische Varietit von M.

Da J(M) in den Variablen &1, ..., &, ein homogenes Ideal ist, erhalten wir folgendes Resultat.

1:Chconicaff | Lemma 1.30. Die charakteristische Varietdt Ch(M) eines endlich erzeugten D(n)-Moduls M hat die
folgende Eigenschaft: Ist (x,£) € Ch(M) dann ist fir jedes X € k auch (X, \§) € Ch(M).

Man sagt auch, dass Ch(M) eine konische Varietét ist.

irVarshortex | Proposition 1.31. Sei

eine kurze exakte Sequenz von endlich erzeugten D(n)-Moduln. Dann gilt

0—M —M-—M —0

Ch(M) = Ch(M') U Ch(M")

Beweis. Sei M ggggx&ute Filtrierung auf M. Diese Filtrierung induziert gute Filtrierungen F, M’ und
F M. Aus “!§ wissen wir, dass die induzierten Filtrierungen auch gut sind. Wir erhalten eine exakte
Sequenz

0 — GreM' — GreM — GreM" — 0

- suppMisVI
von endlich erzeugten k[X1,..., X,,&1,...,&u]-Moduln, deren Trager wegen Proposition uelc_tu en o
charakteristischen Varietéten von M, M’ und M"” sind. Die Behauptung folgt dann aus Lemma [A20]

Sei 7 : k™ — k™ die Projektion definiert durch 7(x, &) = .

suppProjChar | Proposition 1.32. Sei M ein endlich erzeugter D(n)-Modul. Dann gilt supp(M) = w(Ch(M)).

:Dmodsuppclosed
Beweis. Seien my, ..., ms homogene Erzeuger von Gre M. Wir haben im Beweis von Proposition gese-

hen, dass der Annihilator I C k[Xy,...,X,] von mq,...,m, die Gleichung V(I) = supp(M) erfiillt. Ist
nun andererseits J der Annihilator von my, ..., msin k[X1,..., X, &1, ..., &), dann gilt T = k[ X4, ..., X,,]N
J und Ch(M) = V(J). Das zeigt, dass = € V(I) = supp(M) dquivalent zu (x,0) € V(J) = Ch(M). Da
Ch(M) konisch ist, zeigt das die Behauptung. O

Sei M ein endlich erzeugter D(n)-Modul. Wir definieren den singulédren Trager von M als
singsupp(M) = {z € k" | (z,£) € Ch(M) for some & # 0}

Es gilt singsupp(M) C supp(M).

13
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Lemma 1.33. Sei M ein endlich erzeugter D(n)-Modul. Dann ist singsupp(M) eine abgeschlossene
Untervarietit von supp(M).

Beweis. Sei p: k™ \ {0} — Pp~! die natiirliche Projektion. Dann projeziert die Abbildung

idx p: k™ x (K™\ {0}) — k" x P!

die Varietit Ch(M)\ (k" x {0}) auf die abgeschlossene Untervarietit von k" x PP~ die dem Ideal J(M),

welches homogen in &1,. .., &, ist, entspricht. Die Projektion auf den ersten Faktor ¢ : k™ x P"~1 — k"
bildet diese Untervarietiit auf sing supp(M) ab. Da ¢ projektiv und damit eigentlich ist, ist sing supp(M),
als Bild einer abgeschlossenen Varietit, selbst abgeschlossen. O

Das folgende Resultat liefert eine geometrische Charakterisierung der Bernstein-Dimension.

Theorem 1.34. Sei M ein endlich erzeugter D(n)-Modul. Dann gilt
dim Ch(M) = d(M)
Wir beweisen das Theorem in mehreren Schritten. Als erstes betrachten wir den zyklischen D(n)-Modul
M = D(n)/L wobei L ein links-Ideal in D(n) ist. Wir erhalten eine exakte Sequenz von D-Moduln
0—L—Dn —M-—70

Die Filtration nach der Ordnung eines Differentialoperators auf D(n) induziert Filtrationen auf L und M.
Damit erhalten wir die kurze exakte Sequenz

0 — GroeL —> GreD(n) — GreM — 0

von GreD(n)-Moduln. Das heifit GroM ist isomorph zum Quotienten GreD(n)/GreL und daher ist
der Annihilator von GreM isomorph zu GreL. Die charakteristische Varietat von M ist also per Def-
inition gleich V(GreL). Um also das Theorem im Spezialfall M = D(n)/L zu bweisen , miissen wir
dim V(GreL) = d(D(n)/L) zeigen.

Sei R = k[X1,...,Xn,&1,--.,&]. Wir definieren zuerst eine Familie von Graduierungen auf R. Sei s € Z~1
Wir definieren Gr's) R als linearen Span der Monome X ... Xinglt | ¢in s.d. S0 (ix+5-j) = m gilt.

3
Das macht R fiir jedes s € Z~1 zu einem graduierten Ring. Zuséatzlich definieren wir eine entsprechende

Filtrierung FISS)R =6 GriR .

m<p
Ist Fo R die natiirliche Filtration nach dem Grad der Polynome ( also FeR = F.(I)R) dann gilt
FRCF,R und F,RCF}'R

Sei I C R ein Ideal. Betrachte die kurze exakte Sequenz von R-Moduln 0 — I — R — R/I — 0 mit den
dazugehorigen induzierten Filtrierungen. Dann gilt

F*)(R/T) C Fy(R/T) und  F,(R/I) C F$(R/T)
und insbesondere

dimy, F)(R/I) < dimy, Fy(R/I)  und  dimy F,(R/I) < dimy, F$$ (R/T) (1.4.1)
Sei s € Z~,. Wir definieren eine Filtrierung F(*) D(n) durch

F,(,f)D(n) =<K TEe€ D(TL) ‘ T = Z C]JXlaJ,C[J €k
[I]+s]J|<m

14
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Fir s =1 ist F(l)gg@l‘clllile Bernstein-Filtrierung. Die Filtrierung F.(S)D(n) erfiillt die Bedingungen 1. — 3.
aus Abschnitt I; i[ Um Bedingung 4. zu zeigen bemerken wir folgendes: Sei T' € D(n) von der Ordnung
< g. Dann gilt

T € F)D(n) & T € F\VD(n)

firm=p+ (s—1)g. SeialsoT € F,Sf)D(n) und S € Fn(f,)D(n) von der Ordnung < ¢ bzw. < ¢’. Dann
ist T € FZSI)D(n) bzw. S € F;})D(n) fir p=m— (s —1)qg baw. p’ = m’ — (s — 1)¢’. Die Ordung von
TS ist < g+¢ undes gilt TS € Féi)p,D(n). Daraus folgt T'S € Fs_)irm/D(n). Der Beweis der Eigenschaft
5. ist dhnlich. Das heifit der graduierte Ring GTES)D(n) ist isomorph zum graduierten Ring GTES)R. Wie
weiter oben bezeichen wir die assozierte Filtrierung mit F.(S)R. Insbesondere gilt

s 1 1 s
ED(n)c F{"D(n)  and  F{"D(n) C F$)D(n)

Betrachte die exakte Sequenz
0—L— D(n) — D(n)/L—0 (1.4.2)

von D(n)-Moduln mit den induzierten Filtrierungen F'. Dann gilt
s 1 1 s
FP(D(n)/L) € FV(D(n)/L)  und  FP(D(n)/L) € F)(D(n)/L)
Insbesondere gilt

dimy, F$*(D(n)/L) < dimy, EY(D(n)/L)  und  dimy F$Y(D(n)/L) < dimy, F$$)(D(n)/L)
(1.4.3)

Lemma 1.35. Sei L ein Links-Ideal von D(n). Dann gilt
d(D(n)/L) = dim V(Gr{ L)

fiir alle s € N.

:sesdimChar
Beweis. Aus der kurzen exakten Sequenz @W_&en induzierten Filtrierungen F.S) erhalten wir die
kurze exakte Sequenz

0— GriL — Gri¥D(n) — Gl (D(n)/L) — 0

Wir haben weiter oben bereits gesehen, dass GrES)D(n) ~ Grgs)R gilt. Daraus folgt

dimg E(D(n)/L) = > (dimg F*)(D(n)/L) — dimy, F.* (D(n)/L))

dimy, Gr{*) (D(n)/L)

(dimy, Gr(gs)D(n) — dimy, GréS)L)

(= 109= 10~ 10~

(dimy, Gr,(]s)R — dimg, Grfls)L)

Q
Il
=

dimy, Gr® (R/Gri L)

NE

Il
<

q
= dimy, F® (R/Gr{ L) (1.4.4)
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Indem wir @ Cural(ri 4.3 Cbgrrlu?zen erhalten wir
dimy, F\V(D(n)/L) < dimy, F)(D(n)/L) = dim; F®(R/GriL) < dimy, Fyp(R/Gr(®) L)
und
dimy, F,(R/GriL) < dimy FS(R/Gr{® L) = dimy, F$(D(n) /L) < dimy, F{Y(D(n)/L)

Da die Funktionen p ~— dimy F,E (D(n)/L) bzw. p — dimy FP(R/GT.S)L) fiir grole p € Z als Poly-
nome dargestellt werden konnen, miissen diese Polynome den gleichen Grad haben. Das heifit es gilt
%! D(n)/L) = d(R/GrES)L). Da Gri* L der Annihilator von R/GrES)L ist, folgt die Aussage aus Theorem

O

Wir bezeichnen mit 0'(9)( T) die Projektion von T' € FZSS)D(n) nach Gr,(,s)D(n) = R. Fir R=k[X1,...,Xn, &, ...

mit der natiirlichen Filtrierung bezeichnen wir mit Symb, die Abbildung, die jedes Polynom vom Grad p
auf ihren homogenen Anteil vom Grad p abbildet.

Beispiel 1.36. Sei T € D(1) mit T = 230 + 8% + x0%. Dann ist die Ordnung von T kleiner gleich 2 und
es gz'lt 02( ) = &2 +x&2 sowie Symbz(o2(T)) = €%, Andererseits gilt ail)(T) = 3¢, Uéz) (T) = 3¢ + €2
und 025+1(T) = 2&? fiir s > 2.

Dies gillt allgemein: Fiir grofe s ist o(*)(T) gleich Symb(a(T)).

Lemma 1.37. Sei T ein Differentialoperator in D(n) von der Ordnung < m, s.d. sein Symbol ein
Polynom vom Grad p ist. Dann existiert ein sg, s.d. fir s > sg

ap(Symby (T)) = o) ) (T)

gilt.

Beweis. Sei T = Z|J|<m cr7 X197, Da die Summe endlich ist, existiert ein ¢g € Z>q ,s.d. fir cry # 0 die
Ungleichung |I| < ¢o gilt. Per Annahme ist

= > eXx'e’
|J|=m

ein Polynom vom Grad p und sein Leitterm ist

Symby, (o, (T)) = Z cryXted

[I|=p—m,|J|=m

Andererseits sind die Monome X797 ¢ ﬂ s) D(n). Fiir ¢;y # 0 ergeben sich daher folgende Moglichkeiten:

I|+s|J]|
— (s)
1. [Jj=mund |I| =p—m: XIGJEFP+(S Hm D(n)
2. |[J|=mund |I| <p—m: X107 € FISJF)(S Hm_1D(n)
3.m>1,|[J] <mund |I| < g X107 € Fq(ozrs(m 1 D(n). AuBerdem gilt

Got+sm—1)=qg+sm—s=qg+m—s+(s—1)m
Das heifit, wenn s > so = go + m — p+ 1, dann gilt go + s(m — 1) < p+ (s — 1)m — 1, also ist in

diesem Fall X197 ¢ FIEJF)(Q 1ym_1D(n). Daraus folgt im Fall s > so, dass

o= > e X' =Dy (on()),
|I|=p—m,|J|=m
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Wir wihlen jetzt endlich viele T; € L, s.d. die Symb(o(T;)) das Ideal Gre(GreL) erzeugen. Wegen Lemma

eqGrs

existiert ein s, s.d. Symb(c(T;)) = o®)(T;) simultan fiir alle T;. Daraus folgt Gre(GreL) C GriVL

bzw. V(Gre(Gre.L)) D V(GTES)L) und somit dim V(Gre(Grel)). > dim V(Gr®)L). Aus Lemma
folgt aber dim(V(GreL)) = dim V(Gre(GreL)). Aus Lemma olgt dann dim V(GreL) > d(D(n)/L).

IeqVGrI

Wir beweisen jetzt die umgekehrte Richtung. Sei T' € F;gl)(D(n , dann gilt ord(T) < p und o(T) ist
ein Polynom vom Grad < p. Daher gilt GT.FIEDL - Fp(Gr.LDa Fzgl)(L) endlich dimensional und
hausdorffsch ist, gilt

dimy, F{V(L) = dim Gre £V (L) < dimy, F,(GroL)

und damit

dimy, F{"(D(n)/L) = dimy, Dp(n) — dimy, F\V(L) > dimy, F,R — dimy, F,(GreL) = dimy, F,(R/Gr.L)
ies impliziert d(D{n)/ L) > d(R/GreL). Da GreL der Annihilator von R/GreL ist folgt aus Proposition
un eorem ass d(D(n)/L) > dim V(GrL) gilt. Wir haben somit gezeigt, dass
d(D(n)/L) = dim V(Gr.L)

gilt.

Im allgemeinen Fall beweisen wir das Theorem per Induktion nach der Anzahl der Erzeuger. Wir betra-
chten die kurze exakte Sequenz
0—M —M-—M —0

wobei wir annehmen, dass M g Erzeuger, M’ g — 1 Erzeuger hat und M” zyklisch ist. as heif3t M"
ist isomorph zu D(n)/L fir ein geeignetes Links-Ideal L. Aus dem ersten Teil des Beweises folgt dann .
: exSegDimMultnonl

d(M") = dim Ch(M" ), Aus der Induktionsannahme folgt d(M’) = dim Ch(M’). Aus Proposition Il “
Elﬁi folg?

und Proposition

d(M) = max(d(M'),d(M")) = max(dim Ch(M'),dim Ch(M")) = dim(CH (M')udim Ch(M")) = dim Ch(M).
Damit ist der Beweis des Theorems fertig.

:affBernsteinineq
Aus dem Theorem und Theorem [I.26] folgt

Korollar 1.38. Sei M ein endlich erzeugter D(n)-Modul und M # 0. Dann gilt dim Ch(M) > n.

1.5 Holonome D-Moduln

Definition 1.39. Fin endlich erzeugter D-Modul heifst holonom falls die Dimension seiner charakter-
istischen Varietdt < n ist. Das heifst, M ist holonom falls entweder M = 0 oder dim Ch(M) = n gilt.

thm:propHol | Theorem 1.40.

1. Holonome D-Moduln haben endliche Ldnge

2. Unter-Moduln, Quotienten und Eztensionen von holonomen Moduln sind holonom.

2Die Inklusion ist i. a. strikt. Betrachte L = (z0P~! + zP*1). Dann ist 6P~ € F,GreL aber z0P~1 4+ zP 1l ¢ Flgl)(L).
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bsp:delMod

. . . . . :charVarshortex .
Beweis. Die zweite Aussage folgt unmittelbar aus Proposition m die erste Aussage zu 2%‘{%6 en 4o
li“g; 1St seine

betrachten wir einen holonomen D(n)-Modul M der ungleich null ist. Wegen Theorem
Bernstein Dimension gleich n. Da M endlich erzeugt und D(n) noethersch ist, existiert eine maximaler
D(n)-Untermodul M’ C M. Wir erhalten eine kurze exakte Sequenz

0— M —M-— M/M —0

Wegen der zweiten Aussage ist M, und M /AL holongm und M/M’ ist ein irreduzibler D(n)-Modul. Ist
Illml dass e(M") < € 5\2; %

M’ # 0 dann folgt aus Proposition gilt. Die Behauptung folgt dann per Induktion
nach der Multiplizitat e(M). O

Wir bezeichnen mit Hol(D(n)) die volle Unterkategorie von My, (D(n)) der holonomen D-Moduln.

Beispiel 1.41. Sei O,, = k[X1,...,X,], dann ist O, ~ D(n)/(D(n)(d,...,0y)) ein endlich erzeugter
D(n)-Modul. Wir definieren eine Filtrierung

FO. - O, firp>0
PZ10 0 firp <0

Die Filtrierung FoO,, ist eine gute Filtrierung bzgl. der Ordnungsfiltration auf D(n). Fir den graduierten
Modul GreO,, gilt

0 firp#0

Daraus folgt, dass der Annihilator von GreO,, als Ideal in k[X1,...,Xn,&1,...,&) von &1, ..., &, erzeugt
wird. Daraus folgt, dass Ch(O,,) = k™ x {0} C k®" gilt. Insbesonders gilt dim Ch(O,,) = n, also ist O,
ein holonomer D(n)-Modul. Durch Ableiten sehen wir, dass jeder D(n)-Untermodul von O,, die 1 enthdlt,
d.h. O, ist irreduzibel.

Xi,.... X, firp=
30, = {180 S

Proposition 1.42. Sei M ein holonomer D(n)-Modul, dann ist die Fourier-Transformation F (M) auch
holonom. Insbesondere ist F ein Automorphismus der Kategorie Hol(D(n)).

:dimFourier :BerneqChardim
Beweis. Aus Lemmaﬁ ?( i gt, dass d(M) = d(F(M)). Die Proposition folgt dann aus Theoremﬁ ;gﬁf

:holFL
Beispiel 1.43. Betrachte A, = F(O,) ~ k[01,...,0,]. Aus Proposition wissen wir, dass A,

holonom ist. Da die Fourier-Transformation ein Automorphismus der Kategorie Hol(D(n)) ist, folgt
aus dem obigen Beispiel, dass A,, irreduizibel ist. Wir definieren eine Filtrierung Fo/A, durch

span({0" | [I| <p}) firp=0
FpAn = .
0 firp <0

Sei €; der Multi-Index (0,...,0,1,0,...,0) mit einer 1 an der i-ten Stelle. Dann gilt
Bj . 31 = 8I+6j und X]‘ . 8I = 7ij817€j
Das zeigt, dass die F,A, k[Xi,...,X,]|-Untermoduln von A, sind. Auferdem gilt F;D(n) - F,A, =

FpigA,. Somit ist die Filtration FoD(n) ein gute Filtration bzgl. der Ordnungsfiltrierung auf D(n). Fir
den graduierten Modul GreA,, gilt

I _ .
Goun, — {span@" 111 =p}) fiirp =0
0 firp <0

Die X; operieren auf Gre/AA,, durch 0. Das zeigt, dass der Annihilator von GreA,, als Ideal in k[X1,..., Xn, &1, ..

durch X1, ..., X, erzeugt wird. Daraus folgt Ch(A,) = {0} x k™ C k*".
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Wir beweisen jetzt ein einfaches Kriterium fiir die Holonomizitét.

Lemma 1.44. Bertrachte D(n) mit der Bernstein-Filtrierung. Sei M ein D(n)-Modul und FoM eine
ausschopfende D(n)-Modul Filtrierung. Falls

dimy, F, M < %p” + (Terme niedrigerer Ordnung in p)
n!

fir alle p € Z>o gilt, dann ist M ein holonomer D(n)-Modul mit Linge < c. Insbesondere ist M endlich
erzeugt.

Beweis. Sei N ein endlich erzeugter D(n)-Untermodul von M. Dig Liltrierung Fo M induziert eine
ausschopfende D(n)-Modul Filtrierung auf N. Wegen Lemma Hesitz eine gute Filtrierung F,N.

Es existiert daher ein s € Zx¢. s.d F, N C Fj,, (N fiir alle p € Z gilt. Es gilt
dimy, F;,N < dimy, Fpr N < dimy, Fpy s M < %pn + (Terme niedrigerer Ordnung in p)
n!

Daraus folgt d(N) < n und daher ist N holonom. Ist N # 0 dann gilt aulerdem e(N) < ¢. Das zeigt,
dass die Lange von N kleiner gleich e(IN) < ¢ ist. Daraus konnen wir schlulfolgern, dass jede aufsteigende
Sequenz von endlich erzeugten D(n)-Untermoduln von M stationdr wird, d.h. M ist selbst auch endlich
erzeugt. O

Beispiel 1.45. Sei D = D(1) und betrachte die D-Moduln M, = D/D(z8 — ). Setze E = x0. Es ist
leicht zusehen, dass die Operatoren {zPE1,0PEY | p,q € Z>o} eine Basis von D als k-Vektorraum bilden.
Das Links-Ideal D(xd — o) wird von den Elementen {tPE9(E —a),0PE1(E—q) | p,q € Z>o} aufgespannt.
Daraus folgt unmittelbar,dass M, von den Klassen {xzP,0P | p € Z>o} aufgespannt wird. Es gilt

Er=z(E+1) und  EO=0(E—1) in D(1).

Daher ist die Klasse von x™ in M, ein Figenvektor von E zum Figenwert o + n und die Klasse von O™
ist ein Eigenvektor zum FEigenwert o —n. Das heifit das Spektrum von E ist {a+n | m € Z} und jeder
FEigenwert hat Multiplizitat 1.

Nehme jetzt an, dass o € 7. Dann ist E = x0 ein linearer Isomorphismus und die Links- Multiplikation
mit x ist surjektiv. Sie ist aber auch injektiv, da der Eigenraum zum Eigenwert o+ n in den Eigenraum
zum FEigenwert a + n + 1 abgebildet wird E| Da zeigt aber auch, dass Links-Multiplikation mit O ein
Isomorphismus ist. Da E jeden michttrivialen D-Untermodul von M, stabilisiert, enthdlt dieser einen
nicht-trivialen Eigenvektor von E. Aus den obigen Argumenten folgt dann, dass der Untermodul jeden
Eigenraum enthdlt und somit M, irreduzibel ist. Die D-lineare Abbildung

My — Myip
T+ TP

ist ein Isomorphismus, da sie den Figenraum zum Figenwert a + n in den FEigenraum zum FEigenwert
(a+p) +n abbildet.

Wir definieren eine Filtrierung auf M, durch

D q < . >
FoM, = span({zP, 09 | p,q < n} f?rn_o
0 fiirn <0

Die Filtrierung ist eine hausdorffsche, ausschiopfende Filtrierung durch endlich dimensionalen Vektorraume.
Es gilt z- FuMy C Froy1 My und OF, M, C Fri1M,. Das heifst FoM ist eine D-Modul Filtrierung bzgl.
D ausgestattet mit der Bernsteinfiltrierung. Da dimy FMy = 2p + 1 gilt, folgt, dass M, holonom ist.

3 Bsgilt 20" = (a+n—1)-0"" 1 in M,
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Um die charakteristische Varietit auszurechnen betrachte wir die Filtrerung F,M,,. Sie ist durch

g - Jspan({a? 07| p.q € Zz0,g <n})  firn =0
e 0 fiirn <0

gegeben. Dies ist eine hausdorffsche, ausschopfende Filtration durch endlich erzeugte C|x]-Moduln. Es gilt
OF) M, C F} 1M, und dies liefert eine gute D-Modul Filtrierung bzgl. D ausgestattet mit der Filtrierung
nach der Ordnung von Differentialoperatoren. Der graduierte Modul GreM,, ist durch

span(9™) fiirn >0
GroMy = § span({aP | p € Z>o) firn=0
0 firn <0

Daraus folgt, dass das Element x € GreD den homogenen Teil Gr,M, fir n >0 und £ € GreD den ho-
mogenen Teil GroM,, annihiliert. Daraus folgt, dass der annihilator von GreM, von x€ € k[z,£] erzeugt
wird. Daraus folgt, dass die charakteristische Varietat Ch(M,,) die Vereinigung der beiden Hyperebenen
{z =0} und {{ = 0} ist.

Sei M ein D(n)-Modul und P € k[Xy,...,X,]. Auf der Lokalisierung MPEI konnen wir k-linerae Abbil-
dungen 0; : Mp — Mp durch

m m oym
ai(ﬁ) = —kdi(P) Pk+1 + Pk
definieren. Durch nachrechnen iiberpriift man, dass
m m m
[3i,aj](ﬁ) =0 und [aivxj](ﬁ) = 5ijﬁ

:relD
gilt. Aus Theorem @Ef%lft, dass dies eine D(n)-Modulstruktur liefert.

Proposition 1.46. Sei M ein holonomer D(n)-Modul und P € k[X1,...,X,]. Dann ist Mp auch ein
holonomer D(n)-Modul.

Beweis. Sei D(n) mit der Bernstein-Filtrierung versehen. Wir kénnen oBdA annehmen, dass P # 0 gilt.
Sei m = deg P und FeM eine gute Filtrierung auf M, s.d. FpyM = 0 fur k£ < 0 gilt. Wir definieren eine
Filtrierung auf Mp durch FyMp = 0 fir £ < 0 und

v
FyMp = {ﬁ |ve F(m+1)kM}

fir k € Z>o. Die Filtrationsschritte FyMp sind Untervektorraume von Mp. Sei w = g7 € FMp fiir
ein v € FyuypM. Dann gilt w = % sowie Pv € Fpi1pemM C Funyys)M. Daraus folgt
w € Fyy1Mp. Das zeigt, dass FeMp eine aufsteigende Filtrierung ist.

Wir wollen jetzt zeigen, dass die Filtration ausschopfend ist. Daflir miissen wir zeigen, dass fiir jedes

v € M und k > 0 das Element % in einem der Filtrationsschritte liegt. Sei v € FyM und k£ > 0. Dann
gilt g% = ;—1 fir alle s € Z>o. Da P*v € FypguM und (m+1)(k+s)—(g+sm) =s+(m+1)k—qg>0
fir s > g — (m + 1)k gilt, folgt

Piv e Fq+smM - F(m+1)(k+8)M

und damit 55 € FisMp.

Es bleibt zu zeigen, dass FeM eine D(n)-Modul Filtrierung ist. Fiir v € Fp M gilt z;Pv €
F(m+1)(k+1)M und somit ,Ii% = ;’Til{ S Fk+1Mp. Ebenso gﬂt

v —k0;(P)v + Pd;w
o (ﬁ) B Ph+

4Mp ist die Lokalisierung des unterliegenden k[X1, ..., X,]-Moduls
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und —kd;(P)v + PO;v € Fyi1)(k+1)M. Damit gilt 0; (3% ) € Fp41 M. Wir wenden jetzt Lemma@.%lf:;ara
die ausschopfende D(n)-Modul Filtrierung Fo Mp anwenden. Es gilt

((m+1)k)"

dimk FkMp S dlmk F(m+1)k:M S e(M) !

+ (Terme niedrigerer Ordnung in k)

Daraus folgt, dass Mp holonom ist. O

Korollar 1.47. Sei P € k[X1,...,X,]. Dann ist k[X1,...,X,]p ein holonomer D(n)-Modul.

Beispiel 1.48. Sei D = D(1) und betrachte My = klx],. Man kann leicht zeigen, dass k[x], ~ D/D(0x)
gilt. Wir haben namlich die D-lineare Abbildung

klx]), — D/D(0x)

nt1 s
B T e firn 2 -1 (1.5.1)
(=) Yn—-1)10 "t firn < —2

1.6 AuBere Tensorprodukte

Sei X = k™ und Y = k™. Im folgenden bezeichnen wir mit Dx bzw. Dy die zugehdrigen Algebren
von Differentialoperatoren mit polynomialen Koeffizienten. Wir betrachten die Algebra Dx X Dy, die
gleich Dx ®) Dy als Vektorraum ist und die, fiir T,7" € Dx bzw. S,S’ € Dy mit der Multiplikation
(T®S)(T'®S")=TT"® S8’ versehen ist. Wir nennen Dx X Dy das duflere Tensorprodukt von Dx
und Dy-.

Lemma 1.49. Fs gilt Dx X Dy = Dxxy

Ist M ein Dx-Modul und N ein Dy-Modul, dann kénnen wir den Dx«y-Modul M K N definieren. Er
ist isomorph zu M ®j N als k Vektorraum und die Wirkung von Dxyy auf M X N ist geben durch
(T®S)(m@n):=Tm® Sn.

1:boxtimesfg| Lemma 1.50. Sei M ein endlich erzeugter Dx-Modul und N ein endlich erzeugter Dy -Modul, dann ist
M X N ein endlich erzeugter Dx «y-Modul

Beweis. Seien ey, ..., e, Erzeuger von M und fi, ..., f, Erzeuger von IV, dass sind die ¢; ® f; fiir 1 <i <p
und 1 < 5 < q Erzeuger von M X N. O

Definiere die Abbildung
q: k2 x kP — g2t
(1, Ty &1y e &y YLy ey Ums My e e s M) = (T oy Ty Y1y e o s Yy Es e o v 5 Eny My -+ -y Thim)
Wir mochten jetzt folgende Aussage beweisen.
@l Theorem 1.51. Seien M und N endlich erzeugte Dx bzw. Dy -Moduln. Dann gilt
Ch(M KX N) = q(Ch(M) x Ch(N))

Wir versehen jetzt Dx bzw. Dy mit der Ordnungs-Filtrierung. Seien M bzw. N endlich erzeugte Dx-
bzw. Dy-Moduln mit guten Filtrierungen Fq M bzw. FqN. Wir definieren die Produkt-Filtrierung durch

Fj(MRN)= > F,M®; F,N
P+q=J

Daraus folgt unmittelbar, dass die Produktfiltrierung auf Dx XDy = Dx xy mit der Ordnungs-Filtrierung
iibereinstimmt. Das heifit Fo (M X N) ist eine ausschopfende, hausdorffsche D x y-Filtrierung. Wir wollen
zeigen, dass Fo(M K N) eine gute Filtrierung ist. Dafiir brauchen wir einige vorbereitende Lemmata.
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Lemma 1.52. Seien M, M’ , N und N' k-Vektorraume und ¢ : M — M’ und ¢ : N — N’ k-lineare
Abbildungen. Diese definieren eine lineare Abbildung v @ ¢ : M @, N — M’ @y N'. Es gilt

1. Im(p @) =Im¢ @Imrp

2. ker(p @) =ker¢p @ N + M ® ker 1.
Beweis. Die erste Aussage ist klar, da dass Bild von Elementen der Form (¢ ® ¥)(m ® n) = ¢(m) @ ¥(n)

erzeugt wird. Um die zweite Aussage zu beweisen, kénnen wir oBdA annehmen, dass die beiden Abbildung
¢ und ¢ surjektiv sind. Wir erhalten die kurzen exakten Sequenzen

0— M — M -2 M —0
0— N —N-5N —0

wobel M"" = ker ¢ und N” = ker ) ist. Es gilt ¢ @ ¢ = (¢ @ idn+) o (idp @ ¢). Da tensorien mit N’ exakt
ist erhalten wir die kurze exakte Sequenz

0— M' &N — Mo N "% p e N — 0

Das heifit ker(¢p ® idy:) = M @ N’ =ker ¢ @ N’. Also ist jedes Element z € M ® N im Kern von ¢ ® v
genau dann wenn (idyr ® ©)(z) in ker ¢ @ N’ liegt. Da die Sequenz

0—MaN'—MaN ¥ Mo N —0
kurz exakt ist, wird ker ¢ ® N surjektiv auf ker ¢@ N’ abgebildet und ker(idy; ®¢) = MQN" = M Qker 9.

Das heif3t, ¢ ist im Kern von ¢ ® 1 genau dann wenn z € ker¢ @ N + M ® ker . O
Lemma 1.53. Seien X1,..., X, lineare Unterraume eines k-Vektorraumes X, die X aufspannen. Gilt
XNy X; = {0}

J#i
fir 1 <i<mn, dann ist X die direkte Summe von X1,...,X,.

Beweis. Seix; € X; fur1 <i<mn,sd. z;+...+x, =0. Dann gilt 2; = —Zjﬂxj € X; ﬂzjﬂXj und
damit ist x; gleich 0. Daraus folgt die Behauptung. O

Wir mochten jetzt Gre(M X N) beschreiben. Sei j,p,q € Z mit p + ¢ = j. Wir erhalten eine Abbildung
FM®@FN— F;(MRN)— Gr;j(MXN)

:tensorProdLinAl .
Wegen Lemma ist der Kern der Abbildung

F,M @ FyN — GrpM @ GrgN

gleich F, 1M @ FyN + F,M ® F,_1N, d.h. sein Bild ist in F;_1(M X N) enthalten. Daraus folgt, dass die
lineare Abbildung F,M ® FuN — Gr;j(M X N) iiber GrpM ® GryN faktorisiert. Dies liefert die lineare
Abbildung
T @ GryM @ GryN — Gr;(M K N)
p+q=j
Die Abbildungen 7 ist per Konstruktion surjektiv. Wir haben ebenso gezeigt, dass die Restriktion auf
jeden Summanden Gr, M ® Gr,M injektiv ist. Sei jetzt X, , das Bild von Gr,M @ GryN in Gr;(MXN).
Wir haben

(FLM@F,N)N | > FyM®FyN|=F, \M&F,N+F,M®F, ;N CF;_1(MRN)

p'+q'=j
p'#p.a’' #q
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daraus folgt

Xpq N E : Xpg | = {o}.
p/+q’'=j
P’ #p.q'#
: supspacelLinAl . A .
Wegen Lemma olgt dann, dass 7 ein Isomorphismus ist. Insbesondere folgt, daraus dass GreDx X

GreDy = GreDxxy. Damit wird GreM X GreN ein graduierter GrD x «y-Modul der isomorph zu
Gre(M X N) ist. Da die Filtrierung FeM und FoN gut, Soi;r;]tdl}nessi? GreM und GreN endlich erzeugte
GreDx- bzw. GreDy-Moduln. Analog zu Lgl dann Gre(M X N) ein endlich erzeugter

lem:e I%IS
GreDx xy-Modul. Somit ist nach Lemma [I.T] Produkthiltrierung auf M X N gut.

Seien jetzt I C GreDx bzw. J C GreDy die Annihilatoren von GreM bzw. GreN. Seien my,...,ms
bzw. ny,...,n, die Erzeuger von GreM bzw. GreN. Betrachte die Abbildungen

¢:GreDx — @Gr.M
i=1
T—Tm&...0Tms,

b : GreDy — P Gr.N
=1
T—Tn&...8Tn,
(1.6.1)

Dann ist I = ker ¢ und J = ker . Die Erzeuger von GreM X GreN = Gre.(M K N) sind die m; ® n; fir
1<i<s,1<j<r. Daher ist der Kern der Abbildung

¢ @ : GreDxxy = GreDx R GreDy — (EB Gr.M) ® (@ Gr.N)
i=1 i=1

ensorProdLinAlg

der Annihilator von Gre(M X N). Nach Lemmali gz ist er gleich 1 ® GreDy + GreDx ® J.

Wir identifizieren GreDx mit k[x1,...,2n,&1,...,&n], Gre Dy mit k[y1, ..., Ym, M1, -« - s Nm) und GreDx xy
mit K[T1, .. s T, Y1y oy Yms E1y oo+ yEns My - - - Mim). Da der Annihilator von Gre(M X N) von den Bildern

 Lund J i kX1, Ty Yty oo s Ymy &Ly oo o5 Eny My - -+, M) €rzeugt wird, folgt der Beweis von Theorem

:BerneqChardim
Aus Theorem olg

Korollar 1.54. Sei M ein endlich erzeugter Dx-Modul und N ein endlich erzeugter Dy -Modul. Dann
gilt
dMXN)=d(M)+d(N).

Insbesondere gilt:

Korollar 1.55. Sei M ein holonomer Dx-Modul und N ein holonomer Dy -Modul. Dann ist M X N ein
holonomer D x yy -Modul.

L : suppProjChar
Aus Proposition olgt:

Korollar 1.56. Sei M ein endlich erzeugter Dx-Modul und N ein endlich erzeugter Dy -Modul. Dann
gilt
supp(M X N) = supp(M) x supp(IV)
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1.7 Inverse Bilder
Sei X = k™ und Y = k™ mit Koordinaten x1,...,z, und y1,...,Y%m. Wir bezeichnen mit Ox =
kElx1,...,2,] und Oy = k[y1, ..., yn] die Koordinatenringe. Betrachte die polynomiale Abbildung

F: XY
z=(x1,...,25) = (Y1, Ym) = (F1(2),..., Fn(z))

gegeben durch einen Ringhomomorphismus

¢r : Oy — Ox
P— PoF

Damit konnen wir jeden Oy als Oy-Modul auffassen. Wir definieren den rechts-exakten Funktor F* von
der Kategorie M (Oy) der Oy-Moduln zur Kategorie M (Ox) der Kategorie der O x-Moduln:

F*(N) :=Ox ®0, N

Wir nennen diesen Funktor inverses Bild unter der Abbildung F. Wir mochten diesen Funktor auf

D-Moduln ausdehnen. Ist N ein Dy-Links-Modul dann moéchten wi gc*:%\)fd)ﬁll}lﬁ i(%'gqer D x-Links-Modul
i; E% eine A

Struktur versehen. (Da der Transpositions-Funktor aus Abschnitt quivalenz von der Kategorie
der Links-Moduln zur Kategorie der Rechts-Moduln liefert, behandelt dass auch den Fall von Rechts-
Moduln). Wir betrachten zuerst die bilineare Abbildung

OXxN—>Ox®OYN

oP "\ _OF;
= Qv+ jz:; oz Yj

(P,v) —

0

Damit dies eine wohl-definierte Abbildung Ox ®o, N — Ox ®o, N wird, miissen wir zeigen, dass das
Bild von (P(Q o F),v) gleich dem Bild von (P, Qu) ist:

OP(QoF) - OF;
o el AR WL LI

Jj=1

(%?OF)W@ +ZP oF—®8jv
J

oP OF; 0Q
al’l ®Q +ZP8$,L &® (%U+Qaij>

0P

] ® 82/;‘ (QU)

Wir bezeichnen diesen k-linearen Endomorphismus von F*(N) mit 0,,. Man kann folgendes direkt
nachrechnen
(02,0, (P®v) =0  und [0z, z;](P ®@v) = 6;;(P ®v)

-relD
Aus Theorem @r’%@n‘c dann, dass F*(N) eine natiirliche links D x-Modulstruktur tragt. Sei
Dx_y := F*(Dy) = Ox ®0o, Dy

Wie wir gerade gesehen haben hat Dx_,y eine links Dx-Modulstruktur, es hat aber auch eine rechts
Dy-Modulstruktur durch Rechtsmultiplikation auf Dy. Da die beiden Multiplikationen offensichtlich
kommutiererﬁ hat Dx_,y eine (Dx, Dy )-Bimodulstruktur. Wir nennen ihn auch Transfer-Modul. Es gilt

F*(N) =0Ox X0y N = (OX Koy DY) @Dy N=Dx_vy @Dy N

5d.h. es gilt (T(P®v))Q = T((P®v)Q)
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Der Funktor F* : MY (Dy) — M*(Dx) ist rechts-exakt. Wir bezeichnen den zugehorigen derivierten
Funktor

N L
F (N) =Dx_ vy N

als inverses Bild von N. Sei For der Vergififunktor von der Kategorie der D-Moduln in die Kategorie
der O-Moduln. Dann kommutiert das folgende Diagramm

M(Dy) > M(Dx)

Fo’rl \LFGT

*

M(Oy) — M(Ox)

Eine analoge Aussage gilt flir die derivierten Funktoren

Proposition 1.57. Das folgende Diagramm kommutiert

FT
D_(Dy) E— D_(Dx)
For \LFGT
LF*

D™ (Oy) — D~ (Ox)
Beweis. Sei N € D™ (Dy) und sei K — N eine Dy-freie Auflésung. Dann gilt

L L
For(FtN) = For(Dx_,y®N) = For(Dx_,y®K) = For(Ox®0, K) = Ox®0, For(K) = Ox®0, For(N)
wobei die letzte Gleichung aus der Tatsache folgt, dass For(K) eine Oy-freie Auflésung von For(N) ist
(beachte Dy ist ein freier Oy-Modul). O
Wir mochten jetzt die funktoriellen Eigenschaften von F* untersuchen.

Lemma 1.58. Sei P ein projektiver links Dy -Modul. Dann ist F*(P) ein projektiver Ox-Modul.

Beweis. Seien (p;)rer Erzeuger von von P. Dann existiert eine surjektive Dx-lineare Abbildung ¢ :
Dg) — P, wobei Dg) ein freier Dx-Modul ist. Die universelle FEigenschaft von projektiven Objekten
zeigt, dass P ein direkter Summand von Dgp ist. Daraus folgt, dass F*(P) ein direkter Summand von

F*(Dg,l)) ist. Da Dy ein freier Oy-Modul ist, ist For(F*(Dg,I))) = Ox ®o, Dg,l) ein freier Ox-Modul.
Damit ist aber F*(P) als direkter Summand eines freien Moduls projektiv. O

Theorem 1.59. Seien X = k™Y = k™ Z = kP und F : X = Y bzw. G : Y — Z polynomiale
Abbildungen. Dann gilt

1. Der inverse Bild Funktor (G o F)* von M¥(Dz) nach MY (Dx) ist isomorph zu F* o G*.
2. Esgilt (GoF)t=FtoGT.

Beweis. In der Kategorie der Oz-Moduln gilt

(Go F)*(N) =O0x ®0, N = Ox ®o, (Oy ®0, N) = F*(G*(N))

Fiir die Dx-Modulstruktur auf (G o F)*(N) gilt

P Y. _9(GroF)
Pi
Qv+ ;; o © D, v

O0x (P®U):§

25



opTransfmod

fir die Dx-Modulstruktur auf (F*(G*(N)) gilt

oP " _OF; oP " _OF; Gy
K3 j:1 3 7 j:]- K3

Wir miissen zeigen, dass die beiden rechten Seiten unter der Identifizierung P ® (Q ® v) — P(Qo F) ®v
gleich sind. Dies folgt jedoch unmittelbar aus der Kettenregel

oP 8F 0G, 8Gk
O 01 55 (00, ) o O 55§25
P Y L OF; [(9Gy
= %2, ®U+ZPZ oz, (aijF) ® 0y, v
k=1 j=1
9P "L 9(GroF)
= ®v+;PT®8zkv (1.7.1)

das heifit die Dx-Wirkungen stimmen iiberein. Das zeigt den ersten Punkt.

Um den zweiten Punkt zu zeigen, sei N € D™ (Dyz) und P — N eine projektive Auflésung. Dann gilt
FToGT(N)=F"(G*P) = F*(G*P) = (Go F)*P = (Go F)TN

 invImProi
wobei das zweite Gleichheitszeichen aus Lemmal gg ind det Tatsache das ein Dy-Modul der ein projek-
tiver Ox-Modul ist, F'"-injektiv ist. O

Korollar 1.60. Sei X = k™Y = k"™ Z =kP und F : X = Y bzw. Y — Z polynomiale Abbildungen.
Dann gilt:

1. Dx_z ~Dx_v ®py Dy z

, L
2. TOTjDY(DXHY7 Dy_z)=H 7 (Dx_y ®py Dy_z) =0 firj > 1.

L
Insbesondere gilt daher Dx_,z ~ Dx_y ®p, Dy_.z.

:PropInvIm
Beweis. Die erste Aussage folgt aus Theoreml %Qf es gilt
Dx_ 7z =(GoF)"(Dgz)=F*(G*(Dz)) = F*(Dy-z)=Dx_y ®py, Dy_z

Wir beweisen die zweite Aussage. Da Dy frei ist, ist Dy insbesondere projektiv und damit ist Dy .5 =
G*(Dyz) ein F*-injektiver Modul. Also gilt

. , L
0=H 'F"(Dy_z)=H 7(Dx_y ®py Dy_z) = ToerY(DXHY7 Dy_,z)
O
Wir wollen jetzt zwei verschiedene Beispielklassen von Abbildungen studieren. Die erste sind Projektionen.

Sei p: X xY — Y die Projektion auf den zweiten Faktor. Es gilt Oxxy ~ Ox ®; Oy. Betrachte den
Dy -Modul N als Oy-Modul, dann gilt

p*(N) =Oxxy ®oy N =(0Ox ® Oy) ®o, N =0x ®; N

Betrachten wir jetzt N als Dy-Modul und p*(N) mit der dazugehorigen D x-Modulstruktur. Es ist leicht
zu sehen, dass unter dem obigen Isomorphismus 0., auf dem rechten Term Ox ®; N als Ableitung auf
dem linken Faktor wirkt und 9,, wirkt auf N. Somit gilt p* N ~ Ox X N.
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Proposition 1.61. Sei X = k™Y =k™ und p: X xY — Y die Projektion auf den zweiten Faktor.

1. p* ist ein exakter Funktor von M*(Dy) nach M*(Dxxy) und somit gilt
ptN =p*N =0x XN

2. Fuolls N ein endlich erzeugter Dy -Modul ist, dann ist p*N ein endlich erzeugter Dx «y-Modul.

3. Es gilt d(p*(N)) = d(N) +n fiir jeden endlich erzeugten Dy -Modul N. Insbesondere ist ein endlich
erzeugter Dy -Modul N genau dann holonom wenn p™(N) holonom ist.

Wir betrachten jetzt ein zweites Beispiel. Sei i : X — X x Y mit i(x) = (z,0) die kanonische Injektion.
Dann gilt (beachte, dass (y1,...,Ym)Dy ein Rechts-Ideal ist):

Dx_xxy =i"(Dxxy) =0x Q0yx,y (Dxxy) =O0x Qoyxg,0y (Dx®Dy)=DxXDy/((y1,.-.,Ym)Dy

wobei Dx auf dem rechten Term Dx X Dy /((y1,. .., Ym)Dy von links auf dem linken Faktor operiert und
Dx X Dy von rechts operiert.

Wir betrachten jetzt den Fall m =1 als Y = k. Wir haben folgende exakte Sequenz
O*)Dy L)Dy *)Dy/ley —0

wobei die linke Abbildung Links-Multiplikation mit y; ist und die rechte Abbildung die Quotientenabbil-
dung ist. Indem wir mit Dx tensorieren erhalten wir die kurze exakte Sequenz

Yi1-
0 — Dxxy — Dxxy — Dx_xxy — 0

von links Dx und rechts Dxxy-Moduln. Das heifit wir haben eine links Auflésung von Dx _, x xy durch
(links-Dx, rechts Dx xy )-Bimoduln konstruiert, die frei als rechts Dx xy-Moduln sind. Wir erhalten also

L . .
Z+(N) =Dx_xxy RDxxy N = (0 — Dxxy y—l> Dx«y — 0) RDxxy N = (0 — N y_1> N — 0)

Lemma 1.62. Sei Y = k und i die kanonische Injektion von X in X x Y. Dann gilt fir jeden Dx xy -

Modul N
Kokern(y1-) firk=0
H7*T(N) = Ker(y;+) firk =1
0 sonst

Das heifst die links kohomologische Dimension von it ist < 1.

Im Fall m = 2 ist
Y2~
0— Dxxy (1>) Dy Y% D vy — Dxoxxy =0
eine Auflésung von Dy _, xxy. Im allgemeinen Fall liefert dann der Koszul-Komplex der kommutierenden
Elemente y; eine Auflésung von Dx_, xxvy:

KOS((y1'7 e 7ym')7DX><Y) — DX—)XXY
Korollar 1.63. Sei Y = k™ und i : X — X x Y die kanonische Injektion. Dann ist fir it die links

kohomologische Dimension < dimY .

Sei jetzt F' : X — X ein Isomorphismus von X und G der inverse Morphismus. Wir erhalten eine
Abbildung

OtZOXHOX
fr—= foF
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Die inverse Abbildung 8 von « ist dann durch 8(f) = f o G gegeben.

Ist M ein Ox-Modul, dann ist F*M isomorph zu M als k-Vektorraum mit der Abbildung ¢ : m — 1 ®@m.
Fir f € Ox gilt
fom)=fom=foGoF®m=1& (foG)m=¢(B(f)m)

d.h. der Ox-Modul F*(M) ist isomorph zu M mit Ox-Modulstruktur gegeben durch (f,m) — B(f)m

Wir méchten jetzt eine anolge Beschreibung von F*(M) als Dx-Modul geben. Dafiir miissen wir den
Automorphismus 3 auf Dx ausdehnen. Ist ' € Dx, dann definieren wir B(T)(f) = B(Ta(f)). Es ist

klar, dass 3(T) ein k-lincar Endomorphismus von Ox ist und dass T — B(T) linear ist. AuBerdem gilt
fir T, S € Dx:

B(TS)(f) = B(TSa(f)) = BTa(B(Sa(f)) = BTa(B(S)(f))) = BT)BS)(f))

fir alle f € Ox, d.h. E ist ein Homomorphismus der k-Algebra Dx nach Endg(Ox). Fir g € Ox C Dx
gilt _
B(g)f = Bga(f))=B(g-(foF))=(90G) - (foFoG)=p(g)f

~ :A1gDiff
das heifit die Restriktion § auf Ox ist 8. Das wiederum impliziert (siche Abschnitt Il :§;’e tass B(1 )€ Dx
fir T € Dx gilt. Wir benutzen daher ab jetzt nur noch die Notation [.

Fir 1 <14 <n gilt

n

BO:)(f) = BOia(f)) = B@i(fo F)) =B | D _((8if) o F)OiF;

j=1
= ((0:iFj) 0 G)0;f = ZﬁaF (f)
j=1

Wir betrachten jetzt den Bi-Modul Dx_,x = Ox ®o, Dx bezliglich der Abbildung F, d.h. fir f €
Ox,T € Dx gilt f@T =1 B(f)T. Die Abbildung ¢ : (f ® T) — B(f)T identifiziert somit Dx_, x mit
Dx als k-Vektorraum. Die Rechts D x-Modulstrukturen stimmen unter dieser Identifizierung iiber ein.
Andererseits gilt

0(0;(12T)) Za F;00,T | = zn:ﬂ(aiFj)ajT = B(0,)p(1&T).

j=1

Das heifit die Linksmultplikation von Dx_,x mit T € Dx geht via ¢ tiber in Linksmultiplikation mit
B(T). Das bedeutet, dass F*(M) isomorph zu M mit der Dx-Modulstruktur (T,m) — B(T)m ist.

Proposition 1.64. 1. Der Funktor F* : M*(Dx) — M*(Dx) ist evakt.
2. Der Funktor F* bildet endlich erzeugte Dx-Moduln auf endlich erzeugte Dx-Moduln ab.
3. Ist M ein endlich erzeugter Dx-Modul, dann gilt d(F*M) = d(M)
4. Der Funktor F* bildet holonome Moduln auf holonome Moduln ab.

ewegs, Bis auf den dritten Punkt sind alle Aussagen klar. Die dritte Aussage folgt aber aus Proposition
%ﬁ' O

Wir wollen jetzt fiir endlich erzeugte D x-Moduln M die charakteristische Varietit von Ch(F* M) genauer
beschreiben. Der Automorphismus S von Dx induziert einen Automorphismus Gr(5) von GrDx =
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k[X1,...,Xn,&1,...,&] Dieser ist folgendermafien gegeben

n

X B(X) =G ud &0 Y BOF)EG =D ((0iF) 0 G

j=1 j=1

Betrachte den Pullback von Differentialformen auf X bzgl. der Abbildung F'
= OF;
(2,3 i) > (Gla), Y &5 " day)
i=1 i,j J

Wir definieren einen Isomorphismus v von 7% X der durch den Pullback induziert wird
v:T*X — T*X

(2,3 €dz) = (G(a), Z@(gi 0 G)dz,) (17.2)

Indem wir eine globale Trivialisierung des Kotangentialbiindel benutzen

T*X — k2"

($7 Zfld‘x’t) = (1‘,51, s 7§n)
1=1

folgt, dass Gr(B)(P) = P oy gilt.
Lemma 1.65. Sei M ein endlich erzeugter Dx-Modul. Dann gilt

Ch(F™(M)) = ~(Ch(M))

Beweis. Wir versehen den endlich erzeugten Dx-Modul M mit einer guten Filtrierung Fo M. Wir haben
weiter oben gezeigt, dass F'™ M isomorph zu M als k-Vektorraum ist. Die gute Filtrierung auf M induziert
damit eine gute Filtrierung auf F+M. Daraus folgt aber, dass GrM isomorph zu GrF+ M ist, wobei hier
GrM mit der Modulstruktur (Q,m) — Gr(8)(Q)m, fir Q € k[x,§] € GrDx,m € M, versehen ist.
Das heifit Q ist im Annihilator von GrF* (M) enthalten genau dann wenn G7(3)(Q) im Annihilator von
GrM enthalten ist oder anders ausgedriickt, wenn I der Annihilator von GrF* (M) dann ist Gr(3)(I)
der Annihilator von GrM. Das heifit (z,&) € Ch(FT(M)) genau dann wenn v~ !(z,&) € Ch(M). O

Theorem 1.66. Sei X = k™, Y = k™ und F : X — 'Y eine polynomiale Abbildung. Dann ist fir F™ die
links kohomologische Dimension < dim(Y').

Beweis. Um die Aussage zu beweisen, faktorisieren wir F' liber seinen Graphen. Betrachte die Einbettung
i: X =Y xY mit i(z) = (,0), den Isomorphismus ® : X x YV = X x Y mit ®(z,y) = (z,yt L) und
die Projektion p : X x Y — Y mit p(z,y) =y. Dann gilt F =po ® %Ijo;%%ljgvﬁgﬁg Theorem . dann

oD,

Ft =itTo®dtopt. Da®* und p* exeTét S?'%Qt@lﬂll%}?,%?gpfétion!! 61)) folgt, dass L 9FT = L=9%TogToit.

Die Aussage folgt dann aus Korollar O

1.8 Direkte Bilder

Sei X = k™ Y = k™ und F : X — Y eine polynomiale Abbildung. Die Abbildung F' induziert einen
Ringhomomorphismus ¢r : Oy — Ox. Dieser Homomorphismus definert einen Funktor F, von der Kat-
egorie der Ox-Moduln in die Kategorie der Oy-Moduln. Fiir einen Ox-Modul M ist F,(M) isomorph zu
M als k-Vektorraum und die Oy Struktur ist gegeben durch (f,m) — ¢p(f) - m.

29



yTransfmodRL

1:fdiaAcyclc

Ist M ein Dx-Modul, dann besitzt das direkte Bild F,.(M) im Allgemeinen keine Dy-Modul Struktur.
Beachte z.b. die Inklusion X = {0} — Y = k. Dann ist Dx = Ox = k und Dy = D(1). Die
Kategorie der D x-Moduln ist dann dquivalent zur Kategorie der k-Vektorrdume. Das direkte Bild eines
endlich dimensionalen Vektorraums wére dann selbst ein endlich dimengion z%]ieBrel}I{g%{torraum und hétte

daher Bernsteindimension 0, das steht aber im Widerspruch zu Theorem [T.

a. elnine .
Das heil3t, dass das direkte

Bild fiir D-Moduln nicht kompatibel mit dem Vergififunktor sein wird, wie im Fall des inversen Bildes.

Um das direkte Bild fiir links D-Moduln zu erkléren, wenden wir auf sowohl auf die links D x-Struktur
als auch auf die rechts Dy-Struktur des Transfer-Moduls Dx .,y die Transposition an und erhalten einen
(links Dy, rechts Dy )-Bimodul Dy . x. Das erlaubt uns den rechtsexakten Funktor

Fo(M) := Dy x ®p, M
zu definieren. Der zugehorige derivierte Funktor
L
F,(M):=Dy.x®M

wird als direktes Bild von M bezeichnet.

Lemma 1.67. Sei X = k™Y = k"™, Z =k und F : X = Y bzw. Y — Z polynomiale Abbildungen.

Dann gilt:

1. Dz x ~ Dz vy ®py, Dycx

_ L
2. TOTjDY(DZ<—Ya Dy.x)=H 7 (Dzcy ®p, Dyx) =0 firj>1.

L
Insbesondere gilt daher Dz y ~ Dz, v ®p, Dy x.

. . :propTransfmod | . . .
Beweis. Das folgt direkt aus Korollar iiiéll dem man mittels Transposition die Rechts- bzw. Links-

Strukturen vertauscht.

Lemma 1.68. Sei P ein projektiver links Dx -Modul. Dann gilt

Tor?Y (Dzey,Fo(P)) =0

O

Beweis. Seien (p;)re; Erzeuger von von P. Dann existiert eine surjektive D x-lineare Abbildung ¢ :

Dg) — P, wobei Dgg) ein freier Dyx-Modul ist. Die universelle Eigenschaft von projektiven Objekten
zeigt, dass P ein direkter Summand von Dgp ist, d.h. es existiert ein Dx-Modul @ mit Dg) =PdQ.

Es gilt F,(P) @ Fo(Q) = Fo(DY)) = DY) | und somit

+—

TorPY(Dgey,P) & TorP" (Dyey,Q) = TorP” (Dzey, DY) y) =0

Theorem 1.69. Sei X = k" Y =k" Z =kP und F: X =Y baw. YV —
Dann qilt

O

Z polynomiale Abbildungen.

1. Der direkte Bild Funktor (G o F), von ML (Dx) nach MY (Dy) ist isomorph zu G, o Fy.

2. Es ngt (GOF)+ = G+ OF+.
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Beweis. Fiir jeden links D x-Modul gilt

(GoF)o(M) =Dz x ®py M =(Dzey ®py Dycx)®py M
=Dzey ®py (Dyx ®px M)
= DZeY ®Dy FO(M)
= GO(FO(M))

. . :fdiaAcyclc . i i .
Die zweite Aussage folgt aus Lemmaﬁ %gf Sei P — M eine projektive Auflésung;:

G (Fy M) = G, Fs(P) =~ Dyey Gp, Fo(P) =~ Dyey @py Fs(P)
~ GoFo(P) = (Go F)o(P) ~ (G o F)y (M)

Wir betrachten jetzt das Beispiel i : X — X x Y mit i(x) = (z,0) die kanonische Injektion. Es gilt

Dx_xxy =1 (Dxxy) =% (Dx X Dy) =Dx X Dy /((y1,y2,---,Ym)Dy)

Durch vertauschen der Rechts-/Links-Struktur erhalten wir

Dxxycy = Dx ® Dy /(Dy (Y1, 92, -, Ym)) (1.8.1)
i+(M) ~i (M) =MXDy/(Dy(y1,Y2,---,Ym)) (1.8.2)

ropdirImemb | Proposition 1.70. Seii: X — X x Y die Injektion i(x) = (x,0). Dann gilt

Das zeigt

1. i, ist ein evakter Funktor von M*(Dx) nach M*(Dxxy)
2. Ist M endlich erzeugt, dann ist auch 1o M endlich erzeugt
3. d(iocM) = d(M) + m fiir jeden endlich erzeugten Dx-Modul M.

Insbesondere ist M holonom genau dann wenn i,(M) holonom ist.

~dirTImemb :delM
Beweis. Der erste Punkt folgt aus Formel @r._m%e wir in Beispiel ilg? Sesche .habfen, ist A, =
. . :boxtimes . .
Dy /(Dy (y1,92,---,Ym)) ein irreduzibler hgla%}gl;n%dDy-Modul. Aus Lemma “g(l folgt dann die zweite
IE%I und der T

Aussage. Die dritte Aussage folgt aus er Tatsache, dass A,, holonom ist. O

Wir studieren jetzt das direkte Bild einer Projektion p : X x Y — Y mit p(x,y) = y. Betrachte den Fall
dim X = 1. Es gilt
Dxxyy =p"(Dy) = Dx/Dx(0:) X Dy

Nach vertauschen der Rechts-/Links-Struktur erhalten wir Dy, xxy = Dx/((01)Dx) X Dy. Wir haben
eine kurze exakte Sequenz

o1
0 — Dxxy — Dxxy — Dycxxy —0

von (links Dx, rechts Dx xy )-Moduln, wobei der zweite Pfeil Links-Multiplikation mit 9; ist. Dies liefert
eine links Auflésung von Dy, x xy durch freie rechts Dx «y-Moduln, d.h. die Kohomologie des Komplexes

0— M2 M —0

ist H*(p4+M). Wir erhalten folgendes Resultat.
Lemma 1.71. Seidim X =1 und p: X XY — Y die Projektion. Dann gilt fir jeden Dx «y -Modul M
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1. H(p1 M) = coker(0;)

2. H Y(py M) = ker(01)

3. H*(py M) =0 fiirk #0,—1.
Im Fall dim X > 1 ist eine Links-Auflsung von Dy x xy durch den Koszul-Komplex Kos(Dx xy, (01, ...,0n"))
gegeben. Wir erhalten folgendes Resultat.
Lemma 1.72. Sei p die kanonische Projektion p : X xY — Y. Dann ist die links kohomologische

Dimension von py < dim(X).

Sei jetzt FF : X — X ein Isomorphismus und G sein Inverses. Im letzten Kapitel haben wir die Au-
tomorphismen « und 8 von Dy definiert. AufBerdem haben wir den Bi-Modul Dx_,x (bzgl. F) mit
dem Bi-Modul Dy identifiziert, wobei Dx mit der iiblichen Rechts-multiplikation versehen war und die
Links-Multiplikation durch (7, P) — S(T)P gegeben war. Indem wir a auf Dy mit der gegebenen D-
Modulstruktur anwenden, sehen wir, dass Dx _, x isomorph zu Dx mit der iiblichen Links-Modulstruktur
ist und die Rechts-modulstruktur durch (7, P) — P(a(T) gegeben ist. Vetrauschen wir nun die Links- und
Rechts-Modulstruktur, so sehen wir, dass D x. x isomorph zu Dx mit der iiblichen Rechts-Modulstruktur
ist und die Links-Modulstruktur ist durch (T, P) — «(T)P gegeben.

Daraus folgt, dass fiir einen Dx-Modul M das direkte Bild F (M) isomorph zu M ist mit der Links-
Modulstruktur (7',m) — a(T)m. Insbesondere gilt Fy (M) ~ GT(M).

@ Lemma 1.73. 1. Der Funktor F, ist exakt.
2. F, bildet endlich erzeugte Dx-Moduln auf endlich erzeugte D x-Moduln ab.
3. Ist M ein endlich erzeugter Dx-Modul, dann gilt d(FoM) = d(M).
4. Der Funktor Fy bildet holonome Moduln auf holonome Moduln ab.

Theorem 1.74. Sei X = k™, Y = k™ und F : X — Y eine polynomiale Abbildung. Dann ist die links
kohomologische Dimension von Fy < dimX.

. . . . :cohDimInvIm
Beweis. Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Theorem O

1.9 Kashiwaras Theorem
Sei X =k",Y ={z,=0}und Z ={z; =... = 2,_1 = 0}. Sei M ein Dx-Modul und definiere
Ciyy(M) ={m € M | 2hm = 0 fiir ein p € Z>0}

1:1ocCohprop | Lemma 1.75. Sei M ein Dx-Modul. Dann gilt

1. Ty)(M) ist ein Dx-Untermodul von M,
2. supp(T'y(M)) C Y,
3. ist N ein Dx-Untermodul von M mit supp(N) CY, dann gilt N C T'y(M).

Beweis. 1.) Sei m € T'y(M). Dann gilt fir 1 <7 <nund 1 < j < n—1, dass 2;m € ['y)(M) und
d;m € I'iy1(M). Es bleibt zu zeigen, dass 0,m € 'y (M). Sei p € Z>o gegeben, s.d. xm = 0. Dann gilt

2P 0,m = [P Op)m + 0nal T m = —(p + 1)aPm + Ol lm = 0
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2.) Fiir x ¢ Y gilt x,, ¢ m; und daher 'y (M), = 0.
3.) Sei N ein Dx-Untermodul von M mit supp(N) C Y. Sei m € N und N’ der Ox-Untermodul, der .. .
durch m erzeugt wird. Es gilt supp(N’) C Y. Da N’ endlich erzeugt ist, gilt wegen Proposition
dass der Support von N’ gleich der Verschwindungsmenge von Ann(N') ist. Aus dem Nullstellensatz folgt
r(Ann(N")) D (xy). Das zeigt, dass ein p € Z>( existiert, s.d. 2¥ den Modul N’ annihiliert. Insbesondere
gilt m € F[y] (M) O
Das obige Lemma zeigt, dass I'ly1(M) der groite Dx-Untermodul von M ist, der Tréger auf Y hat.
Die Multiplikation mit z,, definiert einen Endomorphismus auf M. Sei
My = Kerz, C 'y M bzw. M, = Kokernz,, = M/x, M .

+invImHypersurf

In Lemmalifgz haben wir gezeigt, dass H~'it M = My und H% M = M, gilt.

Betrachte die Abbildung Dx ® p, My — M. Dieser Morphismus verschwindet . ugrgls%Bild von Dxx,®p,
My in Dx ®p, My, aufgrund der Definition von M,. Wie wir in Formel gesehen haben, gilt

(oo}
Dx.y =Dy X Dy/Dzx, = @(fﬂbDy (1.9.1) | eq:transModd
j=0
Wir erhalten somit einen D x-linearen Morphismus
iyMy=Dxy ®p, My — M

-transModdiml
Wegen dem ersten Gleichheitszeichen in (Il 51] ist sem Bild in I'ty1(M) enthalten. Man kann aufierdem
leicht zeigen, dass i, o H 1it — ['[y) eine natiirliche Transformation von Funktoren ist.

Lemma 1.76. Der Morphismus iy (M) — Ty (M) ist eine Isomorphismus von Dx -Moduln.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass der Morphismus surjektiv ist. Es gilt
{meM|22m=0} C Dx - M,
fiir jedes p € Z>o. Fiir p= 0,1 ist das klar. Ist p > 1 und 22m = 0 dann gilt
0 = Op(zEm) = 227 (pm + x,,0,,m)
Per Induktion kénnen wir annehmen, dass sowohl pm + x,0,,m als auch x,m in Dy - My liegen. Das zeigt
(p— Dm =pm+ [z,,0h]m = pm + 2,0,m — Opxym € Dx - My
und somit auch m € Dy - M. Also ist die Abbildung surjektiv.

Wir beweisen jetzt die Injektivitat. Weiter oben haben wir gezeigt, dass
o0

ir(My) = Dxcy ®p, My =D 0} M,
j=0

Sei 0 # (mg, Opma, . ..,09m,) ein Element dieser direkten Summe, dass auf 0 in M abgebildet wird, d.h.
mo+Oymi+ ...+ 0img =0
Wir wihlen ein solches Element mit minimalem ¢. Dann gilt
q q q
0=z, Z@%mj = Z[a:n, afl]mj = — Zjaf;_lmj
3=0 j=1 =1

Das ist aber nicht moglich, aufgrund der Wahl von ¢g. Somit ist der Morphismus auch injektiv. O
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xnlkyq(ﬂ4j ZZIky](Af)

:dirImlocCoh
Beweis. Wie wir in Lemma (Ii ?5 ;lgeseﬁen haben, hat jedes Element von I'ty) (M) die Gestalt } -, ;  95m;
wobei m; € My gilt. Es gilt aber andererseits: -

T Y ﬁaﬁlmj:— > am,

JE€ZL>0 JE€ZL>0

-:proplocCoh | Korollar 1.78. Sei M ein Dx-Modul. Dann gilt

1. 'y (M) ist ein endlich erzeugter Dx-Modul genau dann wenn My ein endlich erzeugter Dy -Modul
1st;

2. d(Tx1(M)) = d(Mp) + 1.
Insbesondere ist Ty (M) holonom genau dann wenn H~'it (M) = My holonom ist.

. :dirImlocCoh | | : propdirImemb . . .
Beweis. 1.) Aus Lemma“ ?5 und Proposition olgt, dass T'[y1(M) endlich erzeugt ist, wenn My endlich

erzeugt ist. Um die Riickrichtung zu beweisen, nehmen wir an, dass I'y}(M) ein endlich erzeugter Dx-
Modul ist. Sei N; eine aufsteigende Folge von Dy -Untermodul von My. Diese erzeugen eine aufsteigende
Folge von D x-Untermoduln iy (N;) = @;O:o OFNj in I'ty(M) . Da I'y(M) ein endlich erzeugter Dx-
Modul ist, wird die aufsteigende Folge i, (XN;) irgendwann stabil. Wir beachten jetzt, dass N, der Kern
von z, in iy (N;) ist und damit die Folge N; auch stabil wird. Also ist M, auch endlich erzeugt.

. . :dirImlocCoh | | : propdirImemb
2.) Die Aussage folgt direkt aus Lcmmali%%@ und Proposition Ii'?ii[ O

r:MholMOhol | Korollar 1.79. Sei M ein holonomer Dx-Modul. Dann ist My ein holonomer Dy -Modul.

-proplocCoh

Beweis. Ist M holonom, dann ist auch I'jyj(M) holonom. Die Aussage folgt dann aus Korollar Ii : ??[

Sei My (Dx) die volle Unterkategorie von M (Dx) bestehend aus Dx-Moduln mit Tréger in Y. Die
entsprechenden Unterkategorien von endlich erzeugten bzw. holonomen D x-Moduln mit Trager in Y
bezeichnen wir mit My, y(Dx) bzw. Holy (Dx).

Theorem 1.80 (Kashiwara). Der direkte Bild Funktor iy liefert einen Kategoriendquivalenz zwischen
M(Dy) (bzw. Ms4(Dy), Hol(Dy) und der Kategorie My (Dx) (bzw. M,y (Dx), Holy(Dx)).

= locCohpro

eweis, };i}; LDx: odu}ﬁt%iéuc‘;gré.iger in Y gilt wegen .Lemmai ‘ as Ly (M) = M. Wegen Lemma
.62 und Korollar [I.77[folgt H"(i* M) = 0 und daher ist H~'(¢T M) ein exakter Funktor. Andererseits

ist 4, auch ein exakter Funktor und die Kompositionen i, o H~%i, und H~'i* o, sind isomqrph Zum  eon
Identitatsfuntor. Die Behauptung fiir endlich erzeugte bzw. holonome Moduln folgt aus Korollar ii ] %gf

1.10 Direkte und inverse Bilder von holonomen Moduln

Sei X = k™ und Y = k"™ und F : X — Y eine polynomiale Abbildung. In diesem Kapitel mochten wir
das Verhalten von holonomen D-Moduln unter dem direkten und inversen Bild analysieren. Wir benutzen
dazu die Graph-Konstruktion um das Problem auf spezielle Abbildungen zu reduzieren. Betrachte:

x—f .y

| b

XxY-—2-XxY

34



cem:iplushol

P. ffi
wobei i(z) = (2,0) , p(z,y) = y und ®(z,y) = (2, + F(z)) Proposit'o e b

| zeiof. dass pT exakt ist
und holonome Moduln auf holonome Moduln abbildet. Aus Propositio dags gglrsltmund
holonome Moduln auf Holonome Moduln abbildet. Wegen Proposition |I.6 %und
& exakt und bildet holonome Moduln auf holonome Moduln ab.
Wir brauchen also nur noch die derivierten Funktoren i+ und p, zu untersuchen. Wir bezeichnen mit
D, (Dx) die volle triangulierte Unterkategorie von D~ (Dx ) von Komplexen mit holonomer Kohomologie.

Lemma 1.81. Sei N € D, (Dxxy), dann ist it N € D, (Dx).

ropInvim
Beweis. Wegen Theorem reicht es den Fall dimY = 1 zu studieren. Sei jetzt N € D, (Dxxy) ein
Komplex mit H*N = 0 fiir k ¢ [—p,0]. Wir beweisen das Lemma {iber Induktion nach p. Wir beachten
zuerst, dass N quasi-isomorph zu einem Komplex ist mit N = 0 fiir k& & [—p, 0]. Wir kénnen daher oBdA
annehmen, dass IV selbst diese Elgenschaft erfiillt. Sei also

N = (O—>N —>N,p+1 dorgr —>N0—>0>

und
T>—pt1N = (0 — coker d_, — N_p41 — ... — Ny — 0)

bzw.
T<—pN = (0 — kerd_, — 0)
Wir erhalten ein Dreieck
TS,pN — N — T27p+1N +—1)
Wir wenden i auf dieses Dreieck an. Per Induktionsannahme hat sowohl i*7>_,.1 N als auch it 7<_ N
ﬁtiﬁ %ofgﬁ,

holonome Kohomologie. Aus der zugehorigen lange exakte Kohomologiesequenz und Theorem
dass auch i" N € D, (Dx). Es reicht also das Lemma fiir den Fall eines holonomen Moduls zu beweisen.

Wir bezeichnen mit y die Koordinate auf Y. Wir haben gesehen, dass it N durch den Komplex N 25N

représentiert wird, O&%hol = coker( 2y und H=(iT N) = ker(y-) und alle anderen Kohomologien
sind 0. Aus Korollar olgt, dass H 1™ (M) holonom ist. Es bleibt also zu zeigen, dass H(iTN) = i* N

holonom ist.
Setze N = N/I'(x](NN) und betrachte die kurze exakte Sequenz
0 —Tx(N) —N-—N-—0
Da i* rechts exakt ist, erhalten wir die exakte Sequenz
i*(T1x)(N)) — *(N) — i*(N) — 0

Andererseits gilt wegen Korollar W[x] (N) = coker(y-) = 0, d.h. i*(N) — i*(N) ist ein
Isomorphismus. Sei v € I'x)(N) C N und sei v € N ein Reprisentant von v. Dann gilt y?7 = 0 fiir
geniigend grofe p € Zxo. Das heifit aber, dass y?v € I'(x(N) und daher gilt y?*%v = 0 fiir geniigend
grole q € Z>o. Also gilt schon v € I'(x1(N) und damit ist T = 0. Wir haben also I'ixj(/V) = 0 gezeigt.
Wegen i*(N) = i*(N, reicht es also die Aussage fiir holonome Moduln N mit I'ix)(N) = 0 zu beweisen.
Das bedeutet insbesondere, dass die Multiplikation mit y injektiv ist und IV in seine Lokalisierung IV,
einbettet. Betrachte die exakte Sequenz

0—N-—N, —L—0

:holModloc
Da N holonom ist, folgt aus Proposition ass auch Ny, holonom ist und damit ist auch L holonom.

Insbesondere ist auch H~1i* (L) holonom. Wir wenden auf die kurze exakte Sequenz den Funktor i™ an
un erhalten

. — H Y%Y(N,) — H 4T (L) — i*N — i*N, — i*L — 0
Da die Multiplikation mit y auf N, invertierbar ist gilt i*(N,) =0, d.h. *(N) = H %L, d.h. *(N) ist
selbst holonom. O
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:PropInvIim
Wegen Theoremi tgg [ - dann folgende Aussage.

Theorem 1.82. Sei F' : X — Y eine polynomiale Abbildung und M € D, (Dy), dann ist F*(M) €
D, (Dx).

Lemma 1.83. Seip: X xY =Y die Projektion und M € D, (Dxxy), dann ist p M € D, (Dy).

.iplushol
Beweis. Wie im Beweis von Lemma %Lm wir den Beweis auf den Fall dim X = 1 sowie eines
einzelnen holonomen D-Moduls reduzieren. In diesem Fall ist py (M) durch M N Vs gegeben. Wir
miissen zeigen, dass ker(9) und koker(9) holonom sind. Indem wir die Fourier-Transformation anwenden,
erhalten wir einen Komplex

=0 — F(M) 5 F(M) — 0 — ...

Dieser Komplex berechnet das inverse Bild yon, .f ) beziiglich der Inklusion i : ¥ — X X Y mit

i(y) = : Auferund von Lemma @Hélm_dle Moduln ker(z) und Koker(z) holonom und nach

Propos1t10n sind somit auch ker(9) und koker(9) holonom. O

Indem wir eine belibige Abbidlung als Komposition einer Einbettung, eines Isomorphismus und einer
Projektion schreiben, erhalten wir folgende Aussage.

Theorem 1.84. Sei F : X — Y eine polynomiale Abbildung und M € D, (Dx), dann ist M €
Dy, (Dy).

Bemerkung 1.85. Die anaologe Aussage fir endlich erzeugte Moduln ist falsch. Sei X = {0} und
Y=kundi: X =Y bazw. p:Y — X die Inklusion bzw. Projektion, dann ist it (Dy) ~ C[9] bzw.
p+(Dy) ~ Cly] welches beide keine endlich dimensionalen k-Vektorrdume sind.

2 Garben von Differentialoperatoren auf glatten algebraischen
Varietaten

2.1 Differentialoperatoren auf algebraischen Varietaten

Sei X eine affine Varietédt iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k£ der Charakteristik 0. Wir
bezeichnen mit Ox die Strukturgarbe auf X und mit Ox = F()E 3 éﬁz gg fleren globale Schnitte. Dann ist
Ox eine kommutative k-Algebra und wir kénnen nach Kapitel en Ring Dx der k-linearen Differ-
entialoperatoren auf Oy definieren. Die Ordnung der Differentialoperatoren: filel@mlelrt eine aufsteigende
i tlgig:rhn ig?pDX;p € Z>y), die die Eigenschaften 1. bis 5. aus Kapitel erfullt. Wie wir in Kapitel
gesehen haben, ist im Fall X = k™ der Ring Dx die Weyl-Algebra D(n).

Da X affin ist konnen wir es als abgeschlossene Teilmenge eines k™ darstellen. Sei I(X) C k[z1, ..., 2]
das entsprechende Verschwindungsideal und p : k[z1,...,z,] = Ox =~ Ek[x1,...,2,]/I(X) der Quotlen—
tenmorphismus. Definiere

A={TeDn)|TUIX)) cCcI(X)}

Man sieht leicht, dass A eine Unteralgebra von D(n) ist. Insbesondere ist A versehen mit der Ordnungsfil-
tration ein gefilterter Ring. Sei jetzt T € A, dann induziert T einen k-linearen Endomorphismus ¢(7) von
Ox = k[x1,...,2,]/(I(X)). Somit liefert ¢ einen Homomorphismus von A in den Ring aller k-linearen
Endomorphismen von Ox.
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Da k[z1,...,z,] eine Unterring von A ist, erhalten wir folgendes kommutative Diagramm

k[ml,...,xn] - OX

| |

A——% ~ Endy(Ox)

Insbesondere ist fiir jedes Polynom P € k[z1,...,z,] der Endomorphismus ¢(P) gegeben durch Multi-
plikation mit r(P). Sei T € AN F,D(n) und fy, f1,..., fp ein Tupel von Elementen aus Ox. Wihle
Représentaten P; von f; fiir ¢ =0, ...,p, dann gilt

[ {[e(T), fol, AL -+ foals fol = O[T Pol, PA] -, Bpa], B]) = O (2.1.1)

Das heifit ¢(T) ist ein Differentialoperator der Ordnung < p auf X. Insbesondere ist damit ¢ : A — Dx
ein filtrierter Ringhomomorphismus.

Wir definieren folgendes zweiseitige Ideal von A
J(X)=A{T € D(n) | T(k[z1,22,...,2,]) C I(X)}

Man sieht leicht, dass J(X) im Kern von ¢ liegt.

Lemma 2.1. Sei T € D(n). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. T e J(X);
2. T =Y Prof mit P € I(X).
Beweis. Die Richtung 2. = 1. ist klar. Sei also T' € J(X). Daraus folgt sofort Py = T(1) € I(X). Wir

nehmen per Induktion an, dass Py € I(X) fiir [I| < m. Dann ist 7" = 7 7, Pro! € J(X) und damit
auch 7" =T —T" € J(X). Andererseits gilt fiir jedes J € Z%, mit |J| = m, dass

"(x7) = > P | (X)) =Py € I(X)

[1]>m
Damit folgt die Aussage. O
Wir bezeichnen mit D den Quotienten Ring A/J(X). Die Ordnungsfiltration auf A induziert eine Fil-

tration (F,D;p € Z>¢). Da J(X) im Kern von ¢ liegt, erhalten wir einen gefilterten Homomorphismus
®:D — Dx.

Proposition 2.2. Der Morphismus ® : D — Dx ist ein Isomorphismus von gefilterten Ringen.

Wir zeigen zuerst, dass ® injektiv ist. Sei T' € A, s.d. ¢(T') = 0 gilt. Das bedeutet, dass ¢(T)(P+I1(X)) =
T(P)+ I(X) CI(X), dh. T(P) € I(X) fiir jedes P € k[z1,...,x,]. Also gilt T € J(X) und daher ist ®
injektiv.

Um die Surjektivitat zu zeigen, benotigen wir noch folgendes Lemma.

Lemma 2.3. Seip € Z>o und Pr € k[z1,...,2,),I € Z%, |I| < p. Dann existiert ein Differentialoperator
T € D(n) mit Ordnung < p, s.d. T(X') = Py fiir alle I € Z%y, || < p.
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Beweis. Die Aussage ist flir p = 0 trivialerweise wahr. Sei jetzt p > 0 und nehme per Induktion an, dass
die Aussage fiir p— 1 wahr ist. Wegen der Induktionsannahme existiert ein Differentialoperator 77 mit der
Ordnung < p—1, s.d. T/(X!) = P fiiv alle I € Z%, mit |I| < p—1 gilt. Sei Q1 := T"(X) € k[x1,...,2,]
fiir I € 7%, und |I| = p. Fiir |J] = p und |I| < p — 1 wird X! offensichtlich von @7 annihiliert und es
gilt aJ(XI) = 116y, fir [I| = |J| = p. Daraus folgt, dass 7" = 3, ; _ Ly (]'Q’(?J alle X7 mit [I| <p-—1

annihiliert und

P;—Qy
XN =| Y 5o | (X =P -
[J|=p
fiir jedes I € ZZ, mit |I| = p gilt. Insbesondere gilt dann (T'+T")(XT) = Py fiir [ € Z2 Sound [I[<p. O
Wir behaupten jetzt dass fiir jedes T' € F,Dx und jedes S € D(n) mit Ordnung < p folgendes gilt: Aus

T(r(X1) = r(S(X1)) fiir alle I € Z2 Lo mit [I| < p folgt T'or =roS. Fiir p= 0 ist nichts zu zeigen. Sei
alsop > 0. Fir 1 <j < ngilt

[T, 7(x))(r(z")) = Tr(z;a") = r(@;)T(r(z")) = r(S(zja’) = r(z)S(@’) = r([S, ;]("))
fur alle I € Z%, mit |I| < p—1. Da die Ordnungen von [T, 7(x;)] und [S, z;] kleiner gleich p — 1 sind, gilt
nach Induktionsannahme [T, 7(z;)] o r = r o [S, x;]. Insbesondere gilt fiir I € Z%:
T(r(zja”)) = [Tr(@)lr(@’) + r(@)T(r(@")) = r((8,2,)(z") + r(z;)T(r(2"))
= r(S(x;2")) +r(w;) (T(r(z")) - r(S(2")))

=0

wobei der letzte Term per Induktion nach |I| verschwindet. Es gilt also T'(r(z!)) = r(S(x!)) fiir alle
I € Z%,. Das zeigt die Behauptung.

Sei jetzt T € Dx mit Ordnung < p. Wéhle P € k[z1,...,z,] mit [ € Z und [I] < p, s.d. T(r(zh)) =

r(PT) fiir alle I € Z%, mit |I| < p gilt. Wegen Lemma SRistor e((:%?rll ifferentialoperator S € D(n)
mit Ordnung < p, s.d. S(z!) = P fiir alle I € 7%, mit |I| < p gilt. Das zeigt T'(r(z!)) = r(S(z"))
fir I € Z%, mit |I| < p. Aus der Behauptung zuvor folgt dann T or = r o S. Insbesondere gilt
r(S(I(X))) =T(r(I(X))) =0 und somit S € A. Es gilt ¢(S) =T und damit ist ® surjektiv.

Korollar 2.4. Sei X eine affine algebraische Varietdt. Dann ist FDx ein endlich erzeugter O x-Modul
fur die Links- bzw. Rechts-Multiplikation.

: compGrD
Beweis. Wir betrachten X als abgeschlossene Teilmenge von k™. Wegen Theorem %e Aussage
fir X = k. Da k[z1,...,zy] noethersch ist, ist AN F,D(n) ein endlich erzeugter k[z1,. .. x,]-Modul fir
die Rechts- bzw. Links-Multiplikation und damit ist F},D = F},A/J(X) ein endlich erzeugter Ox-Modul
fiir die Rechts- bzw. Links-Multiplikation. Die Aussage folgt dann aus Proposition O

Sei f € Ox und f # 0. Dann ist Xy = {& € X | f(z) # 0} eine Zariski offene Teilmenge von
X und selbst eine affine Varietdt. Es gilt Ox, = (Ox);. Wir bezeichnen mit ry : Ox — Ox, die
Einschrankunsgabbildung.

Proposition 2.5. SeiT € F,Dx, dann existiert ein eindeutiger Differentialoperator Tc Dx,, s.d. dass
folgende Diagramm kommutiert:
Ox _ T .0 x

T,l ) lrf

T
b 7 OXf
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Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit von T'. Dafiir reicht es folgendes Lemma, zu zeigen:

Lemma 2.6. Sei S € Dx,, s.d. S(g) =0 fir alle g € ry(Ox) gilt, dann ist S = 0.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion nach der Ordnung p von S. Ist p = 0 dann gilt S € Ox,
und daraus folgt sofort S = 0. Wir nehmen jetzt p > 0 an. Dann ist S' = [S, f] € Fj,_1Dx, und S’
annihiliert r;(Ox). Wegen der Induktionsannahme gilt dann S’ = 0, d.h. S kommutiert mit f. Sei
h € Ox,. Dann existiert ein n € Zxo, s.d. f"h € r7(Ox). Das zeigt f"S(h) = S(f"h) = 0. Da Ox;,
nullteﬂerfel ist, folgt S(h) = 0 und damit S = 0. O

Wir miissen somit nur noch die Existenz von T zeigen. Wir behandeln zuerst den Fall X = k™. Da D(n)
als k-Algebra von x; und 0; erzeugt wird, reicht es die Existenz von T im Fall von T' = 9; zu zeigen. Die

Derivationen 0; konnen auf eindeutige Weise auf den Funktionenkorper k(xi,...,x,) erweitert werden
und erfiillen
o (9 _ 9ila)f — mgdi(f)
v fm - fm+1
fur jedes g € k[z1,...,x,] und m € Z>o. Das heifit, die 0; induzieren Derivationen auf k[z1,...,z,]s.

Das beweist die Aussage im Fall X = k™.

Im allgemeinen Fall kénnen wir annehmen, dass X eine abgeschlossene Teilmenge eines k™ ist. Sei P €
klx1,...,2,] ein Urbild von f € Ox und U C k" da:sccl)glgpplement der Verschwindungsmenge von P.
Dann gilt X NU = X¢. Aufgrund von Proposition @mrt ein S € ANF,D(n) mit ¢(S) =T. Dieser
Differentialoperator induziert einen Differentialoperator S mit der Ordnung < p auf U. Es gilt

Lemma 2.7. Sei S € A, dann bildet S das Ideal I(X)p in sich selbst ab.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion nach der Ordnung p von S. Ist p = 0, dann ist die
Aussage trivial. Nehme p > 0 an und definieren S’ = [S, P] € A mit Ordnung < p — 1. Wegen der
Induktionsannahme bildet S” das Ideal I(X)p auf sich selbst ab. Sei @ € I(X), dann gilt

(Q\_w( @ [ Q
() =5 (i) 5 ()

Die Induktionsannahme besagt, dass

S<PQ+1) 1S(PQ > cI(X)p

gilt. Da SQ € I(X)p gilt, folgt per Induktion nach m, dass auch S ( ) € I(X)p fur allem € Z>o. O

Das Lemma zeigt, dass S einen k-linearen Endomorphismus von klzy,...,z,]p/I(X)p = (Ox)s = Ox;,
induziert. Dass S ein Differentialoper ton vom Grad < p ist zeigt man genauso wie im Beweis, dass ¢(T)
ein Differentaloperator ist (siehe @meg (O E btlmégtogﬁ §%pDifferentialoperat0r mit T iiberein,

D :resPr
d.h wir haben T konstruiert. Dies zeigt Proposition

L :resPropDiffo . o . .
In Proposition aben wir eine wohldefinierte Restriktionsabbildung py : Dx — Dx, konstruiert.

Aus der Eindeutigkeit dieser Abbildung folgt, dass ps ein Ringhomomorphismus ist. Wir erhalten somit
folgende Aussage:

Proposition 2.8. Die Abbildung py : Dx — Dx, ist ein Morphismus von gefilterten Ringen.

Insbesondere ist py ein Morphismus von Ox-Moduln fiir die Links- bzw. Rechts-Multiplikation.

Lemma 2.9. Sei (Dx)s die Lokalisierung von Dx als Ox-Modul bzgl. der Links-Multiplikation. Dann
induziert der Morphismus py einen Isomorphismus B¢ von (Dx )y auf Dx,.
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Beweis. Fir T' € Dx definieren wir 8; durch ﬁf(%) = ﬁw Falls Bf(f%) = 0 gilt, dann existiert fiir

jedes g € Ox ein s € Z>q, s.d. f*T(g) = 0. Das bedeutet T'(g) = 0 fiir alle g € Ox, also T' = 0 und damit
ist By injektiv.

Um zu beweisen, dass 3y surjektiv ist, reicht es zu zeigen, dass fiir jedes T' € Dy, ein m € Z> existiert,
s.d. (fmT)(r;(Ox)) C ry(Ox) gilt. Wir beweisen dies per Induktion nach der Ordnung von p. Fiir p =0
folgt dies aus Ox, = (Ox)y. Sei also p > 0 und seien gy, ..., g, Erzeuger der k-Algebra Ox. Wegen der
Induktionsannahme existiert ein m € Zx, s.d. sowohl f [T, g;|(r;(Ox)) C r¢(Ox) fir alle 1 <i < n als
auch f™T(1) € r¢(Ox). Falls nun h € Ox und f™T(h) € r¢(Ox) gilt, dann gilt auch

T (gih) = f™[T, gi](h) + f"g:T(h) € 7§(Ox) -
Da auch f™T(1) € r;(Ox) gilt, liefert eine Induktion nach der Léinge der Monome gi' ... gir, dass auch

fmT(ry(Ox)) C r4(Ox) gilt. Das zeigt, dass 8y auch surjektiv ist. O

Sei U offen in X und bezeichne mit P(U) die partiell geordnete Familie der offenen Mengen X; mit
Xy CU. Fir VW € Py mit V C W existiert ein Ringhomomorphismus T"V/V : Dy — Dy . Das heifit

(Dy, r{’,v ) ist ein projektives System von Ringen. Wir bezeichnen mit 'qng)EB;ojektiven Limes. Dann
ist Dx : U — Dy eine Prégarbe von Ringen auf X. Wegen Lemma 1st dies auch eine Garbe von

Ox-Moduln fiir die Links-Multiplikation. Das zeigt:

Proposition 2.10. Sei X eine affine Varietdt, dann ist Dx ist eine Garbe von Ringen.

Wir nennen Dx die Garbe der lokalen Differentialoperatoren auf X.
Proposition 2.11. Sei X eine affine Varietit. Fir jede affine offene Teilmenge U C X gilt T'(U,Dx) =
Dy.
Beweis. Die Aussage ist klar falls U = X fiir ein f € Ox. Sei also U C X eine beliebige offene affine
Menge. Sei f € Ox mit Xy C U. Fiir g = fjy gilt dann Uy = X;. Das zeigt

F(Ug,DU) ~ DUg = DXf ~ F(Xf,Dx)

Insbesondere sind diese Isomorphismen kompatibel mit den Einschrénkungsmorphismen. Da die offenen
Mengen der Form {X | f € Ox} eine Basis der Topologie von X bilden, sind die X; die in U enthalten
sind eine Basis der Topologie von U. Da Dxy und Dy Garben auf U sind, die auf einer Basis der
Topologie iibereinstimmen, sind beide gleich. Das zeigt I'(U, Dx) = I'(U, Dy) = Dy. O

Sei jetzt X eine algebraische Varietat. Fiir jede offene Menge U in X bezeichnen wir mit By die partiell
geordnete Familie aller affinen, offenen Teilmengen von U. Fir VW € By mit V. C W existiert eine
Ringhomomorphismus 7V : Dy — Dy .. Das heifit (Dy,r{Y) ist ein projektives System von Ringen. Wir
bezeichnen mit Dy den projektiven Limes. Dann ist Dx : U — Dy eine Prigarbe von Ringen auf X.

Proposition 2.12. Sei X eine algebraische Varietdt, dann ist Dx eine Garbe von Ringen auf X.
Beweis. Die Aussage folgt aus der universellen Eigenschaft des projektiven Limes. O

Sei U C X offen und T' € Dx(U). Wir sagen T hat Ordnung < p, falls fir jede affine offene Teilmenge
V C U der Differentialoperator r{;(T) Ordnung < p hat. Das definiert eine aufsteigende Filtrierung
F.Dx(U) auf Dx(U)

filtexhaust | Lemma 2.13. Die Filtrierung FeDx (U) auf Dx (U) ist ausschiopfend.
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Beweis. Sei T € Dx(U). Da U quasi-kompakt ist kénnen wir eine endliche affine Uberdeckung {U; |
1 <4 < s} von U finden. Sei p € Z so gewihlt, dass die Einschrankungen von T auf die Elemente
der Uberdeckung von der Ordnung < p sind. Sei V eine beliebige affine, offene Teilmengen von U und
S = rY(T). Wir behaupten, dass S Ordnung kleiner gleich p hat. Seien fo,...,f, € Oy. Dann ist
R=1[..[[S, fol, f1l,- .., fp] ein Differentialoperator auf V, dessen Restriktionen auf V N U; alle gleich null
sind. Das zeigt R = 0 und damit hat S Ordnung < p. O

:filtRin
Die Filtrierung erfiillt daher die Bedingungen 1. -5. aus Abschnitt ﬁ_m%lalten somit eine Filtrierung
F,Dx der Garbe der lokalen Differentialoperatoren Dx mittels Untergarben von k-Vektorraumen. Wir
nennen diese Filtrierung Ordnungsfiltrierung. Auf jedem offenen affinen Teilmenge U C X gilt F,Dx (U) =
D,(U) fir alle p € Z. Wir kénnen auflerdem die graduierte Garbe GrDx betrachten, die eine Garbe von
kommutativen Ringen ist und fiir die GroDx = Ox gilt.

Theorem 2.14. Sei X eine algebraische Varietat uber k. Dann gilt:

1. Die Garbe Dx ist ein quasi-kohdarenter Ox-Modul bzgl. der Links- bzw. Rechts- Multiplikation.
2. Die Garben F,Dx fiir p € Z sind kohdrente O x-Moduln bzgl. der Links- bzw. Rechts- Multiplikation.

3. Die Garben Gr,Dx fiir p € Z sind kohdrente Ox -Moduln.

Beweis. Da die Behauptungen alle lokaler Natur sind, énr']«fr% E\@r annehmen, dass X affin ist. Fir die

Links-Multiplikation folgt die srste Qussage aus Lemma 2.9} Die zweite Aussage folgt dann (ebenfalls fiir
Links-Multiplikation) aus und die dritte Aussage folgt dann aus den ersten beiden. Da Links- und

Rechts-Multiplikation auf Gr,Dx die selbe Ox-Struktur liefert folgt die dritte Aussage dann auch fiir
Rechts-Multiplikation. Andererseits ist

0 ——aAF;_ll)x — F}Z}X — (;Tp1)X —0

eine kurze exakte Seqeunz sowohl fiir die Links- als auch Rechts-Multiplikation. Induktion nach p liefert
dann die zweite Aussage fiir die Rechts-Multiplkation. Da Dx ein direkter Limes von F,Dx mit p € Z
ist, folgt die erste Aussage. O

Sei jetzt X eine algebraische Varietat. Fiir jede affine orfgeBngﬂ]ge U C X bezeichnen wir mit Tx (U) die
Derivationen Dery(Oy) von Oy. Wegen Lemma [ 1 = Oy ® Tx(U). Sei V C U eine affine,

offene Teilmenge. Dann gilt fiir jedes T € Tx (U) , dass r7(T)(1) = T(1) = 0, also ist r¥(T) € Tx (V).
Das heifit die Restriktionsabbildungen sind kompatibel mit dieser Zerlegung in direkte Summen. Das
zeigt, dass U — Tx(U) eine Pragarbe auf der Basis B aller affinen, offenen Teilmengen von X definiert
und somit eine Pragarbe Tx auf X liefert. Da F1Dx = Ox @ Tx gilt und sowohl F}Dx als auch Ox
Garben sind, ist Tx auch eine Garbe auf X. Sie heifit die Tangentialgarbe von X. Thre Schnitte iiber

einer offenen Menge U C X heiflen lokale Vektorfelder von ;{ Die Ga ;Pfe T [x erbt eine Ox-Modul
ropshea: il

Struktur und ist mit dieser isomorph zu Gr1Dx. Aus Theorem olgern wir:

Proposition 2.15. Sei X eine algebraische Varietdt uber k. Dann gilt:

1. Die Tangentialgarbe Tx ist ein kohdrenter Ox -Modul.
2. PHZ)X ZZC)X'@>7kW

Sind T, T" zwei Vektorfelder auf U, dann ist ihr Kommutator [T, 7] wieder ein Vektorfeld auf U, d.h. Tx
ist eine Garbe von Lie-Algebren.
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2.2 Die Garbe der Differentialoperatoren

Sei X eine glatte algebraische Varietét iiber einem algebraisch abgeschlossenem Koérper der Charakteristik
0. Sei Dx die Garbe der lokalen Differentialoperatoren auf X und sei F'Dx die Ordnungsfiltration. Wir
bezeichnen mit GrDx die assozierte graduierte Garbe von Ringen.

Wir beschreiben zuerst die Stryktur der Garbe GrDx. Sei U C X offen und affin. Dann gilt I'(U, Dx) =
Dy. Wir definieren wie in @medes p € Z>o und jedes T' € F, Dy eine Abbildung 0,(T) : Of, — Oy
durch

ep(T)(flu f27 e 7fp) = [[ .. [[T7 f1]7f2]a cee 7fp71]7fp] .

:propthet
Wie wir in Lemma IH§ lgezeleg’ﬁahaben ist diese Abbildung symmetrisch und k-multilinear und es gilt
op(T) = 0 genau dann wenn T € F,_1D,,. Die Abbildung

fe0p(T)(frs fo oo fimrs o figns oo f) (2.2.1)

ist fiir jedes i = 1,...,p ein Vektorfeld a eqa.vpm dies zu sehen konnen wir wegen der Symmetrie ¢ = p
annehmen. Dann ist die Abbildu 2. em Qifgerentialoperator der Ordnung < 1 und verschwindet
entshea
olgt dann

auf Konstanten. Aus Proposition ie Behauptung.

Das heifit aber, dass 0,(T)(f1, f2, - - -, fp(z)) am Punkt  nur von den Differentialen df;(x) von f; abhéngt.
Wir kénnen daher eine Funktion o,(T) auf dem Kotangentialbiindel 7%(U) von U definieren:

o (T) (,) = ;epm(f, foe F)(@)

mit f € Oy, s.d. df(z) = w.

Lemma 2.16.

1. Die Funktion o,(T) ist auf T*(U) reguldr.

2. Fir ein festes x € U ist die Funktion o,(T) ein homogenes Polynom vom Grad p auf T (U).

Beweis. Da die Aussage lokal ist, konnen wir wegen 77?7 annehmen, dass U geniigend klein ist, s.d. ein
Koordinatensystem (f1, fo,..., fn; D1, Da,...D,) existiert und die Abbildung

U x k" —s T*(U)

(@,61,60, -, &) = (2, > &Gdfi()) (2:2.2)
i=1
ein Isomorphismus ist. Andererseits ist die Funktion

(@60.600160) = 20,T) (S 6fe S 30601

eine reguldre Funktion auf U x k™. Dies zeigt aber, dass o,(T) auf T*(U) regulér ist. Die zweite Aussage
folgt aus der Multilinearitat. O

Wir nennen o0,(T") das p-te Symbol des Differentialoperators T. Sei w : T*(X) — X die natiirliche
Projektion. Da 7 eine lokal triviale Faserung und die Faser bei 2z € X der Vektorraum T (X) ist, induziert
die natiirliche Graduierung von Polynomen auf 7, (X) die Struktur einer graduierten Garbe von Ringen
auf dem direkten Bild 7.Op-(x). Das Symbol o, definiert definiert einen Morphismus von der Garbe
F,Dx zur Garbe Gr,mOp-(x) die wir auch mit o}, bezeichnen. Da o}, auf F,,_1Dx verschwindet, liefert
dies einen Morphismus von G7,Dx in die p-te homogene Komponenet von m,Op-(x). Wir bezeichnen mit
0 : GrDx — m.Op«(x) den zugehdrigen Morphismus von graduierten Garben.

42



hm:GrDXpi0X | Theorem 2.17. Das Symbol o : GrDx — m.Op«(x) ist ein Isomorphismus von Garben von graduierten
Ox -Algebren.

Beweis. Der Beweis wird aus mehreren Schritten bestehen. Wir beweisen zuerst, dass das Symbol ein
Morphismus von Garben von k-Algebren ist.

Lemma 2.18. Sei U C X offen und T, S € Dx(U) von der Ordnung < p bzw. < q. Dann gilt
Op+q(T'S) = 0p(T)og(5)

Beweis. Sei f € Ox(U) und definiere die Abbildung 7 : Dx (U) — Dx (U) durch 7(T) = [T, f]. Dann gilt
T(TS)=[TS, fl=TSf — fI'S=[T, fIS+TI[S, f]=7(T)S +T7(5)
fiir k € Z> gilt daher
k
k . )
k _ k—1 )
T(TS) = iz:; (Z>T (T)7*(S)

Fiir festes x € X und w € T;(X) mit df (z) = w gilt dann

Tl TS)(02) = TosiOyea T oo o) = e TS )
= S D@TS)(a) = (T .0y () (a.)

O

Da 7 : T*(X) — X lokal trivial ist, ist die O-te homogene Komponenet der Garbe m,.Op-(x) gleich Ox
und die Abbildung oy ist die Identitdt. Andererseits ist die 1-ste homogene Komponente von m,Op«(x)
isomorph zu Tx ~ GriDx. AuBerdem gilt, dass die Garbe von graduierten Ringen 7.O7-(x) von ihren
nullten und ersten homogenen Komponenten erzeugt wird, d.h. o : GrDx — 7.Orp-(x) ist surjektiv. Es
bleibt die Injektivitit zu zeigen.

Lemma 2.19. Sei T € F,Dx(U). Dann ist 0,(T) = 0 genau dann wenn T Ordnung < p — 1 hat.

Beweis. Da die Aussage lokal ist, konnen wir annehmen, dass U affin ist. Wir beweisen das Lemma per
Induktion nach p. Fir p = 0 ist die Aussage klar. Sei also p > 0 und f € Ox(U). Dann ist [T, f] ein
Differentialoperator der Ordnung < p — 1. Sei € U, w € T;(X) und setze n = df (z). Indem wir U
moglicherweise noch verkleinern, kénnen wir annehmen, dass ein g € Ox (U) existiert, s.d. dg(z) = w gilt.
Fiir h € Ox (U) definieren wir dann die Abbildung 7, : Dx(U) — Dx (U) durch 7,(T) := [T, h]. Fiir jedes
A € k gilt dann

rri7g(T) = [T, f + Ag) = [T, f]+ AT, g] = 74(T) + Ay (T)

Da 7¢ und 7, kommutieren gilt fiir jedes k € Z>(, dass

k
g™ =3 (k) Nirk=i(7(7))

i
i=0
Aufgrund unserer Annahme verschwindet die aAbbildung

A—r op(T)(z,n+ ) = %T})+,\9(T)(I)

identisch auf k. Da fk = oo gilt )\iT:*i(T} (T)) =0 fiir 1 <4 < p. Insbesondere gilt

1 1
([T = P=l(r (T - = =l T _
7r([T D) = g5y (D)) = ™! (TS (a) =0
fiir jedes w € T (X). Dax € U beliebig gewahlt ist, folgt aus der Induktionsannahme, dass [T, f] Ordnung
< p — 2 hat. Daraus folgt aber, dass 7' Ordnung < p — 1 hat. O
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. . :GrDXpi0X
Das zeigt die Aussage von Theorem Eti ff O

Proposition 2.20. Die Garbe der lokalen Differentialoperatoren Dx auf einer glatten Varietit X ist ein
lokal freier Ox-Modul fiir die Links- und Rechts-multiplikation. Insbesondere hat jedes x € X eine offene
affine Umgebung U mit einem Koordinatensystem (f1, fa,..., fn; D1, Da,...,Dy) s.d.

1. D" o D7 = D™ fiir jedes I,J € 7,

2. (D51 ¢ Ly, |I| < p) ist eine Basis des freien Ox (U)-Moduls F,Dx (U) fiir die Links- bzw. Rechts-
Multiplikation.

3. (D'; I € Z,) ist eine Basis des freien Ox (U)-Moduls Dx (U) fiir die Links- bzw. Rechts-Multiplikation.

Beweis. Sei U eine Umgebung von x mit Koordinatensystem (f1, fo,..., fu; D1, Da, ..., Dy). Dann gilt
[D;, D;] =0 fiir 4,5 = 1,...,n und die Aussage (1) folgt.

Setze & = 01(D;) fiir i = 1,...,n. Dann ist 7, O+ (x)(U) ein freier Ox (U)-Modul mit Basis (¢/;1 € Z2)
und seine homogenen Komponenten sind ebenfalls freie Ox (U)-Moduln. Aus der exakten Sequenz

00— Fp,1DX — FpDX — G’I"pDX —0

- GrDXpi0X
und Theorem fo glper Induktion nach p, dass F,Dx (U) ein freier Ox (U)-Modul ist und das er von

(D51 € Lz, [I| < p) erzeugt wird. Gilt 3- 7, frD! = 0, dann folgt, indem man das p-te Symbol nimmt,
dass f; = 0 fiir [I| = p und daher auch Z|I|§p—1 frD! = 0 gilt. Pler abstelgender Induktion folgt daher

texhaus

fr =0 fur |I| > p. Das zeigt die zweite Aussage. Aus Lemma olgt die dritte Aussage. O

op:propGrDX | Proposition 2.21. Sei X eine glatte affine Varietdt uber einem algebraisch abgeschlossenem Korper der
Charakteristik 0. Dann gilt:

1. GrDx ist noethersch.

2. GrDx wird als Ox-Algebra von GriDx erzeugt.

Beweis. Dam:T*(X) — X eine lokal triviale Faserung ist und die Fasern Vektorrdume, also insbesondere
affin, sind, ist 7 ein affiner Morphismus. Also ist 7*(X) eine affine Varietédﬂ Daraus folgt, dass

G?"DX = F(X, GT‘DX) >~ F(X,’]T*OT*(X)) = F(T*(X),OT*(X)) = OT*(X)

eine endlich erzeugte k-Algebra und ein noetherscher Ring ist. Da m.Op-(x) als Ox-Algebra von seiner
homogenen Komponente vom Grad 1 erzeugt wird, ist der Morphismus (7.Op«(x))1 ®0x (T«Op+(x))p —
(1O« (x))p+1 fiir jedes p € Z>( ein Epimorphismus. Da X affin ist, ist auch der zugehdrige Morphismus
der globalen Schnitte surjektiv. Daraus folgt, dass GrDx als Ox-Algebra von GriDx erzeugt wird. O

thm:DXnoeth | Theorem 2.22. Sei X eine glatte affine Varietdt uber einem algebraisch abgeschlossenem Korper der
Charakteristik 0. Dann gilt

1. Dx ist links- und rechts- noethersch.

2. Der Ring Dx ist durch Ox und den globalen Vektorfeldern auf X erzeugt.

: GrDX
Bewtelz'ftnélus Proposition %&ss der gefilterte Rin Dﬁlgq}len]%ed%ggungen 1. - 7. aus Abschnitt
ili erfullt. Di Il%f Sei A der U

ie erste Aussage folgt somit aus Proposition nterring von Dx der durch Ox
und den globalen Vektorfeldern auf X erzeugt wird. Sei F, A die induzierte Fizlt;gt(i;ggxauf A. Wir erhalten
einen injektiven Morphismus von GrA nach GrDx der nach Proposition ﬁ'zrﬁl_cﬁmjektiv ist. Das zeigt
aber A= Dx. O

6Siehe Hartshorne Ex. 5.17
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3 Dx-Moduln

3.1 Quasi-koharente Dy-Moduln

Sei X ein topologischer Raum und A eine Garbe von Ringen mit 1 auf X. Wir bezeichnen mit M(A) die
abelsche Kategorie der Garben von A-Moduln auf X Seien A =T'(X,.A) die globalen Schnitte von A und
bezeichnen mit M (A) die abelsche Kategorie der A-Moduln. Der globale Schnittfunktor
r=7rX,—-): M(A) — M(A)
M= T(X, M)

ist additiv und links-exakt. Wir haben auflerdem einen Isomorphismus von Funktoren
Homy(A,—) — T(X,—)
(T:A—=V)—T(1x) (3.1.1)
Wir definieren auflerdem den Lokalisierungsfunktor
A: M(A) — M(A)
Vi AV) =A@V
Der Funktor A ist additiv und rechts-exakt. Es gilt
HomA(A®4 V,W) = Homa(V, Hom 4(A,W))

Da fiir K € Homa(A®4 V,W)(U) und 6 € Hom4(V, Hom o(A,W))(U) die beiden Abbildungen

K (v (AU) @ v = W(U)))

O (a®@v— (B(v)(U))(a)) (3.1.2)
invers zueinander sind. Daraus folgt aber

Hom(A(V),W) = Hom(V,T'(X,W))
das heifit A ist links-adjungiert zu I' und man erhélt natiirliche Transformationen:
@ ridpgay — oA und iAol — id )

Wir betrachten jetzt den Fall, dass X eine algebraische Varietdt ist. Wie zuvor bezeichnen wir mit Ox die
Strukturgarbe und mit Oy = I'(X, Ox) die globalen Schnitte. Ist X affin, dann heifit V € M(Ox) quasi-
koh&renter Ox-Modul, falls ein Ox-Modul V existiert, s.d. V ~ A(V). Fiir eine beliebige algebraische
Varietét heifit V € M(Ox) quasi-kohérent, falls jeder Punkt « € X eine affine offene Umgebung besitzt,
s.d. Vjy quasi-kohérent ist. Die quasi-kohdrenten Ox-Moduln liefern eine volle, abelsche Unterkategorie
von M(Ox), die wir mit M,.(Ox) bezeichnen. Der Lokalisierungsfunktor A ist dann ein Funktor von
M(Ox) in My.(Ox). Ist X affin, dann besagt ein Theorem von Serre, dass A : M(Ox) — My.(Ox)
eine Kategoriendquivalenz gibt, wobei I' : My.(Ox) - M(Ox) quasi-invers zu A ist.

Sei jetzt Dx die Garbe der lokalen Differentialoperatoren auf X. Wir haben eine natiirliche Abbildung
t: Ox — Dx, die einen Vergiifunktor M(Dx) — M(Ox) liefert. Wir sagen, dass ein Dx-Modul V quasi-
kohé&rent ist, falls er als Ox-Modul quasi-kohérent ist. Sei M,.(Dx) die volle, abelsche Unterkategorie
von M(Dx) der quasi-kohérenten Dx-Moduln. Wegen Serre’s Theorem ist I' : My.(Dx) — M(Dx) ein
exakter Funktor.

KategAffin| Theorem 3.1. Sei X affine Varietdt. Dann ist T : My.(Dx) — D(Dx) eine Kategoriendquivalenz. Der
Lokalisierungsfunktor A : M(Dx) — My.(Dx) ist dazu quasi-invers.
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prop:suppF

Beweis. Sei V. € M(Dx). Es existiert eine exakte Sequenz Dg) — Dgg) — V — 0 von Dx-Moduln.

Nachdem wir A anwenden, erhalten wir eine exakte Sequenz ’Dgp — Dgg) — A(V) — 0 von Dx-Moduln.
Der Funktor I'o A : M(Dx) — M(Dx) ist rechts-exakt. Auflerdem haben wir fir V€ M(Dx) einen
adjungierten Morphsimus ¢y : V — I'(X, A(V)). Wir wollen zeigen, dass dieser ein Isomorphismus ist.
Man sieht leicht, dass fiir einen freien Modul F' der Morphismus @p ein Isomorphismus ist. Wir erhalten
folgendes kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

I J
DY Dy’ v 0
J(LPD%) \L(‘ODE(J) itpv
I J
Dy DY) T'(X,A(V)) —=0

Da die ersten beiden vertikalen Abbildungen Isomorphismen sind ist auch ¢y ein Isomorphismus.

Fiir einen quasi-kohérenten Dx-Modul V haben wir den Adjunktionsmorphismus ¢y : A(I'(X,V)) — V.
Betrachte die exakte Sequenz

0K -—ACXYV) LS Y 0 —0
von quasi-kohdrenten D-Moduln. Da T'(X, —) exakt ist erhalten wir die exakte Sequenz
0 —TX,K) —T(X,ATX,V)) —-TI(X,V) —I'(X,C) —0

Aus dem ersten Teil wissen wir, das der mittlere Morphismus ein Isomorphismus ist. Daher gilt T'(X, K) =
I'(X,C) = 0. Damit erhalten wir C = K = 0. O

Der Tréger supp(F) einer Garbe Fauf X ist das Komplement der gréiten offenen Menge U, s.d Fjiy = {0}
gilt. Insbesondere ist der Triger einer Garbe ist abgeschlossen. Sei U C X offen und s € F(U). Dann ist
supp(s) das Komplement der grofiten offenen Teilmenge V' C U, s.d. sy = 0 gilt.

Lemma 3.2. Fir jedes s € F(U) gilt
supp(s) = {x € U | s, # 0}.

Beweis. Ist x ¢ supp(S), dann existiert eine offene Umgebung V' von X, s.d. sy = 0 gilt und damit
sz = 0. Ist andererseits s, = 0, dann existiert wieder eine Umgebung V mit sy = 0 und damit gilt

x & supp(s). O
Proposition 3.3. Sei F eine Garbe auf X. Dann ist supp(F) der Abschluf8 von {x € X | F, # 0}.

Beweis. Es ist klar, dass supp(F') den Tréger all seiner Schnitte enthélt. Das heifit , dass {x € X | F, # 0}
ist im Tréger enthalten. Sei z € X ein Punkt, der nicht im Abschlufl von {z € X | F, # 0} liegt. Dann
existiert eine offene Umgebung U von X, s.d F, = 0 fiir alle y € V. Das zeigt aber Fjy; = 0 und daher
V Nsupp(F) = 0. Insbesondere gilt = & supp(F). O

Proposition 3.4. Sei
0—F —F—F3—0

eine kurze exakte Sequenz von Garben auf X. Dann gilt

supp(Fz) = supp(Fi1) Usupp(Fs).

Beweis. Fiir jedes z € X sind die Sequenzen
0— Fio — Fo0 —> F32 —0
kurz exakt. Das heif3t es gilt
{reX | Fop#0={zeX | Fi,#0}U{z e X | F3, #0}.
Nehmen wir von beiden Seiten den Abschlufi dann folgt die Behauptung. O
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m: charaCohl

y: charcohMod

3.2 Koharente D-Moduln

Sei X eine glatte, affine Varietdt. Dann ist Dx noethersch und die volle Unterkategorie M ¢,(Dx) von
M(Dx) die aus endlich erzeugten D x-Moduln besteht ist abelsch. Wir sagen, dass V ein kohérenter Dx-
Modul ist, falls V ~ A(V) fiir einen endlich erzeugten Dx-Modul gilt. Wir bezeichnen mit M., (Dx)
die volle Unterkategorie von M(Dx), die aus kohérenten Dx-Moduln besteht. Man sieht leicht, dass
I : Meon(Dx) — Myg(Dx) eine Kategoriendquivalenz liefert mit quasi-Inversem A : My (Dx) —
Mcoh (DX)

Lemma 3.5. Sei X eine glatte affine Varietat undV ein quasi-kohdrenter Dx -Modul. Dann sind folgende
Bedingungen dquivalent:
1. V ist ein kohdrenter Dx -Modul.

2. fir jedes x € X ezistiert eine offene Umgebung U und eine exakte Sequenz

D}, — Dy — Vg — 0

Beweis. 1. = 2.: Sei V kohérent. Dann gilt V ~ A(V) wobei V ein endlich erzeugter Dx-Modul ist. Da
D x noethersch ist, existiert eine exakte Sequenz

DY - D% -V —0
Nach dem Anwenden von A und wegen V ~ A(V') erhalten wir

DY - Dy —V —0
Nehme jetzt U = X fiir alle x € X.

2. = 1.: Es existiert ein f € Ox mit z € Xy C U. Daher kénnen wir oBdA annehmen, dass U = X gilt.
Aus der Annahme folgt, dass
D}, — D}, — T(U,V) — 0

exakt ist,, d.h. dass I'(U, V) ein endlich erzeugter Dy-Modul ist. Da I'(U, V) = I'(X, V) gilt, existieren
V1,0 € D(X, V), s.d. ihre Einschrénkungen auf U den Dy-Modul V)i erzeugen. Solche offenen Men-

gen liefern eine Uberdeckung von X. Da X quasi-kompakt ist, kénnen wir eine endliche Teilitberdeckung
und damit wy,...,w, € I'(X,V) finden, s.d. jeder Halm V, als Dx ;-Modul durch ihre Bilder erzeugt
wird. Wir erhalten somit einen surjektiven Morphsimus M — V bzw. D™ : X — I'(X,V). Das heifit
I'(X,V) ist endlich erzeugt und damit ist V kohérent. O

Sei jetzt X eine beliebige glatte, algebraische Varietdt. Wir nennen einen quasi-kohdrenten Dx-Modul
auf X kohérent, falls fiir jedes x € X eine Umgebung U von x und eine exakte Sequenz

Dff — Df; — Viy — 0

existiert. Diese Definition stimmt mit der vorherigen fiir affine Varietéten iiberein. Wir erhalten auflerdem
das folgende Resultat.

Proposition 3.6. Sei V ein quasi-kohdrenter Dx-Modul auf einer glatten algebraischen Varietat X.
Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

1. V ist ein kohdrenter Dx -Modul

2. fiir jede offene affine Menge U C X, ist die Einschrinkung Viy ein kohdrenter Dy -Modul.

3. fir eine affine Uberdeckung (Uy,...,Up) von X sind die Einschrinkungen V|y, kohdrente Dy, -
Moduln.
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Wir bezeichnen mit Mo, (Dx) die volle Unterkategorie von M,.(Dx) die aus kohérenten Dx-Moduln
besteht. Die Proposition zeigt, dass M., abelsch ist.

Proposition 3.7. Sei V ein kohdrenter D-Modul. Dann gilt
supp(V) ={z € X |V, # 0}.

Beweis. Wegen Proposition @%}%ﬁges zu zeigen, dass {x € X | V, # 0} abgeschlossen ist. Sei Y ein

) z :¢haraCo
Punkt im Abschlufl dieser Menge und sei U eine affine Umgebung von y- Dann ist wegen Lemma
ein endlich erzeugter Dy-Modul. Seien s1,...,s, Schnitte in V(U), die V(U) als Dy-Modul erzeugen.
Diese Schnitte erzeugen auch Vi als Dy-Modul. Sei Z = [J;_, supp(s;). Dann ist Z abgeschlossen in U
und in {x € X | V, # 0} enthalten. Sei jetzt y ¢ Z. Dann existiert eine offene Umgebung V' C U von
y, s.d. s1,...,8, auf V verschwinden. Das bedeutet aber Vy; = 0 und damit y ¢ supp(V), das ist ein

Widerspruch zu y € {z € X | V, # 0}. O

hi

Sei U C X offen, F ein Ox-Modul und G ein Opy-Untermodul von Fy. Sei G die Untergarbe von F die
folgendermaflen definiert ist:

GV)={se F(V) | sjyav €G(VNU)}.
Dann ist G ein Ox-Untermodul von F. Er heifit kanonische Erweiterung von G.

Lemma 3.8. Sei F ein quasi-kohdrenter Ox-Modul und G ein quasi-kohdrenter Oy -Untermodul von F|y .
Dann ist die kanonische FErweiterung G von G ein quasi-kohdarenter O x -Modul.

Beweis. Sei i : U — X die natiirliche Inklusion und H der Quotient von F|y; durch G. Dann ist H
ein quasi-kohérenter Opy-Modul. Betrachte den natiirlichen Morphismus « : i.(Fjy) — i«(#H) von quasi-
kohérenten Ox-Moduln. Die Verkniipfung mit F — 4.(F|y) liefert den Morphismus ¢ : 7 — H von
quasi-koharenten Ox-Garben. Sein Kern ist quasi-kohérent und durch

ker (V) = {s € F(V) | avru(sjvav) =0} = {s € F(V) | sjyrv € G(V NU)} = G(V)
gegeben. O

Ein quasi-kohérenter Dx-Modul V # 0 heifit irreduzibel falls jeder quasi-kohérente Unter Dx-Modul
entweder {0} oder V selbst ist.

rredisIrred| Lemma 3.9. SeiU offen in X undV ein irreduzibler quasi-kohdarenter Dx-Modul. Dann ist V|y entweder
ein irreduzibler quasi-koharenter Dy -Modul oder gleich 0.

Beweis. Nehme an, dass V| # 0. Sei W ein quasi-kohérenter Dy-Untermodul von Vi;. Wir bezeichnen

mit W seine kanonische Erweiterung zu einem Dx-Untermodul von V. Da V irreduzibel ist, ist V) entweder
V oder 0. Das zeigt aber, dass W entweder V|; oder 0 ist. O

Insbesondere erhalten wir das folgende Resultat.

Proposition 3.10. Sei V ein irreduzibler quasi-kohdrenter Dx-Modul. Dann ist V kohdrent.

. . . :reslrredisIrred . .
Beweis. Sei U C X offen und affin. Danp ist Jagggl qumma jv entweder irreduzibel oder gleich 0. Ist
Vv irreduzibel, dann ist nach Theorem = , V) ein irreduzibler Dyy-Modul. M ist aber auch ein
endlich erzeugter Dy-Modul, denn wenn 0 # m € M, dann ist
Dy — M
P—P-m

surjektiv wegen der Irreduzibilitdt von M. Da Dy noethersch ist und damit der Kern der obigen Abbildung
endlich erzeugt ist, erhalten wir e.ic%%r%%ﬁkotg Sequenz D{; — Dy — M — 0. Also ist Vi ein kohérenter

Dy-Modul. Aus Proposition Eglé fo gt dann die Aussage. O
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Proposition 3.11. Sei V ein irreduzibler quasi-kohdrenter Dx-Modul. Dann ist der Trigger supp(V)
etne irreduzible abgeschlossene Untervarietdt von X.

Beweis. Per Definition ist supp()) eine abgeschlossene Untervarietdt von X. Wir zeigen zuerst, dass
supp(V) zusammenhéngend ist. Nehme an, dass supp(V) die disjunkte Vereinigung zweier abgeschlossener
Untervarietaten Z1,Zs C X ist mit Z; # 0. Sei U = X \ Z; und bezeichne mit W die kanonische
Erweiterung des null Dy-Untermoduls von V)y. Da V irreduzibel ist, ist YW entweder V oder 0. Sei z € Z;
und V' eine affine offene Umgebung von z die nicht Z; schneidet. Dann ist der Tréget von V}y gleich
ZiNV=(X\U)NV =V \(VNU). Andererseits gilt

T(V,W) = {s € D(V,V) | sy = 0} = I(V, V)

und damit W # 0. Das heiit W = V und V) = 0. Daher Z = () und damit ist supp(V) zusam-
menhangend.

Wir mochten jetzt zeigen, dass supp(V) irreduzibel ist. Nehme an das ist nicht der Fall. Sei Z; eine
irreduzible Komponente von supp(V) und Z5 die Vereinigung aller anderen irreduziblen Komponenten.

:reslrredisIrred

Dann gilt supp(V) = Z1U Zy. Sei Z = Z1NZy und U = X \ Z. Dann gilt V| # 0. Wegen Lemma [3.9[is
dies ein irreduzibler Dy-modul. Seiner Tréger ist (Z1UZ2) — (Z1NZ2) = (Z1\(Z1NZ3))U(Z2\ (Z1 N Z3)).
Aus dem vorherigen Resultat folgt, dass dieser Raum zusammenhéngend sein muss, also Z3\ (Z1NZ3) = 0.
Das heifit Z3 C 71, was ein Widerspruch ist. O

Eine quasi-kohérenter Dx-Modul V hat endliche Lange falls es eine endliche aufsteigende Filtrierung
{0} =YooV C...CV, =V

von quasi-kohdrenten Dx-Moduln gibt, s.d. die V,/V,_1 irreduzible Dx-Moduln sind. Die Zahl ¢{(V) =n
heifit die Lange von V. Per Induktion nach der Lange von V sehen wir das jeder quasi-koharente Dx-Modul
von endlicher Lénge kohérent ist.

Lemma 3.12. Sei V ein quasi-kohdrenter Dx-Modul. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. V hat endliche Linge.
2. fiir jede offene Menge U C X hat Fyy endliche Linge.

3. Es eistiert eine offene Uberdeckung {Uiti1<i<n von X, s.d. Viy, fir 1 <i <n endliche Linge hat.

:resIrredisIrred
Beweis. Wegen Lemma ﬁ@mﬂie Implikation 2. = 3. ist klar. Die Implikation 3. = 1. zeigen
wir per Induktion nach der Lénge Z?zl {(Vy,)- Falls diese Summe 0 ist, gilt V|7, = 0 fiir alle j = 1,...,n.
und daher ¥V = 0. Wir nehmen daher an, dass die Summe positiv und nicht null ist. Wenn V irreduzibel
ist, sind wir fertig. Nehme an V ist nicht irreduzibel, dann existiert ein nicht-trivialer quasi-kohéarenter
Dx-Untermodul M und wir erhalten eine kurze exakte Sequenz

0—M-—V-—>N-—0
in der weder M noch N gleich 0 ist. Da
E(V\Uj) = E(M\Uj) + E(MUJ‘)

fur j =1,...,n gilt, folgt insbesondere

n n

S UWV,) =D UMuy,) + > N,
j=1

Jj=1 Jj=1

und beide Summanden auf der rechten Seite sind ungleich 0. Wir kénnen daher auf beide die Induktion-
sannahme anwenden, d.h. M und N haben endliche Linge, dann hat aber auch V endliche Linge. O
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3.3 Charakteristische Varietat

In diesem Kapitel verallgemeinern wir die Konstruktion der charakteristischen Varietat auf allgemeine
kohéarente D x-Moduln.

Zuerst nehmen wir an, dass X eine glatte affine Varietdt ist. Sei Dx der zugehdrige Ring der Differ-
entialoperatoren von X. In Theroem wurde gezeigt, das der Ring Dx links- und rechts-noethersch

st. I_APBQ(%erm besitz er eineGFw;ration FoDx nach der Ordnung der Differentialoperatoren. Kgr% r
: inite : PropGr] . R A . :FiltRin
E%]im)a Proposition Elﬁl wurde gezeEt? dalgg &g%, F,) die Bedingungen 1. - 7. aus Abschnitt erfullt.

Wie wir im Beweis von Proposition gesehen haben, ist 7*(X) eine affine Varietdt und es gilt
G’I"DX >~ OT*(X) .

Nach Lemma ﬁ%gc%t%t&g&%i endlich erzeugter Dx-Modul V eine gute Dx-Modul Filtrierung FoV und
GrV ist ein endlich erzeugter Mod ﬁbegdgz;dg = Or-(x)- Sei I der Annihilator von GrV, dann héngt
sein Radikalideal () nach Lemma nicht von der Wahl einer guten Filtrierung auf V' ab. Wir nennen
dieses Ideal das charakteristische Ideal von V und bezeichnen es mit J(V). Die Verschwindungsmenge

von J(V) in T*(X) wird charakteristische Varietit Ch(V) von V' gennannt. Diese Definition stimmt mit
der Definition in Abschnitt ' L% fur Moduln von Differentialoperatoren auf k™ iiberein.

Sei jetzt V ein kohérenter Dx-Modul auf X. Dann definieren wir die charakteristische Varietat Ch(V) von
V als charakteristische Varietdt des Dx-Moduls T'(X, V). Wir sagen, dass eine auffsteigende Dx-Modul
Filtrierung F,V auf V durch kohérente O x-Untermoduln gut ist , falls gilt

1. F,V ={0} fir n < 0.
2. Die Filtrierung F,V ist ausschopfend (d.h. |, o, F,,V = V).
3. Die Filtrierung F,V ist stabil, d.h. es existiert ein mg € Z , s.d. F,DxF,,)V = F,,V fir alle
n € Zxo und m > mq gilt.
Sei F,V eine gute Filtrierung auf V. Dann sind die I'(X, F},V) endlich erzeugte Ox-Untermoduln von
I'(X,V) und {T'(X, F,V)},ez ist eine gute Filtrierung des D x-Moduls I'(X, V).
Lemma 3.13. Sei X affin und V ein kohdrenter Dx-Modul. Dann gilt

1. V besitzt eine gute Filtrierung.

2. Die Abbildung {F,V}pez — {T(X, FpV)}pez ist eine Bijektion zwischen der Menge von guten Fil-
trierungen auf V und der Menge von guten Filtrierungen auf T'(X, V).

Beweis. Der Dx- %(:)dlkla&! %(ff]{; ist endlich erzeugt. Daher besitzt er eine gute Filtrierung F,I'(X, V).
gl =

Wegen Theorem (X,V)) und die F,V = A(F,I'(X,V)) sind kohérente O x-Untermoduln
von V. Man sieht leicht, dass F,V eine gute Filtrierung auf V ist. Der zweite Punkt folgt dann leicht aus
der Kategorienaquivalenz zwischen kohérenten O x-Moduln und endlich erzeugten O x-Moduln. O

Sei F,V eine gute Filtrierung auf V. Dann ist GrsV ein Modul iiber GrDx = m.(Op-(x)). Da X affin ist
(und daher T'(X, —) exakt ist) gilt
I'(X,Gr.V) = Gr (X, V)

wobei I'(X, V) mit der guten Filtrierung {I'(X, ,V) }oez versehen ist. Da GroI'(X, V) ein endlich erzeugter
Or-(x)-Modul ist, folgt aus einer einfachen Adaption des Beweises von Proposition l%?l das

Ch(V) = Ch(I'(X,V)) = supp(Gr.I'(X,V)) = supp(I'(X, Gr.V))

gilt. Das zeigt, dass die Konstruktion der charakteristischen Varietat lokaler Natur ist: Sei U # ) offen in
X. Dann kénnen wir T*(U) als offenen Teilmenge 7~ }(U) = {(z,w) € T*(X) |w € T}(X),x € U} sehen.
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1:CharVarres | Lemma 3.14. Sei U C X offen und affin. Dann gilt

Ch(Viy) = Ch(V) N~ (U)

Wir wenden uns jetzt dem Fall einer glatten algebraischen Varietét zu. Sei V ein kohérenter Dx-Modul.

Lemma 3.15. Es existiert eine eindeutig bestimmt abgeschlossenen Untervarietdt Y von T*(X) s.d. fir
jede offene affine Menge U € X Ch(Viy) =Y Na—1(U) gilt.

:CharVarres
Beweis. Seien U und V zwei affine offene Teilmengen von X. Dann gilt wegen Lemma t]"g; i;
Ch(Vip) N7 ' (UNV) = Ch(Vipnv) = Ch(Wy)Na~ (U NV)

Das heifit die Menge Y die aus Paaren (z,w) besteht, s.d. w € T (X) mit (z,w) € Ch(V|y) fiir eine affine
offene Menge U, ist wohldefiniert und hat die gewiinschten Elgenschaften. O

Die Menge Y heifit auch charakteristische Varietdt von V und wir bezeichnen sie mit Ch(V).

Die Definition einer guten Filtrierung eines kohérenten Dx-Moduls macht auch fiir nicht affine Varietaten
X Sinn. Wir wollen die Existenz solch einer Filtrierung zeigen. Zuerst bendtigen wir aber ein Zwis-
chenresultat, ndmlich, dass auf einer algebrischen Varietdt X koharente Untermoduln von einer offenen
Teilmenge auf ganz X erweitert erden kénnen.

xtendcohMod | Lemma 3.16. Sei F ein quasi-kohdrenter Ox-Modul und G ein kohdrenter Oy-Untermodul von F|i
Dann existiert eine kohdrenter Ox -Untermodul G' von F mit g"U =g.

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass X affin ist. Sei G die kanonische Erweiterung von G-. Der Modul
['(X,G) ist ein direkter Limes einer aufsteigenden Familie von endlich erzeugten Ox-Untermoduln. Sei
{K.i}ier deren Lokaliserung (mit A) . Sie bilden eine aufsteigende Folge von kohérenten O x-Untermoduln
von F und ihr direkter Limes ist G. Da @U = G kohérent ist, ist das System {K,;};cs fiir grofle ¢ stabil,
d.h. es existiert ein ig , s.d. ICZ-|U =@ fir 1 > 1.

Wir beweisen jetzt den allgemeinen Fall per Induktion iiber die Kardialitiit einer endlichen affinen Uberdeckung
von X. Nehme an, dass {V; }1<i<n so eine Uberdeckung ist und setze Y = U?;ll V;. Aufgrund der Induk-
tionsannahme existiert ein koharenter Oy-Untermodul H von Fjy, s.d Hyny = Gyny. Die Restriktion
auf U der kanonischen Erweiterung H von H zu einem Untermodul von F enthilt G. Indem wir jetzt
den ersten Teil des Beweises auf V,, anwenden erhalten wir einen kohédrenten Untermodul K vonH,y, ,
sd. Kv,nv = Gv,nu. Sei G’ die kanonische Erweiterung von K zu einem Untermodul von H. Dann
enthalt Ql’U die Garbe G. Es gilt auflerdem Gi-~; C Hynu = Gyru, d.h. Gy = Gynu. AuBlerdem gilt
g{,mU = Kv, ~nuv = Gy, nv. Daher gilt Q"U = G. Andererseits ist gl’y C M|y = H kohérent und gl’vn =K
ist auch koharent. Daher ist G’ ein koharenter O x-Untermodul von F. O

Sei jetzt X eine glatte algebraische Varietdat und Dx die Garbe der Differentialoperatoren auf X.

Theorem 3.17. Sei V ein kohdrenter Dx-Modul. Dann besitzt V eine gute Filtrierung.

Beweis. Wir beweisen zuerst, dass es einen kohérenten O x-Untermodul U von V gibt, s.d. der Morphismus
Dx ®oyx U — V ein Epimorphismus ist. Sei {U;}1<i<n eine affine, offene Uberdecku von X Dann
ist fur jedes ¢ = 1,...,n I'(U;, V) ein endlich erzeugter Dy,-Modul. Wegen Lemma %&mmt—em
kohérenter Ox-Untermodul G; von V, s.d. T'(U;,G;) den Modul T'(U;, V) als Dy,-Modul erzeugt. Die
Summe der G; hat dann die gewlinschte Eigenschaft. Definiere nun F,,V als Bild von F,,Dx ®¢, U unter
der Abbildung Dx ®p, U — V. Man sieht leicht, dass F'V eine gute Filtrierung ist. O]
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Sei V ein kohérenter Dx-Modul und F'V eine gute Filtrierung auf V. Sei Gr)V der zugehérige graduierte
7. (Op=(xy)-Modul. Dann ist fiir jede offene Menge U C X die Filtrierung F,(Vjy) = (FpV) |y mit p € Z
eine gute Filtrierung von V. Es gilt aulerdem GV = Gr(V|y). Das heift fiir eine affine offene Menge
UcC X gilt T'(U,GrV) = GrT'(U,V). Wie wir schon vorher festgestellt haben, ist die Varietat T*(U) affin
und es gilt I'(U, 7. (Op+(x))) = Op+w). Wenn wir den Modul I'(U, GrV) als Op,()-Modul lokalisieren,
erhalten wir einen eindeutigen O (;7)-Modul Vy auf T*(U) mit der Elgenschaft, dass m.(Vy) = GrViuy
gilt. Da I'(U, GrV) ein endlich erzeugter Or-()-Modul ist, ist Vy ein kohérenter Or+w)-Modul. Indem
man die unterschiedlichen ]>|U zusammenklebt, erhalten wir einen kohédrenten Or«(x)-Modul V auf T*(X)

mit der Eigenschaft, dass m,(V) = GrV gilt. Wir erhalten folgendes Resultat.

Proposition 3.18. Sei V ein kohdrenter Dx-Modul, F,V eine gute Filtrierung auf V und GreV der
entsprechende graduierte m.(Op-(x))-Modul. Dann gilt:

—~— —_~—

1. es existiert genau ein kohdrenter Op-(xy-Modul grf'V auf T*(X), s.d m.(grf'V) = GrV.

2.

Ch(V) = supp(V)
Proposition 3.19. Sei
00—V —Vo—V-3—70

eine kurze exakte Sequenz von kohdrenten Dx-Moduln. Dann gilt

Ch(V2) = Ch(V1) U Ch(V3)

Beweis. Es reicht die Aussa, e'%girél;ﬁs %I%tg}ﬁfenen Menge zur iiberpriifen. Dann koénnen wir aber das
Argument aus Proposition enutzen. O

. . . . . :Chconicaff | : suppProjChar
Die beiden folgenden Aussagen sind direkte Verallgemeinerung von Lemma und Proposition

Proposition 3.20. SeiV ein kohdrenter Dx -Modul. Dann ist die charakteristische Varietdt eine konische
Untervarietdt von T*(X).

Beweis. Es reicht die Aussage lokal zu priifen. Sei also U C X offen und affin. Es gilt Op-y) =
Ovul&1,...,&n]. Der Annihilator von GrT'(U, V) ist ein homogenes Ideal in Oy &y, . .., &,]. Daraus folgt die
Aussage. O

Theorem 3.21. Sei V ein kohdrenter Dx-Modul. Dann gilt

m(Ch(V)) = supp(V)

Bewﬁsig, Ersorgg(é}%t wieder die Aussage lokal zu priifen. Dafiir kénnen wir aber den Beweis von Proposition

l 132 direkt adaptieren. O

Wir fithren jetzt den Begriff des charakteristischen Zykels ein, welcher eine Verfeinerung des Begriffs der
charakteristischen Varietit darstellt. Sei Y eine glatte algebraische Varietdt und sei G ein kohérenter
Oy-Modul. Dann kénnen wir einen algebraischen Zykel CycG definieren. Sei S(suppG) die Menge der
irreduziblen Komponenten des Triagers von G. Sei C' € S(suppG) eine irreduzible Komponente und sei
U C Y eine offine offene Menge mit C UU = C. Wir bezeichenen das Verschwindungsideal von C'NU
mit pc C Oy (U). Durch lokalisieren erhalten wir einen lokalen Ring Oy (U),. mit maximalem Ideal
pcOu(U)p und einen Oy (U),.-Modul G(U),. Beachte das Oy (U),, und G(U),. nicht von der Wahl
von U abhéngen (sie sind die Halme von Oy und Og am generischen Punkt von C'). Der Modul G(U),,.
ist ein artinscher Oy (U),,-Modul und seine Linge mc(G) ist definiert. Wir nennen sie die Multiplizitét
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von G entlang C. Fiir eine irreduzible Untervarietdt C' von Y mit C' ¢ suppgG setzen wir mc(G) = 0. Wir
nennen die formale Summe

CycG:= > mc(G)C

CeS(suppG)

den assozierten Zykel von G.

. . -y em: indepgoodfiltlength — — .
einen kohérenten Op-(x)-modul grf M. Wegen Lemma [A.27[1st der Zykel Cyc (grf' M) unabhéngig von

der Wahl der guten Filtrierung F.

Sei jetzt M ein kohérenter Dx-Modul. Indem wir eine gute Filtrierung F' von M wéhlen, erhalten wir

Definition 3.22. Fur einen kohdrenten Dx-Modul M definieren wir den charakteristischen Zykel von
M durch

CC(M) := Cyc(gr¥FM) = Z me(gr¥ M)C
CeS(Ch(M))

Fur d € N definieren wir dessen Grad d Teil durch

CCyM):= > me(grFM)C
R

Proposition 3.23. Sei
0— M —N—L—0

eine exakte Sequenz von kohdrenten Dx -Moduln. Dann gilt fir jede irreduzible Untervarietdt C von T*(X)

mit C € S(Ch(M), dass

—_~ e~/

mo(grf'N) = me(grt M) +mo(grf'L).
Insbesondere gilt fir d = dim Ch(N)
CC,y(N)=CC4(M) + CCy(L).

Definition 3.24. FEin Dx-Modul heifit Vektorbiindel mit flachem Zusammenhang falls er Ox-lokalfrei
und von endlichem Rang ist. Wir bezeichnen mit Conn(X) die Kategorie der Vektorbindel mit flachem
Zusammenhang.

Beispiel 3.25. Sei M ein Vektorbindel mit flachem Zusammenhang vom Rang r > 0, setze F; M =0
firi < 0 und FEM = M fir i@ > 0. Dann definiert F' eine gute Filtrierung auf M und lokal gilt
grfM =~ M ~ O%. Da Ox C Anng,0,. , (Gr M) gilt, folgt Ch(M) = T%(X) = s(X) ~ X (wobei
s:x— (x,0) der Null-Schnitt von T*(X) ist) und es gilt CC(M) = rT%(X).

Proposition 3.26. Sei M # 0 ein kohdrenter Dx-Modul. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent

1. M ist ein Vektorbiindel mit flachem Zusammenhang
2. M ist kohdrent dber Ox
3. Ch(M)=T(X ~X

. . L. :VBcharvar
Beweis. 1. = 3.: Das wurde in Beispiel ﬁ%ﬁg gezeigt.

3. = 2.: Da die Aussage lokal ist, konnen wir annehmen, dass X affin ist und ein lokales Koordinatensystem
{4, 0;}1<i<n existiert. Es gilt T*X = X x C" Nehme an, es gilt Ch(M) = T%X. Das bedeutet fiir eine
gute Filtrierung F' von M, dass

rad(Anno e, ...e, (97" M)) =Y Ox[€]&
=1
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gilt, wobei & das Symbol von 0; ist und wir 7,Op«(x) mit Ox[&1,...,§,] identifiziert haben. Setze
I:=3%" Ox[¢]&. Da I noethersch ist, folgt

Ime c Annox[gl,...,gn](ngM)
fiir mo > 0. Da die Menge {£* | |a] = mo} das Ideal I™° erzeugt, gilt
0“F3M C Fjppme—1 M fir |a| =mo
Da andererseits F' eine gute Filtrierung ist, gilt F;Dx F; M = Fy; ;M fiir j > 0. Daraus folgt
FrgtjM = (FnyDx)(F;M) = Y Ox0°F;M C Fiyme M >0
lo|<mo

Das bedeutet Fj 1M = F;M = M fiir j > 0. Da die F; M kohérent iiber Ox sind, folgt die Aussage.

2. = 1.: Sei M ein Dx-Modul, der koharent iiber Dy ist. Es reicht zu zeigen, dass fiir jedes x € X der
Halm M, iiber Ox , frei iiber ist. Sei {;, 0, } ein lokales Koordinatensystem ist. Dann wird das maximale
Ideal M von Ox , von xi,...,x, erzeugt. Aus dem Nakayama Lemma folgt, dass si,...,s, € Mx
existieren, s.d. Mx = >.7" | Ox ,s; und dass 51,...,5, € M,/mM, eine Basis von M,/ mM, iiber
C ~ Ox /m sind. Wir zeigen, dass die {s1,..., Sy} freie Erzeuger des Ox ,-Moduls M, sind. Nehme
an es existiert eine nicht-triviale Relation

Zfisi =0 mit f; € Ox’x
=1

Beachte, dass alle f; € m liegen, da wir ansonsten eine nicht-triviale Relation modulo m erhalten wiirden.

Wir definieren ord(f;) = max{l | f; € m'}. Sei [ der Index, s.d. ord(f;) minimal ist. Da f; € m fiir alle i
gilt, existiert ein j, s.d. 9;f; # 0. Wir wenden 0; auf die obige Relation an und erhalten

m

0= (9ifi)s; + fi(Ds:) = Y _ gisi
i=1

i=1

Es gilt auflerdem
min{ord(f;) |i=1,...,m} > min{ord(¢g;) | i =1,...,m}

Indem wir das Argument wiederholen, erhalten wir eine nicht-triviale Relation

Zﬁﬁizo mit EiEOX’w/m’Z(C

i=1

in M,/ > " x;iM,. Das ist aber nicht moglich aufgrund der Wahl der si,. .., S,. O

4 Operationen auf D-Moduln

Lemma 4.1. Sei M ein Ox-Modul. Eine links Dx -Modulstruktur auf M, die die gegebene O x -Modulstruktur
erweitert, ist dquivalent zu einer C-linearen Abbildung

V:0x — Endc(M)
60— V@

die fiir f € Ox, 0 € ©x und s € M folgende Figenschaften hat:
1. Vfg(s) = ng(s)
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2. Vo(fs) =0(f)s+ fVa(s)
3. Vi0,,0,(5) = [Va,, Va,|(s)

Die links Dx -Modulstruktur ist dann durch
Os = Vy(s) fir 6€0©,seM
gegeben.

Beweis. Die Aussage ist klar, da Dx durch Ox und Ox erzeugt wird und die Relation [0, f] = 0(f)
erfiillt. O

Fiir rechts Dx-Moduln gilt analog folgende Aussage.

ghtDmodconn | Lemma 4.2. Sei M ein Ox-Modul. Eine rechts D x -Modulstruktur auf M, die die gegebene O x -Modulstruktur
erweitert, ist dquivalent zu einer C-linearen Abbildung

0 : 0x — Endc(M)
6 — Vy
die fiir f € Ox,0 € Ox und s € M folgende Figenschaften hat:

1. Vq(s) = Vp([s)
2. Vy(fs) =0(f)s+ fViy(s)
3. VEQI,QQ](S) :[ /01> ;2](5)

Die rechts Dx -Modulstruktur auf M ist dann durch
s6 = —Vp(s)
gegeben.

ec:ModRingDiff
Wir mochten jetzt die Links-Rechts-Korrespondenz von Kapitelﬁ Lg aut D X—IVioaul erweitern. Sei {z;, 0; h1<i<n
ein lokales Koordinatensystem auf einer affinen, offenen Menge U C X. Fiir P(x,0) = }__ aa(x)0* € Dy
betrachten wir die formal Adjugierte

"P(2,0) = (—0)*aa(z) € Dy (4.0.1) [eq:formalad;

Es gilt dann *(PQ) = *Q'P und wir erhalten mit P ~ !P einen Anti-Ringautomorphismus auf Dy. Fiir
einen links Dy-Modul M definieren wir die Rechtsaktion von Dy auf M durch sP := !Ps und erhalten
einen rechts Dy-Modul M. Diese Transformation hingt aber von dem gewihlten Koordinatensystem ab.

Beispiel 4.3. Betrachte die Varietit C* mit den Koordinaten x,9, und z,0, wobei z = 1/x. Betrachte
den Operator P(z,0,) = 0,. Dann gilt *P = —0,. In der z-Koordinate gilt aber P = —x%0, und
tP =229, + 2z.

Um die Links-Rechts-Korrespondenz global zu definieren benutzen wir das kanonische Geradenbiindel

Qy = Q% :/n\Qﬁ(

Ein 0 € ©x operiert auf Q) x mittels der Lie-Ableitung Lieg:

n

(Liegw) (01, ... ,0n) :=0(w(01,...,00)) = > _w(Br,....[0,6i],...,00)

i=1

firwe Qx und 64,...,0, € Ox.
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Lemma 4.4. Die Lie-Ableitung hat folgende FEigenschaften

1. Lueg, g,)w = Lieg, Lieg,w — Lieg, Lieg, w
2. Lieg(fw) = 0(f)w + fLiegw
3. Liefg W = Lieg(fw)

Beweis. Wir beweisen die 2. und 3. Aussage. Der Beweis der ersten Aussage bleibt dem Leser iiberlassen.
Die zweite Aussage folgt aus

Lieg(fw)(01,...,0n) = 0(fw(Br,...,0,)) = > fw(by,....[0,6i],.... 0]
=1
=0(f)w(bh,...,0,) + fOw(br,...,0, wa91,.. A

= (0(f)w + fLiegw) (61, ...,0,)

Sei =" | g:0;. Da w eine Top-Differentialform ist, reicht es (Liefgw)(dn, ..., d,) auszuwerten:

(Liesow)(Or, -, 0n) = [00(O1, -, 00) = 3 w(Br- o 10,01, )

i=1

=0fw(D1,...,0,) —0(f)w(dr,...,0, )—Zw(al,... £10,0:] — 8;(1)0, ..., 0n)

= 0fw(d,...,0,) —0(f)w(d,...,0, waal,.. Ail, ..., 0n)

n

+ZW(517--wai(f)giai,---,an)

zefw(al,...,an)—e(f)w(al,...,an)—wa(al,...,[a,ai},...,an)

(Za >wal,...7 )

=0fw(dr,...,0, waal, . Ail,...,0,) = (Liegfw)(Dy,...,0n)

O

:rightDmodconn
Nach Lemma ﬁﬁ 1n§uz1er’6 dies eine Rechts-Dx-Modulstruktur auf Qx. In lokalen Koordinaten ergibt
dies
(fdwy A ... Adxy)P(z,0) = ("P(x,0)f)dz1 A ... Aday, fir feOx

Proposition 4.5. Sei M,N € Mod(Dx) und M',N" € Mod(D). Dann gilt fir 6 € Tx

1. M®oy N € Mod(Dx) mit (s ®@t) = 0(s) @t + s 0(t)
2. M' @0y N € Mod(DY) mit (s ®@t)0 =s'0@t— s @0t
3. Homo (M,N) € Mod(Dx) mit (6)(s) = 0((s)) — (0(s)).
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4. Homo, (M N') € Mod(Dx) mit (1) (s) = —1)(s)0 + 1(s6)
5. Homo (M,N") € Mod(DY) mit (46)(s) = 1(s)0 4+ ¥(6(s))

orproductex| Lemma 4.6. Sei M,N € Mod(Dx) und M’ € Mod(DY). Wir haben folgende Isomorphismen von
C-Garben

M@0 N)@p, MM @p, ( MR0y N) =~ (M @0, M)@p, N
() @s+— @ (s@t)+— (§ @s) D

Beweis. Wir beweisen nur den ersten Isomorphismus, der Beweis des zweiten verlauft dhnlich. Wir be-
weisen den ersten Isomorphismus zuerst auf Pragarbenniveau, d.h. das fiir alle U C X gilt
(M'(U) ®ox ) N(U)) @py 0y MU) = M'(U) @py 0y (MU) @0 ) N(U))
Wir miissen beweisen, dass die obigen Morphismen wohldefiniert sind. Betrachte die Abbildung
(M/(U) x N(U)) x MU) — M/(U) QD (U) (M(U) ®ox(U) N(U))

Sei f € Ox(U) es gilt
(s'fit,s) > s'fRs@t=5 @5 ft « (5, ft,s)

also faktoriziert die Abbildung iiber
(M (U) @0 @) N(U)) x M(U) = M'(U) @p,, 1) (M(U) @0, 1) N(U))
Es gilt auflerdem
((s'®t),05) = s @(0st) = s’ RO(s@t) —5' @ (s20t) = s'02(s@t) —5' @ (520t) + ((5'001), s)—((s'@0t), 5)
Wir erhalten somit eine Abbildung
(M'(U) @ox ) N(U)) @py 1) M(U) — M'(U) @py vy (M(U) @0y ) N(U))

Durch eine dhnliche Argumentation erhélt man eine Abbildung in die Riickrichtung. Die beiden Abbil-
dungen sind offensichtlich invers zueinander. Da die Vergarbung von U — (M'(U) @0 1y N (U)) @ (1)
M(U) die Garbe (M’ ®oy N) @p, M liefert (genauso fiir U — M'(U) @p ) (M(U) o, w) N(U))),
folgt die Behauptung. O

Proposition 4.7. Der Funktor

Qx ®o, (¢) : Mod(Dx) — Mod(D)
M= M" ::Qx®oxM

ist eine Kategoriendquivalenz. Ein quasi-inverser Funktor ist durch
Homo, (Nx, ) : Mod(DY¥) — Mod(Dx)
N = N = Home, (Qx, N)
gegeben.
Beweis. Sei Q%71 := Hom(Qx,0x). Wir bemerken zuerst, dass wir folgenden Morphismus von Ox-

Moduln haben
O ®oy M — Hom(Qx, M)

Da Qx lokal-frei ist sieht man leicht, dass dieser Morphismus ein Isomorphismus ist. Wir erhalten folgen-
den Isomorphismus von O x-Moduln

Homo, (Qx,Qx ®o, M) =~ Q?;-_l ®oyx Ox oy M =M

Das die beiden Dx-Strukturen iibereinstimmen {iberpriift man lokal. O
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4.1 Inverses Bild

Sei f: X — Y ein Morphismus von glatten algebraischen Varietdten und M ein links Dy-Modul. Betra-
chte da inverse Bild

ffM=0x Qf-10y fﬁl./\/l

: : . .. . .. . ec:invIimaffin . L

in der Kategorie der O-Moduln. Wir mo6chten jetzt wie in Abschnitt iILE dieses inverse Bild mit einer
links Dx-Struktur versehen. Der Pull-back von Differentialformen ist durch Ox ®@-10, f~1Q — Q%
gegeben. Der Ox-duale Morphismus ist

Tx — [Ty = Ox 10y f_lTy 00

Wir konnen daher eine links Dx-Struktur auf f*M durch

(¢ ®s) =0(1)) ® s+ Yb(s)

mit § € Tx, ¥ € Ox und s € M definieren. Falls wir ein lokales Koordinatensystem {y;, 0;} auf ¥’
gegeben haben konnen wir die Wirkung expliziter schreiben:

0 ®s)=0()©s+1) Oyiof)dis

i=1

Indem wir Dy als links Dy-Modul iiber die Links-Multiplikation auffassen erhalten wir einen links Dx-
Modul f*Dy = Ox ®j-10, f~'Dy. Die rechts Multiplikation von Dy auf Dy liefert eine rechts f~*Dy-
Modulstruktur auf f*Dy .

Definition 4.8. Den (Dx, f~'Dy)-Bimodul Ox ®f-1Dy f~ Dy bezeichnen wir mit Dx_y.

Aus der Assoziativitdt des Tensor-produktes folgt
f*M ~Dx_y @s-1p, f7'M

Beispiel 4.9. Sei i : X — Y eine abgeschlossene Einbettung von glatten algebraischen Varietiten. An
jedem Punkt von X kénnen wir lokale Koordinaten {yi, Oy, }1<k<n auf einer affinen offenen Teilmenge
V won Y wdhlen, s.d. U = XNV durch y41 = ... = y, = 0 gegeben ist. Setze xj = yr oi. Dies
gibt lokale Koordinaten fir U. Der Morphismus Ty — Ou ®;-10, i~ ' Ty ist durch 8y, +— 0y, fir
k =1,...,r gegeben. Setze D' := ®,, ., Ovdy'...05" C Dy. Da [0y,,0y,] = 0 gilt, ist D’ ein
Unterring von Dy und es gilt Dy ~ D' ®@c C[0y,,,,...,0y,] als Links D'-Modul. Es gilt also Dy_,v ~
(Ou ®i-10, 1D )@c Cldy, ., - --,0y,]. Man sieht leicht, dass Oy ®;-10, i D’ ein Dy-Untermodul von
Dy _,v ist, der isomorph zu Dy ist. Wir erhalten folgenden Isomorphismus von links Dy -Moduln

Du_v ~ Dy Q¢ C[6y7,+1 RN (9yn}
Insbesondere ist Dx_.y lokal-frei iiber Dx von unendlichem Rang.
Um das derivierte direkte Bild zu definieren, miissen wir noch die Existenz von geeigneten Auflésungen
beweisen.

Zun#chst brauchen wir den Begriff der globalen Dimension eines Ringes A. Sei M ein links A-Modul
und P — M eine projektive Auflésung. Die minimale Lange aller projektiven Auflésungen von M wird
projektive Dimension pd(M) genannt. Das Supremum der pd(M) iiber alle Moduln heifit globale links-
Dimension von A. Wir benutzen folgende Proposition ohne Beweis.

Proposition 4.10. Sei A =Dx (U) fir U C X affin, offen oder A =Dx , fir x € X. Dann ist die links
und rechts globale Dimension von A kleiner gleich 2dim X .

Proposition 4.11. Nehme an, dass X eine quasi-projektive Varietdt ist (also isomorph zu einer lokal
abgeschlossenen Untervarietdt des projektiven Raumes ist)
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1. Jedes M € Mod,.(Dx) ist Quotient eines lokal-freien (= lokal projektiven = flachen) Dx -Moduls
2. Jedes M € Mod.(Dx) ist Quotient eines lokal-freien Dx-Moduls von endlichem Rang.
Beweis. Sei M € Modg.(Dx). Nehme einen quasi-koherenten Ox-Untermodul F von M mit M = DxF

(zB. F = M). Es reicht zu zeigen, dass F Quotient eines lokal-freien Ox-Moduls Fy ist. In der Tat
erhalten wir von solch einem F , die Sequenz

Dx ®ox Fo —» Dx ®oy F - M =DxF

von surjektiven Dx-linearen Morphismen und Dx ®p, Fo ist eine lokal-freier Dx-Modul. Nehme eine
lokal abgeschlossene Einbettung ¢ : X — Y = P". Es reicht zu zeigen, dass der Oy-Modul 4,F der
Quotient eines lokal-freien Oy-Moduls ist. Da i, F ein quasi-koherenter Oy-Modul ist, ist er eine Summe
von kohérenten Oy-Moduln. Wegen [FAC, 55. Corollaire] ist i.F also ein Quotient eine Summe von
invertierbaren Oy-Moduln der Form O(m). Sei Y = (J;_, Uy, die affine Standardiiberdeckung von Y = P".
Dann ist O(m),y, frei fiir jedes m und jedes k. Daher ist 4.7 ein Quotient von lokal-freien Oy-Moduln.

Ist M kohérent kann man fiir F im Beweis von 1. einen koharenten Ox-Modul nehmen. Damit folgt die
zweite Aussage. O

Annahme: Im folgenden nehmen wir an, dass alle algebraischen Varietdten quasi-projektiv sind.

Korollar 4.12. Sei M € Mod,.(Dx).

1. Es existiert einen Auflosung
. — P —Py— M —0

von M durch lokal-freie Dx -Moduln.
2. Es existiert eine endliche Auflésung
0—Pp —... — P —Py—M—0

von M durch lokal-projektive Dx -Moduln.

Ist M € Mod.(Dx) konnen wir annehmen, dass alle Terme der Auflésung in 1. und 2. endlichen Rang
haben.

:locfreeres
Beweis. Der erste Punkt folgt aus Proposition ﬁl [ Fur den zweiten Punkt nehmen wir eine Auflosung
wie in 1. und setzen Q = Coker (P2 dim x+1 = Pgﬁgg §foﬂs reicht zu zeigen, dass Q lokal projektiv ist.

Sei U C X affin und offen. Wegen Theorem erhalten wir eine Auflésung
0— QU) — Praimx-1(U) — ... — P1(U) — Po(U) — M(U)
wobei die P;(U) To%ekt{gngX(U)—Moduln sind. Da die globale Dimension von Dx(U) kleiner gleich

2dim X ist (siehe , Tolgt dass Q(U) ebenfalls projektiv ist. Also ist Q)i ein projektives Objekt in
Mod,.(Dy). O

Sei jetzt f: X — Y ein Morphismus von glatten, algebraischen Varietdten. Wir definieren den Funktor
ft:D"Dy) — D*(Dx)
L
M — Dx_y Q@f-1py, ['M=Dx_y ®p-1p, f'P

wobei P eine flache Auflésung von M ist.
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Lemma 4.13. Sei fory : D?(Dx) — D*(Ox) der Vergififunktor dann ist folgendes Diagramm kommu-
tativ

DY(Dy) L DV (Dy)

) |

DY (0y) L Dh(Oy)

L L
Beweis. Dies folgt aus forx (’DXHY ®f-1py f_lj\/l) =0x ®s-10, Y fory M) O
Proposition 4.14. Der Funktor ft bildet Dgc(Dy) auf DZC(DX) ab.

Beweis. Als Komplex von Ox-Moduln haben wir

L L
Dx_y @p-1py [T'M = (0x @410, f'Dy) @p-1p, [T'M
L
=0x Qf-10y f_l./\/l

:locf
In Proposition Eli l v?ﬁrra%elggzeigt das ein quasi-koharenter Oy-Modul lokalfrei aufgelést werden kann.
Angewandt auf M zeigt dies die Behauptung. O

L
Bemerkung 4.15. Beachte ,dass f1Dy = Dx_y®p-1p, f Dy = Dx_y. Wenn f eine abgeschlossene
FEinbettung mit din%fgseﬁe&ing ist, dann ist Dx_y ein lokal-freier Dx-Modul von unendlichem Rang

(siehe Besipiel I@@J Dies zeigt, dass f+ D%(Dy) nicht auf D(Dx) schickt.

Wir werden auch das verschobene inverse Bild
f¥ = ff[dim X — dimY] : D*(Dy) — D*(Dx)
betrachten, welches kompatibel mit der Riemann-Hilbert Korrespondenz ist.

Proposition 4.16. Seien f: X =Y und g: Y — Z Morphismen von glatten algebraischen Varietdten.
Es gilt
(gof)f =~ fFog™

Beweis. Es gilt

L L
Dx—y @p-1py [ 'Dyoz = (Ox ®f-10, f'Dy) @p-1p, [~ (Oy @y-10, 9~ ' Dz)
= (Ox ®f-10y [ 'Dy) ®jf-1py, [P
=Ox ®s10, [P
L
=0x Qs-10y ([ 'Oy @(gos)-10, (g0 ) 'Dz)
=O0x @10y ([ 'Oy @gop)-10, (g0 ) 'Dz)
= Ox Qgop)-10, (90 f) ' Dz
=Dx_z
Daher gilt

L
Dx_z ~Dx_y @f-1p, f 'Dyz ~Dxy Qf-1p, [ 'Dy_z
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Es gilt

L
(g0 /)P M =Dx_,z Rop-11p, (go f)'M

L L
= <DX~>Y Qf-1py fltDYaZ) ®(gof)-1Dy (go f)ilM

L 1 L -1
=Dx_y Qp-1py f Dy 7z ®g-1p, 9 M

= ffgtM)
O
@l Beispiel 4.17. Sei U C X offen und j : U — X die Einbettung. Es gilt Dy_.x = j 'Dx = Dy. Daher
gilt j© =371
@l Proposition 4.18. Sei f : X — Y ein glatter Morphismus zwischen glatten algebraischen Varietdten. Es
gilt

1. Fiir M € Mod(Dy) gilt H'(f* M) =0 fiir i # 0.
2. Fir M € Mod.(Dy) gilt f*M € Mod.(Dx).
Beweis. Die erste Behauptung folgt aus der Flachheit von Ox iiber f~'Oy und daher gilt ftM =
L
Ox Qf-10y f_l./\/l =0x Qf-10y f_l./\/l.

Fiir die zweite Behauptung reicht es zu zeigen, dass der Morphismus Dx — Dx_,yv = Ox @10, f Dy
mit P — P(1® 1) surjektiv ist. Da die Aussage lokal ist, konnen wir annehmen, dass X und Y affin ist
und lokale Koordinaten {z;, 0;, } und {y;, 0y, }i=1,....m haben, s.d. gilt

P 1®o,, firl<i<m
i 0 firm+1<i<n

unter der kanonischen Abbildung Tx — f*7, = Ox ®;-10, f~'Ty. Dann gilt

und der kanonische Isomorphismus Dx — Dx_,y = Ox®f—1oyf_1py ist durch 91 ... 05" Or i1t 00y0 - . 81’;;*:
gegeben. O

Sei X,Y glatte Varietdten der Dimension r und n und ¢ : X — Y eine abgeschlossene Einbettung. Wir
geben jetzt eine Beschreibung der Kohomologiegarben von it M fiir M € Mod,.(Dx).

Proposition 4.19. Seii: X — Y eine abgeschlossene Einbettung von glatten algebraischen Varietdten.
Sei d:=dimY — dim X. Dann gilt fir M € Mod(Dy), dass H? (i* M) =0 fiir j # —d,...,0.

Wir haben eine lokal-freie Auflésung

0—Kpop— ... — K1 — Koy — Ox — 0 (4.1.1)

:closedemb
von Ox als i71Oy-Modul. Wir beschreiben diese in lokalen Koordinaten {y;,d,,} wie in Beispiel ﬁ'ﬁt

Definiere '
7 n
K= /\ ( @ iloydyk>

k=r+1
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Wir haben den kanonischen Morphismus i 'Oy = Ko — Ox und Kj — K;_1 ist durch

J
flyn, Ao Adyg, > (=07 g fdye, AL Adyg, A A dyg,
p=1

gegeben. Um die Konstruktion zu globalisieren, muss man die Wohldefiniertheit unter Koordinatenwech-
seln priifen. Ist {z;,0,,} ein anderes Koordinatensystem, s.d. z,41 = ... = 2z, = 0 die Untervarietit
X definiert , dann gilt y, = Z?:r 41 CklLZL und die Korrespondenz dyj, +— Z?:’r‘ 41 cridz; gibt die Identi-
fizierung.

Aus der obigen Auflésung erhalten wir eine lokal-freie Auflésung des rechts i~ !Dy-Moduls Dx_,y:
0— Kney ®i-10y i "Dy —> ... — Ko @i-10, i "Dy — Dx_y — 0 (4.1.2)
Daher kann man die Kohomologie von i+ M mittels des Komplexes
=0 —= Kpy @10y 1T IM — L — Ky @-10y i M — 0
berechnen. Das zeigt aber die Aussage.

: smoothMorinvIm
Wir haben in Proposition @Wdas invers Bi_lq1 K g}l%% llg(e)ls]&%enten D-Moduls unter einem
glatten Morphismus wieder kohérent ist. In Bemerkung%ﬁmeigt, dass koharente Moduln
unter inversen Bildern im Allgemeinen nicht erhalten bleiben. Wir untersuchen jetzt eine hinreichend
Bedingung, dass koharente Moduln erhalten bleiben.

Fiir einen Morphismus f : X — Y von glatten algebraischen varietdten haben wir folgende natiirlich
Morphismen

T*X <L X xy T'Y LTy
wobei py der Pull-back von DIfferentialformen ist und wy die Projektin auf den zweiten Faktor.

Ist f eine abgeschlossene Einbettung (bzw. glatt) , dann ist ps glatt (bzw. eine abgeschlossene Einbettung)
und @y ist eine abgeschlossene Einbettung (bzw. glatt). Wir setzen

TRY = p; ' (TxX) C X xy T*Y
Wenn f eine abgeschlossene Einbettung ist, dann ist 7% Y das konormalen Biindel von X in Y.

Lemma 4.20. Seien f : X - Y und g: Y — Z Morphismen von glatten algebraischen Varietditen. Dann
haben wir folgendes kommutative Diagramm

T*X <L X 5y T*Y <2— X x, T*Z

o | |

TY <——5—Y xz 172
|~
T*Z
5.d. pfoY=pgor, WgoY =Wgos gilt und das Quadrat in der oberen rechten Ecke kartesisch ist.

Definition 4.21. Sei f : X — Y ein Morphismus von glatten algebraischen varietdten und M ein
koharenter Dy -Modul. Wir sagen, dass F' nicht-charakteristisch bzgl. M ist , falls die Bedingung

W (CAM)NTRY C X xy TYY

gilt.
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ICharHypsurf | Beispiel 4.22. Wir betrachten den Fall der Einbettung einer Hyperfliche f : X — Y. In diesem Fall ist
das Konormalenbiindel TxY ein geradenbiindel auf X. Sei P € Dy ein Differentialoperator der Ordnung
m > 0 und setze M = Dy /Dy P. In diesem Fall ist Ch(M) die Nullstellenmenge des Symbols o p;(P)
und daher ist f nicht-charakteristisch bzgl. des koharenten Dy -Moduls M genau dann wenn

(om(P))(&) #£0 VEeTyY \ (zero-section of TxY)

gilt. Wir nehmen jetzt lokale Koordinaten {z;, 0; }1<i<n von 'Y, s.d. z1 = 0 die definierende Gleichung von
X ist. seine (z1,...,2n,&1,...,&n) die entsprechenden Koordinaten auf T*Y . Dann kann die Bedingung
folgendermafen ausgedriickt werden:

om(P)(0,22,...,2,,1,0,...,0) #0 YV (22, 2n)
bzw.
o
ogr ™
In der klassichen Analysis sagen wir in diesem Fall, dass Y eine nicht-charakteristische Hyperfliche von

X bzgl. des Differentialoperaotrs P ist. Wir méchten zeigen, das H(fT M) ein lokal-freier Dx -Modul
vom Rang m ist. Per Definition haben wir

(P)(0,29,...,2,,0,0,...,0) #0 YV (22, 2n)

Ho(f+M) = (Dy/ley) ®DY (Dy/DyP) ~ Dy(ley + DyP)

Setze D' =Y. Oy 82 ...0in C Dy. Indem wir lokal arbeiten und den leitkoeffizienten von O™
Setze | L(j2,ein) CY 2 i ‘ 1
invertieren, konnen wir annehmen, dass P die Form

m—1
P=07"+> Po, PeD
1=0

hast. Wir zeigen, dass

Dgl?m — Dy/(zlpy +Dyp)

m—1
(QO)"'7Qm—1) = ZQJ8{
j=0

ein Isomorphismus von Dx-Moduln ist. Dafiir missen wir nur zeigen, dass fir jedes R € Dy ein ein-
deutiges Q € Dy und Ry, ..., R,,_18inD’ existiert, s.d.

m—1
R=QP+ Y R

j=0
gilt. Beachte, dass Dy = @;io D' gilt. Daher kénnen wir R eindeutig als

D
R=>8;0f S;eD

Jj=0

schreiben. Gilt p > m, dann ist R — S,00""P € Z;’;é D'®. Wir kinnen daher die Existenz von Q
und Ro, ..., Ry_1 per Induktion nach p zeigen. Um die Eindeutigkeit zu beweisen, reicht es zu zeigen,
dass Dy P N (Z;n:_ol D'd]) = 0 gilt. Nehme an es existiert ein Q € Dy, s.d. QP € @;n:_ol D'd] gilt.
Ist Q # 0, dann kénnen wir Q = Z;’:O TJ@{ mit T; € D' und T, # 0 schreiben. Dann gilt QP €

T,07 "7 + E?:'Sp_l D'®. Das ist ein Widerspruch, also gilt Q = 0.

Beispiel 4.23. FEin glatter Morphismus f : X — Y ist nicht-charakteristisch bzgl. jedem kohdrenten
Dy -Modul.
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Theorem 4.24. Sei f : X — Y ein Morphismus zwischen glatten, algebraischen Varietditen und sei M
ein kohdrenter Dy -Modul. Nehme an, dass F' nicht-charakteristisch bzgl. M ist. Dann gilt

1 HI(fTM) =0 fiir j #0.
2. HO(fT M) ist ein kohdrenter Dx -Modul.
3. Ch(HO(f* M)) C ps(@;*(ChM).

Fiir den Beweis brauchen wir noch folgendes Lemma.

Lemma 4.25. Sei f : X — Y die Einbettung einer Hyperflaiche und M ein kohdrenter Dy -Modul. Nehme
an, dass [ nicht-charakteristisch bzgl. M ist. Fiir jedes x € X existiert eine offene, affine Umgebung U,
s.d. u € M(U) ein lokaler Differentialoperator P € Dy (U), s.d. Pu=0 gilt und f nicht-charakteristisch
bzgl. Dy /Dy P ist. Insbesondere existiert lokal eine exakte Sequenz

@DU/DUPz — M|U — 0

i=1

s.d. f micht-charakteristisch bzgl. Dy /Dy P; firi=1,...,r ist.

Proof. Aus Ch(Dyu) C Ch(M,y) folgt, dass f nicht-charakteristisch bzgl. des Dy-Untermoduls Dyu
von M|y ist. Die Varietit Ch(Dyu) ist die Nullstellenmenge von grf'I wobei I = {Q € Dy | Qu = 0}
ist. Da T%Y ein Geradenbiindel auf X ist, existiert lokal ein P € I, s.d. f nicht-charakteristisch bzgl.
DU/DUP ist. O

Beweis von Theorem 2.4.6. Schritt 1: Wir betrachten zuerst den Fall, in dem X eine Hyperflache {z; =
0} von Y ist. Wir zeigen 1. : Es reicht die Aussage lokal zu beweisen. Wir nehmen also eine affine offene
Menge U und arbeiten mit dem Modul der globalen Schnitte M := M(U). Da ftM € D’(Dx) lokal
durch den Komplex

M2 M
dargestellt wird, der in den Graden —1 und 0 konzentriert ist, reicht es 7u_zeigen, dass M 2L M injektiv
ist. Nehme an es existiert ein v € M mit z;u = 0. Wegen Lemma existiert ein P € Dy, s.d. Pu=0

ilt. u&llgh Irﬁlicélut;gharakteristisch bzgl. Dy /Dy P ist. Dann ist P ein Differentialoperator wie in Beispiel
Eij Set m > 0 die Ordnung von P und definiere ad,, (P) = [z1,P] = 21P — Pz; € Dy. Dann ist

ad]'(P) € Of; C Dy . Aus adl' (P)u = 0 folgt daher u = 0. Das zeigt den ersten Punkt. Wir zeigen 2.
und 3. : Es reicht wieder lokal zu arbeiten. Sei also x € X und U eine offene, affine Umgebung von « in
Y. Setze M := M(U). Sei F eine gute Filtrierung von M, dann ist grf’ M ein kohirenter grf Dy-Modul.
Setze N := M/z; M und definiere eine Filtrierung F;N = Im(F;M/z1F;M — N = M/z; M). Es reicht zu
zeigen, dass grf’ N ein kohirenter grf’ Dy-Modul ist (wobei V = U N X), dessen Triiger in pfwfl(C’h(M))
enthalten ist. Wir haben folgendes kommutative Diagramm

FiflM/ZlFiflMHFiM/ZlFiM*)griFM/Zlg’l"iFM

| i V

Insbesondere ist grf"M/zigrf M — gr” N ein Epimorphismus. Da f nicht-charakteristisch bzgl. M ist,
ist py 1 V xy T*U D w;l(supp grf’M) — T*V ein endlicher Morphismus. Da die charakteristische Va-
rietdt konisch ist, folgt, dass w;l(supp grf M) schon in T*V C V xy T*V enthalten ist. Es folgt also, dass
grf M /z,gr M ein endlich erzeugter gr Dy-Modul ist und damit ist auch gr’N ein endlich erzeugter
grf Dy-Modul und sein Triiger ist in ps (w;l(supp gr’ M) enthalten.
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Schritt 2: Wir behandeln jetzt den Fall einer allgemeinen abgeschlossenen Einbettung. Wir beweisen
die Aussage per Induktion nach der Kodimension von X. Der Fall codimy X = 1 wurde in Schritt 1

behandelt. Im allgemeinen Fall konnen wir f : X < Y faktorisieren als X d 7 <£> Y wobei g und
h abgeschlossene Einbettungen von glatten Varietdten mit codimz X, codimyZ < codimy X ist. Wir
betrachten das Diagramm

T*X <22 X x, T*Z <2— X xy T*Y

J |

T"Z <——F— Zxy T"Y
|
Y
Wir kénnen Z so wahlen, dass eine offene Umgebung U von X in Z existiert , s.d.
T, (CRM) NTFY C U xy TyY

erfiillt ist. Also konnen wir annehmen, dass Z nicht-charakteristisch bzgl. M ist. Aus der Induktionsan-
nahmen folgt dann, dass Hi(h™M) = 0 fiir i # 0 gilt und £ := %Ol(l/ﬁé\/l ist ein kohérenter Dz-Modul

R _ 1 . nvImnonCharex L K
mit Ch(L) C pp(w), " )/Ch(M)). Es folgt leicht aus Lemma ass g nicht-charakteristisch bzgl. £ ist.
Nach Induktionsannahme gilt daher Hi(ft* M) ~ Hi(g"L) = 0 fiir i # 0 und HO(fT M) =~ HO(g+ L) ist
ein koharenter Dx-Modul der folgende Inklusionen erfiillt

Ch(H(f*M)) = Ch(H*(g" L)) C pyw, (Ch(L)) C pgw, ' prw;,  (Ch(M)) = psw; (Ch(M))

Schritt 3: Ist f: X =Y x Z — Y die Projektion, dann folgt die Behauptung ais dem Isomorphismus
fTM~MROz.

Schritt 4: Im allgemeinen Fall eines Morphismus f : X — Y faktorisieren wir f per Grapheinbettung in
eine abgeschlossene Einbettung und eine Projektion. Die Aussage folgt dann mit Schritt 2 und Schritt 3.

O

4.2 Tensor-Produkte

Der Bi-Funktor
(o) ®oy (o) : Mod(Dx) X Mod(Dx) — Mod(Dx)

ist rechts exakt bzgl. beider Faktoren. Daher konnen wir den links-derivierten Funktor
L
(o) ®ox (») : D*(Dx) x D*(Dx) — D"(Dx)

durch flache Auflésungen von M oder N definieren. Da ein flacher Dx-Modul auch iibe Ox flach ist,
erhalten wir das kommutative Diagramm

Db(DX) y Db(DX) (0)®0 (o) Db(DX)
L e
Db(OX) X Db(Ox) © OX( ) Db(Ox)

L
Insbesondere bildet der Funktor (e) ®o, (e) D).(Dx) x D! .(Dx) in D%, (Dx) ab.
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Sind X und Y glatte algebraische Varietaten und p; : X XY — X bzw. py : X XY — Y die Projektionen.
Fir M € Mod(Dx) und N € Mod(Dy ) definieren wir

M ‘Z N = DXXY ®p;1DX®CP;1DY (pl_M ®(C p2_1N)

Da der Bifunktor
(o)X (o) : Mod(Dx) x Mod(Dy) — Mod(Dxxy)

bzgl- beiden Faktoren exakt ist, erweitert er sich zu einem Funktor
(o)X (o) : D’(Dx) x D*(Dy) — D*(Dxxy)
Man sieht leicht, dass der Funktor () X (e) quasi-kohérente und kohdrente Garben erhélt.

Lemma 4.26. Sei X eine glatte algebraische Varietit, Ax : X — X x X die Diagonaleinbettung und
M, N € D*(Dx) dann gilt

L
M @0y N ~ AL (MK N)
Beweis. Wir zeigen zuniichst, dass fiir M, N' € Mod(Dx) der Isomorphismus M®e, N ~ HO AL (MKN)
gilt. Wir haben folgenden Morphismus von Ox-Moduln
/HOA;}(M &N) ~Dx_ ,xxx @i-1Dxy x iil(./\/l &N)
~ (OX @10y« x iil'DXXx) @i~ 1Dy x i1 (DXXX ®Plex®p§1Dx (pl_lM Xc p2_1./\/>
~ Ox ®i’10Xxx i_l (DXXX ®plex®p;1Dx (pl_l./\/l Xc p;lN)

~ Ox ®i_loxxx iil,DXXX ®Dx®@Dx (M ®c N)
~ M Rox N

Die Kompatibiltat der Dx-Wirkung rechnet man lokal nach.Wir bemerken noch, dass wenn Py, P, flache
Dx-Moduln sind, dass dann P; X Py ein flacher Dx « x-Modul ist. Die Aussage des Lemmas zeigt man
jetzt mit Hilfe flacher auflésungen von M und N. O

Proposition 4.27. 1. Seien f1: X7 — Y7 und fo : Xo — Yo Morphismen zwischen glatten Varietdten.
Dann gilt fiir My € D*(Dy,) und My € D*(Dy,) dass

(fi X f2) T(M1 B M) >~ fif My B f3F My
2. Sei f : X =Y ein Morphismus von glatten algebraischen Varietiten. Dann gilt fir M, N € D®(Dy)
L L
f+(M®OYN) szrM@OX f+N

Beweis. Auf dem Level von Ox« x-Moduln folgt die erste Aussage aus
(f1 x f2) (M1 B My) > fi M K f3 M
Die Kompatibilitit der Dx x x-Wirkung rechnet man wieder lokal nach. Die zweite Aussage folgt aus:
L L
ffM@o, N) = fTAFMBEIN) = AL (f x )T MEN) = AL (fFMBE fIN) =~ ffM@o, [N
O

Proposition 4.28. Sei M,N € D*(Dx) und M’ € D*(DS¥). Dann haben wir folgende Isomorphismus
von Garben von k-Vektorrdumen

IL L /L L IL L
M @0y N)@py M2 M @p, Mo, N)~ (M @0, M)@p, N

Beweis. Indem wir flache Auflosungen von M, N, L nehmgng konnen wir {\/lM\f € Mod(Dx) und M’ €
stensorproductex

Mod(DY) annehmen, Die Aussage folgt dann aus Lemma O
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4.3 Direkte Bilder

:dirImaff
Wie wir schon in Abschnitt ll Lg gegseﬁlgnmaﬁaben 148t sich das direkte Bild einfacher fiir einen rechts D-Modul
erklaren. Wir definieren den additiven Funktor
f+((8) ®py Dx_yy) : Mod(DS) — Mod(DyF)

Wir konstruieren jetzt das direkte Bild fiir Links-Moduln {iber das folgende kommutative Diagramm

Mod(Dx) ——— Mod(Dy)

\LQX@)OX (o) Qy ®oy ()
MOd('Dg?) MOd('Dgfp)

Fiir einen links Dx-Modul erhalten wir also
Q9 @0y f+((Qx ®oy M) @py Dx_y)
:tensorproductex .
Wegen Lemma ﬁ‘ﬁ haben wir folgenden Isomorphismus von rechts f~!'Dy-Moduln
(QX ®0X M) ®Dx DX—)Y =~ (QX ®(9X DX—)Y) ®DX M
wobel fﬁlpy auf (QX ROy DX_>y) Rpx M durch
(W@ R)®s)P = (w® RP)® s)
operiert (w € Qx,R € Dx_,v,s € M, P € Dy). Wir erhalten daher
QY @0y f((Qx ®oyx M) @py Dx—y)
~0Y ! ®o, f((Qx ®oyx Dxoy) @py M)
~f.(x ®ox Dxoy @10y [ 1OF ) @pc M)
Definition 4.29. Wir definieren den (f~'D — Y, Dx)-Bimodul Dy, x durch

Dy x :=Qx Rox Dx vy ®f‘1(9y f_lﬂ?;il

sp:DYXclosed | Beispiel 4.30. Wir geben eine lokale Beschreibung von Dy . x im Fall einer abgeschlossenen Einbettyn . closedemb
i: X =Y. Nehme lokale Koordinaten {yx, 0y, } auf V C Y und setze U =V N X wie in Bez’spielE%%

sowie i = yi o 1. Dann gilt

DV<—U ~ (C[ayr_H, N ,ﬁyn] ®(C DU
wobei die links i~ Dy -Modulstruktur folgendermafen beschrieben wird: Sei D' = @mhm,mT Oyt ... 0Oy C
Dy. Es gilt Dy ~ C[0 .0y,) ®c D' und damit i~'Dy ~ C[0

s - yri1s--- Oy, | @ i7ID'. Es reicht daher
die Wirkung von C[0, .0y, und i7'D" auf C[O 0y, ] ®c i Dy zu erkliren. Die Wirkung

s - - ity - Oy,
von C[0y,,,...0y,] ist Multiplikation mit dem ersten Faktor von C[0,, ,,,...0,,] @c i~ *D'. Sei jetzt
Qei D, FeCldy,,,...,0y,] und R € Dx. Gilt QF = >, Fy.Qy, ( fir F, € C[0y,,,,...,0,,] und
Qr € i7'D') im Ring i Dy, dann ist die Wirkung von Q auf F ® R € Cl9y, 1 --0y,] ®c Dx durch

QF®R)=> F,@QR
k

Schlieplich ist die i~ D'-Linksmodulstruktur von Dx ~ i 'D’ @;-10, Ox durch Q(P®1) = QP ® 1
gegeben.

Sei f: X — Y ein Morphismus von glatten algebraischen Varietaten. Wir definieren Funktoren

Db(DX) SM—Dy _x é’DX Me Db(ffle)
D'(f~'Dy) 3 N — Rf.(N) € D*(Dy)
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indem wir eine flache Aufldsung von M und eine injektive Auflosung von N benutzen. Wir erhalten einen
Funktor

f+:D"(Dx) — D"(Dy)

L
M= fM = Rf.(Dy x ®py M)
Wir haben auch ein direktes Bild f : D*(DY) — DP(D{?) fiir rechts D-Moduln, welches durch

L
fiM:= Rf.( M ®p, Dx_y)
definiert ist. Wir erhalten das kommutative Diagramm

DY (Dy) —> D¥(Dy)

QX@OX(.)i \LQY®Oy(.)
I+

DYDY) —— D*(DY)

Proposition 4.31. Sei f: X - Y undg:Y — Z Morphismen zwischen glatten algebraischen Varietaen.
Dann gilt

(gofl+ ~grofs
Beweis. Sei M € D*(Dx). Es gilt

r\¢
(go fleM) =~ ((go fl4M") ~
Es reicht also die Aussage fiir rechts Moduln zu priifen. Fiir A" € D*(DY) gilt

(94 o f+)N =~ Ry, (Rf* Né@px DX%Y) @L@Dy ’DYHZ)

L L .
®py Dx—y | ®p-1py |~ Dyoz

(
. (
(

~ (go f)+N
wobei die Existenz des zweiten Morphismus aus der Existenz eines Morphismus
L L
Rf.F ®py G — Rf(F Q -1y f_lg) (4.3.1) |eq:Projformg

folgt. Dieser wird aus

-1 L o 1 L -1 L -1
fT(RAF @py G) = [T RAF @p1py, [T G — FQp1p, [0

:Projform0
mittels Adjunktion konstruiert. Wir beweisen, dass @JMOInorphismus ist. Wir konnen annehmen,
dass Y affin ist. Auflerdem kénnen wir G durch einen Komplex von freien links Dy-Moduln ersetzen. Es
reicht also folgendes zu zeigen:

(R1.F)®! = Rf. (FOI)

In (Hartshorne, III, Theorem 2.7, Lemma 2.8) wird aber gezeigt, dass auf noetherschen toplo 1f°,ocll}n%n
Raumen Rf, mit beliebigen direkten Summen vertauscht. Das bedeutet der Morphismus 1St e
Isomorphismus. Das zeigt die Behauptung. O
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@l Beispiel 4.32. Sei j: U — X eine offene Finbettung. Dann gilt
Dxev = ®o, Dusx ®j-10, 505 '~ Dy

Beispiel 4.33. Seii: X — Y eine abgeschlossene Eunbettung und V. C Y offen und affin mit lokaler VXclosed
Koordinaten {y;,0y,} ,s.d. Yr41 = ... = yn = 0 eine Gleichung fir U := X NV ist. Aus Beispiel

folgt, dass
it M ~C[Oy, . \,...,0y,] @c .M

gilt, Die Wirkung von Dy auf C[0, 0y,.] ®c ixM ist folgendermafen gegeben. Das Vektorfeld 0,

Yr+19 0 PYn
fiir k > r ist durch Multiplikation auf dem ersten Faktor C[O,, . ,...,0y,] gegeben. Die Multiplikation mit

Oy, fiir k < ist durch

gegeben. Multiplikation mit ¢ ist durch
p(lem) =1 (px)m

gegeben.

Das zeigt folgende Aussagen.

Proposition 4.34. Seii: X — Y eine abgeschlossene Einbettung von glatten algebraischen Varietdten.

1. Fiir M € Mod(Dx) gilt HF(i. M) =0 fiir k # 0. Insbesondere ist iy ein exakter Funktor.

2. Der Funktor iy erhdlt quasi-kohdarente D-Moduln.

Um das direkte Bild fiir Projektionen Y x Z — Z zu untersuchen brauchen wir folgende Auflésungen.

Lemma 4.35. Sei X eine n-dimensionale glatte, algebraische Varietit. Wir haben die folgende Aufliésung
fir den links Dx-Modul Ox :

n 0
0—>DX®OX/\TX—>~--—>DX®OX/\TX—>OX—>O

Wobei die letzte Abbildung durch die kanonische Projektion

0
Dx Roy /\TX ~Dx — Ox

P P(1) (4.3.2)

gegeben ist, Das Differential ist

k k—1
d:Dx ®o, \Tx — Dx ®o, N Tx

ist durch

A(PROA. . A) = D (=1 PO A AN A0+ D (1) PRIO;, 0;]A01A. . ABA. . NO;A. . A

i i<j
Diese Auflosung heiffit Spencer Auflésung von Ox .
Wir haben folgende lokal-freie Auflosung des rechts Dx-Modul Qx :

O—)Q%@(QX'DX—>...—)QSL(®@XD)(—>Q)(—>O
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Die letzte Abbildung ist durch

Q?{@OXDXHQX
w®P— wP

gegeben. Das Differential
d: Q% ®0, Dx — Q5 ®@0, Dx
ist durch

dw®P)=dw® P+ Y dz AO;P
gegeben.

Beweis. Wir beweisen die Aussage fir Q2x. Um zu zeigen, dass
0—>Q%®@XDX—>...—)QT)L(®OXD)(—)QX — 0
exakt ist, betrachten wir die Filtration
0— Q% ®oy FpnDx — ... — Q% R0y F,Dx — F,Qx — 0

wobel (F,Dx )pez die Ordnung-filtration ist und F,Qx = 0 fiir p < 0 und F,Qx = Qx ist. Es reicht zu
zeigen, dass die obigen Sequenzen fiir p € Z exakt sindo der was aquivalent ist, dass die Sequenzen

0— Qg( R0y grf_nDX — ... — Q% ®oy gril)x — gerX —0
exakt sind.

AuBerdem reicht es die Exaktheit lokal zu zeigen. Wir kénnen daher annehmen, dass X affin mit lokalen
Koordinaten {z;, d;} ist. Indem wir alle Sequenzen addieren erhalten wir

0 —)Qg( Rox Ox[gl,...,gn} —_— ... —)Q& Rox Ox[fl,...,fn] — Qx — 0
wobei das Differential durch

d(dzi, Ao Ndzi, @ Q) = dzj Adziy, A Ndzi, @ &Q
J

wobei Q € Ox[&1,...,&,]. Das ist aber der Koszul Komplex Kos((£1,...,&),O0x[&1,- -+, &n]), welcher
exakt ist. O]

Seien Y, Z glatte algebraische Varietdten und setze X =Y x Z. Seien f: X — Y und g : X — Z die
L
Projektionen. Wir wollen f1 M = Rf,(Dyx ®o, M) fir M € Mod,.(Dx) berechnen. Es gilt

Dy, x =Qx ®oy Dxoy @f-10, 8t ~ g0y ®s-10y Dy =Dy KQy
+ 0X
Wir 16sen jetzt €7 wie in Lemma anf. Wir erhalten Qz ~ Q% ®o, Dz in DY(DY). Also
L
Dy x ®py M =~ (Dy K (Q% ®0, Dz)) @px M = (Oy KQ%) ®o, M

Sein=dimZ = dim X — dimY und setze

0%y = Oy BOY
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fir k=0,...,n. Fiir M € Mody.(Dx) definieren wir den relativen deRham Komplex DRx /y (M) durch

(DRx )y (M))* :=

O @ox M —n <k <0
0 sonst

dw® s) :dw®s—|—2(dzi Aw) ® 0;s
i=1

wobei {z;,0;} lokale Koordinaten auf Z sind. Beachte, dass (DRx,y (M))" = g @10, M ein
links f~'Dy-Modul ist, wobei die f~'Dy-Struktur durch

Pw®s)=w® ((P®1)s)

wobei P € f~1Dy,w € gflSYZLJrk und s € M ist, wobei wir mit P — P ® 1 den kanonischen Homomor-
phismus "11236X—> Dx bezeichnen. Das heifit DRx/y (M) ist ein Komplex von f ~1Dy-Moduln. Wegen
Lemma olg

L
Dy, x ®pxy M~ DRx;y(M)

in der derivierten Kategorie der f~!Dy-Moduln.
Proposition 4.36. Seien Y und Z glatte, algebraische Varietiten und f : X =Y xZ —'Y die Projektion.
FEs gilt

1. Fiir M € Mod(Dx) gilt fy M ~ Rf.(DRx;y(M))

2. Fir M € Mod(Dx) gilt H (f+ M) =0 fiir j # —dim Z, ..., dim Z.

8. Der Funktor fy bildet D}.(Dx) auf Db.(Dx) ab.
Beweis. Die erste Behauptung folgt aus der obigen Diskussion. Die zweite Behauptung folgt aus der
Tatsache , dass f kohomologische Dimension dim Z hat. Fiir die dritte Aussage geniigt es zu zeigen,
dass fiir M € Mody.(Dx) der Modul H'Rf.(DRx/y(M)¥) ein quasi-kohérenter Oy-Modul fiir jedes i

und k ist. Das folgt aber aus der Tatsache, dass DRy y (M )¥ ein quasi-kohirenter Ox-Modul ist und
Rf.: D!.(Ox) — D*(Oy) gilt (Hartshorne, III, Corollary 8.6). O

Da ein Morphismus f : X — Y in eine abgeschlossene Einbettung i : X — X X Y mit 2 — (z, f(z)) und
eine Projektion X x Y — Y faktorisert werden kann, erhalten wir folgendes Resultat.

Proposition 4.37. Sei f : X — Y ein Morphismus von glatten, algebraischen Varietaten. Dann gilt
f"r : DZL(DX) - DZ{,(DY)

Proposition 4.38. Seiem f1 : X1 — Y7 und fo : Xo — Yo Morphismen zwischen algebraischen Va-
rietdten. Dann ist fir My € Dgc(Dxl) und My € DSC(DX2) der kanonische Morphismus

(fi4M1) B (far Ma) — (f1 X fa)+ (M1 K M)

ein Isomorphismus.

Beweis. Indem man f; X fo mittels X7 x Xo — Y7 X Xo — Y] x Y5 faktorisiert, reicht es fiir einen
Morphismus f : X — Y und eine glatte algebraischen Varietdt T’ zu zeigen, dass der Morphismus

(f+M) RN — (f x idr)+ (M EN)

ein Isomorphismus ist. Auflerdem zerlegen wir f in eine abgeschlossene Einbettung i : X xT — X xY xT
und eine Projektion X xY xT —Y x T.
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Wir beweisen die Aussage zuerst fiir die abgeschlossene Einbettung i. Da die Frage lokal ist, nehmen wir
lokale Koordinaten {y;0y, }1<k<n, s.d. yr41 = ... = y, = 0 die definierenden Gleichungen fiir X ist.
Dann gilt

P MEN

12

((C[ay'r'+1 A 8yn] Qc Z*M) &J\/’
(C[ayr+17' cey ayn] ®(C ('L X ’LdT)*(M IXN)
(i x idp) (MR N)

12

12

Sei jetzt p: Z = X xY — Y die Projektion. Dann gilt

P+ MBRN = Rf((DRz/y (M) KN
(f X ZdT)+(M IEN) ~ R(f X idT)*(DRZXT/YXT(M &N))

Da DR,y (M) ist ein quasi-kohérenter Oz-Modul ist, gilt

Rf.(DRz;y (M)") BN = R(f x idr). (DRz/y (M)" RN)
~ R(f x idy)(DRzxr)y x7(MEN)F)

:dirImcommextProd
wobei wir beim ersten Isomorphismus Lemma ﬁgg benutzt haben. Es folgt also
Rf*(DRz/Y(M)) &N ~ R(f X ZdT)*(DRZXT/YXT(M ‘ZN))
O

Lemma 4.39. Sei f : X — Y ein Morphismus von glatten, algebraischen Varietdten und sei T eine
glatte, algebraische Varietdt. Fir M € DSC(OX) und N € DZC(OT ist der kanonische Morphismus

Rfs(M)KR N — R(f X idp)« (MR N)
ein Isomorphismus.

Beweis. Da die Frage lokal ist, konnen wir annehmen, dass wir in Dgc((’)T) einen Isomorphismus F ~ A

haben, wobei fiir jedes k der Modul F* ein direkter Summand eines freien Moduls ist und F* = 0 fiir
|k| > 0 gilt. Wir kénnen daher oBdA annehmen, dass '~ Or gilt. Betrachte das kartesische Diagramm

XxT2 X

indT\L lf

Yqu—>Y

wobei p: X XxT — X und ¢: Y xT — Y die Projektionen sind. Dann gilt

Rf. R Op =~ ¢*Rf. (M) ~ R(f x idp)«p* (M) = R(f x idr) (M X Or)
aufgrund des Basiswechsels fiir O-Moduln (siche [Hartshorne, II, Proposition 5.12]). O
Theorem 4.40. Sei f : X — Y ein eigentlicher Morphismus. Dann gilt fir M € D%Dx), dass
f+M € DY(Dy).

Proof. Da wir XY als quasi-projektiv voraussetzen, kénnen wir annehmen, dass f projektiv ist, da wir
folgende Faktorisierung haben

XSy xpr Py

wobei i(z) = (f(z),j(x)) mit j : X — P" gilt. Es reicht daher die Behauptung fiir die beiden Fille
getrennt zu beweisen.
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Im Fall einer abgeschlossenen Einbettung, reichtes das Problem lokal auf Y zu betrachten. Wir wéahlen
eine freie Aufléssung F von M in D%(Dx). Daher reicht es die Kohérenz von i, Dy zu zeigen. Es gilt aber
i+Dx ~ Dy /DyZ wobei T die idealgarbe von X ist.

Wir betrachten jetzt den Fall einer Projektion p : X =Y x P* — Y. Da das Problem lokal auf Y
ist, konnen wir annehmen, dass Y eine affine Varietét ist. Wegen Theorem 77?7 existiert eine Auflésung
F von M in D%Dx) , s.d. F ein beschrinkter Komplex von Dx-Moduln ist und jeder Term F7 von
F ein direkter Summand eines freien Dx-Moduls von endlichem Rang ist. Es reicht zu zeigen, dass
p+F? € DY(Dy) gilt. Da F7 zusiitzlich ein direkter Summand von D% ist und damit p F7 ein direkter
Summand von p; D% ist, reicht es zu zeigen, dass p;Dx € DY(Dx) gilt. Wegen Dy, x ~ Dy K Qpn, folgt
L
P M ~ Rp.(Dy x @pyx Dx) =~ Rp.(Dy W Qpn) ~ Dy @c RT(P", Qpn)

Es gilt RT'(P™, Qpn) ~ C[—n] und damit p.Dx ~ Dy[—n|. O

4.4 Adjunktionsformeln

:DYX
Wir haben in Definition @Hﬁl (f Dy, Dx)-Bimodul Dy, x durch
Dycx =Qx ®oy Dx—y Qp-10, [ Q7!
definiert. Es gilt somit

Dy x =Qx ®ox (Ox ®p-10y [7'Dy) @10, f1QP
~Qyx @10, 1 (Dy ®o, Q57
~ 7Dy ®o, 897 @10, Qx

Wir erhalten folgende alternative Beschreibung von Dy, x.
Lemma 4.41. Wir haben den folgenden Isomorphismus von (f~ Dy, Dx)-Bimoduln:
Dy x ~ f 1Dy @0y, 07" @510, Qx

Der Term rechts hat eine f~'Dy-Struktur , die durch die links Dy -Struktur von Dy induziert wird.
Die rechts Dx-Modulstruktur erhdlt man folgendermaflen: Dy hat eine rechts Dy -Struktur, damit hat
Dy ®o, Qg_l eine links Dy -Modulstruktur. Indem wir den inversen Bild Funktor fir Links Dy -Moduln
anwenden, erhalten wir auf f~1(Dy ®o0, Q%fl) ®f-10, Ox eine links Dx-Struktur. Durch eine links-
rechts Transformation erhalten wir eine rechts Dx -Struktur auf

F Dy ®o, QYN ®f-10, Ox ®oy Qx = f Dy ®o, Q) ®f-10, Qx

rectImcharl| Proposition 4.42. Seii: X — Y eine abgeschlossene Einbettung von glatten, algebraischen Varietdten.
Sei d = codimy (X). Dann gilt

it M~ RHom;1p, (Dyx,i *M)[d]

Bewets. Wir zeigen zuerst den Isomorphismus

RHom;-1p, (Dycx,i 'Dy) ~ Dx_y[—d| (4.4.1) |eq:transfMod

Der obige Isomorphismus ist nach Rechts-Links-Transformation dquivalent zu

RHom;-1pyr (Dx—y, i"'Dy) =~ Dy x[—d]
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Es gilt

RHOmi—1D§>/P (quy,iil'Dy) ~ R’HOTTLZ-AD;P(OX Qi-10y Z‘illDy,iilpy)
~ RHom;-10, (OX,Z'ilDy)
~ i_l'Dy ®i-10y, RHOM;—100,, (Ox,i_loy)

-res0X
in dem wir die Koszul Auflésung Ky von Ox als i~ !Oy-Aufldsung benutzen (siehe @@hen wir, dass
RHom;-10, (Ox,i"1Oy) durch den Komplex

Ky — K — ... — K}

dargestellt wird, wobei K5 = Hom;-10, (Kj,i~'Oy) ist. Der Term K, ist ein lokal-freier i~ Oy-Modul
vom Rang 1 und wir haben eine kanonische perfekte Paarung

ICj Ri-10y Kd_j — Ky
fiir jedes j. Es folgt also K} ~ Kq—j ®;-10, Kj. Wir erhalten

K — ... — Kj]~[Ki — Kim1 — ... — Kol ®i-10, K
~ OX ®i—1(9y ]C;[fd}
~ iilgg_l ®Qi-10, x[—d]

Daher gilt

RHOmZ‘—ID;P (Dxﬁy,i_lpy) ~ i_lpy Ri-10y i_lﬂgil Ri-10y Qx[—d] o~ 'DYHX[—CZ}

-transfModalt
den aus olg

. L 1
I"M=Dx_y i1y ? M

L
~ RHom;-1p, (Dycx,i 'Dy) ®;-1p, i "M][d]

~ RHom;-1p, (Dyx,i *M)[d]
O

Definition 4.43. Seii : X — Y eine abgeschlossene Einbettung einer glatten, algebraischen Varietdt.
Wir definieren den links-exakten Funktor

i* : Mod(Dy) — Mod(Dx)

durch
iTM = Homi—lpy (DYHX7 i_lM)

Proposition 4.44. Seii: X — Y eine abgeschlossene Einbettung. Dann gilt

it M ~ RHom; 1p, (Dy x,i *M)[d] ~ Ri* M[d]

. . . :idirectImcharl |
Proof. Der erste Isomorphismus wurde in Proposition gezelgt. WIr zeigen zuerst, dass

i'M ~ Hom;-1p, (DYHXJ_IFX(M)) (4.4.2) | eq:RhomlocCo

fir M € Mod(Dy) gilt, wobei T x (M) die Untergarbe von M ist, die aus Schnitten besteht, deren Trager
in X liegt. Dafiir reicht es zu zeigen, dass fiir ¢ € Hom;-1p, (Dy—x,i *M) (s Y)gclio’sg‘x(./\/l) liegt.

Da die Aussage lokal ist, kénnen wir eine lokale Koordinate wie in Beispiel nehmen. Dann gilt
Dy.x ~Cldy,.,,...,0y,] ®c Dx. Da der i 'Dy-Modul C[d,, . ,,...,d,,] ®c Dx von 1 ®1 erzeugt wird,
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losedEmbvan

:AdjiDirInv

kénnen wir s = 1 ® 1 annehmen. Sei Z C Oy das definjerende Ideal von X. Wegen (i71Z)s = 0 gilt
(i~'Z)1(s) = 0. Dies zeigt ¥(s) € i 1T'x(M). Das zeigt @;l%i

Wir zeigen jetzt
Ri*M ~ RHom; 1p, (Dy x,i 'RTx(M))

fir M € DT (Dy). Dafiir geniigt es zu zeigen, dass fiir einen injektiven Dy-Modul J der i~ 'Dy-Modul
i~ 1Tx (J) auch injektiv ist. Dies folgt aus

Hom;-1p, (K,i 'T'x(Z)) ~ Hom;-1p, (i 'i. K, i 'T'x(T))
~ Homp, (i.K,i.i 'Tx(T))
~ Homp, (i.)C,T'x (Z))
~ Homp, (.0, T)

fiir jeden i~ 'Dy-Modul K. Jetzt muss nur noch gezeigt werden, dass der kanonische Morphismus
RHom;-1p, (Dy x,i~ Rrx(./\/l)) — RHom,;-1p, (’DYH)(,i_lM)

ein Isomorphismus ist Sei j : Y\ X — Y die offene Einbettung des Komplements. Wir erhalten ein
ausgezeichnetes Dreieck

RIx (M) — M — Rj.j~'M -5

Es reicht daher zu zeigen, dass
RHom;-1p, (Dyex,i "Rj.j *M)[d] ~iTRj.j - 'M=0
gilt. Das folgt aber aus dem nachsten Lemma. O

Lemma 4.45. Sei i : X — Y eine abgeschlossene Einbettung. Sei j : U = Y \ X — Y die offene
L
Einbettung des Komplements. Dann gilt fiir jedes K € D*(Oy), dass Ox ®;-10, i *Rj.K =0

Proof. Es gilt

L L L
i+(Ox ®i-10, i 'Rj.K) = i.0x @0, Rj.K = Rj.(j~i.0x ®o,,  K) =0.

Hier haben wir die Projektionsformel fiir O-Moduln benutzt (siehe [Hartshorne, Residues and Duality, IT,
Proposition 5.6]). O

Wir benutzen folgende Aussage ohne Beweis. Sei § < R Garben von Ringen auf einem topologischen
Raum und F € D~ (R,S), G € D™ (R), K € D~(S), dann gilt

L
RHomg(F ®@s K,G) ~ RHoms (K, RHomg(F,G)) (4.4.3)
(fiir den Beweis siehe [Kashiwara-Shapira, Sheaves on manifolds, Proposition 2.6.3]. Der Beweis in loc.

cit. fordert, dass S im Zentrum von R liegt, dies ist aber nicht notwendig, wenn wir annehmen, dass F
eine Bi-Modulstruktur hat.)

Proposition 4.46. Seii: X — Y eine abgeschlossene Einbettung von glatten, algebraischen Varietdten.

1. Fir M € D= (Dx) und N € DT (Dy) exzistieren funktiorielle Isomorphismen

RHomp, (iz M,N) ~ i, RHomp, (M, Ri*N)

2. Der Funktor Ri% : D*(Dy) — D®(Dx) ist rechts-adjungiert zum Funktor i, : D*(Dx) — D*(Dy).
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Proof. Die zweite Aussage folgt aus der ersten indem man den Funktor H°(RI'(Y,e)) anwendet und
beachtet, dass H(RHomp, (K, L) ~ Hompsp, (K, L)) gilt.

:KSformula
Fiir die erste Aussage folgt aus @W/l € D™ (Dx) und N € D (Dy ), dass

L
RHomp, (M, RHom;1p, (Dyx,i *N)) =~ RHom; 1p, (Dyx @py M,i *N)

gilt. Daraus folgt

RHomp, (i+ M, N) ~ RHomp, (i.(Dy . x ©py M), N)
~ RHomp, (i«(Dyx @L@Dx M), RT'x (N))
~ RHompy (i (Dy  x ©py M), ii~ RDx (A)
~ i, RHom;1p, (i i.(Dyx épx M), i 'RT x (N))

L
~ i*RHOmi—1DY (Dy<_X XDy M,i_erx(N))
~ i*R'HomDX (M, RHomi—1DY (Dyex, i_lRFX (N)))
~ RHomp, (M, Ri*N).

Korollar 4.47. Seii: X — Y eine abgeschlossene Einbettung.

1. Fiir M € Mod(Dx) und N € Mod(Dy) existieren funktorielle Isomorphismen

Homp,, (ix M, N) ~ i, Homp, (M,i"N)

2. Der Funktor i* : Mod(Dy) — Mod(Dx) ist rechts-adjungiert zu H i, : Mod(Dx) — Mod(Dy).

4.5 Kashiwara Aquivalenz

In diesem Abschnitt méchten wir Kashiwaras Aquivalenz fiir allgemeine D-Moduln zeigen. Seii: X — Y
eine abgeschlossene Einbettung. Wir bezeichnen mit M odé(c(Dy) bzw. ModX (Dy) die volle Unterkate-
gorie von Modg.(Dy) bzw. Mod.(Dy) die aus Dy-Moduln besteht, deren Tréger in X enthalten ist.

Theorem 4.48. Seii: X — Y eine abgeschlossene Einbettung.

1. Der Funktor iy induziert Aquivalenzen
Mody.(Dx) — Mod,(Dy)
Mod,(Dx) — ModX(Dy)
von abelschen Kategorien. Fine Quasi-Inverse ist durch H%T gegeben.

2. Fir N € Mod.(Dy) gilt H/i™ N =0

700 d.iUngI} d(eilie erste Aussage zu beweisen, reicht es zu zeigen, dass die kanonischen Morphismen (siehe

M — i"H% M und  Hip TN — N

Isomorphismen sind. Die Aussage fiir kohdrente Moduln folgt aus der Aussage fiir quasi-kohérente Moduln,
wenn wir zeigen konnen, dass sowohl % als auch i kohirente Moduln erhilt. Beachte also, das es reicht
die Aussage lokal zu beweisen. Da die zweite Aussage im Theorem auch lokaler Natur ist, konnen wir
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annehmen, dass Y affin ist mit lokalen Koordinaten {y;, dy, }1<i<n. AuBerdem konnen wir per Induktion
annehmen, dass X eine Hyperflache ist, die durch y, = 0 gegeben ist. Wir setzen y = y,,0 = 9,, und
0 = y0. Dann gilt

Hi, M ~ C @c ixM M € Mod,.(Dx)
H Nt ="M= Ker(y: i 'N — i 'N) N € Mod,.(Dy)
HYTN = Cok(y : i N — i 'N)

HIitN =0 j#0,-1

Sei jetzt N' € Mod..(Dy). Betrachte die Eigenrdume
Ni={seN|Os=js} j€i
von 6. Wegen dem Kommutator [0,y] =1 gilt
yN7 c NI ON7 c N7 71

und 6 entspricht der Multiplikation mit j auf A7. Daher induziert 9y = 6 + 1 : NV — N7 einen
Isomorphismus fiir j # —1: Insbesonder sind fiir j < —1 beide Morphismen N7 -5 AJ+1 By NI
Isomorphismen. Wir wollen zeigen, dass

N = @N—i (4.5.1)

gilt. Da N ein quasi-kohiirenter Oy-Modul ist, der Triiger in X hat, wird jedes s € N durch y* mit
geniigend groflem k annihiliert. Es reicht also die Behauptung

k
Ker(y" : N —N)c PN k>1 (4.5.2)

Jj=1

zu zeigen. Wir beweisen die Aussage per Induktion nach k. Sie ist wahr fiir £ = 1 da die Bedingung
ys = 0 die Gleichung 0s = (Jy — 1)s = —s impliziert. Nehme jetzt an, dass k > 1 gilt und das die Aussgae
fiir k — 1 waht ist. Fiir einen Schnitt s € Ker(y* : N' — N) gilt y*s = y*~1(ys) = 0, also ys € @5;11 N7,
Dann gilt aber dys € @?ZQ N~7 und damit
k
03+s:y88+s:8ys€@/\/_3. (4.5.3)
j=2

Andererseits gilt y*~1(0s + ks) = y*0s + ky*~'s = 9y*s = 0 und damit

k—1
Os+ks e PPN (4.5.4)

Jj=1

Die Different der Gleichungen 1

k A—i D i T Jin dami TRami
se@, . Das zeigt (E5.Z)und damit (£.5.1]).

= Ndirsum . . 0 . . . . . . .
e nmm wir leicht, dass HY% ™A = 0 gilt. Dies zeigt die zweite Aussage, Wir sehen auch von
, dass

N=Cf|@c N,  #F=itN?
gilt. Daraus folgt, dass Mody.(Dx) ~ Mod,,(Dy) gilt.

Es bleibt zu zeigen, dass H%, und i kohdrente D-Moduln erhalten. Wir arbeiten wieder lokal. Tst
M € Mod.(Dx), also endlich erzeugt iiber Dy, dann ist H"i M ~ C[0] ®c M endlich erzeugt iiber Dy-.
Nehme jetzt an, dass V' € ModX (Dy) also endlich erzeugt iiber Dy ist. Es gilt N = C[9] ~¢ N ~!. Dieser
Dy-Modul ist durch endlich viele Schnitte sq, ..., s,IN ! erzeugt. Dann wird i'!A = i~ '\ als Dx-Modul
von diesen Schnitten sq, ..., s, erzeugt. O

7

eq:KegNdirSu

eq:KEgKeryk
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Wir bezeichnen mit DggX (Dy) bzw. D%X(Dy) die Unterkategorie von Db (Dy) (bzw. DY(Dy)) die aus
Komplexen A bestehen, der Kohomologie H*(A) Trager auf X hat.

Korollar 4.49. Seif = gc,c. Dann liefert der Funktor
iy : D}(Dx) — D, (Dy)
eine Kategorien—/fquivalenz. Ein Quasi-Inverses wird durch
Ri* = i*[~d] : D;* (Dy) — D}(Dx)

gegeben.

.- ;dirImpreqc | lpropy:
Proof. Aus Proposition und Proposition K 4]

Kohomologie erhalten. Aus Proposition ﬂ] folgt,

invImpreqc b
dass iy und R:* komplexe mite quasi-kohérenter

das kanonlsche Morphismen

M — Ri%i M, i RN —N  MeD:(Dx), N € D5 (Dy)

existieren. Wir wollen zeigen, dass diese Isomorphismen sind. Wir zeigen, dass M — Riffiy M ein
Isomorphismus ist, der Fall i, Ri®A" — AN ist #hnlich. Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber
die kohomologische Lénge I(M) := max{i | H'(M # 0} — min{j | H/(M) # 0}. Nehme an, es gilt
I(M) = 0, dann ist M isomorph i DbE Dx) zu einem 1-Term Komplex M’'[k] fir M’ € Mod,.(Dx).
Dieser Fall wurde sch on Theorem ewiesen. Nehme jetzt (M) > 0 an. In diesem Fall existiert ein
keZ sd I(tSFM) < (M) und (77 M) < I(M) gilt, wobei die Abschneide-Fuktoren 7% und 7>*
folgendermaflen definiert sind:

TSEM =P IM = [ — M Ker(dhy) — 0 — .. ]

rZFIM =77 "M =], — 0 — Tm(df,) — MM — ]
Wir erhalten ein Dreieck ausgezeichnetes Dreieck
TEM s M — M
Indem wir den Funktor Rifiiy anwenden erhalten wir das kommutative Diagramm

+1
TSP M M M

L]

Riti 7Sk M —= Rifi, M — R, 7" M~

Per Induktionvoraussetzung sind « und v Isomorphismen. Also ist aic 5 ein Isomorphismus. Beachte, dass
ein dhnlicher Beweis auch zeigt, dass die Funktoren Komplexe mit koharenter Kohmologie erhalten. [

4.6 Basiswechsel

Sei X ein topologischer Raum, ¢ : Z — X abgeschlossen und j : U — X die offene Einbettung des
Komplements. Sei F eine Garbe auf X. Wir definieren die Pragarbe

Iz(F)(V) =ker(F(V) = F(V\ 2))

fiir V. C X offen. Dies ist sogar eine Garbe (siche Garbenkohomolgie-Skript Proposition 4.18). Fiir
F € D¥(Cx) existiert folgendes ausgezeichnete Dreieck

RT(F) — F — Rj.j'F 55
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(siehe Garben-Kohomologie-Skript Proposition 4.21). Die Kohomologiegarbe H% (F) = H'RI z(F) heiien
lokale Kohomologie-Garben.

Sei jetzt X eine algebraische Varietdt und Z C X eine Untervarietat und M eine quasi-kohdrente Garbe.
Wir mochten eine andere Charakterisierung der lokalen Kohomologie geben. Sei Z C Ox die zu Z
gehorende Idealgarbe und M ein quasi-koharenter O-Modul. Wir definieren die Garbe

L1z (M)(V) = {m € M(V) | 3k mit Z(V)*m = 0}
Lemma 4.50. Sei M eine quasi-kohdrenter Ox-Modul. Dann gilt
[z(M) =T z(M)
Proof. Da beide Garbe Untergarben von M sind reicht es die Aussage lokal auf allen affinen, offenen
Mengen zu priifen. Sei also o0BdA X = Spec R und Z = V(I) mit I C R). Setze M = M(X). Dann gilt
T/(M):=Tz(M)(X)={me M |3k mit I*m = 0}.

Wir miissen also zeigen, I'y(M) = {m € M | supp(m) C Z =V (I)}.

C: Sei m € M mit I*m = 0. Setze N := R-m C M. Dann gilt supp(m) = supp(N) C V(I*) = V(I).

D: Sei m € M mit supp(m) C V(I). Setze N := R-m und Ann(N) = J. Dann gilt V(J) =
supp(N)supp(m) C V(I) und damit I C r(J). Da R noethersch ist existiert ein k mit I* C J also
I*m = 0. O

Fiir D-Moduln erhalten wir folgendes Resultat.
Proposition 4.51. Sei X eine glatte algebraische Varietat. Dann gilt
1. Fir M € D! (Dx) existiert ein ausgezeichnetes Dreieck
RT (M) — M — jojt M E (4.6.1)
2. Sei Z eine glatte Untervarietdt. Dann gilt fir M € DZC(DU), dass
iTjiiM=0.
3. Sei Z eine glatte Untervarietdt. Dann gilt fiir M € DZC(DX)7 dass
RTZ(M) ~ i it M[d] ~ i i* M

wobei d : = dim X — dim Z.

+invI EM
Proof. Es gilt jT M i:rﬂl;le%ll:ﬁr M € D*(Dx) (siehe Beispiel ﬁll / Find fbv = Rj.N fiir N € D*(Dy)

(siehe Beispiel LD ﬁg_gb%ﬂJrM ~ Rj.j M das zeigt die erste Aussage. Die zweite Aussage
folgt aus Lemma J.45[ Wir zeigen die dritte Aussage. Da M und j,jTM quasi-kohiirente Ko omgalL(s)g;ie

haben und deren Einschréinkungen auf U gleich sind, folgt RT'z € D27 (Dx). Wegen Korollar fI. ass
RUz(M) ~ i i* RTz(M)[~1] gilt. Daher recht es zu zeigen. dass i* RI'z(M) ~ i* M gilt. Dies folgt
aber, indem man " auf das ausgezeichnete Dreieck @g‘ ] anwendet und bemerkt, dass i*j, = 0 gilt. O

Theorem 4.52 (Basiswechsel). Seien f:Y — X und g : Z — X zwei Morphismen zwischen algebrais-
chen Varietditen und betrachte das kartesische Diagramm

WLY
S
g

Z——X
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wobet W :=Y X x Z gilt. Dann existiert eine Isomorphismus von Funktoren:
¥ 1 = Jog* : Db(Dy) — Db(Dy)
mit dx := dim X etc.

Proof. Wir konnen den Morphismus g : Z — X in eine Einbettung Z — Z x X und eine Projektion
Z x X — X zerlegen. Daher reicht es das Theorem nur in diesen beiden Fallen zu zeigen.

Seig=prx : Z =T x X — X eine Projektion. Wir erhalten das kartesische Diagramm

Txy -2 oy

fi lf
TxX-2 oXx

mit g = pry, f =idr x f. Dann gilt fir M € DZC('Dy)

gt M~ (idr x ) (Or RM) ~ Or B fr M~ g* fL M

Sei jetzt i = g : Z < X eine abgeschlossene Einbettung, s.d. W = f~1(Z) glatt ist. Dann erhalten wir
zwei kartesische Diagramme

Wy <l v=iu)

R

Z*Z>X<7U:X\Z

Wegen Kashiwaras Aquivalenz erhalten wir i*Fi, ~ I'd und daher

frit ity pak R
. . T TR . . : triangl okKoh . ) s
Der kanonische Morphismus ¢,:™ — Id (siehe Proposition iefert den Morphismus f.i™ — ™ f1. Es
bleibt zu zeigen, dass o
A B
fir M € Dgc(Dy) gilt. Wir wenden ¥ f, auf das ausgezeichnete Dreieck
LIEM— M — R m

an. Unsere Behauptung iEt d?%l%?i?,ﬂ‘ﬂ‘@&%nt zu i'F f+}+3+/\/l = 0. Wegen i* fJJJJ*M ~ ¥ jﬁuj*/\é

folgt das aus Proposition
Korollar 4.53. Gilt g(Z)N f(Y) =0, dann folgt f,§* = 0.

Korollar 4.54 (Projektionsformel). Sei f : X — Y ein Morphismus von glatten, algebraischen varietdten.
Dann, gilt fir M € D! .(Dy) und N € D! (Dy), dass

Fr Moy fHN) ~ fy G0y N

:basechange
Proof. Wir wenden Theorem ﬁtgz auf das kartesische Diagramm

(idx X f)oAx
_—

X XxY
fl leidY
Y 2 Ly Yy
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an. Dann gilt

FrM Boy FEN) = fi ((idx x £) o Ax)T (MBEN) = AL (f x idy )+ (MBN) = fyM oy .

4.7 Dualitat

Wir wollen zu einem gegebenen D-Modul einen dualen D-Modul definieren. Sei M ein links D x-Modul,
dann ist Homp, (M, Dx) ein rechts Dx-Modul (bzgl. der rechts Multiplikation auf Dy ). Indem wir eine
rechts-links Transformation anwenden erhalten wir den links Dx-Modul Homp, (M, Dx) @0, Q% ' Da
der Funktor Hp, (¢, Dx) nicht exakt ist, ist es natiirlicher den Komplex RHomp, (M,Dx) ®o, Q5"
zu betrachten. Sei X = C und M = Dx /Dx P indem wir Homp, (¢, Dx) auf die exakte Sequenz

0—>Dxi>Dx—>M—>0

anwenden, berechnen wir RHomp, (M, Dx) und erhalten

0— HO?’R'DX (M,Dx) — DX i} DX
(hier haben wir Homp, (Dx,Dx) ~ Dx benutzt. Wir erhalten
Ext, (M,Dx) = Homp, (M,Dx) = ker(P: Dx — Dx) =0

und
Sxt%)x (M,Dx) ~ Dx/PDX

Nach anwenden der rechts-links Transformation erhalten wir
Ep (M, Dx) @0, Q5 ' ~Dx /D, P
farmaladjoint0
wobei ! P durch (ﬁiiJ ] definiert %
Definition 4.55. Der Dualitdtsfunktor D =Dy : D~ (Dx) — D (Dx) ist durch
DM = R?‘[O?TL’DX (M,DX) ROy Q;e;_l[dx]
definiert, wobei dx = dim X.

Beispiel 4.56. Es gilt
Dx ®oy Q%! firk = —dx

0 sonst

HF(DDx) = {

Lemma 4.57. Sei M ein kohdrenter Dx-Modul. Fir jede offene, affine Teilmenge U von X gilt

Extp, (M, Dx)(U) = Bty 17y (M(U), Dx (U))

Proof. Nehme eine Auflésung P — M|y von Mgy,qu durch freie Dy-Moduln von endlichem Rang. Da
U affin ist, liefert P(U) — M(U) eine Auflésung von M(U) durch freier Dx (U)-Moduln von endlichem
Rang. Per Definition gilt £zt (M, Dx))(U) = (H'(Homp, (P,Dy)))(U). Setze L = Homp, (P, Dy).
Da U affine ist und £ ein Komplex von kohiirenten rechts Dy-Moduln ist, gilt H(£)(U) ~ H(L(U)). Es
gilt

£(U) = HomDU (P, DU) = HO?’IZDX(U) (P(U), Dx(U))

. KategAffin
woebei das zweite Gleichheitszeichen aus der Kategorienaquivalenz E%ti folgt. Wir erhalten also
(Extp, (M, Dx))(U) = H'(Homp, w)(P(U), Dx (V))) = Extp 1) (M(U), Dx(U))
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Proposition 4.58. 1. Es gilt D : D%(Dx) — D2(Dx)°P
2. D? ~ Id auf D%(Dx).

700 .ﬂ}.: Wir kénnen annhemen, dass M € Mod — C(Dx) gilt. Dann folgt aus dem beweis von Lemma
ass H{g%) € Z\i od,. Z{)tﬁ{) fiir alle ¢ gilt. Die Beschranktheit des Komplexes DM folgt aus Propo-
un

emima

2.: Wir konstruieren zuerst einen kanonischen Morphismus M — D* M fiir M € D*(Dx). Es gilt
D?*M ~ RHomp, (RHomp, (M, Dx) R0, 2971, Dx) @0, Q° 1 ~ RHomper (RHomp, (M, Dx), Dx)

wobei RHomp, (M, Dx) und Dx als Objekte in D®(DY) aufgefasst werden. Setze H = RHomp,, (M, Dx).
Indem wir H°(RI['(X, o)) auf

RHomp, g.pyr (M ®c H,Dx) = RHomp, (M, RHomper (H, Dx))
anwenden erhalten wir
Home ®cDY (M ®c H, DX) = HomDX (Ma RlHong(p (Ha DX))
Der kanonische Morphismus M ®@¢c H = M ®@¢c RHomp, (M,Dx) — Dx in D*(Dx ®c DY) liefert den
kanonischen Morphismus
M — RHomper(H,Dx) = DM

Es bleibt zu zeigen, dass M — D?M fiir M € D%(Dx) ein Isomorphismus ist. Da die Frage lokal ist,
konnen wir annehmen, dass X affin ist. Auflerdem konnen wir, M durch Dx ersetzen indem wir eine
Auflésung von M durch freie Dx-Moduln wihlen. Dann ist der Beweis klar. O

Proof. D ist voll treu auf D%(Dx). O

Das folgende Theorem gibt eine Abschétzung fiir die Dimensionen der charakteristischen varietdten
Ch(H!(DM)) fiir M € Mod.(Dx).

Theorem 4.59. Sei X eine glatte algebraische Varietdt und M ein kohdrenter Dx-Modul. Es gilt

1. codimp~x C’h(é’xt%x (M,DX) ROy Q;e;_l) >1

2. Exthy (M,Dx) = 0 fir i < codimg xCh(M).

A Appendix

A.1 Hilbert Polynome

Sei R = @ZOZO R,, ein graduierter, noetherscher, kommutativer Ring mit 1 € Ry.
Lemma A.1.
1. Ry ist noethersch.

2. R ist eine endlich erzeugte Ry-Algebra.
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Beweis. (1):Sei Ry = @, R,. Dann ist R4 ein Ideal in R und Ry ~ R/R. Da R noethersch ist, ist
somit auch der Quotient Ry noethersch.

(2): Das Ideal Ry ist endlich erzeugt. Sei x1,...,xs eine Menge von homogenen Erzeugern von Ry und
sei d; = degx;. Sei S die Ryp-Unteralgebra die durch z1,...,x, erzeugt wird. Wir zeigen per Induktion,
dass R, C S fiir n € Z>¢. Es ist klar, dass Ry C S gilt. Sei jetzt n > 0 und y € R,,. Dann ist y € R,
und daher gilt y = >7_, y;z; wobei y; € R,,_g4,. Aus der Induktionsannahme folgt y; € S und damit
yeSs. O

Sei M = @p,,c;, M,, ein endlich erzeugter graduierter R-Modul. Dann ist jedes M,, ein Ry-Modul und es
gibt ein N € Z, s.d M,, =0 fiir n < N.
Lemma A.2. Die Ry-Moduln M, (n € Z) sind endlich erzeugt.

Beweis. Seien my,...,my homogene Erzeuger von M und degm; = r;. Fir j € Zsq seien z(j) fiir

1 <4 < I(j) alle homogenen Monome in z1,...,xs vom Grad j. Fir m € M, gilt m = Zle Y;m; mit

Yi € Ry, und y; = 2(217”) aikzr(n—r;), also m = sz a;xzp(n—r;)m;, d.h. M, wird durch die Menge

{zk(n —ri)m; | 1 <k <l(n—r;),1 <i<k} erzeugt. O

Sei Myf4(Ro) die Kategorie der endlich erzeugten Rop-Moduln. Sei A eine Funktion auf Mf,(Ry) mit
Werten in Z. Die Funktion A heifit additiv falls fiir eine kurze exakte Sequenz

0—M —M-—M"—0

folgende Gleichung gilt
AM) = XMy +\(M")

Bemerkung A.3.
1. M(0)=0

2. Fiir eine exakte Sequenz
0—My— M —...— M, —0

gilt

Sei M ein endlich erzeugter, graduierter R-Modul. Die Poincaré-Reihe P(M,t) von M (beziiglich A) ist
P(M,t) =Y M(M,)t" € Z((¢)
neEZ
Theorem A.4. Sei R ein graduierter, noetherscher , kommutativer Ring mit 1 und z1,...,zs homogene

Erzeuger von R als Ry-Algebra mit d; = degx;. Fiir jeden endlich erzeugten graduierten R-Modul M gilt

t
POLY = g

mit f(t) € Z[t,t71].
Beweis. Wir beweisen das Theorem iiber Induktion nach der Anzahl s der Erzeuger x1, ...,z von R. Sei

s =0, dann gilt R = Ry und M ist ein endlich erzeugter Ro-Modul. Es gilt daher M,, = 0 fiir n > 0, also
ist nur fiir endlich viele n der Term A(M,,) # 0 . Daraus folgt P(M,t) € Z[t,t!]. Nehme jetzt s > 0 an.

"Z((t)) ist die Lokaliserung von Z[[t]] nach dem multiplikativen System {t" | n € Z<o}
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Die Multiplikation mit x, induziert einen R-Modul Endomorphismus mit Kern K und Kokern L. Dann
sind K, L gaduierte R-Moduln und wir erhalten eine exakte Sequenz

0—K-—>MI3M-—L-—0

Im Grad n erhalten wir
0— K, — M, =5 Mg, — Lypyq, — 0

eine exakte Sequenz von Rp-Moduln. Insbesondere gilt
A(Kn) - A(Mn) + )‘(Mn+ds) - >‘(Ln+ds) =0

Daraus folgt

(1= t4)P(M,t) = Y A(Mp)t" = > A(M, )"+

neEZ neZ
- Z ()‘(Mn+ds) — )\<Mn)) t7L+ds

ne”Z
- Z (MLpta,) — MKy)) gntda

ne”Z
S (AL1)

Aus der Konstruktion folgt, dass z; auf L und K als 0 operiert, sie tragen also die Struktur von A/(xy)-
Moduln und daher kénnen wir die Induktionsannahme auf sie anwenden. Das zeigt die Behauptung. [

Wir bezeichnen mit dy(M) die Polordnung von P(M,t) bei 1.

Korollar A.5. Seid; =deg(z;) =1 firi=1,...,s. Fir genigend grofie n ist die Funktion n — \(M,,)
gleich einem Polynom vom Grad dy(M) — 1 mit rationalen Koeffizienten.

Beweis. Sei p der Grad der Nullstelle vonf f bei 1. Dann existiert ein g(z) € Z[t,t~] mit f(t) = (1-t)Pg(t)
und g(1) # 0. Setzte d := d\(M) = s — p, es gilt also

P(M,t) = g(t)

Es gilt

(l_t)_d:Zd(d+1)..].€!(d+k—1)tk S (d;le)tk
k=0 _

Wir schreiben g(t) = ngv:_N axt® und erhalten

ML) = i ak(d+2:11e—1>

=—N
fir alle n > N. Dies ist aber
ZN: (d+n—Fk—1) i(nfk+1)(n—k+2)...(n7k+df1)
a,————— —
Fld=1D(n— k) (d—1)!
k=—N k=—N

also ist A(M,,) ein Polynom in n mit Leitkoeffizient

N nd—1 nd—1
( 2 ak) - Wgzm 70

k=—N

84



PolyPoiHilb

[bon:Poinon]

oylbinomInt

Wir nennen das Polynom welches fiir grofie n die Werte A(M,,) annimmt, das Hilbertpolynom von M.

Beispiel A.6. Sei R = k[X1,...,X] der Polynomring in s Variablen mit Grundkérper k. Dieser ist
durch den Totalgrad eines Polynoms graduiert (jedes X; hat Grad 1). Es gilt Ry = k und fir jeden
endlich erzeugten graduierten R-Modul M g¢ilt dimyg M, < co. Daher kénnen wir die Poincaré-Reihe fir
A = dimy, definieren. Im Fall R = M gilt

. " X /s+n—1 " 1
P(M,t):Zdlmant =Z< s—1 >t :(1—t)s

nez n=0

Das Hilbertpolynom ist

-1 s—1
dimy R, — (s +n ) n

s—1 - .+'”

Wir beweisen jetzt eine Charakterisierung von Polynomen (mit Koeffizienten in einem Kérper der Charak-
teristik 0) das ganzzahlige Werte fiir grofie positive Zahlen hat. Zuerst bemerken wir aber folgendes.

Bemerkung A.7. Fir s € Z>o und q > s gilt

¢ =(*) +ew

wobei Q ein Polynom vom Grad s — 1 ist. Daher kann jedes Polynom vom Grad d fiir grofie q folgender-
mafen eindeutig geschrieben werden:

P =alf)+a(,? )+ (l) e

wobei die ¢; geeignete Koeffizienten sind. Falls die ¢; ganzzahlig sind hat das Polynom P fiir ganzzahlige
Argumente q > d ganzzahlige Werte.

Wir beweisen die Umkehrung.

Lemma A.8. Fulls das Polynom

qHP(Q)ZCO(Z)-FQ(dil) +~~~Cd1((i>+cd

ganzzahlige Werte fiir grofie n € Z annimmt, dann sind alle Koeffizienten c; ganzzahlig.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach d. Der Fall d = 0 ist klar. Es gilt
d d

q+1 q
SCIPIED SEA

S5 () - Sl )

?

P(g+1) - P(q)

a |l

wobei wir die Identitét (“1') = (%) + (,%,) benutzen. Das heiftt ¢ — P(q + 1) — P(g) ist ein Polynom

S

mit Koeffizienten in cg, cq,...,cq—1 und ist ganzzahlige fiir grofle n, da P ganzzahlig fiir grole n ist. Die
Induktionsannahme liefert dann, dass die ¢y, ...cq—1 ganzzahlig sind und daraus folgt, dass ¢4 ebenfalls
ganzzahlig ist. O

Sei F' ein Polynom vom Grad d mit Leitkoeffizient ag. Dann ist
G(n)=F(n)— F(n—1)
= (apn®+ an®t+..) = (apn — D +a;(n— D)4 4. ) = apdn®t + ...

ein Polynom vom Grad d — 1 mit Leitkoeffizient dag. Das néchste Lemma liefert die Umkehrung.
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em:DifftoAc| Lemma A.9. Sei F eine Funktion auf Z, s.d.
G(n)=F(n)— F(n—1)

gleich einem Polynom vom Grad d — 1 fir grofle n € Z ist. Dann ist F fiir grofle n € Z gleich einem
Polynom vom Grad d.

Beweis. Nehme an, dass G(n) = P(n — 1) éur wiady = d fiir ein geeignetes Polynom P vom Grad d — 1

gilt. Dann konnen wir P nach Bemerkung olgendermaflen schreiben:
d—1 n
P(n) = ;
() lg@(d—i—l)
Wir erhalten fir n > N + 1:
Fn)= Y (F(k)=F(k-1)+F(N)= Y Gk)+F(N)=> Pk-1)+C
k=N+1 k=N+1 k=d

wobei C eine Konstante ist. Es gilt
-5 (0-C) 50D £0) w
s S \\s s 2 s—1 — \s—1
flir ¢ > s > 1. Daraus folgt

S-S5 S (2 (5)

k=d

O

Insbesondere ist die Summe ), A(My,) fiir groBe N gleich einem Polynom vom Grad dx(M). Setzen
wir, B

Z A(M,) = aoN*+ a NV + .+ ag_1N + ay

n<N

fiir groffe IV, dann ist dlag ganzzahlig.

A.2 Lokale Ringe

Im folgenden ist (R, m) ein kommutativer, noetherscher, lokaler Ring und £ = R/m sein Restklassenkorper.

Lemma A.10 (Nakayama Lemma). Sei M ein endlich erzeugter R-Modul mit mM = M, dann gilt M =

0.

Beweis. Nehme an M # 0 und sei my, ..., ms ein minimales System von Erzeugern fiir M als R-Modul.
Dann gilt nach Voraussetzung vs = Y ;_, r;m; fiir 7; € m. also (1 — ry)ms = Zf;ll rim;. Da (1 —7y)
invertierbar ist, erzeugen schon die vy, ...,vs_1 M im Widerspruch zur Annahme der Minimalitét. O
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Da R noethersch ist, ist dimy(m/m?) endlich.

Lemma A.11. Die Anzahl der minimalen Erzeuger von wm ist gleich dimg(m/m?).

Beweis. Sei s = dimy(m/m?). Dann kénnen wir ay,...,as € m finden, s.d. die Restklassen @y, ...,ds
eine Basis von m/m? sind. Sei I das Ideal was von ay, ..., a, erzeugt wird. Dann gilt I +m? = m also
m(m/I) = m/I, nach dem Nakayama-Lemma also m/I = 0. O
Ein minimales Erzeugendensystem (as, ..., as) heifit Koordinatensystem von R.

Sei GrR = @;O:O m?/mPHL. Aus der Tatsache, dass k[X1,..., Xs] — GrR mit X; — @, surjektiv ist, folgt
dass GrR eine endlich erzeugte k-Algebra und daher ein noetherscher Ring ist.

Sei M ein endlicher erzeuger R-Modul. Wir definieren eine absteigende Filtration mP M auf M und
betrachten den graduierten GrR-Modul GrM := @, m? M /mPT1 M.

Lemma A.12. Sei M ein endlich erzeugeter R-Modul, dann ist GrM ein endlich erzeugter Gr R-Modul.

Beweis. Aus der Definition von GrM folgt m - GrP M = GrP™' M fiir p € Z>o. Daher erzeugt Gr’M =
M/mM den Modul GrM. Die Behauptung folgt jetzt aus der Tatsache, dass M/mM ein endlich dimen-
sionaler k-Vektorraum ist. O

Aus Lemma@%l%ﬁ'%ss dimy /mPM/mP+1 M) < oo gilt. Insbesondere haben dig B-Moduln m? M /m?*+! M
endliche Lénge. Da die Lange eine additive Funktion ist, folgt aus Korollar%ﬁmﬁr grofe p € Z>y,
die Funktion p + lengthr(mPM/mPTIM) = dimy(mPM/mPTtM) gleich einem Polynom mit rationalen
Koeflizienten ist. Aulerdem ist die Funktion
p—1
p > lengthp(M/mPM) = " lengthp(m?M /m9™ M)
q=0

fiir groBe p gleich einem Polynom mit rationalen Koeffizienten und der Leitterm ist von der Form e%? mit
e,d € Z>g. Die Zahlen d(M) := d bzw. e(M) = e heiflen Dimension bzw. Multiplizitdt von M.

Lemma A.13 (Artin-Rees Lemma). Sei M ein endlich erzeuhter R-Modul und N ein Untermodul. Dann
ezistiert ein mo € Z>q, S.d.
mPtON AN =mP(m™ M N N)

fiir alle p € Z>.

Beweis. Setze R* = @, ,m". Dann ist R* in natiirlicher Weise ein graduierter Ring. Sei a1, ...,as ein
Koordinatensystem von R. Dann existierz ein kanonisher surjektiver Morphismus Rlay,...,as] — R*,
d.h. A* ist ein graduierter noetherscher Ring. Sei M* = @, ,m™M. Dann ist M* eine graduierter
R*-Modul, der von M§ = M als R*-Modul erzeugt wird. Da M ein endlich erzeugter R-Modul ist, folgt,
dass M* ein endlich erzeugter R*-Modul ist.

Wir setzen N* = @, (N Nm™M) C M*. Dann gilt
m?(NNm"M) Cm? "m"PM C NNm" M

Dies zeigt, dass N* ein R*-Untermodul von M* ist. Da R* ein noetherscher Ring ist, ist N* endlich
erzeugt, d.h. es existiert ein mg € Z>g, s.d. @ °c(N NmPM) den Modul M erzeugt. Dann gilt fiir jedes
p € Z>o, dass

mo
N AmPTmoN = " mPTmem (N Am* M) € mP(N nm™ M) € N Nm? o)
s=0
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Theorem A.14 (Durchschnittsatz von Krull). Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann gilt
e}
() m?M = {0}.
p=0

AR
Beweis. Setze E = ﬂ;ozo mPM. Dann gilt nach dem Artin-Rees Lemma ﬁ

E=m’""™MNE=wm’(m"™MNE)=m’E
:Nak
Insbesondere gilt mE = E und daher E = 0 nach dem Nakayama-Lemma ﬁ_ O

Lemma A.15. Sei
0—M —M-—M'—0

eine exakte Sequenz von endlich erzeugten R-Moduln. Dann gilt

1. d(M) = max(d(M’"),d(M"))
2. Falls d(M)=d(M'") =d(M"), dann gilt e(M) = e(M’) + e(M").

Beweis. Wir versehen M mit der Filtrierung mPM fiir p € Z>o und M’ bzw. M" mit den induzierten
Filtrierungen M’ NmPM bzw. mPM"”. Wir erhalten die exakte Sequenz

0— GrM' — GrM — GrM" — 0
Das zeigt fiir alle p € Z>¢, dass
lengthr(m? M/mPT M) = lengthr(M' NwmPM)/(M' N mPTIM)) 4 lengthr(m? M j;P L M")
bzw. nachdem wir aufsummiert haben
lengthr(M/mP M) = lenghtgr(M'/(M' N mPM)) + lengthr(M" /mP M") (A.2.1)

Daraus folgt, dass die Funktion p — lengthr(M'/ W "NmPM)) fiir groBe p glein einem Polynom ist.
Andererseit gilt wegen dem Artin-Rees Lemma dass

mPTo M cmPTOM N M C mPM!

d.h. fiir groBe p € Z>( sind die Funktionen p — lengthr(M'/(M' NmPM)) und p — lengthr(M’'/mPM’)
urc g&ynome mit demselben Leitterm gegeben. Die erste Aussage folgt dann unmittelbar aus Formel

- oind die Grade der Polynome gleich, dann folgt aus derselben Formel, dass sich die Leitterm
addieren. Daraus folgt 2. . O

Korollar A.16. Sei R ein noetherscher, lokaler Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul, dann gilt

d(M) < dimy(m/m?).

M,
Beweis. Wegen Lemma @%ﬁ es zu zeigen, dass d(R) < dimy(m/m?) =: s gihﬁ Dies folgt aaber
aus der Existenz eines surjektiven Homomorphismus k[X7, ..., Xs] — GrR und der Tatsache, dass die
Dimension des Raums der Polynome vom Grad < N in s Variablen ein Polynom in n vom Grad s ist. [

Ein noetherscher, lokaler Ring (R, m) heifit regulir falls d(R) = dimy(m/m?) gilt.

8Es gilt d(R) = d(R"™) fiir alle n € Z>1 und d(M) < d(R™) fiir endlich erzeugte M
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hm:regGrIso| Theorem A.17. Sei (R,m) ein noetherscher, lokaler Ring und (a1,...,as) ein Koordinatensystem von
R. Dann ist folgendes dquivalent:

1. R st ein reguldarer, lokaler Ring.

2. der kanonische Isomorphismus k[X1,...,Xs] = GrR, X; — a; ist ein Isomorphismus.

Beweis. Der Morphismus k[X7,...,Xs] — GrR ist per Definition surjektiv. Sei I der Kern, der in
natiirlicherweise graduiert ist. Falls der Kern I # 0 ist, enthélt er ein homogenes Polynom P vom Grad
d > 0. Sei J das ideal in k[X7,..., X;] welches von P erzeugt wird. Die Poncaré-Reihe von J ist, wegen

PolyPoiHilb
Beispiel ﬁ% hil deg P = d, gleich P(J,T) = Aus der Additivitdt von A = dim;, folgt

(1 t)s'

P(k[X17~~~7Xs]/Jat) :P(k[levX ]7t)_P(Jvt)
1-t?  1+t+... +t!
BNEEE (1—t)“ !

:HilbPol
Die Ordnung des Pols bei 1 der Poincaré-Reihe von P(k[X7, ..., X,]/J,t) ist s —1. Aus Korollar I§§ folgt
dann, dass die Funktion n — dimy(k[X1,...,X]/J)n durch ein Polynom vom Grad s — 2 fiir grofle n

gegebn ist. Daraus folgt, wegen J C I, dass die Funktion n — dimg(k ML 1@(;,6]1/ I),, = dim;Gr,R fir
grofle n durch einem Polynom vom Grad < s — 2 gegeben ist. Korrollar Z€1g R) < s—1. Also gilt

I =0 genau dann wenn d(A) = s. O

p:reglocNTF | Proposition A.18. Sei R ein reguldrer, lokaler Ring. Dann ist R nullteilerfrei.

und b € m?, b ¢ m4T!. Dann ist @ € GrpyR und b € GryR ungleich 0 und da GrR wegen Theorem

Beweis. Seien a,b € R und A # 0,b # 0. Dann gib [BoT1P.7 € Zso, s.d. » E
ewets. Seien a,b € R un # 0,b # 0. Dann gibt es wegen D,q € Z>p, s.d. a € mP, a ¢ eeGrIso

nullteilerfrei ist, folgt @b # 0. d.h. ab # 0. O
Sei R = k[Xy,...,X,] und fiir z € k" sei m, das maximale Ideal erzeugt durch (X; — 2;)ieq1,... n}- Das
Komplement von m,, ist ein multiplikatives System, wir bezeichnen die entsprechende Lokalisierung mit
R..

op:Rxregloc| Proposition A.19. Die Ringe R, fir x € k™ sind n-dimensionale, reguldre, lokale Ringe.

Beweis. Der Automorphismus X; — X; — x; von R induziert einen Isomorphismus R, ~ Rg. Sei
R=E[[X1,...,X,]] der Ring der formalen Potenzreihen. Dann ist R ein lokaler Ring mit maximalen Ideal
m erzeugt durch X7, ..., X;. Es ist offensichtlich, dass der kanonische Morphismus k[ X7, ..., X,] — GrR
ein Isomorphismus ist.

Der nattirliche Morphismus R — R faktorisiert iiber Ry und liefert die Inklusion Ry < R. Dies induziert

die Isomorphismen .
k[ X1,...,Xn] ~GrR~GrRy ~ GrR ~ k[X4,...,X,]

H GrI
deren Verkniipfung die Identitat ist. Die Aussage folgt jetzt aus Theorem i@i ﬁe £=se O

A.3 Dimension von Moduln iiber Polynomringen

Sei R = k[X1,...,X,] wobei k ein algebraisch abgeschlossener Korper ist. Wir kénnen R nach dem

Totalgrad der Polynome filtrieren, d.h. ::fi;‘RﬂXI | er € k,|I| < n}. Es gilt GrR ~ R und R erfiillt

die Bedingungen 1. - 7. aus Abschnitt o = k konnen wir fiir A die additive Funktion dimy

nehmen, d.h. wir kénnen fiir ein 11888 lhc]}berzwﬁrﬁbg Modul die Dimension d(M) und Mgltiplizitéit
e(M) definieren. Aus Beispiel @ und Korollar [A.5[wissen wir, dass d(R) = n und e(R) = 1 gilt.
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Fiir jeden endlich erzeugten R-Modul M haben wir eine exakte Sequenz

0—K—RP—M-—0

L :exSegqDimMultnonLocal . . . . L.
aus Proposition olgt dann < n. Wir werden spéter eine geometrische Charakterisierung von
d(M) geben.

Sei x € k™ und sei m, das maximale Ideal in k[X7,...,X,,] welches aus allen polynomen besteht, die in
T VerschwinEen. -IXX' ie l%}%en bezeichnen wir mit R, die Lokalisierung von R beziiglich z. Wir haben in
Proposition gesehen, dass R, ein regulédrer, lokaler Ring ist, mit maximalen Ideal n, = (m;),. Sei
M ein R-Modul, dann ist sein Lokalisierung M, ein R,-Modul. Wir definieren den Trager von M als
supp(M) = {z € k™ | M, # 0}.
Lemma A.20. Se:

0— M —M-—M"—0

eine exakte Sequenz von R-Moduln. Dann gilt

supp(M) = supp(M") Usupp(M")

Beweis. Da Lokalisierung exakt ist, erhalten wir fiir jedes x € k™ eine kurze exakte Sequenz von R,-
Moduln
0— M, — M, — M) —0

Daraus folgt die Behauptung. O

Fiir ein Ideal T C k[Xy,...,X,] sel V(I) = {x € k" | f(x) = 0 fiir z € k™} die Verschwindungsmenge.

Proposition A.21. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul und I C R sein Annihilator. Dann gilt
supp(M) =V (I).

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber die Anzahl der Erzeuger von M. Wir nehmen
zuerst an, dass M einen Erzeuger hat, d.h. M = A/I. Dann gilt M, = (R/I); = R,/I,. Sei x € V(I).
Dann ist I C m, und I, C n,, d.h. I, # R,. Daraus folgt (R/I), # 0 und z € supp(M). Ist andererseits
x &€ V(I), dann existiert ein f € I, s.d. f(z) # 0, d.h. f & m,. Dann ist aber f im lokalen Ring R,
invertierbar und aus f, € I, folgt I, = R,. Also (R/I), = 0 und damit x ¢ supp(R/I).

Sei jetzt M ein endlich erzeugter Modul mit Erzeugern my,...,m,. Sei M’ der Untermodul von M der
durch my,...,myp_1 erzeugt wird. Wir erhalten die kurze exakte Sequenz

0—M —M-—M —0

:SuppexSe

wobei M" ein zyklischer Modul (mit Erzeuger m,) ist. Aus Lemma ﬁ'ﬁ%}iﬁpp(M ) = supp(M’) U
supp(M") und damit aus der Induktionsannahme supp(M) = V(I') UV (I"") wobei I’ bzw, I" die Anni-
hilatoren von M’ bzw. M" sind.

Es ist klar, dass I’ - I" C I gilt, andererseits annihiliert I sowohl M’ als auch M", also
I''rcrcrnr”

bzw. V(I'YUVI") cvV{I'nI") c V() c V(I'-1"). Ist « ¢ V(I')UV(I") , dann existiert ein
feludgel” sd f(z)#0und g(z) #0, also (f - g)(z) # 0 bzw. = & V(I'cot I"). Dies zeigt
V(-1 cvV(I')UuvI"), also V(I) =V {I')UVI"). O

Korollar A.22. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann ist sein Trdager eine Zariski abgeschlossene
Menge in k™.
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Lemma A.23. Sei S ein noetherscher, kommutativer Ring und M # 0 ein endlich erzeugter S-Modul.
Dann existiert eine Filtrierung 0 = My C My C ... C M, = M von S-Moduln, s.d. M;/M;_1 ~ S/J; fir
Primideal J; C S gilt.

Beweis. Sei x € M und Ann(z) = {a € S | ax = 0}. Wir bezeichnen mit .4 die Familie von Idealen
Ann(z) fir x € M, © # 0. Da S noethersch ist hat A ein maximales Elemente. Sei I = Ann(y) ein
maximales Element von A. Wir zeigen, dass [ prim ist. Sei a,b € S mit ab € I, d.h aby = 0.Nehme
an b & I, also by # 0. Dann gilt I C Ann(by) und a € Ann(by). Wegen der Maximalitéit von I, folgt
a € Ann(by) = I, also ist I prim. Setze M; = S/I. Durch iteratives Anwenden finden wir Ketten
0C My C...C My. Sei jetzt F die Familie von Untermoduln N von M die solche Filtrierungen besitzen.
Da R noethersch ist, enthalt F ein maximales Element L. Nehme an L # M. Dann existiert eine kurze
exakte Seqeunz
0—L-—M-—L —0

Aus dem ersten Teil des Beweises folgt, dass L’ einen Untermodul N’ von der Form B/J’ fiir ein Primideal
J’ hat. Dies wiederspricht aber der Maximalitat von L, also L = M. O

Theorem A.24. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Es gilt
1. d(M) = dimsupp(M)
2. Sei x € supp(M), dann ist d(M,) = dim, (supp(M))

Beweis. Betrachte die kurze exakte Sequenz von R-Moduln

0— M —M-—M"—0

. . , "o L Iprop: exSeqDimMult appexSeq
Falls die Aussage fiir M’ und M" gilt, dann folgt aus Proposition [[.T0[und Lemma

d(M) = max(d(M"),d(M")) = max(dim supp(M’), dim supp(M""))
= dim(supp(M") Usupp(M")) = dim supp(M)
Fir « € supp(M) erhalten wir die kwrze exakte Sequenz O — M; — ol — 0. Falls die
Aussage fir M, und M gilt, dann folgt aus Lemma%mﬁ[‘emma analog zum ersten Fall
d(M,) = dim, supp(M).

Mfiltprim
Es reicht somit, unter Benutzung von Lemma en Fall M = R/J zu zeigen, wobei J ein Prim-

ideal ist. Ist J maximal, dann gilt M = R/J = k, also supp(M) = {z} fir ein = € k™. Das zeigt,
d(M) = d(M,) = dimsupp(M) = dim, supp(M) = 0.

Sei jetzt J nicht maximal. Dann existiert ein Primideal J; 2 J und somit ein f € J; mit f € J. Es gilt
somit J C (f) + J C Jy. Betrachte den Endomorphismus von M = R/.J der durch Multiplikation mit f
gegeben ist. Sei g + J im Kern der Abbildung, dann gilt 0 = f(g + J) = fg + J und famit fg € J. Da J
prim ist und f ¢ J folgt g € J,also ist der Endomorphismus injektiv. Wir erhalten eine exakte Sequenz
von R-Moduln

0— M 55 M — M/fM — 0

:exSegDimMultnonlocal .
Ins besondere gilt wegen Proposition Iili“ El(;ZW(7 HW; < d(M). Ist d(M/fM) = d(M), dann wiirde

e(M) = e(M)+e(M/fM) ,also e(M/fM) = 0, gelten. Das ist aber nur mdglich, falls d(M/fM) = 0
bzw. d(M) = 0 gilt. Daraus folgt aber, dass M ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum ist, was, wegen
der Annahme J nicht maximal, unmoglich ist. Also gilt d(M/fM) < d(M). Da R/J; ein Quotient von
M/ fM ist, folgt d(R/J1) < d(R/J).

Sei x € V(J1), dann erhalten wir nach Lokalisierung die kurze exakte Sequenz

0 — M, L5 M, — M,/fM, — 0
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von R,-Moduln. Ahnlich wie oben zeigt man, dass d(M,/fM,) < d(M,) ist und somit d((R/.J),) <
d((R/J)s) gilt. Sei
Zoz{x}CZlc...CZn_chn:k"

eine maximale Kette von nichtleeren, irreduziblen, abgeschlossenen Untermengen von £™. Dann ist
I(Zy)=m; DI(Z1) D ... > [(Zp-1) D I(Z,) = {0}

eine maximale Kette von Primidealen in R. Wegen den vorhergegangenen Argumenten haben wir folgende
strikte Ungleichungen

0 < d(R/I(Zo)) < d(R/I(z1)) < ... < d(R/I(Zy)) = d(R) = n

bzw. wegen Proposition @M
0 <d((R/I(Zo))z) < d(R/I(21))s) < ... <d((R/I(Z,))z) = d(R;) =n

Daraus folgt aber
d((R/1(Z}))z) = d(R/1(Z;)) = j = dim Z;

fir 0 < j < n. Da aber zu jeder irreduziblen, abgeschlossenen Menge Z eine maximale Kette konstruiert
werden kann, die Z enthalt, folgt d((R/I(Z)).) = d(R/1(Z)) = dim Z fiir jede irreduzible, abgeschlossenen

Menge Z C ", Dies geict, dass fiir jedes Primideal J C R d((R/J)s) = d(R/J) = dim V' (J) gilt. Wegen
Proposition olgt die Behauptung. O

Korollar A.25. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann gilt

d(M)= sup d(M,).
xesupp(M)

Lemma A.26. Sei I ein Ideal in R. Dann gilt dim V (I) = dim V(GrlI).

Beweis. Die kurze exkate Sequenz von filtrierten R-Moduln (wobei die Filtrierung von der Totalgrad
Filtrierung von R induziert ist)
0—I—R—R/IT—0

liefert die kurze exkate Sequenz
0— Grl — R— Gr(R/I) — 0

von graduierten R-Moduln. Es gilt

M=

dimy F,(R/T) = S " (dimy F,(R/I) — dimy, F,_1(R/I))
q=0
p p
= dimy, Gr,(R/I) =Y (dim; GryR — dim Gr, 1)
q=0 q=0
= dimy, F, R — dimy, F,Grl = dimy, F,(R/Grl)
. d'
also d(R/I) = d(R/GrI). Aus Theorem @%‘lﬁ dann die Behauptung. O

A.4 Singulare Trager

Sei R ein kommutativer Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Wir bezeichnen mit supp(M) die
Menge der Primideale p von R, s.d. M, # 0 gilt. und mit suppy(M) C supp(M) die Menge der minimalen
Primideale. Es gilt p € supp(M) genau dann wenn Anng(M) C p. Es gilt

rad(Anng(M)) = ﬂ p
peEsupp(M)
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Fir p € suppy(M) bezeichnen wir die Lénge des artinschen R,-Moduls M, mit ¢,(M) (siehe [Eisenbud,
Kapitel 2.4]). Wir definieren £4(M) = 0 fiir ein Primideal q ¢ supp(M). Fiir eine exakte Sequenz von
endlich erzeugten R-Moduln erhalten wir

supp(M) = supp(L) U supp(N)
SchlieBlich gilt fir p € suppo(M)
by (M) = £, (L) + £y (N).

Sei jetzt (A, F) ein filtrierter Ring, s.d grf’ A kommutativ und noethersch ist. Sei M ein endlich erzeugter
A-Modul. Fiir eine gute Filtrierung F betrachten wir supp(grf M) und fiir p € suppy(M) die Linge
Ly (grf M).

Lemma A.27. supp(Grf'M) und £,(Gr¥ M) fir p € suppy(Grf'M) hingen nicht von der Wahl einer
guten Filtrierung F ab.

Beweis. Wir sagen, dass zwei gute Filtrierungen F' und G benachbart sind, wenn sie die Bedingung
FEM cCc GiM C Fi+1M VieM

erfiillen. Wir zeigen die Behauptung zuerst in diesem Fall. Betrachte den natiirlichen Homomorphismus
vi : FEM/F;1M — G;M/G;_1M. Dann gilt kerp; ~ G;_1M/F;_1M ~ Coker ¢, 1. Das heifit fiir
@ grf M — gr@ gilt ker ¢ ~ Coker ¢. Betrachte die exakte Sequenz von endlich erzeugten gr” A-Moduln

0 — kerp — grf' M 25 gr®M — Cokerp — 0
Daraus erhalten wir

supp(gr” M) = supp(ker ¢) U supp(Im ¢)
supp(gr® M) = supp(Im ) U supp(Coker )

Aus dem Isomorphismus ker ¢ ~ Coker ¢ folgt dann supp(grf’ M) = supp(gr®M). AuBerdem folgt fiir
p € suppy(grf M) = supp,(gr® M), dass

Lp(grf M) = £y (ker ) + £,(Tm ) = £,(Coker @) + £, (Tm ) = £,(grC M)

Dies beweist die Aussage fiir benachbarte Filtrierungen. Betrachten wir jetzt den allgemeinen Fall, das
heifit F' und G sind jetzt zwei beliebige gute Filtrierungen von M. Fiir k € Z setzen wir

FPM = F,M + Gy M

Wir wollen zeigen, dass die Filtrationen Fi(k)M fiir alle k gut sind. Es ist leicht zu sehen, dass Fi(k)M =0

fiir ¢ < 0 gilt und auch , dass F.(k)M ausschopfend ist. Da fiir alle ¢ € Z F; M und G; M endlich erzeugte
FyA-Moduln sind, ist auch F;M + G M endlich erzeugt. Da beide Filtrationen gut sind existiert ein
mg € Z, s.d. FRbA-FpoM = Foypy M und F, A - G, M = Gy M fiir alle n € Z>p und alle m > my.
Daraus folgt

FnA . Fy(rf) = FnA ' (F’H'LM + Gm-i—kM) = F7rL+nM + Gm+k+nM = F(k) M

m—+n

Fiir die Filtrationen F*) M erfiillen folgende Eigenschaften

1. F®M = FM fiir (k << 0)
2. F®M = G[k]M fiir k>0
3. F® M und FE+HD M sind benachbart
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hier bezeichnen wir mit G[k]M die Filtration von GM, die durch einen Shift um den Grad k hervorgeht.
Das zeigt die Behauptung im allgemeinen Fall.

Definition A.28. Fir einen endlich erzeugten A-Modul M definieren wir

1. SS(M) = supp(grf M)
2. 8Sy(M) = supp(grf' M)
3. my(M) = Ly(gr¥ M) fiir p € SSo(M) oder p & SS(M).

Lemma A.29. Sei
0O0—L—>M-—N—70

eine kurze exakte Sequenz von endlich erzeugten A-Moduln. Es gilt

SS(M) = SS(L) U SS(N),
my (M) = my (L) +mp(N)

A.5 Glatte algebraische Varietaten

Sei X eine algebraische Varietat iiber einem algebraisch abgeschlossenem Koérper k der Charakteristik 0.
Sei Ox die zugehorige Strukturgarbe. Fiir z € X bezeichnen wir mit Ox = Ox , den Halm von Ox bei z.
Der Halm Ox . ist ein noetherscher lokaler Ring mit maximalen ideal m,, welches aus Funktionskeimen
besteht die auf x verschwinden.

Lemma A.30. Seix € X, dann gilt d(Ox ) = dim, X.

Beweis. Da die Behauptung lokaler Natur ist, konnen wir annehmen, dass X eine abgeschlossene Teil-
menge von k" ist. Wir erhalten eine kurze exakte Sequenz

0—1I— k[z1,...,2,] — Ox — 0
wobei I das Ideal ist, welches X definiert. Lokalisierung bei x liefert
0— I, — k[z1,...,2n)e — Ox 4 — 0

Dies identifiziert Ox , = Ox , mit dem Quotienten Ogn /I, = klx1,...,25]/Iz. Ist my C [z, ..., 2,)
das zu x € k™ zugehorige maximale Ideal und m, das zugehorige maximale Ideal in Ox ,, dann bildet der
Quotientenmorphismus die Lokalisierung (m; ), surjektiv auf m, ab. Daraus folgt, dass die Filtrierung
(m2;p € Z>g) von Ox , mit der Filtrierung ((m;)2Ox 4;p € Z>o)des Ogn ,-Moduls Ox ,, tibereinstimmt.
Das heiit die Dimension d(Ox ,) des lokalen Ringes Ox , ist gleich der Dimension des Moduls Ox ,, tiber
Okn . Es gilt also

d(Ox ¢) = dimz(supp(Ox)) = dimz X

. d'
wobei das erste Gleicheitszeichen aus Theorem @%‘lﬁ. O
Wir nennen den Vektorraum T3 (X) := m,/(m;)? den Kotangentialraum von X am Punkt z. Sein

Dualraum T,,(X) heifit Tangentialraum von X am Punkt z.

Proposition A.31. Sei x € X. Der Tangentialraum, T,(X) ist endlich-dimensional und es gilt

dimg T, (X) > dim, X
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Beweis. Das folgt direkt aus Lemma und Korollar O

Sei f € Ox 4, dann ist f — f(z) € m, und wir bezeichnen mit df (x) das Bild in T, (X).
Lemma A.32. Die linerae Abbildung d : Ox , — T (X) erfillt
d(f9)(x) = f(x)dg(x) + g(x)df ()

fiir jedes f,g € Ox 4.

Beweis. Es gilt

d(fg)(x) = fg— f(z)g(x) + m2 = fg— f(z)g(x) — (f — f(z))(g — g(x)) + m2
=g(x)(f — f(x) + f(x)(g — g(2)) + m3 = f(x)dg(x) + g(z)df (x)

O
Fir X = k™ zum Beispiel gilt .
df(z) = S°(0:) (w)de
i=1
fir jeden Keim f € k[z1,...,%s]s. Das heifit (dzq, ..., dz,) bilden eine Basis von T, (k™) und die Abbil-
dung
kKt — T (X)

(fla s ,fn) — Zﬁzdﬂfz

i=1
ist ein Isomorphismus von k™ auf T, (k™).

Seien jetzt X und Y zwei algebraische Varietdten iiber £ und ¢ : X — Y ein Morphismus. Dies induziert
fiir jedes € X einen Morphismus ¢, : Oy, 4() — Ox,. welcher durch ¢.(f) = f o ¢ gegeben ist. Es gilt
P(my(g)) C my und ([)(mi(x)) C m2. Wir erhalten somit eine lineare Abbildung T3 (¢) : T3 (Y) = T3 (X).

Ist f € Oy,¢(s) dann gilt
T; (o) (df (¢(z))) = d(f o ¢)(x) (A.5.1) |eq:CoTangmap

Die duale Abbildung T, (¢) : To(X) — Tym)(X) von T (¢) heiBt die Tangentialabbildungen von ¢ am
Punkt z. Ist £ € T (X) und f € Oy 4(5), dann gilt

(Te ()N (¢(x))) = E(T5 (D) (df (¢(2)))) = £(d(f o d) ()

propTangmap | Lemma A.33.

1. Seien X, Y und Z algebraische Varietiten und o : X =Y, 8:Y — Z Morphismen. Firx € X gilt
Ty(Boa) =Ty (B)oTu(a).

2. Sei Y eine Untervarietdt von X und j : Y — X die kanonische Finbettung. Dann ist Ty(j) :
Ty(Y) = Ty(X) fir jedes y € Y eine Injektion.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus der Definition. Fiir die zweite Aussage kénnen wir oBdA, dass
Y abgeschlossen in X und X affin ist. Sei I(Y) C Ox das definierende Ideal von Y. Dann ist Oy, die
Lokaliserung von Ox /I(Y) am Punkt y. Da lokalisieren exakt ist, ist Oy, ein Quotient von Ox ,. Das
zeigt, dass die lineare Abbildung T (j) : T, (X) — T, (Y) surjektiv ist, die duale Abbildung T}, (j) ist also
injektiv. O
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Sei X eine Untervarietit von k™. Aus dem obigen Lemma sehen wir, dass T;,(j) den Tangentialraum 77, (X)
mit einem Untervektorruam von T,.k™ ~ k™ identifiziert. Da folgende Lemma gibt eine Charakterisierung
dieses Unterraumes.

Lemma A.34. Fiir jedes v € X gilt

To(X) = {(61,- - &) €K™ | Y &i(O:P)(x) =0 VP € T} (A5.2)
i=1

er Keim
f € I ist der Keim einer rationalen Funktion P/Q mit Q(x) # 0 und P € I. Wegen Lemma@%ﬂ'ﬁ
df (z) = %dP(w), also span{df(x) | f € I} = span{dP(z) | P € I}. O

Proposition A.35. Die Funktion x — dimy, T, (X) auf einer algebraischen Varietdit X ist ober—halbstetigﬂ

Beweis. Da die Aussage lokaler Natur ist, kon en Iy;&r annehmen, dass X eine abgeschlossene Untervarietéat
(i% !éﬂazi e

von k™ ist. Sei dim7,(X) = p. Wegen xistieren Polynome Pi,...,P,_, € I, s.d. die Matrix
[(0:P;)(x)] Rang n — p hat. Das bedeutet aber, dass der Rang in einer Umgebung U von X auch gleich
n — p ist. Insbesondere gilt dann dimy T}, (X) < p fir y e U N X. O

Wir sagen, dass ein Punkt 2 € X glatt ist, falls dimy 7,(X) = dim, X gilt. Wir benutzen folgendes
Theorem ohne Beweis.

Theorem A.36. Sei X eine algebraische Varietdat tber k. Dann gilt:

1. Die Menge aller glatten Punkte von X ist offen und dicht in X.

2. Ein glatter Punkt x € X ist in einer eindeutig bestimmten irreduziblen Komponente von X enthalten.

Eine algebraische Varietét heifit glatt, falls alle Punkte glatt sind.

Korollar A.37. Sei X eine glatte algebraische Varietit. Dann sind die irreduziblen Komponenten die
Zusammenhangskomponenten.

Daraus folgt, dass die Funktion = — dim, X auf einer glatten Varietét lokal konstant ist.

hm:coordsys | Theorem A.38. Sei X eine algebraische Varietit und x € X ein glatter Punkt, s.d. dim, X = n

gilt. Dann ezistiert eine offene affin mgebung U won x, Funktionen fi,--+, fn € Oy und Vektorfelder

Dy,...,D, € T(U) (sieche Abschnitt

Beweis. Das die Aussage lokaler Natur ist, konnen wir annehmen, dass X eine glatte, irreduzible affine
Varietét ist, die in einen k™ als abgeschlossene Menge eingebettet ist. Sei I das Ideal aller Polynome inCerX
A = k[xy,...,z,], die auf X verschwinden. Das dimy T,(X) = dim, X = n kénnen wir wegen @7
Poynome P11, Pyia,..., Py €I finden, s.d. die Matrix [(0;P;)(x)] Rang n —m hat. Damit ist der Rang
aber auch in einer Umgebung V von X gleich m — n und es gilt auflerdem

To(X)){(61, &0 &m) €K™ D &GO P)(x) =0,n+1<j<m}.
i=1

9Eine Funktion f heifit in 2o oberhalbstetig, wenn fiir jedes ¢ > 0 eine Umgebung U von g existiert, s.d. f(y) < f(zo)+e
fiir alle y € U gilt
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Sei J das Ideal in A welches von P, 41,..., P, erzeugt wird. Wir wollen zuerst J, = I, zeigen. Aus der
Definition von J folgt unmittelbar J C I. Sei Y die Menge aller Nullstellen von J in k™. Es gilt

dim, Y > dim X = dimg 7, (X) = dimy T,.(Y) > dim, Y

Daraus folgt dim X = dim, Y. Daher ist X eine irreduzible Komponente von Y. Andererseits gilt
dim, Y = dimg 7,(Y) und daher ist z ein glatter Punkt von Y und liegt in einer eindeutig bestimmten
irreduziblen Komponente. von Y. Daraus folgt, dass es eine Umgebung V' C V von z gibt, die keine
andere irreduzible Komponente von Y schneidet.. Daraus folgt, dass r(J), = I, gilt. Betrachte den
lokalen Ring (A/J),. Sein maximales Ideal ist n, = m,/J, und es gilt n2 = m2/J, fir alle p € Zgeq1-

aher ist die Dimension des lokalen Ringes (A/J), gleich der Dimension als A;-Modul. Aus Theorem
EJ?ZE folgern wir

d((A)J)y) = dimg(V(J)) = dim,Y =dim X =n

Andererseits haben wir eine exakte Sequenz von endlich-dimensionalen Vektorrdumen
0— (Jp +m?)/m2 — m,/m2 — n,/n2 — 0

wobei (J, +m3)/m3 = {df(z) | f € J,} durch dP;(z) mit i = n+1,...,m aufgespannt wird. Da_m,/m2 .
gilt, folgt dimy,(n,/n2) = n und damit ist (A/.J), ein regulirer, lokaler Ring. Wegen Proposition is
(A/J), nullteilerfrei und daher ist J, prim. Daraus folgt I, = J,.

Dies zeigt, dass der Triager des A-Moduls I/J nicht = enthilt. Insbesondere existiert ein g € A, s.d. die
offene Menge V" := V' N{g # 0} zu supp(I/J) disjunkt ist. Das bedeutet (I/J), = 0 und damit I, = J,.

Wir kénnen Polynome Py, P, ..., P, € A finden, s.d. die Matrix [0; P;)(z)] fur 4,5 = 1,...,m invertierbar
ist. Indem wir g moglicherweise abandern, kénnen wir annhemen, dass die Matrix auf ganz V" invertierbar
ist. Wir bezeichnen mit ) ihre Inverse. Die MAtrixkoeffizienten von ) sind dann in A,, d.h. auf V"
kénnen wir die Differentialoperatoren §; = Z;nzl Q;;0; fir i« = 1,...,n definieren. Per Konstruktion
erfiillen sie:

6:P; = Qi0kP; = b

k=1
ﬁir ]1 =1,...,m. Dajedes f € J, durch f =3""" . h;P; mit h; € A, dargestellt werden kan, folgt fiir
i=1,...,n
m m m
Gi(f)=06:( > hiPy) = > (6:(hy) Py +hidu(Py)) = > 6i(hy)P; € J,
j=n+1 j=n+1 j=n+1

Das heilt J, = I, ist invariant unter der Wirkung von ¢; fiir ¢ = 1,...,n. Das zeigt aber, dass die J; mit
1 =1,...,n lokale Vektorfelder auf U = X N V" induzieren, die wir mit D; bezeichnen. Bezeichnen wir

auflerdem die Restriktionen der P; fiir ¢ = 1,...,n auf Uit f; dann gilt

Di(f;) = 6:(P;) = dsj

Wir nennen (f1, fo, ..., fn; D1, D2, ..., D,) ein Koordinatensystem auf U C X.

lem:basisTX| Lemma A.39. Sei X eine algebraische Varietat und x € X ein glatter Punkt mit dim, X = n. Dann
existiert eine offene affine Umgebung U von x und ein Koordinatensystem (f1,..., fn;D1,...,Dy) auf
UcCX, sd. Du,...,D, eine Basis von Tx(U) als freier Ox (U)-Modul bilden. Auferdem gilt

[DiﬂDj] =0

firi,j=1,...,n.
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rop:fiberTX

Beweis. Da jeder glatte Punkt von X in einer eindeutig stirrég}%%nsirreduziblen Komponente liegt,
konnen wir annehmen, dass die Umgebung U aus Theorem Emgé irreduzibel ist. Dann gilt dimU = n.
Sei R(U) der Korper der rationalen Funktionen auf U. Da U n-dimensional ist, ist der Transzendenz-
Grad von R(U) iiber k gleich n. Sei (f1,..., fn; D1,...,Dy) ein Koordinatensystem auf U. Wir wollen
zeigen, dass die fi,..., f, algebraisch unabhéngig iiber k sind. Wenn nicht, finden wir ein Polynom
0+# P € k[z1,...,2,] mit minimalen Grad, s.d. P(f1,..., fn) = 0 gilt. Das bedeutet aber

0=Di(P(f1,-- fn)) = D (0 P)(frs - fa)Dilf5) = (OiP)(fr,- - fn)

Jj=1

Aufgrund der Minimalitat von P, muss 0; P =0 fiir i = 1,...,n gelten. Da k Charakteristik 0 hat, folgt,m
dass P ein konstantes Polynom ist, was nicht moglich ist.

Sei K der Unterkorper von R(U) der von fi,..., f, erzeugt wird. Dann ist der Transzendenzgrad von K
iiber k gleich n und R(U) ist eine algebraische Erweiterung von K.

Da ein Vektorfeld auf U eine Derivation von Oy ist, erweitert sie sich zu einer Derivation von R(U).
Andererseits ist R(U) eine algebraische Erweiterung von K. Durch differenzieren sieht man, dass eine
Derivation auf R(U) eindeutig durch ihre Einschrinkung auf K gegeben ist. Daraus folgt aber, dass ein
Vektorfeld auf U vollstdndig durch die Einschrankung auf den Unterring von Oy bestimmt ist, der durch
fi,-- ., fn erzeugt wird.

Sei jetzt T € Tx (U) und setze g; := T(f;) firi =1,...,n. Es gilt
(=S gD () =T(f) ~ S g:Dilfy) =0
i=1 i=1

Aus obiger Diskussion folgt daher T = " | ¢;D;, d.h Dy,..., D, erzeugen Tx(U). Gilt andererseits
Sr hiD; =0 fiir gewisse h; € Oy, dann folgt

0=0>_hDi)(f;) =h;
i=1

fir j =1,...,n. Das heifit der Ox (U)-Modul Tx (U) ist frei mit Basis (Dy,...,Dy). Schliefllich gilt fiir
i,5,k=1,...,n
[Di, D;)(fr) = Di(D;(fx)) — D;j(Di(fr)) = 0

was [D;, D;] = 0 zeigt. O

Seiz € X und T' € Tx . Dann induziert 7" eine Derivation des lokalen Rings Ox ;. Da T eine Derivation
ist, folgt aus f € m2 |, dass T(f) € m,. Fir f € Ox,, gilt T(f)(x) = T(f — f(z))(z) und daher hingt
das Ergebnis nur von df (x) € T (X) ab. Die Abbildung f — T'(f)(x) faktorisert daher iiber 7% (X) und
definert eine Tangentialvector T'(z) € T,(X), der T'(z)(df (z)) = T(f)(z) fir f € O, erfiillt. Das heifit,
dass wir eine lineare abbildung Tx , — T,(X) konstruiert haben, welche eine lineare Abbildung von der
geometrischen Faser Ox ,/m, ®oy., Tx,. auf T,(X) induziert.

Proposition A.40. Sei x ein glatter Punkt einer algebraischen Varietat X. Dann ist die kanonische
Abbildung Ox /M, R0y, Tx.e — To(X) ein Isomorphismus.

:basisTX
Proof. Sei n = dim, X. Wegen Lemma ﬁmn wir, dass Tx , ein freier Ox ;-Modul ist. Ins-
besondere existieren fi,..., f, € Ox, und D1,..., D, € Tx 5, s.d. D;(f;) = d;; fur 1 < 4,7, <n gilt, s.d.
(D1, ..., Dy) eine Basis des freien Ox ,-Moduls Tx . ist. Die Bilder von Dy, ..., Dy in Ox /M ®0, Tx »
sind eine k-Vektorraum Basis. Andererseits erfiillen die D;(X) die Gleichung D;(z)(df;(x)) = d;;, sie sind
also linear unabhéngig. Da der Tangentialraum T, (X) n-dimensional ist, folgt dass (D;(X),1 < i < n)
eine Basis von T, (X) ist. Daher ist die Abbildung bijektiv. O
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Lemma und Proposition ietern folgendes Resultat.

Theorem A.41. Sei X eine glatte algebraische Varietit. Die Tangentialgarbe Tx ist ein lokal-freier Ox -
Modul von endlichem Rang. Fir jedes x € X ist die geometrische Faser von Tx kanonisch isomorph zu
T.(X).

Sei X eine glatte algebraische Varietat und T'(X) = {(z, §)Bmid¢ € T,(X),z € X }. Wir zeigen, dass T(X)
in natiirlicher Weise eine algebraische varietét ist. Wir nehmen zuerst an, dass Tx ein freier Ox-Modul
ist. Sei Ty, ...,T,) eine Basis von Tx- Wir definieren eine Bijektion ¢ von X x k™ auf T'(X) durch

O, &1, 6n) = (.Y &Ti(x))
=1

Wir definieren die Struktur einer algebraischen varietdt auf T'(X) indem wir fordern, dass ¢ : X X
k™ — T(X) ein Isomorphismus ist. Sei (77....,7,) eine andere Basis des freien Ox-Moduls Tx und

rytn

¢+ X x k™ — T(X) die entsprechende Abbildung. Dann existiert eine invertierbare Matrix ¢ mit
Eintrdgen in Ox, s.d. T} = }7_, Q;iT}. Es gilt also

(b/<.'1,',€1, R 7€n) = (l’, Zglj—’z/(x))
i=1

= (z, Y &Qji(2)T;(2) = ¢(x, Qx)(&, ... )

i,5=1

das heifit ¢’ ist ein Isomorphismus genau dann, wenn ¢ ein Isomorphismus ist. Daher ist die Wahl der
algebraischen Struktur von X unabhéngig von der Wahl der Basis von Tx.

Sei jetzt X eine beliebige glatte, algebraische Varietat. Wegen Theorem @?Tfﬁgiert eine offene Uberdeckung
(Uy,...,Us) von X, s.d. Tx | U; = Ty, freie Oy,-Moduln sind. Es ist klar, dass T'(X) die Vereinigung der
T(U;) fir 1 <4 < s sind und jedes T'(U;) eine algebraische Struktur trégt. Da diese Struktur unabhéngig
von der Wahl der Basis ist, sind die algebraischen Strukturen, die von T'(U;) und T'(U;) auf T(U;) NT'(U;)
induziert werden, dann sind beide gleich. Dies definiert eine algebraische Struktur auf 7'(X). Wir nen-
nen T(X) das Tangentialbiindel von X. Wir haben Abbildungen i : X — T(X) mit i(z) = (x,0) und
p:T(X) — X mit p(x,&) = x. Diese Abbildunegn sind Morphismen von algebraischen Varietéten. Wlr
erhalten folgendes Resultat.

Proposition A.42. Sei X eine glatte algebraische Varietat. Dann gilt

1. Das Tangentialbiindel T(X) ist eine glatte, algebraische Varietat mit

dim(mf) T(X) =2 dimw X
2. die Faserung p : T(X) — X st lokal-trivial.

Ist X eine glatte Varietdt, dann konnen wir folgenden O x-Modul definieren
T;;' - HO’ITLOX (TX, OX)

Da Tx lokal-frei von endlichem Rang ist, dann gilt dies auch fiir 73. Das zeigt, dass die geometrische
Faser tiber x € X kanonisch isomorph zum Kotangentialraum 7 (X) ist. Sei UBsubsetX offen und
[ € Ox(U). Dann definiert dies ein Element in Homo, (Tx,Ox)(U) = Home, w)(Tx(U),O0x(U))
durch die Abbildung T — T'(f), die wir als df (Differential von f ) bezeichnen. Es gilt

df(T)(x) = T(f)(x) = T(x)(df (x))
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fiir jedes « € U. Daher kénnen wir df (x) als Element der geometrischen Faser T, (X) von T3 auffassen.
Sei (f1,..., fnsD1,...,Dy) ein Koordinatensystem auf einer affinen, offenen Teilmenge U C X, Dann ist
Dy,...,D,) eine Basis von Tx (U) und dfy,...,df, ist die duale Basis in T3 (U).

Wie im Fall des Tangentialbiindels, definieren wir auf 7*(X) = {(z,w) | w € T (X),z € X} eine algebrais-

che Struktur, indem wir fiir eine affine, offene Teilmenge U C X mit Koordinatensystem (f1, ..., fn, D1,--., Dn),
s.d. d(f1,...,dfyn) eine Basis von T3 (U) liefern, einen Isomorphismus U x k™ — T*(U) C T*(X) definieren,

der durch

O (2,61, &) = (2, > &dfi(x))
i=1
definiert ist. Diese Varietat heiffit Kotangentialbiindel von X. Wir erhalten natiirliche Abbildungen

¢t X = TX) mit ¢(z) = (2,0) und p : T*(X) — X mit n(z,w) = z. Diese abbildungen sind
Morphismen von algebraischen Varietdten.

Proposition A.43. Sei X eine glatte, algebraische Varietdt. Dann gilt:

1. Das Kotangentialbindel T*(X) ist eine glatte, algebraische Varietdt mit

dim(zw) T* (X) =2 dimz X

2. Die Faserung m: T*(X) — X ist lokal-trivial.
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