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1 Homologische Algebra

1.1 Kategorien
Definition 1.1. Fine Kategorie C besteht aus:

1. Einer Klasse von Objekten Ob(C)
2. einer Menge von Morphismen Home(X,Y) fir alle Paare (X,Y) aus Ob(C)

3. einer Kompositionsabbildung

Home(X,Y) x Home(Y,Z) — Home(X, Z)
(f:g) = gof

fir jedes Tripel (X,Y,Z) aus Ob(C).
s.d.

1. die Komposition assoziativ ist
2. fiir jedes X € Ob(C) ein idx € Home(X,X) existiert, s.d. foidx = f und idx og = g fir alle
f € Home(X,Y) und g € Home (Y, X).
Sei f: X — Y ein Morphismus

e f heifit Isomorphismus falls ein g : Y — X existiert, s.d. fog=1idy und go f =idx
e f ist ein Monomorphismus wenn fiir jedes Paar (g, ¢') aus Hom¢ (W, X) gilt: fog = fog' = g=1¢'.
e f ist ein Epimorphismus wenn fiir jedes Paar (h, h') aus Hom¢(Y, Z) gilt: hof =h'of = h=1'.

Bemerkung 1.2 (Mono + Epi % Iso). Betrachte folgende Kategorie

(y , O

o ———mm> 0

Der Morphismus f ist ein Monomorphismus und Epimorphismus aber kein Isomorphismus.
Definition 1.3. Seien C,C’ Kategorien . Ein kovarianter bzw. kontravarianter Funktor von C nach C’
besteht aus:

1. Einer Abbildung F : Ob(C) — Ob(C")

2. einer Abbildung Home(X,Y) — Home (F(X), F(Y)) fir jedes Paar (X,Y) aus Ob(C), s.d. gilt:

(a) F(idx) = idp(x)
(b) F(fog)=F(f)oF(g) baw. F(fog)=F(g)oF(f).



Definition 1.4. Seien Fy, Fy zwei Funktoren von C nach C'. Eine natirliche Transformation 6 von
Fi nach Fy besteht aus:

0(X) € Home (F1(X), Fo(X)) fir jedes X € Ob(C)

s.d. fiir jedes f € Home(X,Y) folgendes Diagramm kommutiert:

9(X)
F1(X) —— F»(X)
lﬂ(f) in(f)
0(Y)

F(Y)—= FK(Y)

Wir bezeichnen mit Get die Kategorie der Mengen und mit C* bzw. CV die Kategorie der ko- bzw.
kontravarianten Funktoren C — Get.

Definition 1.5. Ein kontra- bzw. kovarianter Funktor F : C — Get heifit darstellbar falls ein X € Ob(C)
existiert, s.d. F' isomorph zu dem Funktor Home(-, X) bzw. Home (X, ) ist.

Definition 1.6. Sei C — C’ ein Funktor.
1. F heifst voll treu falls die Abbildung Home(X,Y) — Home (F(X), F(Y)) fir jedes Paar (X,Y)
aus Ob(C) bijektiv ist.
2. F heifst Kategoriendquivalenz falls F voll treu ist und fir jedes X' € Ob(C') ein X € Ob(C) und
ein Isomorphismus X' — F(X) existiert.
Wir bezeichnen mit h : C — C¥ den Funktor X — Home(-, X).
Lemma 1.7 (Yoneda-Lemma). Fir jedes X € Ob(C) und F € Ob(C") gilt:
¢ : Homev (W(X), F) ~ F(X)

Insbesondere ist h voll treu.

Beweis. Sei 8 € Homev(h(X), F) gegeben. Da 6 eine natiirliche Transformation ist, liefert 6(X) eine
Abbildung 0(X) : h(X)(X) = Home (X, X) — F(X). Wir definieren ¢(0) = 0(X)(idx). Sei andererseits
s € F(X) gegeben. Wir definieren 1(s) = ¢~1(s) als

h(X)(Y) = Home(Y, X) — Homee(F(X), F(Y)) — F(Y)
fo= F() = F(f)(s)

wobei die letzte Abbildung durch einsetzen von s gegeben ist. Wir miissen zeigen, dass ¢ und ¢ invers
zueinander sind:

poi(s) = ¢(f = F(f)(s)) = Flidx)(s) = s
und
(Y0 8(0)) (Y)(f) = »(0(X)(idx))(Y)(f) = F(f) (0(X)(idx)) = 0(Y) o h(f)(idx) = O(Y)(f)
wobei das dritte Gleicheitszeichen aus diesem Diagramm folgt:

Hom(X, X))o P(X)

h(f)l lF(f)
Hom(Y, X))~ p(y)



1.2 Abelsche Kategorien

Betrachte eine Kategorie 4 mit einem Nullobjekt 0, d.h. fiir jedes Objekt A gibt es genau einen Morphis-
mus A — 0 und genau einen Morphismus 0 — A.

Ein Morphismus A — B ist ein Nullmorphismus, falls er iiber 0 faktorisiert:
A—-0—B

Definition 1.8. Fine Kategorie € ist additiv falls
1. Fir alle Paare von Objekten (X,Y) die Menge Hom(X,Y) eine abelsche Gruppe ist, s.d. die Kom-
position von Morphismen bilinear ist.
2. FEin Nullobjekt O existiert.
3. Fir alle Paare (X,Y), die direkte Summe X @Y in € existiert.
Bemerkung 1.9. 1. Die direkte Summe X @Y hat folgende universelle Eigenschaft:

d.h. fur jedes Paar von Morphismen X LW oundy & w gibt es einen eindeutig bestimmten
Morphismus X ®Y i> W, s.d. f=hot und g=hois.

2. Aus den Aziomen einer additiven Kategorie folgt das auch das Produkt X XY won zwei Objekten
ezistiert und isomorph zur direkten Summe ist. Wir haben folgendes Diagramm:

Es gilt p1 oiy = idx, p2 oiz = idy, ppoip =0, pyoiz = 0 und iy o p1 +iz2 0 p2 = idxgy. Diese
Relationen charakterisieren X @Y eindeutig.

Definition 1.10. Ein Funktor F zwischen zwei additiven Kategorien € und 2 heifit additiv falls fir
jedes Paar (X,Y) von Objekten in € die Abbildung

Hom#(X,Y) — Homg(F(X), F(Y))
ein Gruppenhomomorphismus ist.
Lemma 1.11. Sei F: € — 2 ein additiver Funktor und X,Y € Ob(¥¢). Dann gilt
FXaeY)=F(X)®F()

Beweis. Folgt aus idp(xgy) = F (i1 0 p1 + 12 0 p2) = F(i1) o F(p1) + F(i2) o F(p2). O



Ein Kern ker f eines Morphismus f : A — B ist ein Paar (K, i) wobei ¢ : K — A ein Monomorphismus
mit f oi =0 ist und folgende universelle Eigenschaft erfiillt:

K—>a-t.p (1.2.1)

A
o
0
X
d.h. jeder Morphismus g : X — A mit f o g = 0 faktorisiert iiber i : K — A.

Ein Kokern Cok f fiir f ist ein Paar (C,p) wobei p : B — C' ein Epimorphismus ist mit po f = 0 ist und
folgende universelle Eigenschaft erfiillt:

f P

A——B——C
gl
0 ¥
Y
d.h. jeder Morphismus h : B — Y, mit h o f = 0 faktorisiert iiber p: B — C.

Wir nehmen jetzt an dass jeder Morphismus einen Kern und Kokern besitzt.

Das Bild Im f ist der Kern des Kokerns Cok f.

Das Kobild Coim f ist der Kokern des Kerns ker f.

Jeder Morphismus f hat eine kanonische Faktorisierung:

A—s Coimf Imf B (1.2.2)

Definition 1.12. FEine Sequenz von Morphismen

n—1 n n+1
At S gt

heifit exakt falls Tm f*~1 ~ ker f".
Definition 1.13. Fine Kategorie € ist abelsch, falls Sie additiv ist und falls

1. Jeder Morphismus einen Kern und Kokern hat

2. die kanonische Faktorisierung Coim f AR Im f ein Isomorphismus ist.

Lemma 1.14. Sei € eine abelsche Kategorie und f : X — 'Y ein Morphismus. Sei f ein Monomorphismus
und Epimorphismus, dann ist f ein Isomorphismus.

Beweis. Sei g : W — X mit fog =0. Es gilt fog =0y = fo0, dh. ¢ faktorisiert eindeutig iiber
0w, also gilt ker f ~ 0¢. Wegen der universellen Eigenschaft der Kokerns p : X — Coim f existiert
¢ : Coim f — X mit gop = idx. Dann gilt pogop = p. Da p ein Epimorphsimus ist, folgt pog = Idcoim f,
also X ~ Coim f. Uber Dualitét erhalten wir Y ~Im f. Also X ~ Coim f ~Im f ~ Y. O

Definition 1.15. Seien € und €' 2wei abelsche Kategorien. Ein additiver, kovarianter Funktor F von
€ nach €' heifit links (bzw. rechts) exakt falls fir jede exakte Sequenz

0—X —X — X" bzw. X —X—X"—0



in €, die Sequenz
0— F(X') — F(X) — F(X") bzw. F(X')— F(X)— F(X")—0

exakt ist. Ist F : € — €' sowohl rechts als auch links exakt, dann heifst F exakt. Ein kontravarianter
Funktor F heifit links exakt (bzw. rechts exakt bzw. exakt) falls er diese Eigenschaft als Funktor von €°
nach €' hat.

Die Funktoren Home (X, -) bzw, Home (-, X) sind beide links exakt.

Definition 1.16. Sei X € Ob(¥). X heifit injektiv bzw. projektiv falls der Funktor Home(-, X) bzw.
Home (X, +) exakt ist.

Ein Objekt X € Ob(%¥) ist genau dann injektiv, falls alle Diagramme mit exakter Zeile:

0——=A——>B

X

sich kommutativ vervollstandigen lassen.

Lemma 1.17. Sei € eine abelsche Kategorie und sei 0 — X Ly % 7 50 eine exakte Sequenz und X
injektiv. Es gilt:

1. Die Sequenz ist split-exakt, d.h. ¥ ~ X & Z.

2. Y ist injektiv genau dann wenn Z injektiv ist.

Beweis. 1. Da X injektiv ist, ist folgende Sequenz exakt:
0 — Homg (2, X) =% Home (Y, X) <L Home (X, X) — 0
d.h. 3k :Y — X mit ko f = idx. Betrachte die exakte Sequenz
0 — Homs(2,Y) =% Home(Y,Y) <L Home(X,Y)
Es gilt (idy — fok)of=f—f=0,dh. 3h:Z =Y mit hog =idy — fok, also idy = fok+hog.

Weiterhin gilt gohog=g—go fok = g. Da g ein Monomorphismus ist folgt goh = idz. Also sind
die beiden Abbildungen s® g und f & h invers zueinander und liefern den Isomorphismus Y ~ X @ Z.

2. Sei Z injektiv. Da per Annahme auch X injektiv ist, ist es leicht zu sehen, dafi auch X @ Z injektiv
ist und daher ist auch Y injektiv. Nehme an Y ist injektiv. Betrachte folgendes Diagramm

0—=A—2+B

wobei ¢ := h ob. Wir miissen eine Abbildung e : B — Z konstuieren mit e o a = b. Da Y injektiv
ist, existiert eine Abbildung d : B — Y mit d o a = ¢. Wir definieren jetzt e := g o d und berechnen
eoa=godoa=goc=gohob=h.

O



1.3 Kategorien von Komplexen

Definition 1.18. Sei ¥ eine additive Kategorie.

1. Fin Komplex in € ist eine Sequenz X = (X™,d")nez von Objekten und Morphismen

gt " Jntt
o Xy xn Gy Al T, 2

mit d"tt o d™ = 0 fiir alle n € Z.

2. Ein Morphismus von Komplexen f : X — Y ist eine Sequenz f = (f")nez von Morphismen
X" = Y™ mit
frtlodt =dvo f fiir allen € Z
Wir bezeichen mit C(€) die Kategorie der Komplexe in €.

3. Ein Komplexr X heifit beschrankt bzw. nach unten beschrdinkt bzw. nach oben beschrankt falls X™ =0
fir |n| > 0 bzw. n < 0 bzw. n > 0. Die volle Unterkategorie von C(€) von beschrinkten bzw.
nach unten beschrinkten bzw. nach oben beschrinkten Komplexen bezeichenen wir mit C*(%€) bzw,

CH (%) bzw. C(%).

Wir identifizieren ¢ mit der vollen Unterkategorie von C(%) die aus Komplexen X mit X™ = 0 fiir n # 0
besteht.

Definition 1.19. Sei k € Z und X aus C(€). Der Komplex X[k] ist gegeben durch
X"[k] = X"
Ay = (~Drdy™
Fir einen Morphismus f: X =Y in C(¥) definieren wir f[k]: X[k] — Y[k] durch
Flk" = g
Der Funktor [k] heifit Shift-Funktor vom Grad k.

Fiir den Rest von Abschnitt betrachten wir eine abelsche Kategorie %'

Definition 1.20. Fir einen Komplex X definieren wir fiir n € Z die n-te Kohomologie als

H"(X) = kerd"/Imd"*

Ein Morphismus f : X — Y von Komplexen induziert einen Morphismus der Kohomologie
H"(f): HY(X) — H™(Y)

Proposition 1.21.
Lange exakte Kohomologiesequenz:

Betrachte folgende Sequenz von Komplexen

0—x-Ly 4z _0



s.d. fiir jedes n € Z die Sequenz
00— X" —Y"—2"—0
exakt ist. Dann gibt es eine Abbildung
" H"(Z) — H"(X)

s.d. wir folgende lange exakte Kohomologiesequenz bekommen

n n n n+1
1 () Y gy ) gy s e ) Dy
Funktorialitét:
Sei
0 X Y Z 0
0 U 1% W 0

ein kommutatives Diagramm von Komplexen deren Reihen exakt sind, dann ist das folgende Diagramm
kommutativ:

s H'(X) ——= H"(Y) — H"(Z) —%= H" (X)) —= H" L (Y) —— ...

T T |

o HWU) —> H(V) — H (W) —<> B+ (U) —= H (V) — ...

Definition 1.22. Sei X aus C(%). Die abgeschnittenen Komplexe 7<"(X),7<"(X) und 7="(X),7>"(X)
sind durch

Lo X" X S kerdy — 0 — L

(X)

(X) Lo X" X S Imdy 50—
72M(X): ... —=0— Cokdy ! — X" X2

(X)

X)) ...—0— Coimdy ' = X" X2 L
definiert.
Es gilt
H*(X) firk < H*(X) fiirk
HE (757(X)) = (X) firk<n H*(r<"(X)) = (X) firk<n
0 sonst 0 sonst
HH(X) fiirk > H¥(X) firk
HH(r=n(x)) = ) Tk = HE (o (x)) = ) Tk =
0 sonst 0 sonst
Fiir X aus C(%) haben wir exakte Sequenzen
0—75"(X) — X —77"(X) — 0 (1.3.1)
0—7"(X) — X — 72"(X) — 0 (1.3.2)

Definition 1.23. Sei X,Y € C(¥). Wir erhalten einen Bi-Funktor: Hom®(-,-) : C(€) x C(€) — C(Ab)
durch
Hom"(X,Y) = {(f™)mez | f™: X™ = Y™ ist ein Morphismus }

mit Differential d* : Hom"(X,Y) — Hom*T1(X,Y) was folgendermafen gegeben ist:
dH(F™) = d o 7 (<1 o g
Es gilt Hom(X,Y) = kerd".



1.4 Homotopie-Kategorien

Definition 1.24. Ein Morphismus f : X — Y heifit null-homotop wenn es einen Morphismus s : X —
Y[-1] gibt, s.d.
fr=s"Mody +dios”

Wir sagen f ist homotop zu g falls f — g null-homotop ist.

Lemma 1.25. 1. Die Menge Ht(X,Y) der null-homotopen Abbildungen ist eine Untergruppe von
HO?TLC(%)(X, Y)

2. Sei f € Homg)(X,Y), g € Homg) (Y, Z) und f oder g null-homotop, dann ist go f null-homotop.

Beweis. 1. Seien f,g € Homg(4)(X,Y) null-homotop bzgl. Morphismen s, ¢, dann gilt

Fre gt = (" o+ i o) — (T o d + i o)
=s"ody —t"Mody +dy  os" —dy ot
= (s""t — " ody +dy o (s" — 1)
2. Sei f € Ht(X,Y), g € Homg)(Y, Z), s.d
fn _ sn+1 OdT)L( + d$71 ° sn
Es gilt

gnofnZgnOSnJrlOd?(—‘rgnOdg_lOSn

_ (gn o 5n+1) Od?( 4 drszl o (gn—l o Sﬂ)

Die Abbildung t € Homg4) (X, Z) mit t" := g" tos™ liefert die gewiinschte Abbildung. Der andere
Fall wird dhnlich gezeigt.

O
Das Lemma erlaubt uns die Homotopie-Kategorie zu definieren.
Definition 1.26. Sei € eine additive Kategorie. Die Kategorie K(€') ist durch

Ob(K(%)) := Ob(C(%))
[X,Y] = Homge)(X,Y) := Homgs)(X,Y)/Ht(X,Y)

definiert. Die vollen Unterkategorien K*(€), K+ (€) und K~ (€) werden dhnlich wie oben definiert.

Es ist leicht zu schen, dass Homk «)(X;Y) = H°(Hom*(X,Y)) gilt.

Ist € abelsch, dann ist ihre Homotopiekategorie K(%) im allgemeinen nicht mehr abelsch.
Sei € eine additive Kategorie und f : C'* — D® ein Morphismus in %.

Definition 1.27. Der Abbildungskegel M (f) von f wird folgendermafen definiert:

M(f)n — Xn+1 P yn

A%y 0
n _ [1]
dM(f) - <fn+1 d;})



Definiere die Morphismen «a(f) : Y — M(f) und B(f) : M(f) — X[1] durch:

a(f)"—( X ) B = (idyns )

idyn

Lemma 1.28. Fir jedes f: X =Y in C(¥) existiert ¢ : X[1] — M(«a(f)) s.d.

1. ¢ ein Isomorphismus in K(%) ist

2. folgendes Diagramm kommutiert in K(%):

% a(f) M(f) B(f) X[l] —f[1] Y[l]
idy J{idj\l(f) \L(b lidym
a(f) M(f) Ot(Oé(f))]w(a(f)f(oé(f)) Y[l]

Beweis. Es gilt:
M(a(f)) _ Yn+1 D M(f)n _ Yn+1 o Xn+1 oY"

und
a2y 0 0
d?ﬂ(a(f)) = (a(c?)%rl an > = OH d}[q 0
M(f) idynsr  fPH0dY

Definiere die Morphismen ¢ : X[1] = M («a(f)) und ¢ : M (a(f)) — X[1] durch:

_fn+1

" = (’ianJrl) Y™ = (0,idxn+1,0)
0

Wir miissen zeigen, dass ¢ und ¥ Komplexabbildungen sind. Dies folgt aus

Ay 0 O f—prt dyy (=) —fm ;
dig(a(p))0P" = 0 %y 0 ]| ddxntr | = A% = | idxnre | (dp)) = ot od’ 1]
0

idY'rL+1 fn+1 dg 0 O
und
1 diy, 00
Ql)n-i_ o d%(a(f)) == (0, Zan+1 B 0) . 0 d?{[l} 0 == (07 d}[l] 5 0) = d}[l] o ¢n
idyner oL dn
Es gilt:

_fn+1
"o ¢ = (0,idxn+1,0) - (ianH) = idxni1
0

Wir zeigen, das ¢ o 1) homotopie-dquivalent zur Identitit ist. Definiere s : M (a(f))" — M(a(f))" !
durch:



Es gilt:

n+1 m -1 n
s"T o dirta(s)) T Diriagry) © 8

0 0 ddynn dyy; 00 dyp) 0 0 0 0 idyn
— . n n—1 .
={0 0 o0 0 dX[q 0]+ 0 dyy O 00 0
00 0 idynir T dY idy~ f* dy! 00 O
idynir  fPTU O dY 0 0 dyp idynir  fU0
=( o 0O of+{oo0o o |=[ 0 0 0
0 0 0 0 0 ddyn 0 0 idyn
0 —f 0
= idya(pyr = (0 ddxner 0 ) =idasacpyn = @" 0"
0o 0 0

Das zeigt die erste Aussage.

Das erste Rechteck ist trivialerweise kommutativ. Fir das zweite Rechteck berechnen wir:

0 0
lf)n © O[(Oé(f)) = (Oa 7:dX"JrlaO) ' Z‘dX"‘*'1 0 = B(.f)
0 idyn

Daraus folgt
¢" o B(f)" = ¢" o™ 0 a(a(f)) = alalf))
Fiir das dritte Rechteck gilt:
_fn+1

B(O‘(f))n 0" = (idyn+1 0 0) | idxne | = (7f”+1) — —f"[l]
0

Definition 1.29. 1. Ein Dreieck in K(€) ist eine Sequenz
X —Y —Z— X][]]

Ein Morphismus von Dreiecken ist ein kommutatives Diagramm in K(€):

X Y Z X[1]
T
X' Y’ 7z X'[1

2. Ein Dreieck X —»Y — Z — X[1] in K(%) heifit ausgezeichnetes Dreieck falls es fir ein [ in
C(%) zu einem Dreieck X' Sy M(f) S X'[1] isomorph ist.

Proposition 1.30. Die ausgezeichneten Dreiecke in K(€) erfillen folgende Eigenschaften:

(TR 0) Ein Dreieck, welches isomorph zu einem ausgezeichneten Dreieck ist, ist ausgezeichnet.

(TR 1) Fir X in K(%) ist X WX X 50— X|[1] ein ausgezeichnetes Dreieck.
(TR 2) Jeder Morphismus f: X —Y in K(%) ist Teil eines ausgezeichneten Dreiecks

x Ly —z—x)

10



(TR 3) X Ly Lz X[1] ist genau dann ein ausgezeichnetes Dreieck wenn Y —2» Z N X[1] gt

Y[1] ein ausgezeichnetes Dreieck ist.

(TR 4) Jedes Diagramm

x—1.oy Z X[1
u v w u[1]
X’ Y’ 7z Z'[1]

i dem die Zeilen ausgezeichnete Dreiecke sind und das Rechteck kommutiert kann zu einem Mor-
phismus von Dreiecken erweitert werden.

(Tr 5) (Oktaeder Aziom): Seien folgende ausgezeichnete Dreiecke gegeben.:
x Ly 2z —x)
Y 4 72— X' — Y]
x 2Lz v — x|
dann existiert ein ausgezeichnetes Dreieck
7' —Y' — X' — Z'1]

so dass das folgende Diagramm kommutiert

X Y 7z X[1]
idx g idx1)
x 2.z Y’ X[1]
f idz f1]
y 2>z X/ Y]
idys
7z Y’ X' Z'[1]

Beuweis. Die Eigenschaften (TR0) und (T'R2) sind klar und (T'R3) folgt aus Lemma [I.28] Der Abbil-

dungskegel von f: 0 — X ist X, d.h. das Dreieck 0 — X X 0[1] ist ausgezeichnet. Durch drehen
des Dreiecks, d.h. durch anwenden von (T'R3) folgt (T'R1).

Fiir den Beweis von (T'R4) kénnen wir annehmen, dass die Dreiecke X — YV — Z — X[1] und X' —

Y’ = 7' = X'[1] von der Gestalt X 5 ¥ "D a(f) "0 x11) baw. x7 Ly %) p(p) "L x7[1) sind.

Wir konstruieren einen Morphismus w : M (f) — M(f’) mit folgenden Eigenschaften:
woa(f)=a(f)ov und  w[l]oB(f)=B(f)ow

Per Annahme existiert ein s : X™ — Y'"~! mit v" o fr=f"our =s"lody + d@?l o s™. Definiere
w': M(f)" = X" oy — M(f)" = X" @Y™ durch

" un+1 0
w = Sn+1 ,Un

11



Wir zeigen, dass w”™ ein Morphismus von Komplexen ist:

mn n+1
iy g1y ow" = ((jr%yi& d;) : <znil ,U0n>
( Ay © L 0 )
(fH)"Howu ™ 4 dp, 05" T dy, ov”
— ( u" o dy 0 )
= o+l o fn+1 _gnt24 d}ﬂ vl o d’{/
w

unt2 0 . _d;z(-i-l 0
8n+2 Un+1 fnJrl d?/

=" o dy
Fiir w™ gilt
n+1
wroatf) = (5 0) () = (o) = (i) G =atr)o
und
n n n+1 . . un-i—l 0 / n
Wl B = @) (s 0) = (idwoss 0)- (i 1)) =5 ew

Fiir den Beweis von (T'R5) konnen wir annehmen, dass Z' = M(f), X' = M(g) und Y/ = M(go f). Wir
definieren Morphismen v’ : Z/ — Y’ und v : Y’ — X’ durch:

ut X gynr — xntlg zn Ut — (id)gwrl (ZL>
g
n+1
’l)nZXn+1€BZn—>Yn+1®Zn Un: f O
0 ZdZn

Die Kompatibilitdt mit dem Differential folgt aus

n+1 n o idanrQ O dn O _ dn 0 _ om n
n ody, = ( 0 gn+1> . (fff_ﬂ o — )6[1] gt oy =dy ou

o gn, — 0 A%y 0 _ (f*2odyy 0
Y 0 idgn+1 gn+1 ° fn+1 d% gn+1 ° fn+1 drzL
d";’/ 0 fTL+1 0
— (% . g oyn
<g”+1 dg) ( 0 idg ) = Tx0V

Wir definieren w : X’ — Z’[1] als den Morphismus X’ — Y[1] — Z'[1]. Einfache Rechnungen zeigen
jetzt, dass das Diagramm in (T'R5) kommutativ ist. Es bleibt zu zeigen, dass Z' % Y’ 5% X’ % Z'[1]
ausgezeichnet ist. Dafiir werden wir einen Isomorphismus ¢ : M(u) — X' mit Inversem ¢ : X’ — M (u)

konstruieren, so dass ¢ o a(u) = v und S(u) o ¢ = w. Es gilt:

und

M(u)n _ M(f)n—H o M(g ° f)n — Xn+2 D Yn—H fary Xn—H e zn

und Z'" = M(g)" = Y"1 @ Z". Definiere ¢ und v durch:

0 0

w (0 idyas frTE0 n idy.er 0

¢ (0 0 0 idzn) Vi1 0
0 idgn

12



Wir miissen zeigen, dass ¢ und ¥ Morphismen von Komplexen sind. Das Differential von M (u) bzw.
X' = M(g) ist durch

—dy, 0 0 0
- Ay 0 | et 0 0
M(U) un+1 an(gOf) ian+2 O d&[l] O
0 gn+1 gn+1 o fn+1 d'%
bzw. .
v 0
n = (Y[
dM(g) <gn+1 erL>
gegeben. Wir berechnen
—dyy, 0 0 0
¢n+1 o d" 1dyn+z fn+2 0 . fn+2 _ngrl 0 0
M (u) 0 0 1dgn+1 id xn+2 0 d;l(m 0
0 gn+1 gn+1 ° fn+1 d%

n+1 n+2 m
( (i-‘rl fn-‘rl ° df—i[-lﬂ (ZL)
g grrtof dy

0 idynss [0 0
. 0 0 0 idgn

- M(g)o¢n
und
0 0
wit o |ddyase 0 | (diy O
(4 o dM(g) - 0 0 (gn+1 dz
0 ddgns
0 0
N T
0
gn—i-l d%
n+1
—d;m 0 0 0 0 0
B _f"+2 _dT;/Jrl 0 0 ' idy n+1 0
~ |idxee 0 %y 0 0 0
0 gntl gntlo frl gn 0 id xn+1
:dxl(u)o¢n
Es gilt ebenso:
0 0
N w (0 ddyai L0 0 o | [/ 0\ .
¢" o aufu) (0 0 0  idgn) |idxess 0 | T\ 0 ddga) "
0 idgn
und
0 0
w o fidxar2 00 O\ |idya O | [/ 0 0| _
fluftow _< 0 idynii 0 0) 0 0 _(idym 0)‘”
0 idgn

wobei w die Komposition X’ — Y[1] — Z'[1] ist, d.h.

0 ; 0 0
w= <’Ldyn+l> ' (ZdY"+1 0) o <idyn+1 >

13
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AuBlerdem gilt:

0 0
0 ddyntr frt! 0 idynt1 0 idynt1 0 .
n n
= . . = . = d ’
ooy (0 0 0 idgn 0 0 0 didg) T
0 idgn
Als letzten Schritt zeigen wir, dass ¢ o ¢ ~ idy;(,). Dafiir definieren wir
0 0 ddxnt1 O
_ 0 0 0 0
n.M n_y M n—1 n _
0 0 0 0
Damit gilt
sl d;\L/[(u,) + d;\t;(i) os™
—qntl 0 0 0
s e ) (R e o 0 g 8
Ue ) e B a0 ) A
o gntl ntl g pntl  gn 0 gn g o f an

idgn

1.5 Triangulierte Kategorien

Der Begriff einer triangulierten Kategorie abstrahiert die Eigenschaften (T'R0) — (T'R5) von K(%).

Sei € eine additive Kategorie mit einem Automorphismus 7' : 4 — %. Wir schreiben [1] anstatt 7" und
[k] anstatt T* ( d.h. X[1] fiir T(X) usw.).

Ein Dreieck in % ist eine Sequenz von Morphismen
X—=>Y—>Z->TX)

Definition 1.31. 1. FEine triangulierte Kategorie € ist eine additive Kategorie mit einem Auto-
morphismus T : € — € und einer Familie von ausgezeichneten Dreiecken, die die Aziome (T RO)
bis (TR5) erfillen.

2. Seien (¢,T) und (¢',T') zwei triangulierte Kategorien. Ein additiver Funktor F : € — €' ist ein
Funktor von triangulierten Kategorien falls F oT ~ T' o F' gilt und falls F ausgezeichnete
Dreiecke auf ausgezeichnete Dreiecke abbildet.

Definition 1.32. Sei € eine triangulierte und <7 eine abelsche Kategorie. Ein additiver Funktor F :
€ — o heifft kohomologischer Funktor, falls fir jedes ausgezeichnete Dreieck X —Y — Z — T(X)
die Sequenz F(X) — F(Y) — F(Z) exakt ist.

Fiir einen kohomologischen Funktor F definieren wir F'* := F o T*. Man erhilt dann fiir jedes ausgeze-
ichnete Dreieck eine lange exakte Sequenz:

. — FFY2Z) — F¥(X) — FYY) — F¥(2Z) — FFMY(X) — ... (1.5.1)

14



Proposition 1.33. LIstx Ly %z T(X) ein ausgezeichnetes Dreieck, dann gilt go f = 0.
2. Fir alles W € Ob(€) sind Homg (W, ) und Hom € (-, W) kohomologische Funktoren.

Beweis. 1. Wegen (T'R1) ist X M X 50— T(X) ein ausgezeichnetes Dreieck. Wegen (T'R4) gibt
es einen Morphismus ¢ : 0 — Z der folgendes Diagramm kommutativ macht:

X 2 x 0 T(X)
idxi fl [
f g V

X Y Z T(X)

Daraus folgt aber go f = ¢ o0 = 0.

2.8 XLy %2 T(X) ein ausgezeichnetes Dreieck. Um zu zeigen, dass Home (W, -) ein kohmol-
ogischer Funktor ist, reicht es zu zeigen, dass wir fiir jedes ¢ € Homeg(W,Y) mit go ¢ = 0 ein
¥ € Home(W, X) mit ¢ = f o finden konnen. Betrachte folgendes Diagramm:

idx

w W 0 T(W)
» lqﬁ l

v f g

X Y Z T(X)

Aus (T'R1), (T'R3) und (T R4) folgt, dass ein ¢ existiert, s.d. das Diagramm kommutiert. Der Beweis
fiir Home (-, W) ist &hnlich.

O
Korollar 1.34. Sei
X Y Z T(X)
¢i wl l@ iT(ﬁb)
X' Y’ A T(X)

ein Morphismus von ausgezeichneten Dreiecken. Wenn ¢ und i Isomorphismen sind, dann ist auch 0 ein
Isomorphismus.

Beweis. Wir wenden fiir ein beliebiges W € Ob(%) den Funktor Home (W, -) auf das obige Diagramm
an. Wir erhalten ein kommutatives Diagramm in Ab deren Zeilen exakt sind. Weil sowohl Home (W, ¢),
Home (W, v) als auch Home (W, T(¢)), Home (W, T(1))) Isomorphismen sind folgt aus dem 5-er Lemma,
dass Home (W, 0) ein Isomorphismus ist. Aus Yoneda’s Lemma folgt dann, dass 6 selbst ein Isomorphismus
ist. O

Proposition 1.35. Sei € eine abelsche Kategorie. Dann ist der Funktor H°(-) : K(€¢) — € ein koho-

mologischer Funktor.

Beweis. Sei f: X — Y ein Morphismus in C(%). Es reicht zu zeigen, dass die Sequenz
HO(Y) — H°(M(f)) — H°(X[1])

exakt ist. Da aber 0 =Y — M(f) — X[1] — 0 eine exakte Sequenz in C(%) ist, folgt die Behauptung
aus Proposition [[.21] O

Definition 1.36. Sei € ecine abelsche Kategorie und f : X — 'Y ein Morphismus in K(€'). Dann ist f
ein Quasi-Isomorphismus (qis) falls H"(f) fir alle n ein Isomorphismus ist.

Das bedeutet f ist ein qis genau dann wenn H™ (M (f)) = 0 fiir alle n.

15



1.6 Lokalisierte Kategorien

Sei € eine Kategorie und S eine Familie von Morphismen von % .

Definition 1.37. S ist ein multiplikatives System wenn folgende Eigenschaften gelten:
(S 1) idx €8, fir jedes X € Ob(S).

(S 2) Fir jedes Paar (f,g) in S gilt go f € S, falls go f existiert
(S 3) Jedes Diagramm

Z bzw. Z
lg Tg

f f
W——Y W<—Y

mit g € S kann zu einem Diagramm folgender Art erginzt werden:

X——7 bzw. X~—7
) A
f f
W——=Y W<—Y

wobei h € S.
(S 4) Wenn f,g € Homg(X,Y), dann sind folgende beiden Figenschaften dquivalent
(o) 3t:Y =Y teSsd tof=tog
(b) I3s: X' > X,s€S8,sd fos=gos

Definition 1.38. Sei € eine Kategorie und S ein multiplikatives System. Die Lokalisierung €s von €
nach S ist definiert als:

Ob(¢s) = Ob(¥)
fir jedes Paar (X,Y) in Ob(¥)
Homgo (X,Y)={(X,s,f)| X' €0b(%),s: X' > X, f: X' - Y,s€S}/%

wobei # die folgende Aquivalenzrelation ist:

(X',s, /) (X" 1, 9)
gilt genau dann wenn ein kommutatives Diagram

X/

N
X<t 77— >y

N

Xl/

mit k € S existiert. Die Komposition von (X, s, f) € Homey(X,Y) und (Y',t,9) € Homey (Y, Z) ist wie
folgt definiert. Benutze (S3) um folgendes Diagramm zu konstruieren:

N
INAN

16
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mitt' € S und setze
(Y t,9) o (X',s,f) = (X", 50t ,goh)

Beweis. Wir miissen zuerst zeigen, dass Z eine Aquivalenzrelation ist. Die Reflexivitdt und Symmetrie
ist klar. Es bleibt die Transitivitit zu zeigen. Sei (X', s, f)Z(X",t,g) und (X", t,9)%Z (X", u, h). Dies
liefert die kommutativen Diagramme

X X" (1.6.2)
JOINC TN
X<LZT’4>Y Xéj”ﬂy
NN

Betrachte folgendes Diagramm, wobei die gepunkteten Morphismen a und b mit Hilfe von (S3), angewendet
auf die Morphismen [ und k, konstruiert werden:

a
Z/// > Z/I Xl// und

.
v

Vi i X 1 “

AN\

X' X

S
Es gilt
tojoa=loa=kob=toiob
Wegen (S 4) existiert ein 5 : 2 — Z" mit joaos =iobos. Setze & := ao§ und b := bo 5. Wir erhalten

das folgende kommutative Diagramm

VAL #_ g1 xm (1.6.3)

|

7! i X l w

L

X’ X

S

Andererseits haben wir das kommutative Diagramm welches aus den rechten Halften der Diagramme

(1.6.2) gebildet wird:
Z/I// - S Z// - S X/I/ (1.6'4)

]

7 —— X" h

AN

X!
f

Y

17



Die beiden Diagramme ([1.6.3)) und (|1.6.4)) liefern das kommutative Diagramm

X/ (1.6.5)

was (X', s, [)Z(X",u, h) zeigt.

Wir zeigen exemplarisch, dass die Verkniipfung unabhéngig davon ist, wie man das Quadrat in (1.6.1)
erginzt. Gegeben seien also zwei Diagramme

/\ /\
/\/\ /\/\

Wegen (53) kénnen wir folgendes Diagramm ausfiillen

R k>Q

Wir erhalten

Wir haben togok = fopok = fot' ol = tohol. Wegen(S4) gibt es dann ein § : R — R mit
qokos=holos. Wir erhalten das folgende kommutative Diagramm

Das zeigt, dass (X", sot/,go h)Z(Q,s0p,goq). O

18



Bemerkung 1.39. Die Morphismen in €s konnen auch durch
Homgo (X,Y) ={(X",9,t) | X' € Ob(€),t:Y = X', g: X - X't € S}/X%
definiert werden, wobei #' die folgende Aquivalenzrelation ist:
(X', 9,t)Z(X", h,u)
gilt genau dann wenn ein kommutatives Diagram

X//

D
XHkX/NU%Y

A

X/

mit v € S existiert. Dies folgt aus:

A NN N

Wir bezeichnen mit @ den Funktor
Q:¢ — Cgs

der durch Q(X) = X fir X € Ob(%¥) und O(f) = (X, idx, f) fir f € Hom(X,Y) definiert ist.

Lemma 1.40. 1. Firs € S ist Q(s) ein Isomorphismus in €s.

2. Sei €' eine Kategorie und F : € — €' ein Funktor, s.d. fir alle s € S der Morphismus F(s) ein
Isomorphismus ist. Dann faktorisiert F' eindeutig tiber Q.

Beweis. 1. Aus dem Diagramm

XyXXX
NN

folgt (X, s,id) 0 Q(s) = (X, s,id) o (X, id, s) = (X, id, id) = idg,. Die andere Richtung folgt dhnlich.

2. Wir miissen einen Funktor F’ : €5 — €’ defnieren, s.d. F' o Q = F. Da Ob(%) = Ob(%s)
definieren wir F'(Q(X)) := F(X). Sei jetzt (X', s, f) ein Morphismus in %s. Dann ist w = F(s)

ein Isomorphismus und wir definieren F'((X',s, f)) = (F(X) W, F(X") B F(Y)). Mit dieser

Definition gilt offensichtlich F' o Q = F.
O

19



Wenn X & X' LY ein Morphismus ist schreiben wir auch (s, f) fiir diesen Morphismus. Es gilt dann
folgende Kiirzungsregel.

Lemma 1.41 (Kirzungsregel). Sei € triangulierte Kategorie und S ein multiplikatives System. Sei
f € Hmg(X',)Y), s € Homy (X', X) und ¢ € Home (X", X') mit s,c € S. Dann gilt

(s,f)=(soc,foc)

Beweis. Die Aussage folgt aus diesem Diagramm:

X//

0

X< X' sY
X/
O

Proposition 1.42. Sei € eine Kategorie und €’ eine volle Unterkategorie. Sei S ein multiplikatives Sys-
tem in € und S’ die Familie von Morphismen in €' die zu S gehéren. Nehme an S’ ist ein multiplikatives
System in €' und sei eine der folgenden Bedingungen erfillt:

1. Sei s : X' — X ein Morphismus in S mit X € Ob(%¢"), dann existiert ein g : W — X' mit
W € Ob(%") und sog € S.

2. dieselbe Aussage wie 1. mit umgedrehten Pfeilen.
Dann ist €, eine volle Unterkategorie von €.

Beweis. €%, ist eine Unterkategorie von €g , da Ob(%%,) = Ob(€") C Ob(€¢) = Ob(¢s) und ein Mor-
phismus in €%, geben durch X + X’ — Y mit X, X')Y € ¢’ automatisch auch ein Morphismus in

%s ist. Wir zeigen, dass %%, eine volle Unterkategorie ist. Sei X < X' BT Morphismus in €g
mit X,Y € ¢’. Nach Annahme finden wir ein g : W — X' mit W € Ob(¢’) und sog € S. Es gilt
(X',s,f) = (W,s0g,s0 f) nach der Kiirzungsregel. Dies zeigt die Behauptung. O

Definition 1.43. Sei € eine triangulierte Kategorie und A eine Unterfamilie von Ob(%€). Dann ist N
ein Null-System wenn es folgende Eigenschaften erfillt:

(N1)0e NV
(N 2) X € A genau dann wenn X[1] € AN
(N 8) Wenn X -Y — Z — X][1] ein ausgezeichnetes Dreieck ist und X,Y € A dann ist Z € N .

Wir definieren:
S(A):={f: X — Y | 3 ausgezeichnetes Dreieck X Ly sz X[1] mit Z € 4}

Proposition 1.44. Sei A" ein Null-system, dann ist S(A") ein multiplikatives System.
Beweis. Wir miissen zeigen, dass S(.4") die Eigenschaften (S1) — (S54) erfiillt.

(S1) Die Eigenschaft (S1) folgt aus (N1) und (T'R1)
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(52) Seien X Ly sz X[1JundY & Z — X’ — Y[1] zwei ausgezeichnete Dreiecke mit X', Z’ € 4.

Wegen (T'R2) gibt es ein ausgezeichnetes Dreieck X Chz 5y X[1] und wegen (T'R5) ein
ausgezeichnetes Dreieck Z/ — Y’ — X' — Z'[1]. Wegen (N2), (N3) und (T'R3) gilt Y’ € A4/, also
ist go f € S(A).

(S3) Wir miissen folgendes Diagramm vervollstandigen:

X > /7
\ ig
Voo

W ——Y

wobei g,h € S(4). Betrachte dafiir die ausgezeichneten Dreiecke Z % Y L G Z[1] mit

X' €4 und W — X *4 X' - W[1]. Wegen (TR4) und (T'R3) gibt es einen Morphismus von
ausgezeichneten Dreiecken:

X low P x W]
Lo
72y —tox Z[1]

Da X’ € ¥ folgt, dass h € S(.#"). Die zweite Aussage folgt dhnlich.

(S4) Sei f: X Y und t:Y =Y mit t € S(A) und t o f = 0 gegeben. Wir zeigen die Existenz eines
s:X' 5 X,s€8(H)sd fos=0git. Sei Z-5Y 5 Y’ — Z[1] ein ausgezeichnetes Dreieck mit
Z e /. Wegen (TR1),(TR3) und (T'R4) erhalten wir einen Morphismus h: X — Z mit f =goh
aus dem folgenden Morphsimus von Dreiecken:

X X x 0 X[1]
h lf l

v g t v

z Y Y’ Z[1]

Der Morphismus h liefert ein ausgezeichnetes Dreieck X’ = X Mz X [1]. Esgilt 0 =gohos =
foidx os= fosund wegen Z € A gilt s € S(A). Die zweite Bedingung folgt dhnlich.

O

Wenn % eine triangulierte Kategorie und .4 ein Null-System ist, dann schreiben wir auch @ /.4 anstatt
Proposition 1.45. Sei € eine triangulierte Kategorie und A" ein Null-System

1. €/ ist eine triangulierte Kategorie, mit ausgezeichneten Dreiecken, die isomorph zu Bildern von
ausgezeichneten Dreiecken von € sind. Insbesondere ist der Funktor

Qu:€C€—C|N
trianguliert.
2. Es gilt Qv (X) ~0 fir X € A

3. Jeder Funktor F : € — €' von triangulierten Kategorien, mit F(X) = 0 fir X € A, faktorisiert
eindeutig iber Q .
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Beweis. 1. Die Eigenschaften (TR0), (TR1) und (TR3) sind Klar. Wir beweisen (TR2). Sei X =% v

ein Morphismus. Zu dem Morphismus X’ 1 ¥ erhalten wir ein ausgezeichnetes Dreieck in
XLy %z h x (1.6.6)

Betrachte folgendes Diagramm in € /.4:

X (S’f) Y (l,g) Z, 7(1’50’1))([1}
l(s,n lid lid l(s’l)
xr WOy o) g O

Die untere Sequenz ist das Bild der Sequenz (1.6.6]) in /.4 und daher ein ausgezeichnetes Dreieck.
Wegen dem Kiirzungslemma ist das Diagramm ein (Iso-)Morphismus von Dreiecken und daher ist
auch die obere Sequenz ein ausgezeichnetes Dreieck.

Wir beweisen (T'R4). Betrachte folgendes kommutative Diagramm

X Y Z X[1]
lf lg lf[l]
A B C A1)

wobe die Zeilen ausgezeichnete Dreiecke in € /.4 sind. Wir miissen einen Morphismus h : Z — C
konstruieren s.d. obiges Diagramm ein Morphismus von Dreiecken ist. Wir konnen die Zeilen mit
ausgezeichneten Dreiecken ersetzen, die Bilder von ausgezeichneten Dreiecken in % sind. Die Be-
hauptung folgt dann aus der entsprechenden Eigenschaft der triangulierten Kategorie €.

Der Beweis von (T'R5) wird weggelassen.

2. Sei X € 4. Betrachte das Dreieck X — 0 — X[1] iy X[1] € . Da X € . folgt, dass der
Morphismus X — 0 in S(A4") liegt, d.h. Q(X) — 0 ist ein Isomorphismus.

3. Die Aussage folgt direkt aus Lemma und der Definition von 4.

1.7 Derivierte Kategorien
Sei € eine abelsche Kategorie. Wir wenden jetzt die Konstruktion aus Abschnitt auf die triangulierte
Kategorie K(%) und das Null-system

A ={X € Ob(K(%¥)) | H"(X) =0 fiir alle n} (1.7.1)
an, d.h. S(A4") besteht aus den Quasi-Isomorpismen von K(%).
Definition 1.46. Wir setzen D(€) = K(%)/ 4 und nennen D(€) die derivierte Kategorie von €.
In gleicher Weise konnen wir fiir die Kategorien K?(%) bzw. K* (%) bzw. K~ (%) die derivierten Kat-

egorien D?(%) bzw. D (%) bzw. D™ (%) definieren. Wegen Proposition Lemma faktorisiert der
Funktor H"(-) : K(%) — % iiber D(%).

Bemerkung 1.47. 1. D%(%) bzw. DT(%) bzw. D~ (%) sind zu den vollen Unterkategorien von D(%)
dquivalent, die aus Objekten mit H™(X) =0 fir |n| > 0 bzw. n < 0 bzw. n > 0 bestehen.

22



2. Das Bild des Funktors € — K (%) — D(%) ist dquivalent zur vollen Unterkategorie von D(%) die
aus Objekten mit H™(X) = 0 fiir n # 0 besteht.

Proposition 1.48. Sei € eine abelsche Kategorie und 0 — X Ly % 7 50 cine evakte Sequenz in
C(€¢). Sei M(f) der Abbildungskegel von f und sei ¢" : M(f)" = X" L @Y™ — Z" der Morphismus
(0,9™). Dann ist {¢"}n : M(f) = Z ein Quasi-Isomorphismus.

Beweis. Es ist klar, dass ¢ ein Morphismus von Komplexen ist. Auflerdem haben wir eine exakte Sequenz:
0 — M(idx) — M(f) —Z —0 (1.7.2)

(0= X" pXxn — X"Flgyn — Z" direkte Summen von zwei exakten Sequenzen). Wegen der langen
exakten Kohomologie Sequenz von ((1.7.2) reicht es zu zeigen, dass H"(M (idx)) = 0 fiir alle n € Z. Das
ist aber klar, da M (idx) gleich null in K(%) ist. O

Proposition 1.49. Sei .# eine volle, additive Unterkategorie von €, s.d. gilt:
fiir jedes X € Ob(€), gibt es ein X' € Ob(F) und eine exakte Sequenz 0 — X — X'. (1.7.3)

Dann gilt:

1. fir jedes Y € Ob(K* (%)) existiert ein I € Ob(K™(.%)) und ein Quasi-Isomorphismus f:Y — I.

2. Sei N ein Nullsystem wie in (1.7.1) und sei A" = A N O(KT(F)). Dann ist der kanonische
Funktor
K™ (#)/ /" — DT(¥)

eine Kategoriendquivalenz.

Bevor wir den Beweis geben, brauchen wir folgende Notation:

Definition 1.50. Sei € eine Kategorie. Ein kommutatives Diagramm in €

A*f>B

o
g
C——D
heifst ko-kartesisch, wenn fiir jedes Paar von Morphismenp: B — X und q: C — X mitpo f =qgoh
ein eindeutiger Morphismus r: D — X mit rok = p und r o g = q existiert:

I

A——

B
h ik
c—2-D

Das kommutative Diagramm mit den dualen Figenschaften heifit kartesisch.

Bemerkung 1.51. Ist € eine abelsche Kategorie, dann kann jedes Diagramm der Form

A—f>B

h

C
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zu einem ko-kartesischen Diagramm

A
¢ Im f g)

erganzt werden.

Lemma 1.52. Betrachte ein ko-kartesisches Diagramm wie oben, dann gilt:

1. Cokh =~ Cok h und Cok f ~ Cok g
2. Die Morphismen ker h — ker k und ker f — ker g sind Epimorphismen.
Beweis. Der Beweis der ersten Aussage ist eine Ubungsaufgabe. Wir beweisen die zweite Aussage. Die

Annahme, dass das Diagramm ko-kartesisch ist, ist &quivalent zur der Aussage, dass folgende Sequenz
exakt ist:

J CoB W p 0
Sei A das Ko-Bild von (ff) Dies liefert eine exakte Sequenz

F};,v
0—>EL—fQC@B(g—kQD—>O

Pl

c—2-pD

und zeigt, dass das Diagramm
7

—

kartesisch ist. Die duale Aussage von 1. liefert dann Isomorphismen ker h ~ ker k und kerfz ker g. Da
ker h — ker h und ker f — ker f Epimorphismen sind, folgt die Aussage. O

Beweis von Proposition[1.9 Sei Y € Ob(K*(%)). Wir konstruieren per Induktion einen Komplex
Icpic. =I5 TP 50— ...
und einen Morphismus von Komplexen ¥ — I<,,, s.d.
1. alle I* Objekte in .# sind,
2. HE(Y) ~ H*(I<,) fiir k < p gilt

3. H?(Y) — Cok (d?;l) ist ein Monomorphismus.

Da Y € Ob(K™* (%)) ist, reicht es fiir p < 0 I<, = 0 zu setzen. Nehme an, wir haben I<, konstruiert.
Wir konstruieren die zwei ko-kartesischen Diagramme

Cokd? " —— kerd)t'C—— y»+! (1.7.4)
‘L \% Y
Cokd?~! > ZPt1 > 7Pt
<p
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Beachte, dass ZPT! — VAL wegen Lemmam 2. ein Monomorphismus ist.

Aufgrund der Voraussetzung (.7.3) existiert ein Monomorphismus 2’7" < 1P+, Wir definieren d?

Icpir
I? — IPT1 durch den zusammengesetzten Morphismus

— 1
1P — Cokdy ! — Z0*1 — 777 — 4!
=P

Indem wir d¥ :=d¥ fiir k < p definieren, erhalten wir den Komplex I,
. I§p+1 ISp <p+
(Ubung: Warum gilt dﬁ'gﬁl o clg;jl+1 = 0 7). Aus Diagramm (1.7.4) erhalten wir das kommutative

Diagramm

YP —— Cokdl ' ——= Y7+l

L

1P —— Cokdi_, —— I7+!

welches einen Morphismus Y — I<, 1 liefert.

Wir miissen jetzt im Induktionsschritt die Eigenschaften 1., 2. und 3. zeigen. Dafiir betrachten wir das
kommutative Diagramm

HP (V) Cok d? " —L = ker it — yr+!

I T T

H?(I<,)~ Cok d’;:pl d Zp+ic ZPtlc e+l

wobei der Morphismus ! den Morphismus k induziert. Der Morphismus [ ist wegen der Induktionsvoraus-
setzung 3. ein Monomorphismus. Daher ist k ebenfalls ein Monomorphismus. Es gilt

ker f ~ HP(Y) und kerg >~ HP(I<p)
Wegen Lemma 2. ist k dann auch ein Epimorphismus.
Weiterhin gilt
HY(X) = Cok (Y? — kerd}™) = Cok (Cok ™" — kerd}) = Cok (Cokd}_! — Z7*)
wobei der letzte Isomorphismus aus Lemma [1.52] 1. folgt.

Da die Morphismen ZP*! < Z/?™! ynd Z'?™' — [P+ Monomorphismen sind, induzieren diese die
Monomorphismen

Cok (Cokdj_! — ZP*!) — Cok (Cok dj~! — 7" < Cok (Cokdb ™! — 1P11)

Wegen Cok (Cok d?™" — IP+1) = Cok (d?) erhalten wir den Monomorphismus H?*+!(X) < Cok (d?) und
haben somit den Induktionsschritt gezeigt.

Um die zweite Aussage zu zeigen verwenden wir Proposition 2. Seials Y € Ob(K"(.#)) und X €
Ob(K* (%)) sowie ein Quasi-isomorphismus ¥ — X gegeben. Wir finden wegen dem ersten Teil einen
Quasi-Isomorphismus Y — W mit W € Ob(K*(.#)). Da die zusammengesetzte Abbildung wieder ein
Quasi-isomorphismus ist, ist die zweite Bedingung in Proposition erfiillt und zeigt, dass der Funktor
Kt () A/" — D (¥) = K*(€)/ 4 voll treu ist. Da quasi-isomorphe Objekt in KT (%) in DT (%)
isomorph sind, folgt die Aussage. O
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Definition 1.53. Die Kategorie € hat gentigend viele injektive Objekte wenn fir jedes X € Ob(%)
ein injektives Objekt X' und ein Monomorphismus X — X' existiert.

Proposition 1.54. Nehme an € hat geniigend viele injektive Objekte und sei & die volle Unterkategorie
der injektiven Objekte. Dann ist
K" (%) — D" (%)

eine Kategoriendquivalenz.

Beweis. Wegen Proposition reicht es A N OV(KT(F)) = 0 zu zeigen, d.h. jedes X € Ob(CT(.#)),
mit H™(X) = 0 fiir alle n, ist homotop zu 0. Sei Z"™ = kerd%. Wir haben die exakte Sequenz

0—s zn L5 xn 95 gt g (1.7.5)

Es folgt aus Lemma 2. und der Tatsache, dass X € Ob(C*(#)), dass alle Z™ injektiv sind. Aus
Lemma 1. folgt dann, dass die Sequenzen split-exakt sind. Wir haben Abbildungen k" :
X" = Z" und A" : Z"F = X7 mit k" o 7 = idgn, ¢" 0 A" = idynt1 und idx» = f" o k™ + A" o g".
Weiterhin gilt d% = "1 o g". Wir definieren s" = h"~! o k™. Es gilt

d}—losn+8n+lod?{:fnogn—lOhn—lokn+hnokn,+1ofn-‘rlogn:fnokn+hnogn:ian7

d.h. X ist null-homotop. O

1.8 Derivierte Funktoren

Seien % und %’ zwei abelsche Kategorien und F : ¥ — %’ ein additiver links-exakter Funktor. Wir
bezeichnen mit @ den natiirlichen Funktor K+ (%) — D1 (%) bzw. K*(¢') — D*(¢").

Definition 1.55. Der derivierte Funktor von F ist ein Paar (RF,&r) wobei RF : DY(€) — DT (%6”)
ein triangulierter Funktor und £éF : Qo KT (F) — RF o Q eine natiirliche Transformation ist, die folgende
universelle Eigenschaft erfillt: Fiir jeden triangulierten Funktor G : DY(€) — DY (€") und jede natiirliche
Transformation £ : Qo KT (F) — G o Q emistiert genau eine natirliche Transformation n: RFE — G, s.d
folgendes Diagramm

Qo K*(F) (1.8.1)

RFoQ e GoQ

kommutiert.
Aus der universellen Eigenschaft folgt, dass der derivierte Funktor bis auf Isomorphie eindeutig ist, wenn
er existiert.
Es stellt sich also die Frage nach der Existenz solcher abgeleiteten Funktoren.
Definition 1.56. FEine volle additive Unterkategorie & von € heifit F-injektive Unterkategorie, falls
folgendes gilt:

1. Bedingung ist erfullt, d.h. fir alle X € Ob(%€) existiert ein Monomorphismus X — X' mit

X' € Ob(¥)

2. wenn 0 = X' = X — X" — 0 eine exakte Sequenz in € ist und X', X € Ob(.¥) gilt, dann ist auch
X" € Ob(7).

3. wenn 0 — X' — X — X" — 0 eine exakte Sequenz in € ist und X', X, X" € Ob(#) gilt, dann ist
0— F(X')—= F(X)— F(X") = 0 exakt.
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Theorem 1.57. Sei F': € — €' ein links exakter Funktor und % C € eine F-injektive Unterkategorie.
Dann existiert (RF,&F).

Da F auf .# exakt ist, bildet KT (F) Objekte in KT(.#) die quasi-isomorph zu 0 sind in Objekte in
KT (¢") ab, die ebenfalls quasi-isomorph zu 0 sind. Das heifit, dass der zusammengesetzte Funktor
+
K () K (@) % D)
tiber Kt (.%)/.4 faktorisiert: B
F:KY'(#)/ /" — D" (¢

Sei Q" : KT (.#) — KT (.#)/4" der Lokalisierungsfunktor. Aus der universellen Eigenschaft der Lokalisierung
folgt direkt, dass -
FoQ =QoK"(F).

und damit auch, dass F ein triangulierter Funktor ist.

‘Wir bezeichnen mit

V:KH7)/ N — DT (€)=K (¥)/NV
die natiirliche Einbettung. Der Funktor W ist wegen Proposition [1.49| eine Kategoriendquivalenz. Sei
¢ : DY E) — KT(F) /AN
ein quasi-inverser Funktor. Wir haben folgende natiirliche Transformationen

Oz:IdK+(j)/JV/ — oY
B:ldp+g)y — Yo d

Wir definieren RF als o
RF=Fo®:D"(¢) — D™ (¥¢)

Um das Theorem zu beweisen miissen wir folgendes tun:

1. zeigen, dass RF ein triangulierter Funktor ist
2. eine natiirliche Transformation &7 : Q o KT (F) — RF o Q konstruieren

3. die universelle Eigenschaft zeigen

Wir zeigen 1.:

Wir wissen bereits, dass F ein triangulierter Funktor ist. Es bleibt zu, dass ® trianguliert ist. Aus dem
Beweis von Proposition folgt, dass ® mit dem Automorphismus 7' einer triangulierten Kategorie
kommutiert. Um die erste Aussage zu beweisen, reicht es also zu zeigen, dass ® ausgezeichnete Dreiecke
auf ausgezeichnete Dreiecke abbildet.

Sei also A = (X Ly szoXx [1]) ein ausgezeichnetes Dreieck in DT (%). Wir konnen obdA annehmen,
dass X,Y,Z € K(.#). Es bleibt zu zeigen, dass A isomorph zu einem ausgezeichneten Dreieck aus
K*t(#) ist. Da ¥ : Kt(¥)/ A" — D" (¥) eine Kategoriendquivalenz ist, kommt der Morphismus
f:X — Y von einem Morphismus aus K*(.#)/.4", kann also folgendermafien dargestellt werden:

X/T\Y
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mit 7' € Ob(K™(.#)) und ¢q € .#". Betrachte folgendes Diagramm

T—"=Y M(r) T[1]
qi idi v q[l]J/
x 1.y 7 X1

Beide Dreiecke sind ausgezeichnete Dreiecke in DT (%). Da das linke Quadrat kommutiert, existiert ein
Morphismus v : M(r) — Z. Da q und id in DT (%) Isomorphismen sind, sind beide Dreiecke isomorph. Das
Bild des oberen Dreiecks ist aber per Definition ausgezeichnet in K (.#)/.4", d.h. ® bildet ausgezeichnete
Dreiecke auf ausgezeichnete Dreiecke ab.

Wir zeigen 2. :

Sei X € Ob(K™ (%)) = Ob(DH (%)) und Y = o Q(X) € Ob(K*(F)/ A7) = Ob(K*(#)). Die natiirliche
Transformation j3 liefert fiir X € Ob(D' (%)) einen Isomorphismus

BX): X — Tod(X)=d(X)=Y

in DT (%), der durch das Diagramm
X5z4&Ey (1.8.2)

in K(¢) mit s,t € 4 dargestellt werden kann (hier geht Bemerkung ein). Wegen Propositionm
1. kénnen wir obDA Z € Ob(K*(.#)) annehmen. Wir wenden den Funktor K+ (F) an und erhalten

+ s +
KT (F)(s) K(@(t)

K (F)(X) K*(F)(2) K (F)(Y)

in KT (¢"). Wegen der Bedingung 3. in Definition ist K+ (F)(t) ein Quasi-Isomorphismus (beachte
KT (F)(s) ist im allgemeinen kein Quasiisomorphismus). Wir erhalten also folgenden Morphismus in
Dt (¥"):

Er(X): Qo KT(F)(X) — Qo KT(F)(Y)=FoQ'(Y)=Fo®o0Q(X)=RFoQ(X) (1.8.3)

Wir miissen zeigen, dass £r(X) nicht von der Wahl des Diagramms (1.8.2)) abhiingt. Zwei #iquivalente
Diagramme geben das folgende kommuative Diagramm ( siche Bemerkung [1.39)):

A

2N

X—2s7<1 Y
N
Z3

Da das Diagramm kommutiert, sind die Morphismen Qo K+ (F)(X) — Qo Kt (F)(Y) die zu (s1,t1) bzw.
(s2,t2) gehoren, in DT (%”) gleich.

Es bleibt zu zeigen, dass {r eine natiirliche Transformation definiert. Sei ¢ : X; — X5 ein Morphismus
in K*(%) und sei Y1 = ® 0 Q(X1), Yo = ® 0 Q(X3). Die natiirliche Transformation 3 : idp+) — ¥ o ®
liefert das folgende kommutative Diagramm in D (%):

X — 2 g (1.8.4)

lé" l%@w)
X, B U (Ya)
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Wir konnen jetzt die Morphismen 8(X1), 3(X2) und $o®(p) in KT (%) wie in darstellen. Desweit-
ern konnen wir, wie weiter oben, annehmen, daf alle Objekte ” in der Mitte” in KT (.#) liegen. Ebenso
liegen Y1, Ys in Ob(K*(.#)). Indem wir nun Q o K (F') auf das Diagramm anwenden erhalten wir
Zeilen vom Typ in D*(%¢”) und damit ein kommutatives Diagramm in DT (%”):

Qo K+(F) (X122 RF o Q(x,)
Q0K+(F)(@o)l J{RFOQ(W
Er(X2)

Qo KT (F)(X2) —> RF 0 Q(X2)
was zeigt, dass {g eine natiirliche Transformation ist.

Wir zeigen 3. :

Zuerst miissen wir fiir jedes X € Ob(KT (%)) = Ob(DT (%)) einen Morphismus n(X) : RF(X) — G(X)
konstruieren. Die natiirliche Transformation & liefert einen Morphismus £(X) : Qo K+(F)(X) — GoQ(X)
in DT (%¢”). Die natiirliche Transformation 3 liefert fiir so ein X den Isomorphismus X — ¥ o ®(X) in
DT (%). Wie im Beweis von 1. konnen wir diesen Isomorphismus durch ein Diagramm vom Typ
darstellen. Da £ eine natiirliche Transformation von Funktoren K+ (%) — D1 (%”) ist erhalten wir das
folgende kommutative Diagramm in DT (%”):

Qo K+ (F)(x) —2

GoQ(X)

Q0K+(F)(S)i J/cog@
Qo KT (F)(Z) ———=GoQ(2)

QoKJr(F)(t)T TGOQ(U

QoK+ (F)(Y)—~ GoQ(v)

In diesem Diagramm ist G o Q(¢) und Q o K (F)(t) ein Isomorphismus, da ¢ ein Quasi-Isomorphismus ist.
Indem wir beide Isomorphismen invertieren, erhalten wir folgendes kommutative Diagramm:

Qo KH(F)(X) — G oQ(X) (1.8.5)
ap<x>i icxa(@(x»)
RF 0 Q(X) — ) w0 9(Q(xX)))

Da B(X) fiir X € Ob(D" (%)) ein Isomorphismus in D" (%) ist, ist G(3(X)) auch eine Isomorphismus.
Wir definieren
N(X) : G(B(X)) ™! 0 (¥ 0 ®(X)) : RF(X) — G(X)

Da sowohl ¢ als auch g natiirliche Transformationen sind, erhalten wir fiir ¢ : X; — X5 folgendes
kommutative Diagramm:

§(Pog(X1)) G(B(X1))
AL < -

RF(Xy) G(¥ o @(X1)) G(X1)
RF(w)i G(%@(«:))J{ G(w)i
£(pog(X2)) G(B(X2))
RF(X3) ———— G(V 0 &(X3)) G(X2)

Daraus folgt, dass n eine natiirliche Transformation ist. Die Kommutativitat des Diagramms (|1.8.1]) folgt
aus der Kommutativitdt von (1.8.5). Die Eindeutigkeit von 7 folgt aus der Tatsache, dass G(5(X)) ein
Isomorphismus ist.

Bemerkung 1.58.
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1. Aus der universellen Eigenschaft von (RF,&r) folgt, dass die Konstruktion unabhdngig von der F-
injektiven Kategorie & ist.

2. Ist 7 die volle Unter-Kategorie der injektiven Objekte von € und habe € geniigend viele injektive
Objekte. Dann ist & bzgl. jedem links exakten, additiven Funktor F-injektiv, da jede exakte Sequenz
in S spaltet (siehe Lemma 1.) und split-exakte Sequenzen wegen der Additivitat auf split-exakte
Sequenzen abgebildet werden (siche Lemma m

3. Sei & F-injektiv und X € Ob(K*(€)) mit H*(X) =0 fiir k < n. Dann gilt
RFF(X)=0 wund R"F(X)=FH"(X).

Dies folgt aus der Tatsache, dass wir ein Y € Ob(KT(#)) mit Y* = 0 fir k < n und einen
Quasi-Isomorphismus X — Y finden kénnen und aus

R'"F(X)=H"RF(X)=H"(Qo KT (F)(Y)) = H"(F(Y)) = FH"(X)
wobei das letzte Gleichheitszeichen aus H"(F(Y)) = ker F(dy) = F(kerdy) = FH™(Y) = FH™(X)
folgt.
4. Ist F' ein exakter Funktor. Dann ist ganz € F-injektiv und es gilt
RFoQ=Qo K" (F)

Proposition 1.59. Seien €, %", %" drei abelsche Kategorien und seien F : € — €' und F' : €' — €"
zwei links-exakte Funktoren. Seien J bzw. 9’ zwei F-injektive bzw. F'-injektive Unterkategorien, s.d.

F(Ob(.#)) C Ob(F"), dann ist I (F' o F)-injektiv und es gilt:

R(F' o F) = RF' o RF

Beweis. Es folgt direkt aus Definition[L.56} dass .# (F’oF)-injektiv ist. Weiterhin gilt fiir X € Ob(D* (%))
RF o RF(X)=RF oFo®(X)=F oFo®(X)=R(F o F)(X)
wobei das zweite Gleichheitszeichen aus F(Ob(.#)) C Ob(.#") folgt. O

Proposition 1.60. Seien € und ¢’ zwei abelsche Kategorien, seien F,F', F" : 4 — €' drei links exakte
Funktoren und seien X\ : F' — F und p : F — F" zwei natirliche Transformationen. Sei .# eine volle
additive Unterkategorie von €, die injektiv beziglich F', F und F" ist, s.d. fir alle X € Ob(#) die
Sequenz

0— F'(X)— F(X)— F'(X)—0

exakt ist. Dann existiert eine natirliche Transformation RF" — RF'[1], s.d. fiir alle X € Ob(D™ (%)

das Dreieck

e )

RF'(X) RF(X) ™) pEr(x) "N RE/(X)]1]

ausgezeichnet ist.

Beweis. Fiir jedes X € Ob(K™(.#) haben wir exakte Sequenzen:

0 — F(x™) &) pxmy ") prxmny o
Wegen Proposition ist F”(X) isomorph zum Abbidlungskegel M (A(X)) in D*(%¢”). Wir erhalten
einen Morphismus a(\(X)) : M(AN(X) — F'(X)[1] der in DT (%”) einen Morphismus von F”(X) nach
F'(X)[1] liefert. Dies gibt einen Morphismus

v(X): RF"(X) — RF'(X)[1]
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Wir miissen zeigen, dass v eine natiirliche Transformation ist. Sei ¢ : X7 — X5 ein Morphismus in DT (%).
Wir erhalten folgendes kommutative Diagramm:

RF'(X)) ==TF o ®(X;) —> M(MN®(X}))) — F'(®(X1))[1] == RF'(X1)[1]
RF"(so)l l l l lRF'w)m
RF"(Xy) ==T" 0 ®(Xz) — > M(M®(X2))) — F'(®(X2))[1] == RF'(X>)[1]

was zeigt, dass v eine natiirliche Transformation ist. Hier folgt die Kommutativitat der beiden mittleren
Quadrate aus der Kommutativitdt des folgenden Diagramms:

(0,u(11)) a(A(I1))

F'(Ih) M(XNI)) == F'(I)[1] ® F(I) F'(I)[1]
F”(@l J{ J/ iF'(sO)[l]
, (0,1(12)) , a(\(12)) ,
F"(I) M(\(I2)) == F'(I2)[1] © F(I2) F'(I3)[1]

Die Aussage, dass die drei derivierten Funktoren ein ausgezeichntes Dreieck bilden, folgt aus Definition

[1:29) und Proposition [I.45]
O

Zuletzt wollen wir noch den Fall eines rechts-exakten Funktors F betrachten.

Definition 1.61. Sei F : ¢ — %’ ein rechts-exakter Funktor. Eine volle additive Unterktaregorie &2 von
€ heifst F-projektiv falls gillt

1. fir alle X € Ob(€) existiert ein Epimorphismus X' — X mit X' € Ob(2).

2. wenn 0 — X' — X — X" — 0 eine exakte Sequenz in € ist und X", X € Ob(P) gilt, dann ist auch
X' € Ob(2)

3. wenn 0 = X' — X — X" — 0 eine exakte Sequenz in € ist und X', X, X" € Ob(2?) gilt, dann ist
0— F(X')— F(X) = F(X") = 0 exakt.

Die Konstruktion des links-derivierten Funktors:
LF:D (¢)— D (¢)

verlauft analog zu der eines rechts-derivierten Funktors.

2 Garben

Sei X ein topologischer Raum und R ein kommutativer Ring mit 1.

Definition 2.1. Fine Prdgarbe von R-Moduln F auf X ist eine Kollektion von Daten

(U offen in X) — F(U) (R-Modul)
UcCV)=puy:F(V)— FU) (Homomorphismus)

so dajf gilt

1. F(#) =0
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2. PUU = id

3. puyvopvw =pwu firUCV CW offen

Die Definition einer Garbe von Ringen bzw. k-Algebren verlauft analog.

Definition 2.2. Seien F,G Prdgarben auf X. Ein Morphismus ¢ : F — G von (Prd-)Garben ist eine
Kollektion von Homomorphismen o(U) : F(U) — G(U) fir jede offene Menge U, so daf fir U C 'V
folgendes Diagramm kommutiert:

Seien ¢ : F — G und ¢ : G — K Morphismen von Préigarben, dann ist ihre Verkniipfung mittels

(Y op)(U) :=y(U)op)

definiert. Die Summe von zwei Morphismen ¢4, 3 : F — G ist durch

(P14 ¢2)(U) == 1 (U) + ¢2(U)

definiert. Die direkte Summe zweier Préagarben F und G ist tiber
(Feg)(U)=FU)agU)

definiert. Ist ¢ : F — G ein Morphismus von Prégarben, dann definieren wir den Kern und Kokern von
@ auf folgende Weise:

ker(p)(U) = ker(o(U)) (2.0.6)
cok(p)(U) = Cok (p(U))

Es ist leicht zu sehen, dass diese beiden Definitionen die universelle Eigenschaft eines Kerns bzw. Kokerns
erfiillen. Aus diesen Definitionen folgt dann direkt, dass

im(¢p) = coim(y)
d.h. die Kategorie der Prigarben PSh(X) ist eine abelsche Kategorie.
Definition 2.3.

1. FEine Prdgarbe F heifst Garbe, falls gilt: Sei U = J,.; U; eine offene Uberdeckung. Dann gilt

i€l

FU) — H}—(Ui) ist injektiv

el

und fir s; € F(U;) mit py,nu,,v.(s:) = puinu,,u,(sj) fiir alle i,j existiert ein s € F(U) mit
pUhU(S) = Si-

2. Ein Morphismus von Garben ist ein Morphismus der unterliegenden Prdgarben.

3. Die direkte Summe von zwei Garben ist die direkte Summe der unterliegenden Prdgarben.

Insbesondere ist die Kategorie der Garben Sh(X) eine voll treue, additive Unterkategorie der Pragarben.
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Sei x € X. Die Menge der offenen Umgebungen U von z ist eine gerichtete Menge mit U < V, falls
U D V. Fiir eine Priagarbe F liefert dies ein gerichtetes System von R-Moduln. Wir definieren den Halm
von F bei  durch
Fop = lir_pf )
U

und die Halmabbildung
puz: F(U) — Fy

Ein Morphismus von Priagarben ¢ : F — G liefert einen Morphismus von gerichteten Systemen. Die
universelle Eigenschaft des direkten Limes gibt dann einen Morphismus

SOJ: . fx — gz
Dies liefert einen additiven Funktor von der Kategorie der Pragarben zur Kategorie der R-Moduln.

Lemma 2.4. Seien F und G zwei Garben auf X.

1. Seien v, 1 F — G zwei Garbenmorphismen mit @, = 1, fir alle x € X, dann gilt ¢ = 1.

2. Fir einen Garbenmorphismus ¢ : F — G ist
O Fr — Gy Vee X
injektiv genau dann wenn o(U) : F(U) — G(U) injektiv fir alle offenen Mengen U C X ist.

3. Ein Garbenmorphismus ¢ : F — G st ein Isomorphismus genau dann wenn alle Halmabbildungen
Yy Fr = G, Isomorphismen sind.

Beweis. 1. Betrachte folgendes kommutative Diagramm

FU) —ILev Fs

W(U)l lnzeu P

g(U) — HzGU gx

Die horizontalen Abbildungen sind wegen den Garbenaxiomen injektiv. Da aufgrund der Annahme
0z = 1, fur alle x € U gilt, bleibt das Diagramm kommutativ wenn wir ¢(U) mit ¢(U) ersetzen.
Daraus folgt o(U) = ¥(U).

2. Sei @, injektiv fiir alle € X. Aus dem Diagramm von Punkt 1. erhalten wir, dass ¢(U) injektiv
ist. Die umgekehrte Implikation folgt aus der Exaktheit von lim (sieche Appendix Proposition
—

).

3. Sei U C X eine offene Menge. Aus Punkt 2. folgt, dass ¢(U) : F(U) — G(U) injektiv ist. Sei
jetzt t € G(U). Da ¢, : F, — G, ein Isomorphismus ist gibt es fiir jedes z € X eine offene
Umgebung U, und einen Schnitt r(x) € F(U,) s.d. ¢(Uy)(r(x)) und ¢ den selben Halm bei = haben,
d.h. o(U)(r(z))s = @z(r(z)s) = tz. Nach der Definition des direkten Limes gibt es dann eine
Umgebung V,, C Uy, s.d. falls wir s(z) := py, v, (r(z)) definieren, folgendes gilt

e(Va)(s(x)) = pv, . (1)

Fir z,y € U haben s(z) und s(y) dieselbe Einschrénkung auf V, NV, da ¢(V, N'V,) injektiv
ist. Wegen dem Garbenaxiom gibt es daher ein s € F(U) mit py, y(s) = s(x). Dann gilt aber

pU)(s) =t.
O
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Wir wollen jetzt zu einer gegebenen Pragarbe F eine Garbe FT konstruieren.

Proposition 2.5. Sei F eine Prdgarbe auf X, dann ezistiert eine Garbe F' und ein Morphismus 0 :
F — FT, der folgende universelle Eigenschaft erfiillt: Fiir jede Garbe G und jeden Morphismus ¢ : F — G
existiert genau ein Morphismus ¢' : FT — G mit o = ¢’ o0., d.h. der von 0 induzierte Homomorphismus

Home(X)(]:"',Q) — Homspr(X)(F, G)

ist ein Isomorphismus. Die assozierte Garbe F* ist eindeutig bis auf Isomorphismie und fiir jedes
x € X ist 0, : Fp — F ein Isomorphismus.

x

Beweis. Sei U C X offen und sei 7 (U) die Menge der Funktion s : U — | |, o, Fa, so daB fiir jedes z € U
s(xz) € Fy gilt und eine offene Umgebung V, C U von z und ein ¢t € F(V) existiert, so dafl ¢, = s(y)
fiir alle y € V gilt. Mit dieser Definition ist es leicht zu sehen, dal FT eine Garbe ist. Wir definieren
den Priagarbenmorphismus 6 : F — FT indem wir s € F(U) auf die Abbildung x — s, schicken. Daraus
folgt, dass fiir alle z € X die Abbildung 6, : F, — F,' ein Isomorphismus ist. Insbesondere ist fiir eine
Garbe G der Morphismus G — G+ wegen Lemma ein Isomorphismus.

Der Morphismus ¢ : F — G induziert einen Morphismus ¢* : FT — G*. Dies liefert fiir jedes offene
U C X ein kommutatives Diagramm

Fu) 2L )

w(U)l iw*(U)

o) 2L g+ )

Wir definieren ' (U) durch §(U)~! o ¢ (U) Dies liefert einen Garbenmorphismus ¢’ mit ¢’ 0 § = . Die
Eindeutigkeit von ¢’ folgt aus 1. . O

Theorem 2.6. Die Kategorie Gh(X) der Garben auf einem topologischen Raum X ist eine abelsche
Kategorie.

Beweis. Sei ¢ : F — G ein Morphismus von Garben. Seien ker(yp) und cok(y) der Kern bzw. Kokern
in der Kategorie der Priagarben. Es ist leicht zu sehen, dass ker(y) eine Garbe ist und das ker(yp) — F
die universelle Eigenschaft des Kerns erfiillt (siehe (1.2.1])). Definiere Cok () := cok(p)™. Wir miissen
zeigen, dass der zusammengesetzte Morphismus G — cok(¢) — Cok (¢) die universelle Eigenschaft
erfillt. Sei ¢ : G — H ein Morphismus von Garben, s.d. 1 o ¢ = 0. Betrachte folgendes kommutative
Diagramm

F-7. G —— cok(p) —— Cok (¢)

wl’ EI’a e
0Ny g L

wobei « wegen der universellen Eigenschaft des Kokerns in der Kategorie der Pragarben existiert und 3
wegen Proposition Es bleibt zu zeigen, dass die kanonische Faktorisierung (|1.2.2))

F — Coim (¢) %5 Im () — G

ein Isomorphismus ist. Da der Halm-Funktor exakt ist erhalten wir

Fr — Coim () == Im (p,) — G (2.0.7)
Da ¢! ein Isomorphismus fiir alle € X ist, folgt die Behauptung aus 3. . O

34



Proposition 2.7. Die Sequenz von Garben
F4e-Sn
ist exakt genau dann wenn die Sequenzen

Fo 25 g, Lo,

fir alle x € X exakt sind.

Beweis. Die Hinrichtung folgt aus der Tatsache, dass der Halmfunktor exakt ist. Um die Riickrichtung

zu zeigen, beobachten wir, dass die Sequenz F <G N H genau dann exakt ist, wenn die folgenden
Sequenzen Komplexe sind:

F—G—H (2.0.8)
ker(¢) — G — Cok (p)

Sind nun alle Sequenzen (2.0.7) exakt, dann sind fir alle x € X die Sequenzen F, — G, — H, und
ker(¢), — G, — Cok (¢), Komplexe und wegen Lemma 1. sind dann auch die Sequenzen (2.0.8))
und (2.0.9) Komplexe. O

Korollar 2.8. Der Vergarbungsfunktor + : P&Sh(X) — &h(X) ist exakt.

Beweis. Sei 0 - F — G — H — 0 eine kurze exakte Sequenz von Pragarben. Die Exaktheit der Sequenz
der assozierten Garben 0 — F* — Gt — HT — 0 folgt dann unmittelbar aus Proposition und
Proposition 2.7 O

2.1 Funktoren auf Sh(X)

In diesem Abschnitt méchten wir gewisse Funktoren auf der Kategorie der Garben einfithren. Sei R — 900
die abelsche Kategorie der R-Moduln.

Definition 2.9. Sei F eine Garbe auf X und U C X offen. Definiere den Schnittfunktor
(U, —): 6h(X) — R — Mod durch
U, F):=FU)

Die Elemente von I'(X, F) heiffen globale Schnitte.

Bemerkung 2.10. Der Schnittfunktor T'(U, —) ist linksexzakt. Dies folgt direkt aus der Konstruktion des
Kerns (siehe und Theorem [2.6). Im allgemeinen ist T'(U,—) aber nicht exakt. Sei X = C* mit
Koordinate z und Ox die Garbe der holomorphen Funktionen auf X und Cy die konstante Garbe auf X .
Betrachte die Sequenz

9
0—Cy —O0x 5 0x —0

Dies ist eine kurze exakte Sequenz, da fiir xo € X die Anwendung des Halmfunktors folgende kurze exakte
Sequenz liefert:

2
0—C—C{z—2} == C{z—20} —0

Der Funktion % € I'(X,Ox) liegt aber nicht im Bild von aaz' Wir erhalten also nur folgende links-exakte
Sequenz:

0— C—TI(X,0x) 5 T(X,0x)
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Definition-Lemma 2.11. Se:
Fooo st e e
ein Komplex von Garben. Fir n € Z definieren wir die n-te Kohomologie Garbe als
H(F®) = ker(d™) /Tm (d" 1)
Die Garbe 7™ (F*®) ist die assozierte Garbe zur Prdgarbe
U~ H'T'(U,F*)
Beweis. Seien V' C U offene Mengen von X die Restriktionsabbildung I'(U, F*) — I'(V, F*) liefert einen
Morphismus von Komplexen von R-Moduln. Dies induziert Restriktionsabbildungen H"I'(U, F*) —
H"T(V,F*) und zeigt, dass U — H"I'(U, F*) tatsichlich eine Prégarbe liefert. Da H"I'(U,F*) =

ker d"(U)/Im d"~1(U) gilt, ist diese Priigarbe die n-te Kohomologie des Komplexes F* in der Kategorie
der Pragarben. Da der Vergarbungsfunktor + exakt ist, folgt die Behauptung. O

Definition 2.12. Sei F eine Garbe auf X und A C X eine beliebige Teilmenge. Wir definieren

P(A, F) = lim F(U)
USA

Insbesondere gilt fir {z} C X:
F({x}w]:) =7

Bemerkung 2.13. Seien A C B C X beliebige Teilmengen und ¢ : F — G ein Garbenmorphismus, dann
liefert die universelle Figenschaft des direkten Limes eine Restriktionsabbildung

I'(B,F) > T(A,F)

sowie eine induzierte Abbildung

und das folgende Diagramm kommutiert:

(B, F) 2L 1(B,g)

P (A) l

A, F)—=>T(4,0)

Seien X,Y topologische Rdume und f: X — Y eine stetige Abbildung.

Definition 2.14. Sei G eine Garbe auf X. Das direkte Bild f.G von G unter der Abbildung f wird
definiert durch:
U~ f.6(U):=G(f 1)) U offen in X

Fir f: X - Y und g : Y — Z gilt offensichtlich:
(gof)e=gso fu
Wir bezeichnen mit ax : X — {pt} die Abbildung von X auf die Menge mit einem Element. Dann gilt
I'(X,G) =T'({pt}, ax.9) ~ ax.g

d.h. der Schnittfunktor ist nur ein Spezialfall des direkten Bild Funktors. Aus der Konstruktion des Kerns
und der direkten Summe in der Kategorie der Garben folgt, dass der direkte Bild Funktor

fe 1 8h(X) — 6h(Y)

links-exakt und additiv ist.
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Definition 2.15. Sei G eine Garbe auf Y. Das inverse Bild f~'G von G unter der Abbildung f ist die
zu folgender Prdgarbe assozierte Garbe:

U~ lim G(V)
VO f(U)

Sei h: A — X eine Teilmenge von X. Wir definieren fir F € 6h(X, R)
Fa=h"'F
Sei V C Y offen und ¢t € T'(V,G). Die Halme von ¢ definieren einen Schnitt von =!G iiber f=(V), d.h.
wir erhalten eine Adjunktionsabbildung
L(V,G) —T(f71(V), f9)

die mit Einschrankungen V' O U kompatibel ist, dies liefert den Garbenmorphismus

a:G— f.f7'G (2.1.1)
Theorem 2.16. Der Funktor f~' ist zum Funktor f. links-adjungiert, d.h.

Homey(x)(f'G, ") ~ Homeyv)(G, f 1)

Beweis. Wir definieren zuerst eine Abbildung © : HomGh(X)(f_lg,’H) — Homgyvy(G, f+H).

Sei ¢ : f71G — H gegeben. Indem wir den Funktor f, auf ¢ anwenden, erhalten wir

f*SO : f*filg — f«H

Wir definieren dann ¢ := O(y) := fip o a. Wir zeigen zuerst, dass © injektiv ist. Dafiir betrachten wir
das kommutative Diagramm

r'(V,G) o T(V, f.H) (2.1.2)
o |
r(1 vy, £16) 2 (v, m)

Sei jetzt x € X fest gewidhlt und bilde den direkten Limes iiber alle offenen Umgebungen V von f(x).
Wir erhalten das kommutative Diagramm

e

(feH) f(2)

l l

P (@), f10) —2 I () )

| |

(f71G)s £ He,

Gt

Dabei folgt die Kommutativitdt des oberen Rechtecks aus der Kommutativitit von und die des
unteren Rechtseck mit Bemerkung [2.13] Die Verkniipfung der beiden linken vertikalen Morphismen ist
wegen ein Isomorphismus. Daraus folgt, dass ¢, durch 1 ¢(,) eindeutig festgelegt ist. Die Tatsache,
dass O injektiv ist, folgt dann aus Lemma [2.4] 1. .
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Es bleibt die Surjektivitdt von © zu zeigen. Sei also ein 9 : G — f.H gegeben. Wir miissen fiir jedes
U C X einen Homomorphismus I'(U, f~1G) — T'(U, H) konstruieren, der kompatibel mit der Restriktion-
sabbildung ist. Sei G die Pragarbe _
GU):= lim G(V)
Vo)
deren assozierte Garbe f~1(G) ist. Da 1 ein Garbenmorphismus ist, erhalten wir fiir Vo C V; offen, das
kommutative Diagramm

G1) —— L () = D), ) (2.13)

(V)

G(Vo) ————————= fH(V2) =T (f(Va), H)

Wegen der universellen Eigenschaft des direkten Limes erhalten wir folgendes kommutative Diagramm

UG = hm Q
VDfU)

Wir miissen zeigen, dass die Abbildung
¢(U): T(U,G) — T(U,H)

einen Prégarbenhomomorphismus definiert. Fiir ein U C X offen bezeichnen wir mit (G(V))y @) das
zugehorige gerichtete System. Fiir offene U; C Uj erhalten wir folgendes kommutative Diagramm

GV))vorw,y =T (Ui, H)

| |

GV )vosw,) > T(Uz, H)
Das Diagramm faktorisiert iiber die entsprechenden Limiten und wir erhalten wegen der universellen

Eigenschaft des direkten Limes:

GOV Dvoswn s lim GV >@r<m,m

VDf(Ul)
Jd e f
g v P(U2)
GOV vorws) > lim G(V) T T (Us, H)
B VDf(Uz) T
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Wir haben fo@(U;)ob= foc=kod=hogod= @(Us)oeobund wegen der universellen Eigenschaft
des direkten Limes f o (U;) = ¢(Us) o e.

Aus der universellen Eigenschaft der Vergarbung erhalten wir

Es bleibt zu zeigen, dass der so konstruierte Morphismus ¢ die Gleichung ¢ = f.p o a erfiillt. Wir
beobachten zuerst, dass wegen

GV)=G(fT'(V)) = lim G(V)
VICH(F=1(v))

ein Priagarbenisomorphismus p : G — f*é existiert. Wir erhalten ein kommutatives Diagramm

@

G—% g 1A
N A
f+G
Wegen (2.1.3)) gilt (V) = (fx@ o p)(V) = (fap 0 a)(V). Dies zeigt, dass © surjektiv ist. O
Korollar 2.17. Fir f: X =Y und g:Y — Z gilt:
(gof)t=f"tog™
Beweis. Aus Theorem [2.16] folgt:

Homey(x)(f'g7'G, H) =~ Homeyv)(97'G, fH)

~ Homey(2)(G, g« f+H)
(G.(go f)H)
(g0 f)7'G,H)

~ }107n65h (2)

>~ f¥})77l(jh
Die Aussage folgt dann aus dem Yoneda-Lemma. O

Korollar 2.18. Sei f: X — Y stetig, v € X und G € Sh(X, R). Dann gilt

(f7'G)2 ~ G (2.1.4)
Beweis. Betrachte folgendes kommutative Diagramm:

(pt} = X

\lf
vf(x)

Y

wobei i, (pt) = x etc. Fiir eine Garbe H auf X gilt per Definition i;'H = H,. Wir folgern also mit
Korollar [2.17]

Of(z) = i;(lx)g ~(fo ix)ilg = iajlfilg = (filg)x
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Korollar 2.19. Der Funktor f=1: &h(Y,R) — &h(X, R) ist exakt.

Beweis. Sei 0 — G —2» H Yy K — 0 cine exakte Sequenz von Garben. Nach Proposition ist die

Sequenz exakt genau dann wenn die Sequenzen 0 — G, £y H, dg Ky — 0 fiir alle y € Y exakt sind. Aus
dem Beweis von Korollar folgt dann, dass

— 7' )e o F7 ' )a e
0— (719, 2 (), Y (). — 0
fir alle x € X exakt sind. Die erneute Anwendung von Proposition liefert dann die Aussage. O

Korollar 2.20. Sei f : X = Y eine stetige Abbildung und G € 6h(X, R), dann existiert ein natirlicher
Adjunktionsmorphismus

b:f1f.G—G

Beweis. Der Morphismus b ist das Urbild von id¢,g unter dem Adjunktionsisomorphismus

Homey(x)(f ' £+G,G) ~ Homey(v)(£:G, f.G)

Korollar 2.21. Der Funktor f. : 6h(X) — Gh(Y) bildet injektive Garben auf injektive Garben ab.

Beweis. Sei T eine injektive Garbe auf X, d.h. der Funktor Hom(—,Z) ist exakt. Da f~! ein exakter
Funktor ist, folgt, dass der Funktor G — Hom(G, f.Z) ~ Hom(f~'G,T) auch exakt ist, d.h. f.Z ist
injektiv. O

Wir mochten jetzt zeigen, dass die Kategorie Sh(X) geniigend viele injektive Objekte hat. Dafiir brauchen
wir folgendes Lemma.

Lemma 2.22. Die Kategorie der R-Moduln R — 900 hat gentugend viele injektive Objekte.

Beweis. Siehe Appendix Proposition [7.7] O

Theorem 2.23. Die Kategorie Sh(X) hat gentigend viele injektive Objekte.

Beweis. Wir zeigen das Resultat zuerst in dem Fall das X die diskrete Topologie tragt. Sei also F €
Ob(Gh(X)). Wegen Lemma gibt es fiir jedes x € X einen Monomorphismus F, — I, wobei I, ein
injektives Objekt in R — 9Mod ist. Die Garbe Z := [,y [, definiert eine injektive Garbe auf X und
F — T ist wegen 2. ein Monomorphismus.

Sei nun X ein allgemeiner topologischer Raum. Wir bezeichnen mit X den Raum X verschen mit der
diskreten Topologie und f : X — X die kanonische Einbettung. Sei F € Ob(6h(X)). Wir haben
gezeigt, dass eine injektive Garbe Z auf X und einen Monomorphismus f~!F — 7 existiert. Indem wir
den linksexakten Funktor f, anwenden erhalten wir zusammen mit der Adjunktionsabbildung den
Morphismus

F— fuf 'F—= fT

Die Anwendung des Halmfunktors zusammen mit Lemma [2.4] 2. zeigt, daB der Morphismus ein Monomor-
phismus ist. Da wegen Korollar f+Z auch injektiv ist, zeigt dies die Behauptung. O

Definition 2.24. Sei X ein topologischer Raum und R ein kommutativer Ring mit 1. Wir bezeichnen mit
D(X, R) die derivierte Kategorie der Kategorie der Garben von R-Moduln. Die entsprechenden derivierten
Kategorien von (links bzw. rechts) beschrankten Komplezen bezeichen wir mit D*(X, R) fir x =+, —,b.
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Definition 2.25. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung. Das derivierte direkte Bild
Rf.: D" (X,R) — D" (Y, R)

ist der derivierte Funktor von f,

Definition 2.26. Sei F € 6h(X, R). Die k-te Garbenkohomologie von F ist
H*(X,F) == H*(RT'(F))

Sei G € CT(6h(X, R)) ein Komplex von Garben. Die k-te Hyperkohomologie ist
HX(X, Q) = H(RI(G))

Proposition 2.27. Sei f: X —Y und g: Y — z stetige Abbildungen, dann gilt

R(go f)« = Rg. o Rf.
Insbesondere gilt fiir F € DT (X, R)

H* (Y, Rf,F) ~ HF (X, F)

Beweis. Das folgt aus der Tatsache, dass das direkte Bild injektive Garben auf injektive Garben abbildet

(Korollar [2.21)) und Proposition [L.59]

Lemma 2.28. Sei G € Gh(X,R) und f: X — Y eine stetige Abbildung. Die Abbildung f induziert eine

natirliche Pull-back Abbildung:
f* H*(Y,G) — H*(X, f'G)

Beweis. Sei G — T eine injektive Auflésung von G und f~!Z — J eine injektive Auflosung von f~1Z. Da
71! exakt ist, ist J eine injektive Auflésung von f~1G. Der Adjunktionsmorphismus Z — f, f~'Z liefert

LY,7) = T(X, f7'T) - T(X, )
Die liefert die gesuchte Pull-back Abbildung.
Proposition 2.29. Sei G eine Garbe auf X. Das k-te derivierte direkte Bild
R*f.G := H*(R[.G)

ist die assozierte Garbe zur Prdgarbe
Vi HY(f7H(V),0)

Beweis. Sei T eine injektive Auflssung von G. Es gilt R*f.G = #%f,Z. Wegen Lemma ist R¥f.G

die assozierte Garbe zur Priigarbe (V — H*T(V, £.Z)). Es gilt

H'T(V, £.I) = H*T(f~1(V), ) = H*(f'(V),G)
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2.1.1 Abgeschlossene Einbettungen

Seii: Z — X die Einbettung einer abgeschlossenen Teilmenge in X. Sei F eine Garbe auf Z, dann gilt

(i), = limI(U N Z, F)

zeU
Daraus folgt sofort
E, fi Z
(Z*E)ac = ‘ ?r ve (2.1.5)
0 fireeX\Z

Wir erhalten folgende Aussagen.
Lemma 2.30.
1. Der Funktor i, : Gh(Z, R) — &h(X, R) ist exakt.
2. i"Yi,F = F fir F € 6h(Z, R)
3. H(X,i.F) ~ H*(Z,F) fir F € 6h(Z,R)
Beweis. Die erste Aussage folgt aus (2.1.5) und Proposition Aufgrund von Korollar haben wir
einen Morphismus i~ '3, F — F. Wegen (2.1.4) und (2.1.5)) ist der Morphismus ein Isomorphismus. Fiir

die dritte Aussage wéhlen wir eine injektive Auflésung F — Z. Der Funktor i, liefert dann eine injektive
aufléosung i, F — i,.Z. Es gilt

I'(X,i.I) —I'(Z,1)
was die dritte Behauptung zeigt. Alternativ, folgt die dritte Behauptung direkt aus Proposition 2:27] O

Der Adjunktionsmorphismus F — i,i~1F hat folgende universelle Eigenschaft.

Lemma 2.31. Seii: Z — X die Einbettung einer abgeschlossenen Teilmenge und seien F,G € Gh(X, R),
s.d. (G)r = 0 fir x € X\ Z. Jeder Morphismus F — G hat eine eindeutige Faktorisierung iber
a:F =i LF.

Beweis. Betrachte folgendes kommutative Diagramm in Sh(X, R) (priife Kommutativitit halmweise):

F—% i 'F

fJ/ li*ilf

g Ha i*i_lg
Durch Lokalisierung folgt, dass a’ ein Isomorphismus ist. Setzt man g := (a’)~toi, i~ f liefert f = goa eine

Faktorisierung von f. Durch Lokalisierung folgt wiederum, dass der Adjunktionsabbildung a : F — 4,i ' F
ein Epimorphismus ist. Dies zeigt, dass g eindeutig ist. O

2.1.2 Lokal abgeschlossene Einbettungen

Definition 2.32. Sei F € 6h(X, R) und s € I'(U, F). Der Triger supp(s) von s ist definiert als

supp(s) = {z € U | 5, # 0}
Der Trager von s st abgeschlossen in U.

Definition-Lemma 2.33. Ein Teilmenge W C X heifst lokal abgeschlossen, wenn eine der folgenden
aquivalenten Bedingung erfilt ist
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1. W=UnNZ firU offen und Z abgeschlossen
2. jedes x € W besitzt eine offene Umgebung V., so dass V, N W abgeschlossen in W ist.
3. W ist offen in W.

Beweis. (1) = (2): Setze V ="U.

(2) = (3): Wir zeigen zuerst, dass V, "W =V, N W. Es gilt W = (V, N W) U ((X \ Vz) N W), also

auchW = VenW)U((X\Vy)NW). DaV, offen in X ist, gilt (X \V,)NW) C X \ V, und damit
N((X\Vz)NW) = 0. Wir erhalten somit WNV, = WnVy =W NV,. Das bedeutet jeder Punkt

T 6 W hat eine offene Umgebung V, N W in W die in W enthalten ist. Also ist W in W offen.

(3) = (1): Da W offen in Z = W ist existiert eine offene Menge U mit U N Z = W. O

Sei h : W — X ein lokal abgeschlossener Unterraum.

Definition-Lemma 2.34. 1. Sei F eine Garbe auf W. Dann ist hWF eine Garbe auf X deren Schnitte
tber der offenen Menge U C X durch

DU, MF)={seT(WNU,F) | Supp(s) ist abgeschlossen in U}
gegeben.

2. FEs existiert ein kanonischer Monomorphismus hJF — hyJF.

Beweis. Wir beachten zuerst, dass I'(U, W F) C T'(U, h.F) gilt. Die Restriktionsabbildung I'(U, i F) —
I'(V, mF) tir V C U offen wird dann von den Restriktionsabbildungen von h.F induziert, d.h. hiF ist eine
Unterprigarbe von h,F. Wir zeigen, dass hF eine Garbe ist. Sei |J;.; U; = U eine offene Uberdeckung
von U und s; € I'(Us, mF) gegeben, s.d. py, v.nu, (i) = pu;,vinu, (s;) fiir alled, j € I. Da h.F eine Garbe
ist, existiert ein Schnitt s € I'(U, hoJF) mit py,u,(s) = s;. Wir miissen zeigen, dass supp(s) abgeschlossen
in U ist. Wegen py,u,(s) = s; ist supp(s) N U; abgeschlossen in U;, d.h. U; \ supp(s) ist offen in U, und
damit auch offen in U. Dann ist U \ supp(s) = |, U; \ supp(s) offen in U. O

Lemma 2.35. Die Halme von hJF sind

(hF), — Fu furx ceW
0 firceX\W

Insbesondere ist der Funktor hy : Gh(W, R) — Sh(X, R) exakt.

Beweis. Seixz € X\W und s, € (mF),. Es existiert eine offene Umgebung U von z und ein s € I'(U, hF),
s.d. pus(s) = sy. Der Schnitt s kommt von einem Schnitt § aus I'(U N W, F) dessen Tréger supp(s) C
U NW abgeschlossen in U ist. Das Komplement A = supp(§)¢ von supp(§) in U ist offen in U und es
gilt € A. Die Halmabbildung py, : I'(U, MF) — (mF), faktorisiert dann tiber I'(A, i F). Es gilt aber
wegen A = (supp(§))°, dass py,a(s) =0, also s, = 0.

Sei jetzt x € W = V N Z mit V offen und Z abgeschlossen. Der Monomorphismus hF — h,F liefert
einen Monomorphismus

(MF)g = (haF)y = Fu.

Sei s, € Fy. Es existiert eine offene Umgebung U von x in X und ein s € D'(UNW, F), s.d. punw.z(s) = Sz
Indem wir U mit U NV ersetzen, kénnen wir oBdA annehmen, dass W abgeschlossen in U ist. Sei A
eine abgeschlossene Menge in U mit supp(s) = W N A. Dann ist supp(s) abgeschlossen in U und daher
s € D(U, F) und damit s, € (mF),. O
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Proposition 2.36. Der Funktor hy : Gh(W, R) — Gh(X, R) liefert eine Aquivalenz zwischen der Kate-
gorie Sh(W, R) und der vollen Unterkategorie von Sh(X, R) von Garben F mit

Fr=0 fir allex € X \ W

Der inverse Funktor wird durch h™' induziert.

Beweis. Sei G eine Garbe auf W. Der Adjunktionsmorphismus h~™'h.G — G liefert einen Garbenmorphis-
mus h~hG — G. Wegen Lemma ist dies ein Isomorphismus.

Sei jetzt F eine Garbe auf X deren Halme auflerhalb von W verschwinden. Der Adjunktionsmorphismus
F — hyh~LF faktorisiert iiber den Monomorphismus von Definition-Lemma 2. , da jeder Schnitt
s € (U, F) abgeschlossenen Triiger in U hat (siche Definition [2.32). Wegen Lemma liefert das den
Isomorphismus F — hh~LF. O

Proposition 2.37. Der Funktor hy : Gh(W, R) — &h(X, R) hat einen rechts-adjugierten Funktor h' :
Gh(X,R) — SH(W, R), d.h.
Hom(hF,G) ~ Hom(F,h'G)

fir Garben F auf W und G auf X.

Beweis. Sei G eine Garbe auf X und sei G die Garbe auf X deren Schnitte iiber U wie folgt gegeben
sind
L(U,G") = {s € T(U,G) | supp(s) C W}

Definiere
h'G:=h"'g"

Da (G"), = 0 fiir z € X \ W folgt aus Proposition [2.36, dass
(U, mh'G) = {s € T(U,G) | supp(s) C W} (2.1.6)

Wir erhalten einen Monomorphismus 2 1h'G — G. Aus Formel (2.1.6) folgt, dass jeder Morphismus H — G,
wobei H eine Garbe auf X ist, deren Halme auflerhalb von W verschwinden, iiber den Monomorphismus
hh'G — G faktorisiert. Fiir eine Garbe F auf W erhalten wir daher

Homegpy(x)(MF,G) = Homepy(x)(F, h'G)
Wegen Proposition haben wir den Isomorphismus
Homenw,r)(F, h'G) — Homey(x,r) (MF, h'G)
Dies zeigt die Behauptung. O

Bemerkung 2.38. Der Funktor h' ezistiert nur fiir lokal-abgeschlossene Einbettungen h : W — X auf
dem Niveau der Garben . Méchte man f* fir beliebige stetige Abbildungen f : X — Y definieren, muss
man die derivierte Kategorie der Garben benutzen.

Proposition 2.39. Der Funktor h' : Gh(X,R) — &h(W, R) ist links-exakt und bildet injektive Garben
auf injektive Garben ab.

Beweis. Die Links-Exaktheit ist eine formale Konsequenz die aus der Existenz des Links-adjungierten
Funktors hy folgt. Fiir die zweite Aussage miissen wir zeigen, dass der Funktor Hom(—, h'G) = Hom(hi—, G
fiir injektives G exakt ist. Dies folgt aber aus der Tatsache, dass hy exakt ist. O

Lemma 2.40. 1. Seii: Z — X eine abgeschlossene Teilmenge, dann gilt 1) = i,

1_ ;!

2. Sei j:U — X eine offene Teilmenge, dann gilt j~ j.
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Beweis. Sei F eine Garbe auf Z. Wegen Prop [2.34]2. existiert ein Morphismus i1 F — i, F. Dies ist wegen
Formel (2.1.5) und Lemma ein Isomorphismus.

Sei jetzt G eine Garbe auf X. Es gilt j'G = j~'G". Die Inklusion G — G liefert dann einen Monomor-
phismus j'G — j77'G. Man iiberpriift iiber die Halme, dass dies ein Isomorphismus ist. O

Korollar 2.41. Sei j : U — X die Inklusion einer offenen Teilmenge. Der Funktor j—1 bildet injektive
Garben auf injektive Garben ab.

Beweis. Dies folgt aus j' = j~* und Proposition [2.39} O

Korollar 2.42. Sei U C X offen und Z = X \ U das abgeschlossene Komplement und G eine Garbe auf
X. Dann liefern die Adjunktionsabbildungen die exakte Sequenz

0—jij '6—G—ii 'G—0

Beweis. Die erste Abbildung ist die Adjunktionsabbildung 7,5'G — G (benutze j' = j~!). Die Exaktheit
folgt halmweise. O

Fiir eine lokal abgeschlossene Menge W C X und eine Garbe F € Gh(X, R) definieren wir
Fw i=hh™'F

Proposition 2.43. Seien A, B C X abgeschlossene Mengen mit Komplement U, V. Wir haben folgendes
exakte Diagramm

0 0 0
0 —— Fynv —=Fu © Fv Fouv 0
() (-1
0 F FoF F 0
0 ——Faup——=Fa® Fp FanB 0
0 0 0

Beweis. Die der Abbildung folgt aus der Existenz der Adjunktionsabbildungen jij~'G — G fiir offene
Einbettungen j bzw. G — i;i~'G fiir abgeschlossene Einbettungen i. O

2.1.3 Welke Auflésungen

Definition 2.44. Fine Garbe F € Gh(X, R) heifit welk (flabdby) falls fir jede offene Teilmenge U C X
die Restriktionsabbildung T'(X,F) — T'(U, F) surjektiv ist.
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Die folgenden Aussagen sind klar.

Lemma 2.45. Sei F eine welke Garbe auf X.

1. Sei U C X offen, dann ist Fy welk auf U.
2. Sei f : X =Y stetig dann ist f.F welk.

Lemma 2.46. 1. Sei 0 - F' — F — F" — 0 eine exakte Sequenz in Gh(X). Nehme an, dass F'
welk ist dann ist 0 —» I(X, F') = (X, F) = I'(X, F") — 0 exakt.

2. Sei 0 — F' = F = F" — 0 eine exakte Sequenz in Sh(X, R). Nehme an F' und F sind welk, dann
ist F' welk.

Beweis. Sei s” € T'(X,F") und sei P die partiell geordnete Menge von Paaren (U, s) mit U C X offen
und s € I'(U, F), s.d. s auf sj;; abgebildet wird, wobei (U,s) < (V,t) wenn U C V und ¢y = s. Die
Garbenaxiome zeigen, dass jede aufsteigende Kette eine obere Schranke hat. Sei also (U, s) ein maximales
Element und nehme an es gilt U # X. Sei x € X \ U. Es existiert eine offene Menge V von z und ein
Schnitt ¢t € T'(V, F), s.d. t auf SVV abgebildet wird. Auf U NV kommt s — ¢t von T'(U NV, F'). Da F’ per
Annahme welk ist, existiert ein r € T'(X, F') mit rjyny = (s — t)jyny. Indem wir £ mit ¢ — r ersetzen,
kénnen wir annehmen, dass ¢t = s auf UNV gilt, d.h. s kann auf U UV erweitert werden. Im Widerspruch
zur Maximalitdat von U, also U = X.

Wir zeigen jetzt die zweite Aussage. Sei U offen in X. Im folgenden Diagramm sind « und j surjektiv:

"X, F)——T(X,F")

Also ist auch v surjektiv. O

Korollar 2.47. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung. Die volle Unterkategorie der welken Garben ist
injektiv bzgl. der links-exakten Funktoren f. und T'(X,—).

Beweis. Die Aussage fiir I'(X, —) folgt direkt aus Lemma Fiir den Funktor f. beachten wir, dass
(U, £.G) =T(f~1(U),G) fiir eine Garbe G auf X gilt. Die Behauptung folgt dann aus der Tatsache, dass
g‘f71(U) welk ist. O

Sei M ein R-Modul und a : X — {pr}. Wir bezeichnen mit M := a~'M die Garbe der lokal konstanten
Funktion auf X mit Werten in M.

Lemma 2.48. Sei M ein R-Modul und F € &h(X, R). Dann gilt
HomGU(X,R)(M7 .F) ~ HomR(M,F(X, ..7:))

Insbesonders gilt

Homeh(xﬁ)(ﬂ, f) ~ F(X, .7:)

Beweis. Das folgt direkt aus Theorem 2.16] fiir f = a. O

Proposition 2.49. Sei F eine injektive Garbe, dann ist F welk.
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Beweis. Sei j : U — X eine offene Teilmenge. Der Adjunktionsmorphismus jij 'R — R ist ein Monomor-
phismus, wie man mit Lokalisierung leicht sehen kann ( Lemma und Formel (2.1.4])). Da F injktiv
ist, erhalten wir eine surjektive Abbildung

Homegy(x,r) (R, F) = Homey(x,r)(j1j 'R, F)
Der linke Term ist wegen Lemma isomorph zu I'(X, F) und fiir den rechten Term gilt

Homegy(x,r) (j1j 'R, F) ~ Homenw.ry(j 'R, j ' F) ~ Homenw,r) (R, j~'F) = (U, F)

Proposition 2.50. Jede Garbe F € Sh(X, R) hat eine Auflésung der Form
oo™ Pp—=Pp1—>... 5P —>Py—>F—=0

wobei die P; direkte Summen von Garben der Form jiR sind, wobei die j : U — X offene Teilmengen von
X sind.

Beweis. Es genugt die Existenz eines Epimorphismus P — F zu zeigen, wobei P eine Garbe von obigem
Typ ist. Die Abbildung j : U — X liefert

Hom(jiR, F) = Hom(R,j 'F) =T(U, F)
Daraus folgt, dass ein s € I'(U, F) einen Garbenmorphismus jiR — F liefert, der 1 € I'(U, #R) in s €

(U, F) abbildet. Die Aussage folgt dann indem man sukzessive ji R fiir variierendes U und s hinzufiigt. O

2.1.4 Tensor-Produkte

Definition 2.51. Seien F,G € 6h(X, R). Das Tensorprodukt F @r G von F und G ist die Garbe die
zur Pragarbe (U — F(U) @z G(U)) assoziert ist.

Die Identitaten
FRrG~G®grF und (FOrRG)®@rH~F g (GOrH)
folgen aus den entsprechenden Eigenschaften flir R-Moduln.

Lemma 2.52. Firxz e X gilt:

Insbesondere ist der Funktor — @ g — rechts-exakt in jedem seiner Argumente.

Beweis. Wegen Proposition[2.5|reicht es die Aussage fiir die Prigarbe (U — F(U)®rG(U)) zu zeigen. Die
Aussage folgt dann unmittelbar aus der Vertauschbarkeit des induktiven Limes mit dem Tensor produkte
von gerichteten Systmen von R-Moduln (Appendix Proposition ?77). O

Lemma 2.53. Sei f: X = Y stetig und G, H € Sh(Y, R), dann existiert ein kanonischer Isomorphismus

fGepf " H~f " (GorH)

Beweis. Der Pragarbenmorphismus

(Ui—> lim G(V)®r lim H(V)) — (U»—) lim (G ®rH) (V)) (2.1.7)
VDO f(U) VO f(U) VO fU)
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wir durch die Abbildungen
G(V)@rH(V) — (G@rH) (V)

induziert. Die natiirlichen Abbildungen von Prigarben

(U lm G(V)) — G
VO f(U)

(U lim H(V)) — [T'H
VO f(U)

liefern eine Sequenz von Prégarbenmorphismen
<UH lim G(V)@g lim ’H(V)> = (U= (F719)U) @r (fTH)U)) = (f7'G@r f71H))(U)
VD f(U) Vo)

O

Wenn man die Halme vergleicht (benutze Lemma Korollar und die letzte Aussage von Propo-
sition sieht man, dass

+
(U ~ lm G(V)or lim H(V)) ~ G fH
VDO f(U) VDO f(U)
Indem man auch die rechte Seite von vergarbt, erhélt man den gewiinschten Garbenmorphismus
fG@rf"H — [FHGRRH)
Es bleibt zu zeigen, dass dies ein Isomorphismus ist. Sei € X und y = f(z). Es gilt:
(f_lg PR f_lH)x =~ (f_lg)m R (f_lH):r
~ G, @r H,y
~ (Q ORr H)y
~ (f7HG @R H))a
Lemma 2.54. Seien F,G € 6h(X, R) und Z C X lokal abgeschlossen, dann gilt
2. FzQrG ~F®rGz

Beweis. Die zweite Aussage folgt unmittelbar aus der ersten:
FzOrG = (By Op F) O G = F @r (By ®r9) = F Qr Uz
Sei nun h : Z — X die kanonische Einbettung. Es gilt
W' Ry ®prF)=h"'Ry;@ph™ ' F~R@gp Flz =~ Fiz
Auflerdem gilt (R, ®g F)|x\z = 0. Wegen Proposition liefert dies die Behauptung. O

Definition 2.55. Sei F € 6h(X,R). Die Garbe F ist flach, falls der Funktor — @ F : 6h(X,R) —
Gh(X, R) exakt ist.

Proposition 2.56. Sei F € 6h(X, R). Es existiert ein Epimorphismus P — F, wobei P flach ist.
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Beweis. Sei S die Familie von Paaren (U, s), wobei U C X offen in X und s € I'(U, F) ist. Fir (U, s) € S
sel R(U,s) die Garbe Ry;. Wir definieren:

P= & RWU,s)

(U,s)es

Sei R(U,s) = Ry — Fuy — F die Sequenz von Abbildungen, die den Schnitt 1 € I'(U, Zy) auf den Schnitt
s € I(U, Fy) schickt. Dies definert einen Garbenepimorphismus P — F. Die Garbe P ist flach, da fiir
jedes x € X der Halm P, ein freier R-Modul ist. O

Proposition 2.57. Sei 0 - F' — F — F" — 0 eine exakte Sequenz in Sh(X,R). Wenn F und F"
flach sind, dann ist auch F' flach.

Beweis. Dies folgt mit Lemma sofort aus den entsprechenden Eigenschaften fiir R-Moduln. O

Korollar 2.58. Die volle Unterkategorie der flachen Garben ist projektiv beziiglich dem Funktor — @r G.
Der dazugehorige (links-)derivierte Funktor ist

~$G:D(X,R) — D (X,R)

Beweis. Das folgt aus Proposition [2.:56| und Proposition O

2.1.5 Hom-Garben

Seien F,G Garben auf X. Betrachte die Pragarbe
U — Homgyw)(Flu, )

Aus den Garbenaxiomen von G folgt, dass die obige Prigarbe sogar eine Garbe ist. Wir bezeichnen das
”interne Hom” mit

Hom(F,G)
Aus der Definition folgt die Formel

(X, Hom(F,G)) = Hom(F,G)
Aus Theorem erhalten wir folgende Adjunktionsformel

Proposition 2.59. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung. Es gilt
HOme(Y,R)(g» fH) ~ f*HomGh(X7R)(f71gle)

Insbesondere gilt Homgy(y,r)(G, f+H) ~ Homeh(XA,R)(f_l,g).

Beweis. Sei U offen in Y. Es gilt

L(U, foHomen(y,r) (f ' F, G)) ~ Homeys-1v),m) (f " Flp-10), G1p-1 ()
~ Homenyw,r)(Flu, f+Gv)
~ (U, Homeay(v,r)(F, [+G)

Lemma 2.60. Seien G,Z Garben und T injektiv. Dann ist Hom(G,T) welk.
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Beweis. Sei U offen in X und betrachte die exakte Sequenz 0 — Gy — G — QX\U — 0. Wir wenden den
exakten Funktor Hom(—,Z) an und erhalten wegen Proposition

0— Hom(g|X\U,I|X\U) — Hom(g,l') — Hom(g|U,I|U)

Das zeigt die Aussage. ]

Proposition 2.61. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung. Es gilt
RHom(G, Rf.H) ~ Rf.RHom(f G, H)

Insbesondere gilt RHom(G, RfsH) ~ RHom(f~ G, H).

Beweis. Sei H — T eine injektive Auflésung von #H, dann gilt

RHom(G, Rf H) ~ Hom(G, f.1)
=~ f*Hom(f_lg,I)
~ Rf.RHom(f~'G,H)

Die zweite Aussage folgt aus RT' o RHom ~ RHom bzw. Rl o Rf, ~ RT' und Lemma [2.60] O

3 Garben auf lokal-kompakten Raumen

Definition 3.1. Sei X ein topologischer Hausdorff Raum. X heifit lokal-kompakt wenn jeder Punkt
eine kompakte Umgebung besitzt.

Lemma 3.2. Sei X topologischer Hausdorff Raum und K, L disjunkte, kompakte Teilmengen von X.
Dann existieren disjunkte, offene Umgebungen U bzw. V von K bzw. L.

Beweis. Da X Hausdorffsch ist, existieren fiir x € K und y € L disjunkte, offene Umgebungen Uy, von x
und V,, von y. Wir fixieren fiir einen Moment y. Da K kompakt ist gibt es endliche viele z1, ...,z € K,
s.d. Uy :==U]_, Us;y D K. Dann ist U, disjunkt zu V, = (7_, Va,, und V, ist eine offene Umgebung von
y. Da L kompakt ist existieren endlich viele yq,...,y:, s.d. V := U§=1 Vy; O L. Dann ist V eine offene
Umgebung von L und disjunkt zur offenen Umgebung U := ﬂle Uy, von K. O

Lemma 3.3. Sei X ein lokal-kompakt. Es gilt:

1. Jede Umgebung von x € X enthdlt eine kompakte Umgebung von x.

2. Fir jede offene Menge U die eine kompakte Menge K enthdlt, existiert eine kompakte Menge L C U
mit K C L.

Beweis. Es reicht die erste Aussage fiir eine offene Umgebung V' von z zu zeigen, die in einer kompakten
Menge K enthalten ist. Betrachte die kompakte Menge K \ V. Wir wahlen fiir jeden Punkt y € K\ V
disjunkte offene Umgebungen V,, von y und U, von z. Die Uberdeckung (Vy)yek\v enthilt eine endliche
Teiliiberdeckung (Vy)yes von K \ V. Die kompakte Menge K \ (U, cg Vy) ist in V enthalten und enthélt
die Umgebung ﬂyes U,NnVv.

Fiir die zweite Aussage wihlen wir fiir jedes z € K eine kompakte Umgebung N, von z die in U enhalten
ist. Die Uberdeckung (N, ).cx von K enthélt eine endliche Teiliiberdeckung (V;)zecs von K. Definiere
jetzt L = U,cg Ne- O
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Proposition 3.4. Sei X ein topologischer Raum, Z eine Teilmenge und F € Gh(X, R). Betrachte den

kanonischen Morphismus
U>z

wobei die U offene Umgebungen von Z sind.

1. Der Morphismus ¢ : U'(Z,F) — I'(Z, F|z) ist injektiv.

2. Sei X lokal-kompakt und Z kompakt, dann ist ¢ ein Isomorphismus.
Beweis. Ist ¢(s) = 0 fiir s € T'(U, F), dann gilt s, = 0 fiir alle z € Z, d.h. s = 0 in einer offenen
Umgebung von Z. Das zeigt die erste Aussage.

Sei jetzt s € I'(Z, F|z). Wir wihlen fiir jeden Punkt 2 € Z eine kompakte Umgebung K, von x in Z
und eine offene Menge U, in X, die K, enthélt, s.d. ein s* € I'(Uy, F) existiert mit (s*), = s, fiir alle
y € K,. Da Z kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung dieser K. Es reicht daher folgendes zu
zeigen: Seien K und L kompakte Teilmengen von X und s € T'(U, F),t € I'(V, F) mit K CU und L C V,
s.d. s, =t, fir z € K N L. Dann existiert eine offene Teilmenge W die K U L enthélt und ein Schnitt in
(W, F) der mit s in einer Umgebung von K und mit ¢ in einer Umgebung von L iibereinstimmt.

Sei W’ eine offene Umgebung von K N L in X, s.d. s und ¢ die gleiche Einschrankung auf W haben (die
Teilmenge von U NV in der s und ¢ gleiche Keime haben ist offen). Wéhle disjunkte offene Teilmengen
U CUbzw. V' CV von X die L\ W’ bzw. K \ W’ enthalten (Lemma [3.2). Dann kann man s und ¢
auf W = U’ UV’ UW’ verkleben und W enthalt K U L. O

Annahme: Im folgenden sind in diesem Kapitel alle topologischen Radume lokal-kompakt.

Definition 3.5. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung und G eine Garbe auf X. Das eigentliche direkte
Bild /iG von G unter der Abbildung F wird definert durch:

DU, 1G) = {s e T(f 1 (U),G) | f :supp(s) — U ist eigentlich}
Dies definiert einen links-exakten Funktor
fr: 8h(X, R) — &h(Y, R)

und einen derivierten Funktor
Rf : D+(X7R) — DT(Y, R)

Sei F eine Garbe auf X. Wir definieren
(X, F)={s e (X, F) | supp(s) ist kompakt}
Dies liefert einen links-exakten Funktor I'.(X, —) : 6h(X, R) — Mod(R) und einen derivierten Funktor:
RT.(X,-) : D*(X,R) — D*(R)

Proposition 3.6. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung und G eine Garbe auf Y. Dann ist firy € Y
der kanonische Morphismus:

a:(HG)y — Fc(f_l(y)uglf‘l(y))

ein Isomorphismus.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass « injektiv ist. Sei V eine offene Umgebung vony € Y und sei t € T'(V, £1G).
Dann ist ¢ durch einen Schnitt s € T'(f~1(V),G), mit supp(s) — V eigentlich, gegeben. Falls a(t) = 0
gilt, folgt supp(s) N f~(y) = 0 und damit y & f(supp(s)). Da f(supp(s)) abgeschlossen ist, existiert eine
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offene Umgebung von y auf der ¢ = 0 gilt.

Wir zeigen jetzt, dass a surjektiv ist. Seis € T'.(f~1(y), Gif-1(y)) und sei K = supp(s). Wegen Proposition
gibt es eine offene Umgebung U von K in X und ein ¢t € I'(U,G), s.d. t|x = sjx. Indem wir U
moglicherweise verkleinern, kénnen wir annehmen dass ¢jyns-1(y) = Sjuns-1(y)- Wegen Lemma @ 2.

existiert eine relativ kompakte offene Umgebung V von K mit V. C U. Da y & f(V Nsupp(t) \ V)
gilt, existiert eine offene Umgebung W von y, s.d. f~*(W) NV Nsupp(t) C V gilt. Wir definieren ein
§eT(f~*(W),G) durch

S| suppynvy =0 und Sy = fp-raw)ny

Da supp(5) in f~*(W) Nsupp(t) NV enthalten ist, ist f eigentlich auf dieser Menge und es gilt §|4-1(,) =
s. O

Definition 3.7. Sei F € 6h(X, R). Die Garbe F heifit weich, falls fir jede kompakte Teilmenge K von
X die Restriktionsabbildung I'(X, F) — I'(K, Fk) surjektiv ist.

Lemma 3.8. Sei G eine welke Garbe, dann ist G weich.

Beweis. Das folgt direkt aus Proposition (3.4 O

Proposition 3.9. Sei G eine Garbe auf X. Die Garbe G ist genau dann weich, wenn die Restriktionsab-
bildung
FC(X, g) - FC(Z, g\Z)

fiir jede abgeschlossene Menge Z C X surjektiv ist.

Beweis. Ist Z kompakt, dann gilt I'(Z, G|z) = I'c(Z, G z). Also gilt dass
F(ng) o FC(X’ g) - FC(Za g\Z) - F(Za ng)

surjektiv. Dies zeigt die Riickrichtung. Fiir die Hinrichtung nehmen wir nun an, dass G weich ist. Sei
s € I'e(Z,G)z) mit kompakten Trager K. Sei U eine relativ kompakte, offene Umgebung von K in X.
Definiere einen Schnitt § € I'(OU U (Z NU), G gy z0m)) durch §5.5 = s+ und 55y = 0. Da G per
Annahme weich ist, kénnen wir § zu einem Schnitt ¢ € I'(X, G) erweitern. Da ¢ = 0 in einer Umgebung
von QU gilt, hat der Schnitt ¢ Trager auf der kompakten Menge U. O

Korollar 3.10. Eine Garbe G ist genau dann weich, wenn H}(U, Gv) = 0 fiir alle offenen Mengen U C X
gilt.

Beweis. Sei G eine Garbe und j : U — X die kanonische Einbettung und i : Z = X \ U — X die
Einbettung des Komplements. Wir wenden den derivierten Funktor von I', auf die exakte Sequenz (siehe

Korollar [2.42])

0— i '6—G—ii 'g—0
an und erhalten die lange exakte Sequenz
. H)(X,G) — H)(Z,G1z) — HX(U,Gy) — ...
Wegen Proposition [3.9] folgt dann die Aussage. O

Betrachte das kartesische Quadrat von lokal-kompakten Raumen:

x Ly

4]

X——Y
f

was bedeutet, dass das Quadrat kommutativ ist und X’ homoéomorph zum Faserprodukt X xy Y’ =
{(z,y e X xY'" | f(z) = g(y')} ist ( warum ist X’ lokal-kompakt?).

52



Proposition 3.11. Es existiert ein kanonischer Isomorphismus von Funktoren:

g lofi = flog ™! (3.0.8)

Beweis. Wir konstruieren zuerst den kanonischen Morphismus:
fiogi — gioff (3.0.9)

Sei G € Ob(6h(X’)) und V eine offene Teilmenge von Y. Ein Schnitt ¢t € I(V, fi 0 ¢.G) wird durch einen
Schnitt s € T((f o ¢')"*(V),G) gegeben, s.d. supp(s) C ¢’ ' (Z) fiir eine Teilmenge Z C f~1(V) gilt, die
cigentlich iiber V ist. Da ¢’ ' (Z) — ¢g~1(V) auch eigentlich ist, definiert s auch einen Schnitt von 9 fiG.
Dies liefert den Morphismus .

Wegen Theorem gilt:
Homenyy (g~ o fiG, fi o 979 = Homeyv) (/1G9 0 fl 0 )

Der Morphismus fi — fiog.og " = g. o flo ¢! induziert dann den Morphismus (3.0.8). Es bleibt
zu zeigen, dass (3.0.8)) ein Isomorphismus ist. Sei 3’ € Y’. Dann gilt wegen Proposition und Korollar

(97 0 fiG)y =~ (fiG)gyy ~Te(f  9(¥)),G)

Die Abbildung ¢’ induziert einen Homéomorphismus £/~ (y') ~ f~*(g(y')) und damit einen Isomorphis-
mus

Lo(f N 9)), ) ~Te(f ()0 'G) =~ (flogd ™' G)y

Proposition 3.12. Sei G eine weiche Garbe auf X.

1. Sei f: X =Y stetig, dann ist /G weich.
2. Sei Z lokal abgeschlossen in X, dann ist g|Z und Gz weich.
Beweis. Seii: K — Y eine kompakte Teilmenge von Y und j : f~}(K) — X die kanonische Einbettung.
Wegen Proposition [3:17] gilt
(K, fiG k) =T(K, fiGx)=aoci o fiG~ao fioj 'G=Tc(f HK),G-1x)

Da wegen Proposition L.(Y, fiG) =T.(X,G) —» Fc(f’l(K),QU_l(K)) = I'(K, fiGk) gilt, folgt die
Behauptung.

Sei jetzt Z = ANU lokal abgeschlossen und i : ANU — U bzw. j : U — X eine offene bzw. abgeschlossene
Einbettung. Die Aussage, dass G|y = j71G weich ist, folgt aus der Tatsache, dass fir K C U der
Morphismus I'(X, G) — I'(K, G| ) ~ I'(K, G) iiber I'(U, G) faktorisiert. Es reicht also anzunehmen, dass
Z abgeschlossen ist. Die Aussage fiir G|, folgt dann mit Proposition @

Sei k: Z — X jetzt wieder lokal abgeschlossen. Wegen G = kG| folgt die Aussage. O

Proposition 3.13. Se: 0 — G’ — G — G” — 0 eine exakte Sequenz von Garben auf X und nehme an,
dass F' weich ist. Sei f: X —Y stetig, dann ist

0— HG' — HG — fiIG" — 0
exakt. Insbesondere ist die Sequenz
0—T.(X,¢") —T.(X,6) —T.(X,6")—0

exakt.
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Beweis. Fiir alle y € Y ist die Garbe G| ;-1 auf f~1(y) weich. Wegen Proposition und Proposition
reicht es die Aussage fiir den Spezialfall f : X — {pt} zu zeigen.

Sei s € T'.(X,G"”) und sei U eine relativ kompakte offene Umgebung von supp(s”). Wir miissen zeigen,
dass s” im Bild von I'.(X,G) — I'.(X,G") liegt. Indem wir G’,G,G” durch Gj;, Gy, Gy und X mit U
ersetzen, konnen wir oBdA annehmen, dass X kompakt ist. Sei {K;};=1,.. , eine endliche Uberdeckung
von X durch kompakte Teilmengen, s.d. s; € I'(K;,G) existieren, deren Bild in I'(K;, F"') gleich SilKl ist.
Fiir n > 2 kommt s1 — s9 auf Ky N K5 von einem Element ¢ aus I'(K; N K3, G’). Da G’ per Annahme weich
ist, existiert ein Element ¢’ € T'(X, F’) dessen Einschrankung auf K; N K gleich ¢ ist. Sei s’ das Bild von
t' in T'(X,F). Indem wir so durch sy + STKZ ersetzen, kénnen wir s1|x,nx, = S2|K,nk, annehmen. Es
existiert also ein u € T'(K7 U Ko, G) mit ug, = s; fiir ¢ = 1,2. Das Bild von u in T'(K; U Ko, ") ist dann
gleich 5"k uk,. Die Aussage folgt dann durch Induktion. O

Lemma 3.14. Sei 0 - G’ — G — G” — 0 eine exakte Sequenz in Sh(X). Nehme an G’ und G sind

weich, dann ist G" weich.

Beweis. Sei Z abgeschlossen in X. Im folgenden kommutativen Diagramm sind wegen Proposition [3.9
und Proposition die Abbildungen « und f surjektiv

NXx,6) ——T(X,G")

|,
I(Z,62) —=T1(2,6"2)

Dabher ist auch ~ surjektiv und damit G” weich. O

Korollar 3.15. Die Kategorie der weichen Garben auf X ist injektiv beziglich der Funktoren T'.(X, —),
fiund T'(K, —).

Definition 3.16. Ein topologischer Raum heifit abzdhlbar im Unendlichen falls er sich als abzihlbare
Vereinigung von kompakten Mengen schrieben laft.

Proposition 3.17. Sei X ein lokal-kompakter toplogischer Raum der abzdhlbar im Unendlichen ist. Dann
ist die Kategorie der weichen Garben injektiv bezigliche dem Funktor I'(X, —).

Beweis. Sei 0 — F' — F — F"” — 0 eine exakte Sequenz in &h(X), wobei F’ weich ist. Sei {K;,}nen
eine aufsteigende Folge von kompakten Teilmengen von X, s.d. X =J,, K,, und K,, C Int(K, 1) fir alle
n € N. Die Sequenzen 0 — I'(K,,, F') — I'(K,,F) — I'(K,,F") — 0 sind wegen Proposition und
Proposition exakt. Da T'(K, 11, F') — ['(K,, F') fiir alle n surjektiv ist, ist die Sequenz

0 — lim (K, F') — lim T(K,, F) — lim T(K,,, F") = 0

n

exakt. Da fiir jede Garbe G auf X, I'(X, G) ~ lim T'(K,,, G) gilt folgt damit der Beweis. O

Proposition 3.18 (Mayer-Vietoris Sequenzen). Seien A, B C X abgeschlossene Mengen mit Komplement
U,V und G € DT (X, R). Wir erhalten folgende lange exakte Kohomologiesequenzen:

— W (UUV,G) — W (U,G) e H/(V,G) — H(UNV,G) — W U UV,G) — ...
. — W/ (AUB,G) — W/ (A,G) oW (B,G) — W (AN B,G) — W (AUB,G) — ...
— H(UNV,G) — H(U,G) e (V,G) — HL(UUV,G) — W UNV,G) — ...

. — HI(AUB,G) — H(A,G) @ H(B,G) — HI(ANB,G) — W (AUB,G) — ...
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Beweis. Wir beweisen die erste Aussage. Sei G — F eine weiche Auflésung. Dann ist
0 —TWUUV,F) —-TUF)aeT(V,F) —-TUNV,F) —0
exakt. Die lange exakte Kohomologiesequenz liefert die erste Aussage.

Fiir die zweite Aussage wahlen wir eine injektive Aufléosung G — Z. Seienia,ip,ianB,iaup die abgeschlosse-
nen Einbettungen. Die unterste horizontale Sequenz von Proposition [2.43] liefert

0 — iaupialpL — iayia T®ipripg'T — ianpiahgL — 0
Dies liefert nach Proposition [1.48] ein ausgezeichnetes Dreieck. Wir wenden RI" an und erhalten
1 1 1 1 +1
Rl'iygZ — RI'iy T® RIig' L — RI'iyAgl —

wobei wir iy = i, und Rl oi, = RI' benutzt haben. Da fiir eine abgeschlossene Einbettung i~! injektive
Garben erhalt (Korollar erhalten wir die zweite Aussage durch die lange exakte Kohomologiesequenz.
Die dritte und vierte Aussage folgt wie die zweite Aussage indem man den derivierten Funktor RI'.
anwendet. O

4 Verdier Dualitat

Sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen lokal-kompakten Rdumen. Das Ziel dieses Abschnittes ist
es einen rechts-adjungierten Funktor f' zum Funktor Rf, : DT(X) — D*(Y) zu konstruieren, d.h.

HomD+(y)(Rf;g, H) >~ HomD+(X)(Q, f'/f'[)

4.1 Kohomologische Dimension

Definition 4.1. Seien € und €' 2wei abelsche Kategorien und F : € — €' ein links-exakter Funktor.
Ein Objekt X € Ob(%) heifit F-azyklisch falls REF(X) =0 fiir k # 0 gilt.

Sei .# eine F-injektive Unterkategorie und ¢ die volle Unterkategorie der F-azyklischen Objekte.
Lemma 4.2. Die Unterkategorie ¢ ist F-injektiv.

Beweis. Wir bemerken zuerst, dass wir die Existenz einer F-injektiven Unterkategorie .# voraussetzen
und dass jedes I € Ob(.#) per Konstruktion F-azyklisch ist.

Wir miissen die Bedingungen von Definition iiberpriifen. Sei jetzt X € Ob(%), dann existiert ein
I € Ob(#) und ein Monomorphismus X — 1.

Aus der langen exakten Kohomologiesequenz folgt, dass fiir eine kurze exakte Sequenz 0 — X' — X —
X" —=0in ¢ mit X', X € Ob(_#) auch X" € Ob(_¢) folgt.

Sei jetzt 0 - X’ — X — X" — 0 eine kurze exakte Sequenz in Ob(%) mit X', X, X" € Ob(_# ). Dann
folgt wieder aus der langen exakten Kohomologiesequenz, dass 0 — F(X') — F(X) — F(X") — 0 exakt
ist. O

Definition 4.3. Sei F' ein links-exakter Funktor. F' hat kohomologische Dimension < n falls
RFF(X)=0

fiir alle k > n gilt.
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Lemma 4.4. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

1. F hat kohomologische Dimension < n.

2. Fiir alle X € Ob(€) existiert eine exakte Sequenz
0-X—=X'—...5X">0
mit X7 € Ob( ) fir 0 <j <n.
3. Ist X0 — ... — X" — 0 eine exakte Sequenz mit X' € Ob(_#) fiir i <n, dann ist X™ € Ob( 7).

Beweis. (1) = (3): Sei X° %% X1 — ... = X" — 0 eine exakte Sequenz mit X' € Ob( 7) fir i < n.
Dies liefert die exakte Sequenz

0 —skerdy — X0 2 x1 . xn 2l xnel Xm0 X Imd,_y —— 0
Da _# F-injektiv ist, finden wir eine Auflosung
0— X" 1/Imd, 5 — (X)* — (X))"t — ...
Wir verkleben dies zu einer Auflésung von ker dy:
0 — kerdg — X° — X' — .. — X" (X)) — (X)) — .
Es gilt
0= R"""F(kerdy) = H""*((X")*) = R*F(X"'/Imd, o) = R*F(X™) fir k>1
dies zeigt X" € Ob(_#) und damit die Behauptung.
(3) = (2): Sei X € Ob(¥). Da ¢ F-injektiv ist finden wir eine Auflosung

1 dn
0—X—J°— . gtz gn gl

Nach Annahme ist Imd,,—1 € Ob(_#) und damit ist

O—>X—>JO—>...—>J”*1(lL>”Imdn_1—>O

die gesuchte Auflésung.

(2) = (1): Nach Annahme gibt es fiir jedes X € Ob(%) eine Auflésung X* in Ob(_#) der Lénge n. Da
J F-injektiv ist gilt
RM"E(X) = H"WFR(X*) =0  fir k>1

d.h. F hat kohomologische Dimension < n. O
4.2 Der Funktor f', Teil I

Sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen lokal-kompakten Raumen.

Wir nehmen ab jetzt folgendes an:
Der Funktor fi : 6h(X,Z) — Sh(Y,Z) hat endliche kohomologische Dimension n,

d.h.
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IneN sodass RFfi=0 fiir k> n.

Sei n die kohomologische Dimension von fi.

Wegen Proposition hat f; kohomologische Dimension < n genau dann wenn I'.(f~!(y),_ ) fiir alle
y € Y kohomologische Dimension < n hat.

Definition 4.5. Fine Garbe G auf X heifit f-weich falls, fir jedes x € X, die Garbe Gp-1(, weich ist.
Wegen Proposition [3.6]ist die Unterkategorie der f-weichen Garben auch fi-azyklisch und wegen Lemma
auf fi-injektiv.

Lemma 4.6. Es gelten folgende Implikationen:

welk = weich = f-weich

Beweis. Die erste Implikation ist Lemma [3.8 Die zweite folgt aus Proposition [3.12] 2. . O

Lemma 4.7. Sei
0—F—58"—...—8 1580

eine exakte Sequenz. Wenn die Garben S™",..., 81 f-weich sind, dann ist auch S° f-weich.

Beweis. Da die Einschrankung auf eine Faser von f exakt ist, reicht es die Aussage fiir weiche anstatt fiir
f-weiche Garbe zu zeigen. Sei 0 — S — K° — K! — ... eine weiche Auflésung von SY. Wir kénnen die
beiden Auflésungen zu einer weichen Auflésung von F verkleben. Es gilt dann

HNU,8%) ~ H"" Y (U, F) =0

wobei das letzte Gleichheitszeichen aus der Tatsache folgt, dass I'. kohomolgische Dimension < n hat.
Die Aussage folgt dann aus Korollar [3.10] O

Sei K € &h(X,Z) und F € Sh(Y, R). Wir definieren die Prigarbe von R-Moduln fi.F durch

(FF)V) = Homey(x.r) (Fi(R ©z Kv) . F)
Fir V' € V wird die Restriktionsabbildung
(FeF)V) — (V)
durch die Abbildung fi(R ®z Kv+) = fi(R ®z Ky) induziert.
Lemma 4.8. Sei K € 6h(X,Z) flach und f-weich.
1. Fuir jede Garbe G auf X ist G ®z K f-weich.
2. Der Funktor G — fi(G ®z K) ist exakt.

Beweis. 1.) Sei j : V. — X eine offene Menge. Wir zeigen die Aussage zuerst fiir G = Zy,. Es gilt
Zy @z, K=Ky = j17 71K, Wir miissen zeigen, dass fiir alle y € Y die Garbe (Kv)|f-1(y) weich ist. Sei
i: f~(y) — X die kanonische Einbettung. Wir haben folgendes kartesische Diagramm

v
|
X

fH@)nV —




Wegen Proposition [3.11] gilt
(Kv) g =i i K =i K =5 = (K1) -1 v
Da K|s-1(,) per Annahme weich ist, ist auch (K|s-1(,))-1(,)nv Wegen Proposition weich. Die zeigt,
dass Zy, ®z, IC weich ist.
Sei jetzt G eine beliebige Garbe. Es existiert fiir G eine Auflésung
— G — ... —=G"—=G—0

wobei jedes G/ eine direkte Summen von Garben Zy,, mit V C X offen, ist (dies folgt aus und der
Tatsache, dass auch G € &h(X,Z) gilt ). Daraus folgt, dass alle G ®z, K f-weich sind. Da K flach ist,
ist die Sequenz

— G @y, K—...—G"®z K—G®z, K—0

exakt. Da fi per Annahme endliche kohomologische Dimension hat, ist wegen Lemma auch G @z, K
f-weich.

Die zweite Aussage folgt dann unmittelbar aus der ersten, da der Funktor f; auf der Kategorie der f-
weichen Garben exakt ist. O

Lemma 4.9. Sei K € 6h(X,Z) flach und f-weich und sei F € Sh(Y, R) injektiv.

1. f,IC}" ist eine injektive Garbe von Rx-Moduln.
2. Es existiert ein kanonischer Isomorphismus
Homep(v,r)(fiI(G ®z, K),F) — Homey(x,r) (G, ficF)

der funktoriell bzgl. G ist.

Beweis. Um die Notation zu vereinfachen schreiben wir — ® K anstelle von — Rz, K.

Wir beweisen zuerst, dass f)!c}— eine Garbe ist. Sei V = e V; eine offene Uberdeckung einer offenen
Menge V' C X und sei < eine Totalordung auf J. Wir erhalten eine exakte Sequenz:

@E\/jﬂvk — @EW —>EV — 0
i<k 7

wobei die Abbildung durch

Ry vy, (U) — Ry, (U) ® Ry, (U)

a— (a,—a)

gegeben ist. Aufgrund von Lemma, 2. erhalten wir die exakte Sequenz:

f! @E\/}ﬂvk(glc —>f! (@Ru ®IC> —>fl(EV®’C)

j<k

Da F injektiv ist, ist die folgende Sequenz exakt:

0 = Homey(v,r)(fi (By ® K),F) = Homey(y,r) (f! (@Rm ® /C> 7]:>—> Homgyy,r) | /i @Evjmw @K, F

i<k
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Wegen Lemma [2.54) 2. folgt dann, dass die obige exakte Sequenz isomorph zu folgender Sequenz ist:
0 — (FAV) — [TUHF V) — [TEV; N Vk)
) i<k

Das zeigt, dass f}c]: eine Garbe ist. O

Wir definieren den Homomorphismus:
a(G) : Homeyy,r) (fi(G®K), F) — HomGh(X,R)(gaf}(}—)
Sei ¢ € Homey(y,r)(1(G ® K), F). Dann gibt es fiir V C X offen eine Sequenz von Morphismen:

G(V) ®r filRx © Kv) — flG®Ky) — fGRK) 25 F (4.2.1)

Der mittlere Isomorphismus wird durch Ky — K induziert. Es bleibt die Existenz des ersten Morphismus
zu zeigen. Wir zeigen zunéchst die Existenz von

G(V)®r f+(Rxy ®Ky) — f.(G@Kv)

Sie U C Y und W := f~1(U). Es reicht somit fiir beliebige offene W’ C X folgende Morphismen zu
erklaren

G(V) @R (Rx @ Ky)(W') — (G @ Ky)(W') ~ (Gv @ Ky )(W) (4.2.2)

dies ist aber auf dem Niveau der Prégarben klar, da folgende Abbildung existiert:

G(V)@r (R Ky (W')) — Gy (W) @r Ky (W')

Die Existenz der ersten Abbildung von (4.2.1)) folgt dann aus der Tatsache, dass falls supp(s) — U
eigentlich ist fiir s € T'(f~1(U), Ry ® Kyv), dass dann auch supp(g ® s) — U eigentlich ist fiir g ® s €
L(f~1(U),g @ Kv).

Die Morphismen ([£.2.1) lieferen einen Morphismus von G(V)) nach (fiF)(V) = Homeyx,r) (fi(R ®
Kv),F), der funktoriell in V ist, d.h. wir erhalten ein Element a(G)(¢) € Homen(x,r)(G, fiF).

Wir beweisen zuerst fiir G = Ry, und V' C X offen, dass a(G) ein Isomorphismus ist. Es gilt

Homey(v,r) (fi(By ® K),F) = (fiF)(V) = Homeyx,r) Ry fic )

wobei der erste Morphismus aus 2. folgt und der zweite Morphismus aus der Tatsache folgt, dass fiir
eine beliebige Garbe H und eine offene Menge j : V — X

Homgy(x,r)(By, ") = Homey(x,r) (j1j 'R, H)
~ HomGh(V,R)(jflﬂ,jfl’H)
~ Homeyv.p) (R, j~"H)
~H(V)

gilt.

Daraus folgt nun, dass fiir eine Familie von offenen Mengen V; und G = €p Ry, die Abbildung «(G) ein
Isomorphismus ist.

Sei nun G eine beliebige Garbe. Aus Proposition folgt, dass eine exakte Sequenz 0 — G” — G’ — G —
0 existiert, wobei G’ ~ @, Ry, , d.h. «(G’) ist ein Isomorphismus. Betrachte dazu folgendes kommutative
Diagramm:

0 —— Homegy(y,r)(fi(G ®K), F)} — Homegyy,r) (fi(G' ® K), F)} — Homeyyv,r) (f1(G" ® K),F)

ia(g) ia(g’) J/a(g”)

0 —— Homey(x,r) (G, [ F) Homey(x,r) (G, ficF) Homey(x,r)(G", ficF)
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Beide Zeilen sind wegen Lemma[1.8|2. exakt. Da «(G’) bijektiv ist, ist a(G) injektiv. Dieselbe Argumen-
tation mit G” anstatt G zeigt, dass a(G"”) injektiv ist. Daraus folgt, dass a(G) bijektiv ist.

Dies zeigt, dass der Funktor Homep(x,r)(—; ficF) exakt ist, d.h. fi-F ist injektiv.
Lemma 4.10. Die Garbe Zx hat eine flache und f-weiche Auflosung

0—Zy —K'— ... —K —0

Beweis. Sei X die Menge X versehen mit der diskreten Topologie und p : X — X die kanonische Abbil-
dung. Beachte das fiir jede Garbe H die Abbildung H — p.p~'H injektiv ist, da gilt

T(U,H) — T(U,p.p~ ' H) = [ Ho
zeU
t—= (x—ty)

Definiere K° = p.p~'Zy, K! = p.p 1 (Cok (Zyx — K°)), KJ = p.p~ 1 (Cok (KI~2 — KI~1)) fiir 1<j<r
und K" = Cok (K"=2 — K"~1). Dies liefert die exakte Sequenz 0 — Zy — K° — ... — K" — 0.
Da die Garben K7 per Konstruktion welk sind, sind sie auch f-weich und aus Lemma folgt, dass K"
dann auch f-weich ist. Es bleibt zu zeigen dass die K7 flache Z y-Moduln sind.

Es reicht zu zeigen, dass fiir eine flache Garbe G auch p,p~'G und p,.p~1G/G flach sind. Es gilt nimlich

ZX o /CO — p*p—IZX /Cl — p*p—l (’CO/Zx) /C2 — p*p—l (’Cl/’CO)) ,C3 — p*p—l (ICQ/ICl)
K°/Zx K1/K? = K1 /(K°/Zx) K2/KY = K2 /(K /KO)

wobei alle Terme flach sind. Fiir z € X gilt

(pp™'G)s = lim [] Gur

z€U 2/eU

und

(p*pilg/g)x = 111_1)1 H Gur

2€U o/ eU\{y}

(hier 14uft U {iber ein System von offenen Umgebungen von x). Da die obigen Z-Moduln torsions-frei sind
(G ist flach), sind die Garben p,p~1G und p,.p~1G/G flach. O

4.3 Doppelkomplexe

Sei € eine additive Kategorie.

Definition 4.11. Ein Doppelkomplex (X,dx) besteht aus Objekten X™™ und Morphismen
A" X XL ypd AT X X

fiir (n,m) € Z2, s.d. gilt

n+1lm n,m n,m+1 n,m n+1lm n,m n,m-+1 n,m
d/X Od/X :0, d”X Od”X :0 und d”X Od/X :d/X od”X

Nehme jetzt an das der Doppelkomplex folgende Endlichkeitsbedingung erfiillt:

fiir jedes k € Z ist die Menge {(n,m) € Z*> |n+m =k, X™™ # 0} endlich (4.3.1)
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Wir konstruieren jetzt zu dem Doppel-Komplex X einen einfachen Komplex s(X). Sei
s(xX)F= g xmm
k=n+m

Seien jetzt
b X P X und pam: X XM
k=n'+m/' k=n'4+m/'
die natiirlichen Morphismen X™™ — s(X)* bzw. s(X)* — X™™ Wir definieren

¥ xy o s(X)F = s(X)F

S

durch
g™ falls m = m/
Dn/,m’ © dl;(x) Olpm =14 (—1)"d"¢™ fallsn =n'
0 sonst

Lemma 4.12. Die Sequenz s(X),d(x) ist ein Komplex in €, d.h df&l) o df(x) =0.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch eine einfache Rechnung. O

4.4 Der Funktor f', Teil II

Sei #(Y) die volle Unterkategorie der injektiven Objekte von Sh(Y, R). Aus Proposition folgt, dass
die natiirliche Einbettung K*(.#(Y)) — D*(Y, R) eine natiirliche Aquivalenz ist. Sei K* der Komplex
aus Lemma Fiir F € C*(#(Y)) definieren wir fi..(F) als einfachen Komplex des Doppelkomplexes
(fic—a(FP))P2. Dann ist wegen Lemma 1. ffu(F) ein Komplex von injektiven Objekten.

Sei ¢ : F — G ein Morphismus in C*(#(Y)). Dann induziert fj.. einen Morphismus
FH@) + fieo (F) — fiee(9)
Lemma 4.13. Sei ¢ : F — G null-homotop, dann ist f'(¢) auch null-homotop.

Beweis. Der Morphismus f'(¢) ist gegeben durch
F(@)P1 = ppgo f1(9) 0ipg = Homepiv.r) (il Bx © K1), 7)1 fima(F?) — fic-a(G")
Sei nun s* : F¥ — GF~1 gegeben mit ¢* = sF*+1 o d.’% + d571 o s*. Wir bezeichnen mit
874 = Homey(v,m)(fi(Bx ® K1), 8%) : fima(FP) — fr-a(GP)
den induzierten Morphismus und es gilt

f!(¢)p,q — gptha o g'Pe 4 P4 gpa

Wir definieren
=P (S (F)F — (fle (P!
k=p+q
Dann gilt

Fl (@) 0ipg = 5100 d™ T 4 @771 o 5P
— gptla o g/Pd + d/p—lyq o §P9 4 gpatl o (_Dpd//p,q _gpatl, (_1)pd//P»(1
— gptLha o g/Pe + d/p—Lq 0 5P 4 spatl (_1)pd//p,q + (_1)p—1d//p—1,q o 5P
_ (gk—&-l odk +dk—1 o gk) in,q

Das zeigt, dass f'(¢) null-homotop ist. O
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Indem wir jetzt zum Quotienten iibergehen, erhalten wir einen Funktor von triangulierten Kategorien:

fie 1 KH(I(Y)) — KT (J(X))

Bevor wir das Hauptresultat beweisen kénnen, brauchen wir noch eine kategorielle Aussage.

Proposition 4.14. Sei % eine abelsche Kategorie mit gentigend vielen injektiven Objekten. Sei .Z die volle
Unterkategorie der injektiven Objekte. Sei I € KT (.#) und X,Y € KT (€). Jeder Quasi-Isomorphismus
X — Y induziert einen Isomorphismus

Homy+ ) (X, 1) ~ Homg+ (Y, 1)
Insbesondere gilt
Homy+ ) (X, I) =~ Homp+ () (X, I)
Beweis. Sei C' der Abbildungskegel von X — Y. Wir erhalten also ein Dreieck X — Y — C . Wegen
und Proposition [1.35] erhalten wir eine lange exakte Kohomologiesequenz
.= HYX) = H¥Y) —» H*(C) - H*(X) — ...
Da X — Y ein Quasi-Isomorphismus ist, folgt H*(C) = 0 fiir alle k.

Wir wenden jetzt auf das Dreieck X — Y — C 53 den kohomologischen Funktor Hom + () (—, I) (siehe
Proposition |1.33]) und erhalten die lange exakte Sequenz

.= HomK+(<g)(C, I)— HomK+(<g)(Y, I — HomK+(<g)(X, I — HomKJr(cg)(C[—lLI) — ...
Es reicht somit zu zeigen: Ist D € KT (.#) mit H*(D) = 0 fiir alle k, dann ist Homg+ (D, 1) = 0.

Wir miissen also zeigen, dass jeder Morphismus von Komplexen f : D — I homotop zu 0 ist. Wir
konstruieren eine Homotopie s : D — I[—1] iiber Induktion. Nehme an, wir haben schon s? : DP — [P~1
fir alle p < n konstruiert, s.d. gilt

sPodyt 4 db o sPTt = Pl fir p<n
Wir miissen s"*! : D*"+1 — [" konstruieren, s.d. die obige Formel fiir p = n + 1 gilt.
Betrachte folgendes Diagramm

an-t a .
D=t 2 s Dm — Cok (dfy 1) - D!

1 B
f"_l s o o e o
R "€n+1

m—1
dI

Es gilt
(f" —dp oM odyt =dp o frl —dp T o s odpy
=di tostody 4 di b ody Posm T —d Lo s od !
=0
Die Abbildung d% : D™ — D™ *! faktorisiert

—=n

D" 2 Cok (djy ) <5 Dt
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Da f™ — d’;fl os™ = 0 auf dem Bild von d’[l;l gilt, faktorisert f™ — d}“1 o s™ iiber Cok (d%ﬁl) und es gibt
ein o™t : Cok (dy 1) — I", s.d.
fn _ d’?—l og" = O_n+1 OEZ

gilt. Da i" ein Monomorphismus ist ( H"(D) = 0) und I™ ein injektives Objekt ist, existiert ein s"*! mit
st =47 0 g™t also

Sn+1 Od% _ Sn+1 o OETLL) :O_nJrl OEZ _ fn 7d7Il_1 o s
Dies zeigt die erste Behauptung. Fir die zweite Behauptung sei J eine injektive Auflésung von X, dann
gilt
HO’ITLK+(%)(X, I) ~ HO’ITLKJr(y)(J, I) ~ HOTTLD+(<,§)(J, I) ~ HomD+(<g) (X, I)

wobei der erste Isomorphismus aus der ersten Aussage folgt und der zweite Isomorphismus aus Proposition

54 O

Theorem 4.15. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung von lokal-kompakten topologischen Rdaumen, s.d.
fi endliche kohomologische Dimension hat. Dann existiert ein triangulierter Funktor

f':D*(Y,R) — D*(X,R)
und ein Isomorphismus von Bi-Funktoren:
Homp+(y,p) (Rfi(=),—) ~ Homp+ (x,r)(—, £1=)

d.h. f'ist zu Rf rechts-adjungiert.

Beweis. Wir zeigen, dass f,!C. die gewlinschten Eigenschaften hat.

Fir F € Ob(KT(#(Y))) und G € Ob(K*(#(X))) gilt wegen Lemma 4.9 2., dass

Homy+(sn(v.r)) (£i(G ®z, K*), F) = Homk+(sn(v.r)) (G, fice F)
Da G ~G®g, Zx — G®z, K* ein Quasi-Tsomorphismus ist, ist G ®z K* wegen Lemma @ 1. ein
Komplex von f-weichen Garben und daher gilt RfiG ~ fi(G ®z, K*) in DT (Y, R). Aus Proposition m

folgt dann, dass
Homy+(sn(v,r)) (1(G ®z, K*),F) ~ Homp+(v,r)(RfIG, F)

Andererseits is f,!c.]-' ein komplex von injektiven Ry -Moduln, daher gilt

Homx+(x,r)(G, fice F) ~ Homp+ (x,7) (G, fice F)

Das zeigt die Behauptung. O

Sei jetzt g : Y — Z ebenfalls eine stetige Abbildung zwischen lokal kompakten Raumen.

Proposition 4.16. Nehme an fi und g haben endliche kohomologische Dimension, dann hat (f o g)
ebenfalls endliche kohomologische Dimension und es gilt:

(gof)i=fog

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus der Grothendieck Spektralsequenz fiir die Funktoren f; und g
Eg,q — Rpgg oqu! —, EgoJrq — Rerq(go f)'

Die zweite Behauptung zeigt man wie das analoge Resultat aus Korollar 2.17] O
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Betrachte das kartesische Quadrat von lokal-kompakten Raumen:

Proposition 4.17.

1. f| hat endliche kohomologische Dimension

2. Es existiert ein kanonischer Morphismus von Funktoren
g oRfi~ Rf{og ™
3. Es existiert ein kanonischer Morphismus von Funktoren
! ’ ,!
goRf.~Rf,og

4. Es existiert ein Morphismus von Funktoren
gl—lf! SN f/!g—l

Beweis. Seiy’ € Y', dann ist f’fl(y’) homdomorph zu f~1(g(z")). Daraus folgt, dass die kohomologische
Dimension von f{ durch die von fi beschrankt ist.

Wir beweisen die zweite Aussage. Wegen g=' o fi ~ f{ o ¢’ -t (siehe Proposition D reicht es zu zeigen,
dass g7' o Rfi bzw. Rf] o ¢~ der derivierte Funktor von ¢~ o f bzw. flog ™ ist. Sei G € DT(Y,R)
und Z eine injektive Auflésung.

g 'oRfG~g o AT~ R(g "o fi)G

Sei #(X) die Kategorie der f-weichen Garben und ¢ (X') die Kategorie der f’-weichen Garben, dann
bildet ¢’ " J(X)in #(X') ab, da fiir ein y € Y und ein ¢’ € Y mit g(y') = y die Abbildung ¢’ einen
Homdoéomorphismus [’ 71(y’ ) — f~1(y) induziert. Daraus folgt aber

Rfl o g’ilg ~ flo g’fll' ~ R(fl o g’il)g
Um die dritte Aussage zu beweisen schreiben wir
Hom(G, f'Rg.F) ~ Hom(RfG, Rg.F)
~ Hom (g 'RfG, F)
~ Hom(Rf{ og'~'G, F)
~ Hom(g'"'G, "' F)
~ Hom(J, Ry o f"'F)

wobei der erst Isomorphismus aus Theorem der zweite Isomorphismus aus Proposition der
dritte Isomorphismus aus Punkt 2, der vierte Isomorphismus wieder aus Theorem [4.15 und de fiinfte
Isomorphismus wieder aus Proposition folgt.

Aus einer Variante von Yoneda’s Lemma folgt dann die Aussage.
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Fiir die vierte Aussage betrachten wir folgende Sequenz von Morphismen

Rflg

wobei der Isomorphismus aus 2.) folgt. Mit Hilfe von Theorem erhalten wir den gesuchten Morphis-
mus

—1

fF=g 'RAf'F — g ' F

g PF o g

4.5 Lokale Kohomologie

Sei X topologischer Raum U C X eine offene Teilmenge und W eine abgeschlossene Teilmenge von U.
Fiir eine Garbe F € 6h(X, R) definieren wir

T'w (U, F) =ker(F(U) - FU\W))

I'w (U, F) ist also der Unter-Modul der Schnitte I'(U, F) deren Tréger in W enthalten sind. Ist V C U
eine offene Teilmenge die W enthélt, dann ist I'w (U, F) — 'y (V, F) ein Isomorphismus. Wir definieren
daher T'w (X, F) als Ty (U, F), wobei U eine offene Teilmenge ist, die W als abgeschlossene Teilmenge
enthalt.

Proposition 4.18. Die Pragarbe U — U'wnu (U, F) ist eine Garbe. Wir bezeichnen sie mit Ty (F).

Beweis. Sei U C X offen und UieI U; = U eine offene Uberdeckung. Setze U;; = U; N U;. Sei Vi C Uy;.
s.d. WnNUjj in V;; abgeschlossen ist. Setze V; = Ujel Vijund V = J, V;. Dann gilt V; C U; baw. V C U

und W NU; bzw. W NU ist abgeschlossen in V; bzw. V.

Betrachte die Abbildung
Twoo (U, F) = [[Twow. (U, F)
iel
dies ist per Definition
Twoo(V, F) = [[Twew, (Vi F)
iel
Da die obige Abbildung von der injektiven Abbildung I'(V, F) — [[,I'(V;, F) induziert wird, folgt die
erste Eigenschaft einer Garbe. Betrachte nun Schnitte s; € T'wnu, (Ui, F) Red I'wao, (Vi, F) mit s; = s;
in T'weo,,; (Ui, F) et T'wnu,; (Vij, F). Diese verkleben sich zu einem Schnitt s € I'(V, F). Der Schnitt s
ist aber gleich 0 in TV \ (W NU),F),daer in [[,.;T(V;\ (WNU,),F) gleich null ist. Daraus folgt, dass

il
De
s € M'wnu (U, F) =4 Twau(V, F). [

Lemma 4.19. Sei W C X lokal abgeschlossen in X. Wenn F eine welke Garbe auf X ist, dann ist Ty F
auch welk.

Beweis. Da T'w (X, F) = T'w(V,F) fur eine offene Menge V ist in der W abgeschlossen ist, kénnen wir
oBdA annhemen, dass W in X abgeschlossen ist. Sei jetzt U C X offen. Wir miissen zeigen, dass
I'w(X,F) = T'wnu (U, X) surjektiv ist. Sei also s € T'ywny (U, F). Wir erweitern s durch 0 auf X \ Z.
Dies gibt einen Schnitt in I'znpy ((X \ Z) UU, F). Da F welk ist kénnen wir die zu einem Schnitt auf ganz
X erweitern, der automatisch in I'z (X, F) liegt. O

Lemma 4.20. Sei W lokal abgeschlossen und 0 — F' — F — F"” — 0 eine exakte Seqeunz von welken
Garben. Dann ist
0 —Tw(F)—TwF) —Tw(F")—0

exakt. Insbesondere sind welke Garben I'y -injektiv.
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Beweis. Sei U C X offen, s.d. W NU in U abgeschlossen ist. Betrachte das folgende kommutative
Diagramm

0 0 0

0—Twnuv(U,F)—Twru(U,F) —Twnu (U, F') —0

0——T(UF)—T(U,F) U, F")y ——0

0 —— T(U\ W, F') —= (U \ W, F) —=T(U \ W, F") —>0

0 0 0

Beachte, dass die zweite und dritte Zeile sowie alle Spalten exakt sind. Eine Diagrammjagd zeigt, das
dann auch die erste Zeile exakt ist. Daraus folgt die erste Aussage. Fiir die zweite Aussage miissen wir die
Bedingungen In Definition [1.56] iiberpriifen. Die erste Bedingung folgt aus der Existenz einer injektiven
und damit welken Auflésung. Die zweite Bedingung folgt aus Lemma 2., die dritte Bedingung folgt
aus der ersten Aussage. O

Proposition 4.21. Sei Z C X abgeschlossen, j : U — X die Finbettung des Komplements von Z und
G* € DT (X, R). Dann exzistiert ein natirliches Dreieck

RT7(G*) — G* — Rj.j'¢* 15

Beweis. Sei 7T eine injektive (und damit welke) Auflésung von G®. Wir haben eine exakte Sequenz
0 —Tzv(U,T) —TUZI) —TU\NZI) —0
Das liefert die exakte Sequenz
0—T2(ZI) —T— 35, 'T—0
Mit Proposition und der Tatsache, dass R(j.j ') = Rj.j~! gilt, erhalten wir die Aussage. O
Proposition 4.22. Sei h: W — X eine lokal-abgeschlossene Einbettung. Dann gilt:
h()~h~'o RT'w()

Beweis. Sei F € DY(X,R) und G € DT(W, R). Es gilt:
Homp+w,r)(G, f'F) = Homp+ (x,r)(RfIG, F)
~ Homp+(x,r)(RNG, RT'w (F))
~ Homp+w,r) (f ' o RAG, f ' RT'w (F))
~ Homp+w,r) (G, [~ RT'w (F))
Die Aussage folgt dann aus dem Yoneda-Lemma. O

Korollar 4.23. Seii: Z — X abgeschlossen, j : U — X die Einbettung des Komplements von Z und
G®* € DY(X,R). Dann ezistiert ein natirliches Dreieck

0i'G — G — RjjTIG T

Beweis. Die Aussage folgt aus den Propositionen und O
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4.6 Orientierung und Dualitat

Definition 4.24.

1. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung und nehme an f hat endliche kohomologische Dimension.
Wir setzen

wx/y = 'R

und nennen wx,;y den relativen dualisierenden Komplex. Ist Y = {pt}, dann setzen wir
wx = wx,y und nennen wx den dualisierenden Komplex von Y.

2. Sei F € DY(X, R). Wir definieren
DxF := RHom(F,wx)
und nennen DxF den dualen Komplex von F.

Lemma 4.25. Seien F,G € Gh(X, R), dann ezistiert ein kanonischer Morphismus

fGRF — f (G fIF) (4.6.1)

Beweis. Betrachte die folgende Kette von Abbildungen:

Hom(G® f7'F,G® f~'F) — Hom(f' f.Gg® [T F,G® f1F)
2H0m(f_1(f*g ®f)ag ® f_lf)
~ Hom(f.G ® F, f(G® f~'F))

Der erste Abbildung folgt aus Korollar der erste Isomorphismus aus Lemma [2.53| und der zweite
Isomorphismus aus Theorem [2.16] O

Lemma 4.26. Sei M ein flacher R-Modul und F € Gh(X, R). Es gibt einen kanonischen Isomorphismus:
(X, F)®M —To(X,F® M)

Insbesondere ist F @ M weich, falls F weich ist.

Beweis. Betrachte die Pra-Garbe (U — F(U) ® M(U)). Die linke Seite der obigen Abbildung sind die
globalen Schnitte der Prégarbe und die rechte Seite sind die globalen Schnitte der assozierten Garbe, dies
liefert die Abbildung. Wir kénnen oBdA annehmen, dass X kompakt ist, da sich Schnitte mit kompakten
Trager auf ganz X trivial forsetzen lassen. Sei X = Uj K; eine endliche Uberdeckung von X mittels
kompakter Teilmengen. Wir erhalten eine exakte Sequenz:

0 — (X, F) 2 @Pr(K;, F) > @K, N Ky, F).
J J,k

Da M flach ist, ist die Sequenz auch nach tensorieren mit M exakt. Wir erhalten ein kommutatives
Diagramm mit exakten Zeilen:

0 A

I'(X,F) D, T(K;, F) @ M —= @, , ['(K; N Ky, F) @ M
la lﬁ \L’Y
0—— (X, F o M) —> @ T(K;,Fo M) —>@,, T(K; N Ky, F © M)

Wir zeigen zuerst, dass «a injektiv ist. Fiir jedes € X haben wir einen Isomorphismus

lim (D(U, F) © M) ~ F, © M ~ lim (U, F © M) (4.6.2)

Usz Usz
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Wenn «a(s) = 0 fiir s € T(X, F) ® M gilt, kénnen wir eine endliche Uberdeckung finden, s.d A(s) = 0 gilt,
daraus folgt aber s = 0. Indem wir die Argumentation fiir K; und K; N K} wiederholen, zeigen wir, daf§
auch g und 7 injektiv ist.

Wir zeigen jetzt, dass a surjektiv ist. Seit € T'(X, FRM). Wegen existiert eine endliche Uberdeckung
X = Uj K;, s.d. XN(t) im Bild von 8 liegt. Aus der Injektivit&t von v folgt dann, dass ¢ im Bild von «
liegt. O

Proposition 4.27. Sei f: X =Y stetig, F € 6Gh(Y,R) und G € 6h(X,r). Es existiert ein kanonischer
Morphismus:

fGOF — fi(Ge f~'F) (4.6.3)

Wenn F flach ist, dann ist der obige Morphismus ein Isomorphismus.

Beweis. Beachte, dass der Morphismus [£.6.3] vom Morphismus [£.6.1] induziert wird. Wir nehmen jetzt an,
dass F flach ist. Sei z € X, wir erhalten folgende Isomorphismen:

(G fF),) =Tf (x),G& ' F)
~Te(f7(2),G ® Fa)
:Fc(f_l(l‘),g)(@]:w

wobei wir fiir den ersten und vierten Isomorphismus Proposition [3.6| und fiir den dritten Lemma [4.26
benutzen. O

Definition 4.28. Sei R ein Ring. Die schwache globale Dimension wgld(R) ist die kleinste Zahl
n € NU{oo}, s.d. es fir jeden R-Modul M eine flache Auflosung der Linge n gibt.

Bemerkung 4.29.
1. Hauptidealringe und requldre lokale Ringe haben endliche schwache globale Dimension.

2. Man kann zeigen, dass jedes F € DT (X, R) zu einem nach unten beschrinkten Komplex von flachen
Garben quasi-isomorph ist.

Proposition 4.30. Sei G € DT (X, R), sei F € DY(Y, R) und wgld(R) < oo, dann gilt
L ~ L.
Rfi® F — Rf <g®f ]7>
Beweis. Nehme an F ist eine flache Garbe. Aus Proposition folgt, dass der Funktor - ®@ f~1F weiche
Garben in fi-azyklische Garben abbildet. Daraus folgt, dass Rfi(- ® f~'F) der derivierte Funktor von

fi(-® f71F) ist. Da Rfi(-) ® F der derivierte Funktor von f(-) ® F ist, folgt das Ergebniss fiir flache F
aus Proposition Im allgemeinen Fall ersetzen wir F mit einer flachen Auflésung. O

Proposition 4.31. Nehme an fi hat endlich kohomologische Dimension. Dann existiert ein kanonischer
Morphismus von Funktoren:

CoLo )
rOs0 = (6
Beweis. Seien Fi,F»,G € DT(X, R). Es gilt
Homp+(x r) <f!f@% flfzvf!g) ~ Homp+ (x,R) <Rf! <f!f1 & f1f2> 7g>

L
~ HomD+(ny) (Rf!f!]:l ®~/—"27g)
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L
wobei der letzte Isomorphismus aus Proposition folgt. Setze jetzt G = F1 ® Fo, Dann ist der gesuchte
L L
Morphismus das Bild von Rf f'F, ® Fa — F1 @ F» unter den obigen Isomorphismen. O

Definition 4.32. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen lokal-kompakten Raumen. Die Abbildung
f heifst topologische Submersion mit Faserdimension l, falls es fiir jedes x € X eine offene Umgebung V.
von x gibt, s.d. U = f(V) offen in X ist und das folgende Diagramm kommutiert:

UxR P2 sy
\\if‘/
U

wobei p die Projektion und h ein Homdéomorphismus ist.

Proposition 4.33. Sei f: X — Y eine topologische Submersion mit Faser Dimension . Dann gilt:

1. HE(f'R) = 0 fiir k # —1 und H='(f'R) ist ein lokales System vom Rang 1.

2. Der Morphismus f'R® f~1(-) — f'(-) ist ein Isomorphismus.
Beweis. Zuerst beweisen wir die erste Aussage im Fall X = R! und Y = {pt}. Sei j : U — X eine offene
Teilmenge von X und f'R — 7 eine injektive Auflésung von f'R. Es gilt

RT(U, f'R) ~T(U,T)
~ (U, Hom(R,T))
~ Hom(j~'R,j~'I)

(
(B, (fiv)'R)
((fiy R, R)
~ RHom(RT.(U, R), R)

Nehme auBerdem an, dass U homdomorph zu R! ist, dann gilt
RT(U,R) ~ R[]
Sei jetzt Z eine injektive Auflssung von f'R und J eine Auflésung des R-Moduls R. Es gilt
I'(U,Z) ~ RT(U, f'R) ~ RHom(R[~1], R) ~ Hom®(R[-1],J) = J[I] ~ R[l] in D*(R-Mod)

Sei € X und B.(z), Be(z) zwei Bélle um z mit Radien € < e. Die Abbildung Rl (B« (X),R) —
RT'.(B.(X), R) induziert auf R[l] die Identitat. Somit gilt Z, ~ R[l] fiir alle 2 € X und damit

o : : R firj = —
IR ~H (L)p =H (L) =~
W' R), = WD), = W () {0 w2
Daraus folgt H~'(f'R)[l] ~ f'R und somit
T(U,H ' (f'R)) ~ Hom(H.(U, R), R)

Da HY(U, R) — H.(X, R) ein Isomorphismus ist, folgt, dass H~'(f'R) lokal konstant vom Rang 1 ist.

Wir betrachten jetzt den allgemeinen Fall. Da wir lokal arbeiten, konnen wir X = R! x Y annehmen und
das f die Projektion auf den zweiten Faktor ist. Sei p : X — R die Projektion auf den ersten Faktor und
agpt bzw. ay die Projektion auf den Punkt. Proposition 4. liefert einen Isomorphismus

p_lez :p_la!R — f!a;lR = f!B.

69



Wir erhalten eine Sequenz von Morphismen:
plwn @ IR — fROfTIF — fF
Sei nun U € R und V' C X offen. Wir erhalten folgende Isomorphismen

RT(U x V, f'F) ~ RHom(Ry v, [ F)

~ RHom(RfIRyxv,F)

~ RHom(RT (U, R;) ® Ry, F)

~ RHom(RT.(U,R;) ® R, j~'F)

~ RHom(RT.(U, Ry,), R) ® RHom(R, j—*F)
~ RT(U,wg:) ® RU(V, F)

Definition 4.34. Sei f : X — Y eine toplogische Submersion mit Faserdimension l. Definiere
Ky = Hil(wX/Y)

Die Garbe LYy, heift relative Orientierungsgarbe. FirY = {pt} schreiben wir LY und nennen LY
Orientierungsgarbe von X. Insbesondere gilt daher

wx/y = L%y |l]

Lemma 4.35. Sei f: X — Y eine topologische Submerison mit Faserdimension [,

1. Sei wg/y bzw. E;’;ﬁ, der relativ dualisierende Komplex und die relative Orientierungsgarbe tiber Z,
dann gilt:

wx)y =R@WY,y  und LYy ~ROLYS

2. Es existiert ein kanonischer Isomorphismus:

Beweis. Beweis von 1.: Es gilt

wx)y = f(R)=f(R®Z) ~ fHR)® f(2) = RO wy/y

Die zweite Aussage folgt indem man die —I-te Kohomologiegarbe nimmt.

Beweis von 2.: Wegen 1. reicht es L:X/YZ ® Egg v ~ Z zu zeigen. Beachte, dass L% %, lokal isomorph zu Z

ist. Die Kartenwechselabbildung ist daher Multlphkatlon mit +1. Daher ist die Kartenwechselabbildung

fir LY vz ® Egg}zy gleich +1. Daraus folgt aber die Aussage. O

Lemma 4.36. Sei f : Y — Z eine topologische Submersion mit Faserdimension m, g : X — Y eine
stetige Abbildung und f o g eine topologische Submerison mit Faserdimension l. Sei F € DY(Z,R), dann
gilt:
gof ' F(fog) ' FRLY x/z® 9_1£Y/Z[l —m]
Insbesondere gilt
wxyy = LYzl ®@ g7 LY 5[—m]
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Beweis. Wir haben folgende Abbildungen
g '\ Feg 1ﬁy/z[ m] — g o(f” f®£y/z[ m]) ~ g f'F e (fog)F(fog)™ ®LY)l]  (4.6.4)

Sei jetzt | J; U; =Y eine offene Uberdeckung von Y mit L")’,’”/Z‘ ~ R. Setze V; = g~ Y (U;). Sei h: V; = X
und j : U; = Y die kanonischen offenen Einbettungen, dann gllt

(gf "F@g Ly, Im ]>‘ 1§hflglfflf®hflgflﬁoyr2[m}
~ gy T F @ g T LY 4 (m]
~g i T
zg( TTFRTLY 4m D
~ g (f LF @ LY ,lm ])
~hlg (S F @ L3, 0m))
~ (o (FFeLgsm))

wobei wir h~! = h' bzw. j~! = j' und die Tatsache,dass das inverse Bild mit Tensorprodukt vertauscht

(Lemma [2.53)) benutzt haben. D.h. die erste Abbildungen von ist lokal ein Isomorphismus, also ein
Isomorphismus.

1

Die erste Aussage folgt dann nach tensorieren von beiden Seiten mit g_lﬁgj/z[ m] und Lemmaﬁ 2. .
Die zweite Aussage folgt mit F = R. O

Proposition 4.37. Sei X eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n. Dann ist LY die zu
(U — Hom(H!(U,R), R)) assozierte Garbe.

Beweis. Sei U C X offen und homomorph zu R”. Es gilt:

RU(U, £ [n]) ~ RT(U,wy)
~ RHom(Ry,wx)
~ RHom(RT.(X,Ry), R)
~ Hom(H" (U, R), R)[n]

O

Theorem 4.38 (Poincaré-Dualitéat). Sei R = k ein Kérper und X eine n-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeit. Es existieren folgende kanonische Isomorphismen

H™(X, L") ~ H ™(X, k)Y
Ist X auferdem orientierbar tber k, dann gilt

H™(X, k)~ H' ™(X, k)Y
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Beweis. Es gilt
H™(X, L") ~ H™(RT(X,wx[—n]))
~ H°(RT'(X,wx[m —n]))
~ HORHom(E, wx[m —n])
~ Hom(k,wx[m — n])
~ Hom(RT (X, k)[n — m], k)
~ Hom(H:(X,k)[n —m], k)
~ H' ™(X, k)Y
O

Definition 4.39. Sei X lokal-kompakter topologischer Raum. Die Borel-Moore Homologie von X ist:

HBM(X R) .= H ™(X,wx)

Die Poincaré-Dualitat liefert
HPM(X k) = H ™(X,wx) ~ H""™(X, L) ~ H"(X, k)"

Theorem 4.40 (Poincaré-Verdier Dualitit). Sei F € DY(X, R). Es existiert ein kanonischer Isomor-
phismus
RT(X,DxF) ~ DRT.(X, F)

Ist R =k ein Korper, dann haben wir die Isomorphismen:

H™(X,DxF) ~H,™(X;F)Y

Beweis. Wir benutzen Theorem ?? im Fall Y = {pt}. Es gilt
RT(X,DxF) =~ RTRHom(F, f'R) ~ RHom(RT'.(X, F), R) ~ DRI (X, F)

Im Fall... O

5 Schnitthomologie

Sei X ein topologischer Raum, dann bezeichnet ¢X den offenen Kegel X x [0,00)/(x,0) ~ (2/,0) iiber X
(der offene Kegel {iber der leeren Menge ist per Definition ein Punkt).

5.1 PL-Raume

Ein p-dimensionaler Simplex o ist die konvexe Hiille von (p + 1)-Punkten (vg,...,v,) im R", s.d. die
Vektoren v1 — vo, . . ., Up — g linear unabhéngig sind. Jeder Punkt von ¢ kann eindeutig durch > ¢;v; mit
0 < t; <1 dargestellt werden. Die v; heilen Ecken von ¢ und die ¢; baryzentrische Koordinaten. Wir
sagen, dass o von seinen Ecken aufgespannt wird und schreiben o = vg ... v,. Ein Simplex 7 der von einer
Teilmenge der Ecken von ¢ aufgespannt wird, heiffit Seite von o, wir schreiben 7 < o.

Zwei Ordnungen der Simplexmenge {vo,...,v,} heilen dquivalent, falls sie durch eine gerade Permuta-
tion ineinander iibergehen. Jede dieser Aquivalenzklassen heifit Orientierung von o. Ein orientierter
Simplex ist ein Simplex zusammen mit einer Orientierung von o.

Eine Menge K von Simplizes im R"™ heifit simplizialer Komplex , falls
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1. ist 0 € K und 7 < o, dann ist auch 7 € K
2.ist o,7r€e K, dannist cNT <ocund o N7 <7
3. K ist lokal-endlich, d.h. fir x € 0 € K existiert eine Umgebung von z die nur mit endlich vielen
7 € K nichtleeren Schnitt hat.
Die Menge |K| := |, o heifit das zu K gehorige Polyeder.
Eine Teilmenge L C K heifit Unterkomplex, falls L selbst ein simplizialer Komplex ist.

Ein simplizialer Komplex L heifit lineare Unterteilung von K falls |K| = |L| gilt und jeder Simplex 7 von
L in einem Simplex o von K enthalten ist.

Sei 0 = vg...v, ein p-Simplex. Wir definieren jetzt p-Simplices 0, = qo ... ¢, mit o, C o fiir w € Sy
(die Permutationen von {0,...,p}) und

%

1
g = i+1j§vw(j)

Die Menge der o, zusammen mit ihren Seiten liefern eine lineare Unterteilung von o. Indem wir in einem
simplizialen Komplex K jeden Simplex so unterteilen erhalten wir eine lineare Unterteilung von K, die
sogenannte baryzentrische Unterteilung.

Seien K, L simpliziale Komplexe. Eine simpliziale Abbildung f : K — L, ist eine Abbildung f : |K| — | L],
s.d. fiir jeden Simplex o € K f|, linear ist und f den Simplex ¥ surjektiv auf einen Simplex in L abbildet.

Eine Triangulierung eines topologischen Raumes X besteht aus einem simplizialen Komplex K und einem
Homdomorphismus |K| — X.

Ein PL-Raum ist ein topologischer Raum zusammen mit einer Klasse 7 von lokal-endlichen Trian-
gulierungen T von X. Die Klasse 7 muss dabei abgeschlossen unter linearer Unterteilung sein und falls
T,T' € T gilt, miissen T und 7" eine gemeinsame lineare Unterteilung haben.

Ein abgeschlossener PL-Unterraum ist ein Unterkomplex einer geeigneten Triangulierung T € T von
X.

Eine PL-Abbildung ist eine Abbildung f : X — Y zwischen PL-Raumen, die fiir geeignete Trian-
gulierungen T bzw T” von X bzw. Y simplizial ist.

Ein PL-Raum M ist eine PL-Mannigfaltigkeit der Dimension n falls jeder Punkt x € M eine Umgebung
hat, die PL-homéomorph zu einer offenen Menge im R"™ ist.

Definition 5.1. Fine 0-dimensionale PL-stratifizierte Pseudo-Mannigfaltigkei ist ein diskreter, topologis-
cher Raum mit mit héchstens abzahlbar vielen Punkten.

Eine n-dimensionale PL-stratifizierte Pseudo-Mannigfaltigkeit ist ein PL-Raum X der Dimension
n mit einer Filtration von abgeschlossenen PL-Unterrdumen

X:XnDXn_lzXn_zD...XlDX()DX_1:@

s.d. gilt

1. Sp—p = Xk \ Xpn_k_1 ist eine PL-Mannigfaltigkeit der Dimension n — k, falls S,_ # 0.
2. X\ X,_o ist dicht.

3. fur jeden Punkt x € S,_i existiert eine kompakte k — 1-dimensionale PL-stratifizierte Pseudo-
Mannigfaltigkeit L
L=Lg 1DLi 3D ...DL:03L71:®
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und ein PL-Homdéomorphismus
h:U — BxecL

wobei U eine offene Umgebung U von x, B eine offener Ball um x in S, _r. Die Abbildung h erhdlt
die Stratifizierung , d.h. h bildet U N X,_; auf B X Li_;_1 ab.

Sei jetzt X ein PL-Raum und T € T. Eine simpliziale i-Kette ¢ ist eine Funktion
¢ : {o orientierter i-Simplex | 0 € T} — Z

mit {(—o) = —&(o) wobei —o die umgekehrte Orientierung tragt. Der Trager |£| von £ ist die Vereinigung
aller abgeschlossener i-Simplizes o in T mit (o) # 0. Da T lokal-endlich ist, ist der Tréger von & ein
abgeschlossener PL-Unterraum von X. Wir bezeichnen mit C{ (X) die abelsche Gruppe der simplizialen i-
Ketten. Elemente von C7'(X) kénnen dann durch formale unendliche Summen von orientierter i-Simplices

sznga

dargestellt werden.

Fiir ein ¢ € CI'(X) und eine kompatibel orientierte Unterteilung 7”7 von T definieren wir eine i-Kette
¢ e CT'(X) durch

(0" = {{ (o) falls o/ im kompatibel orientierten i-Simplex o € T enthalten ist
0 sonst

Dies definert eine Abbildung

cl(x) — cf'(x)
£ €

Sind T und 7" jetzt zwei Triangulierungen von X und ¢ € CT(X), ¢ € CT'(X), dann heiBen & und &
dquivalent falls es eine gemeinsame Unterteilung 7" von T und T” gibt, s.d. die Bilder von £ und &’ unter
den Abbildungen

cl(x) —cl"(x) +— cl'(x)

K2

in CT"(X) {ibereinstimmen.
Wir definieren die Gruppe der PL i-Ketten durch

Ci(X) = lim CT (X)
TeT
Beachte dass Elemente £ von C;(X) einen wohl-definierten Trager |¢| haben.

Sei ¢ ein Simplex der durch vy, ..., v; erzeugt wird. Wir definieren einen Rand-Operator durch

%

A(o) =Y (=1 (vo, ..., D5, ..., v:)

j=1

wobei der i — 1-Simplex (v, ...,0;,...,v;) die i-te Seite von o ist, die durch weglassen von v; entsteht.
Dies induziert eine Abbildung

fiir die 0 0 0 = 0 gilt, (Ce(X), D) ist also ein Komplex.
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Seien jetzt X,Y PL-Réume und f : X — Y eine PL-lineare Abbildung. Wir wéahlen Triangulierungen
T bzw. T’ von X bzw Y, s.d. f beziiglich diesen Triangulierungen simplizial ist. Fiir einen p-Simplex
0 =7g...Vp, definieren wir

fo CI(X) — CI'(Y)
.. vy {f(a) = f(vo) ... f(vp) falls f(o) p-Simplex
0 sonst

Die liefert eine Komplex-Abbildung
fo 1 Cu(X) — CL(Y)

und induziert eine Abbildung zwischen den Homologien.

Bemerkung 5.2. Die Homologie des Komplexes Coq(X) von PL-Ketten auf X ist isomorph zur Borel-
Moore Homologie von X :

H;(Cu(X)) = HPY (X, 2)
Beschrinken wir uns auf PL-Ketten mit kompakten Trager C$(X) dann erhalten wir klassische singuldre

Homologie

Ein Vorteil der Borel-Moore Homologie gegeniiber der klassischen singuldren Kohomologie ist es, dass man
auch fiir nicht-kompakte Rdume Fundamentalklassen definieren kann.

Eine PL-stratifizierte n-dimensionale Pseudo-Mannigfaltigkeit heifit orientierbar falls es eine Trian-
gulierung T von X gibt, s.d. man jeden n-Simplex so orientieren kann, dass die Kette, die 1 € Z jedem
n-Simplex mit der gegebenen Orientierung zuweist, ein n-Zykel ist. So ein n-Zykel heifit Orientierung von
X und seine Homologie-Klasse

[X] € H7M(X,Z)
heifit Fundamentalklasse von X.

Wir definieren jetzt fiir einen (n — k)-Simplex o die duale simpliziale k-Kette ist Dx (o). Diese ist folgen-
dermaBen erklart: Sei T’ die Baryzentrische Unterteilung von T. Dx (o) ist die Vereinigung der Simplizes
7/ von T’, deren Ecken Baryzentren 7 von Simplizes 7 in T sind, die o enthalten.

N7 N
A

Sei jetzt o ein (n — k)-Simplex. Wir definieren die Ko-Kette 1, durch

O i
Die Zuordnung 1, — Dx (o) liefert einen natiirlichen Morphismus von Komplexen:
¢ (CF*(X),d) — (CT",0) (5.1.1)
welche folgende Homomorphismen induziert:
H" ™X,7) — HPM(X,Z)
H!'"M(X,Z) — Hp(X,Z)

Fiir Mannigfaltigkeiten liefert dies Poincaré-Dualitét.
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5.2 PL Schnitt-Homologie

Definition 5.3. Fine Perversitit p ist eine Funktion
p:{2,3,...} — N
mit p(2) = 0 und p(k) < p(k +1) < p(k) + 1.

Beispiel 5.4. Es gibt einige ausgezeichnete Perversitditen:

Null Perversitit: 0(k) =0

Top Perversitat: t(k) =k — 2

e niedrigere mittlere Perversitit: m = |t/2]

hohere mittlere Perversitat: m = [t/2]

Zwei Perversitaten p und g heiflen komplementar, falls p + g = ¢ gilt.

Definition 5.5. Sei X eine n-dimensionale PL-stratifizierte Pseudo-Mannigfaltigkeit. Die Gruppe ICP(X)
der i-dimensionalen Schnitt-Ketten der Perversitdt p ist definiert als

IC7(X) = {¢ € Cy(X) | dim(|¢| N Xp—k) < i~k +B(k),
dim(|0¢| N Xp—k) <i—1—k+p(k), fir allek > 2}

Die Rand-Operatoren B B
0;  ICY(X) — ICY | (X)
sind wegen der Bedingung an |9¢| wohldefiniert. Das heifit ICZ(X) ist ein Unterkomplex von Cy(X).
Definition 5.6. Die Homologie Gruppen des PL Schnitt-Ketten Komplexes
IH](X) = Hi(IC(X))

heiflen Schnitt-Homologiegruppen zur Perversitit p der PL-stratifizierten Pseudo-Mannigfaltigkeit X .

Seien p und G zwei Perversitdten. Wir schreiben p < g, falls p(k) < g(k) fiir alle k£ > 2. Insbesondere gilt
0 < p <1 fiir alle Perversititen p. Falls p < g gilt erhalten wir eine Inklusion

ICP(X) — ICI(X)
welche den folgenden kanonischen Morphismus
THP(X) — THI(X)
induziert.

Proposition 5.7. Sei X eine n-dimensionale PL-stratifizierte Pseudo-Mannigfaltigkeit. Die Poincaré-
Dualitdtsabbildung
H" (X)) — HM(X)

faktorisiert tiber B _ _
H"F(X) — TH)X) — ITH(X) — TH}(X) — Hi(X)

fiir alle Perversitdten p.
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Beweis. Sei T eine Triangulierung von X, s.d. jedes Stratum X; ein Unterkomplex ist. Sei 7" die
baryzentrische Unterteilung von 7. Fiir einen Simplex ¢ bezeichnen wir mit ¢ sein Baryzentrum. Wir
bezeichnen mit T; das i-te Skelett von 7. Dies ist ein Unterkomplex von 7" der von allen Ecken ¢ mit
dim(o) < i erzeugt wird. Das i-te Ko-Skelett D; ist ebenfalls ein Unterkomplex von T”, welcher von
allen Ecken ¢ mit dim(o) > i aufgespannt wird. Beachte das die Unterkomplexe T; und D;41 jeweils von
komplementaren Mengen von Ecken aufgespannt werden.

D2 Dl

Fiir einen m-Simplex n € T gilt dim(]D;| Nn) < m — i, da D; N n als Unter-Komplex von 7" nur von
Ecken 7 aufgespannt wird, fiir die ¢ < dim(7) < m gilt und die Simplizes von T’ von Ecken 6, ... 6, mit
or C o141 € ... C oy, aufgespannt werden. Insbesondere gilt, da die Strata X; Unterkomplexe von T
sind, dim(|D;| N X,,—x) =n — k — 1.

Sei jetzt o ein (n — [)-Simplex. Da Dx (o) eine Vereinigung von Simplizes in 77 deren Ecken Baryzentren
7 von Simplizes 7 D o sind, sieht man leicht, dass Dx (o) ein Unterkomplex von D,,_; ist. Insbesondere
gilt dann

dim(|Dxo|NXp—k) <(n—k)—(n—-10)=1—-k.

Da die Zuordnung (5.1.1) ¢ : 1, — Dx (o) ein Komplexmorphismus ist, gilt:

9ODx (o) = 9p(1s) = ¢(dls) = ¢(15(())) = ( Z +1o) = Z +Dx (o)

o facet of o/ o facet of o/
d.h. 9Dx (o) ist ein Unterkomplex von D,,_;11, also
dim(|0Dxo|NXp—g)=n—-0)—-(n—-1+1)=1—-k—-1.

Das bedeutet, dass die Abbildung ¢ : Ci2~/(X) — O (X) iiber IC?(X) faktorisiert. Das zeigt aber die
Aussage.

O

Sei X eine n-dimensionale PL-stratifizierte Pseudo-Mannigfaltigkeit. Dann ist R x X mit der Strati-
fizierung (R x X);41 = R x X; eine n + 1-dimensionale PL-stratifizerte Pseudo-Mannigfaltigkeit. Eine
i-dimensionale Schnitt-Kette £ € IC?(X) liefert eine (i + 1)-Kette R x &, die
dim(|R x &[N (R X X)py1-) = dim(R x (|| N Xpn—k))
=1+ dim(|¢] N Xn—k)
<(i+1—-k+pk) (5.2.1)
erfiillt (fiir (R x §) dhnlich). D.h. wir erhalten eine i+ 1-dimensionale Schnitt-Kette Rx & € ICZ_1 (Rx X)),

die Einhangung von £ genannt wird.

Lemma 5.8. Sein € ICP(R x X) ein Zykel mit Triger in R>ox X. Dann existiert ein 6 € IC’?H(R x X)
mit Trdager in R>g x X und n = 00.

Beweis. Wir definieren durch geeignete Triangulierungen eine PL-Abbildung

R>gxRx X — RxX
(tl,tg,x) — (tl +t2,$)
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Fir Ry x n gilt

Of«(R>0 x 1) = fu(O(R>o x 1))
= f« ({0} x 7+ R x )
= f.({0} xn) =n

Setze 0 := f.(Rx xn), wegen 00 = n € ICP(R x X) und der Form der Stratifizierung (R x X); 41 = Rx X;
folgt, dass 6 € ICY_ | (R x X). O

Proposition 5.9. Die Finhdangung induziert den Isomorphismus

TH?(X) = IH? (R x X)

Beweis. Wir kénnen oBdA annehmen, dass X zusammenhéngend ist indem wir fiir jede Zusammen-
hangskomponente getrennt argumentieren.

Wir zeigen zuerst die Surjektivitét. Sei & € T CZ_l(R x X)) ein Zykel und T eine Triangulierung von R x X,
s.d. |¢| und die Strata (R x X); Unterkomplexe sind. Da X x R das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt,
hat T hochstens abzéhlbar viele Ecken. Daher existiert ein ¢ € R, s.d. {¢t} x X keine Ecken enthélt. Sei &
die Kette £EN{t} x X. Die Bedingung an ¢ garantiert, dass {t} x X jeden j-Simplex in T in einem (j — 1)-
Simplex schneidet. Daher gilt dim&; =i — 1. Setze £ = €N ([t, +00) X X) und £~ = &N ((—o0,t] x X).
Dann sind ¢+ und ¢~ Ketten in ICP(X) und es gilt sowohl £ = ¢+ + ¢~ als auch 9¢t = —9¢~ = &,.
Daraus folgt
D(Er =& x [t,+00)) =& — & x [t,+00) =& =0

Das heifit £ — & x [t, +00) ist ein Zykel in IC’?H(R x X) und hat Tréger in X X [, +00). Wegen Lemma
ist daher £T — & x [t,+00) ein Rand. Ein analoges Argument zeigt, dass €~ — & x (—o0,t] ein Rand
ist. Das bedeutet aber, dass £ =& +&~ =& x Rin IH} (X x R) gilt.

Wir zeigen die Injektivitit. Sein € ICP(X) ein Zykel, s.d. R x 7 = d fiir ein v € IC?H(R x X) gilt. Wir
miissen zeigen, dass 7 ein Rand ist. Wahle eine Triangulierung 7', s.d R x 1 und ~ Unterkomplexe sind.

Wir finden wieder ein ¢ € R, s.d. {t} x X keine Ecken von T' enthilt. Da wir alle Simplices transversal
schneiden, folgt daraus, dass vz =y N {t} x X € IC?(X) und

n=Rxn)N{t}x X)=dyN({t} x X) =0

Sei jetzt L eine kompakte (k — 1)-dimensionale PL-stratifizierte Pseudo-Mannigfaltigkeit mit Strata
L=L, 1D...LoDL_4 =0
Sei ¢L der offene Kegel mit Spitze v und der Stratifizierung

L), = cLiy i>0
e =0

Eine Schnitt-Kette ¢ € IC? (L) liefert eine Kette ¢& € Cy(eL). Die Kette ¢€ erfiillt alle Perversitiits-
Restriktionen auf ¢L \ {v}, aber moglicherweise nicht auf v. Beachte, dass ¢& immer die Spitze v enthlt
und ebenso 8(85 ) aufler wenn & ein Zykel ist. Die Perversitatsbedingungen liefern dann

i >k —p(k) fir beliebiges £

¢ € ICP(¢L)  fall
€ € IG(el) falls {izk—p(k) fiir Zykel
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Wir erhalten also eine Komplex-Abbildung
¢t Tosh_pyICY_ (L) — ICE(cL)
£ L
Proposition 5.10. Der Komplex-Morphismus ¢ induziert folgende Isomorphismen

[H,(L) ~ IH; (L) i=>k—p(k)
I K i< k—p(k)

Beweis. Wir bemerken zuerst, dass wenn ein Zykel £ € [ C?(EL) nicht die Spitze v enthalt, £ selbst
schon ein Rand ist. In diesem Fall ist |{] némlich fiir ein € > 0 in [¢,00) X L enthalten. Da es einen
PL-Isomorphismus [e,00) X L — R>¢ x L gibt, kdnnen wir Lemma anwenden.

Wir zeigen zuerst die Surjektivitat. Sei € € T C’?(ZL) ein Zykel. Sei T eine Triangulierung von cL sowie
¢ und N, das Bild von [0,€) x L in ¢L. Wir kénnen e so wihlen, dass N, als einzige Ecke die Spitze v
enthélt. Sei & = £ N {e} x L. Da wir alle Simplizes in T transversal schneiden gilt, dass & € IC? | (L)

und &, ein Zykel ist. Es gilt auflerdem, dass gfe el C?(EL) und dass Ege ein Zykel ist. Daraus folgt, dass
€. — € ein Zykel ist und Tréger in [e,00) x L hat, also ein Rand ist. Daher gilt & = ¢ in IHi(gL).

Wir zeigen die Injektivitdt. Sein € T.Zk,p(k)IC?_l(L), s.d. ¢n = O fiir ein v € IC’?(ZL) gilt. Wie vorher
wihlen wir eine Triangulierung 7" von « und gn und ein € > 0, s.d. N, nur die Spitze v enthélt. Setze
Ye = {€} x LN~. Dann gilt 7. € IC?(L) und dv. = n. Dies zeigt die Injektivitét. O
Proposition 5.11. Die Abbildung ¢ gefolgt von der Einschrinkung auf das Komplement von der Spitze:

o e\v

1C3_1(L) ICT(eL N\ {v})
& ce\v=cen (el {o}) (5.2.2)

induziert einen Isomorphismus
TH} (L) — THY, (cL\ {v})

Beweis. Der Beweis ist &hnlich zum Beweis von Proposition Seii: ¢L\ {v} — L die Einbettung und

n: L \ {v} — (0,00) die Projektion. Durch eine dhnliche Argumentation wie in Lemma [5.8| sehen wir,
dass ein Zykel in ICf(ZL) der Triiger in m~1([t,00)) bzw. in 7=1((0,¢]) fiir ein ¢ > 0 hat, selbst ein Rand
ist. Sei jetzt £ € IC’f’H(gL \ {v}) ein Zykel in einer gegebenen Triangulierung 7. Wéhle ein ¢ > 0, s.d.
& = ENm~1(t) keine Ecke von T enthélt, dann ist ¢ homolog zu i*(gft). Das zeigt die Surjektivitéit. Sei nun
neICY(L)und v € ICY,, (¢L\ {v}) mit i*(¢n) = &y. Sei T eine Triangulierung in der 7 und ~ definiert
sind und sei t > 0 so gewihlt, dass 7~ 1(¢) keine Ecke von T enthélt. Dann gilt n = d(y N7~ 1(¢)). O

Korollar 5.12. Sei L eine k — 1-dimensionale kompakte PL-stratifizierte Pseudomannigfaltigkeit. Die
Inklusion i : ¢L — ¢L\ {v} induziert Isomorphismen

i*: THP(CL) — THP(¢L\ {v})  fir i>k—p(k)

Beweis. Betrachte folgendes kommutative Diagramm

Texk—p(k)[Co_1(L) ICe_1(L)

| |

IC.(CL) IC,(cL\ {v})
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Die vertikalen Abbildungen sind wegen Proposition [5.10] und Proposition Quasi-Isomorphismen. Da-
her ist die untere Abbildung ein Quasi-Isomorphismus fiir i > &k — p(k). O

Sei jetzt X = X,, D X,,_o...X( eine PL-stratifizierte Pseudo-Mannigfaltigkeit. Wir studieren jetzt die
Garbe ZC5.

Seien U C V offene Menge von X und T eine Triangulierung von V. Nehme eine Triangulierung 7"’
von U, s.d. jeder Simplex in 7" in einem Simplex in T enthalten ist. Wir konstruieren eine Abbildung
puv : CL(V) = CI(U). Sei € =3, cq noo, dann ist pyy (€) gegeben durch

puv(§) = Z Ny(or) 0"

o'eT”’

wobei t(c’) der kleinste Simplex in T ist indem o’ enthalten ist. Falls ¢(o) ein j-Simplex ist mit j > i,
dann definieren wir a;(,) := 0. Wir erhalten eine wohldefinierte Abbildung

puv : Ci(V) — Ci(U)

und damit eine Garbe C;. Die Rand-Abbildungen C;(U) — C;—1(U) kommutieren mit den Restriktionsab-
bildungen, daher erhalten wir einen Komplex von Garben Co(X). Der Unterkomplex ZCF(X) von Ce(X)
wird dann analog zu Definition [5.5] definiert.

Proposition 5.13. Die Garbe ICY(X) is weich fir alle i > 0.

Beweis. Sei K eine kompakte Untermenge von X und £ € I'(K,ZCP). Wir miissen zeigen, dass ¢ die
Restriktion einer i-Schnittkette £ € T'(X,ZCP) ist. Wir kénnen annehmen, dass £ von einem IC?(U)
kommt, s.d. Z in U enthalten ist. Das heiflt es existiert eine Triangulierung 7" von U in der die Strata
X,—r NU Unterkomplexe sind. Die Idee ist folgende: Wir wollen & durch 0 erweitern. Das Problem ist,
dass obwohl der Trager von |¢| abgeschlossen in U ist, er nicht unbedingt abgeschlossen in X ist. Wir
schneiden daher Teile von & ab, die Z nicht selbst schneiden.

Sei T' eine baryzentrische Unterteilung von T'. Fiir einen Ecke v von T sei T, der Stern von v in X,
d.h. die Vereinigung aller Simplices in 7" die v enthalten. Wegen der lokalen Endlichkeit ist T, eine
abgeschlossene Menge von X.

Sei{ =) cpapm und & =3 a7 Esgilt |§,| =T, N[¢].

Behauptung: Die Kette &, ist in /C?(U). Wir miissen die Perversitat-Bedingungen tiberpriifen. Die erste
Bedingung dim(|&,| N Xp—r) <i—k+p(k) ist wegen |&,| C || automatisch erfiillt. Wir miissen daher nur
noch die Bedingung dim(|0¢,| N X,,—x) < i — 1 — k + p(k) iiberpriifen. Schreibe 0¢, = Y byro’ + > bon’
wobei die {o} die ¢ — 1 Simplices von 7" sind die v enthalten und {7’} die Simplices sind die v nicht
enthalten. Der Tréiger |o'| ist in |0¢| enthalten, daraus folgt

dim(|o’| N Xp—g) < dim(|0€| N X)) <i—1—k + p(k)
AuBerdem gilt
dim(|7’'| N X,,—x) = max{j | |7| und X,,_j haben gemeinsamen j-Simplex}

Andererseits gilt, dass keine j-Seite von 7’ in einem j-Simplex von T enthalten ist. Da X,,_ N U und |¢]
Ketten sind die in der Triangulierung 7" definiert sind und |7’| C ¢ gilt, kénnen wir folgern, dass wenn |7’
und X,,_; NU einen gemeinsamen j-Simplex in 7" haben, dann hat || und X,,_; NU einen gemeinsamen
(7 + 1)-Simplex in T. Daraus folgt

dlm(| Zbﬂ’ﬂ'/‘ n Xn—k) < (dlm(‘ﬂ n Xn—k) -1<i-1-k —|—p(k)

Das zeigt die Behauptung.
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Wir kehren zum urspriinglichen Beweis zuriick. Sei ¥ die Mengen von Ecken von Simplizes die K schneiden.

Setze Ty = U,cx, Ty,- und bemerke,dass dieser Unterkomplex abgeschlossen in X ist. Wir kénnen daher

die Triangulierung T}, auf eine Triangulierung S von ganz X ausdehnen. Die Kette { N T ist ein

Element von IC? ’S(X ), da sie denselben Triger wie ) 5 &, hat und dieser, wegen der Behauptung, eine
Schnittkette ist. O

Da wir lieber Kohomologie betrachten (d.h. Differentiale vom Grad +1) betrachten wir ZC,,_, anstatt
ic,

Korollar 5.14. Wir haben den folgenden Isomorphismus

H'(ZCY ) =~ TH}_;(X)

Beweis. Folgt aus T'(X,ZCP(X),) = ICT(X) und der Tatsache, dass eine weiche Garbe auf lokal-kompakten
Réaumen, die abzidhlbar im Unendlichen sind, azyklisch ist (siche Proposition [3.17). O

Proposition 5.15. Seix € X,,_; \ X,,_x—1 und U eine Umgebung von x die PL-isomorph zu Rk x oL
ist. Fs gilt

IH;, i1 1(L) i>n—plk

Hz(ch)x — +k 1( ) Z Zn p( )

0 i<n—pk)

Auferdem ist die Einschrdnkung Hi(ICf)|Xn7k\ank71 fir alle i und k > 2 eine lokal konstante Garbe
auf Xn—k \Xn—k:—l-

Beweis. Wir haben folgende Komplexabbildungen

Tesn-p()ICE_pipr (L) — ICY_ (L) — ICE(R" % x ¢L) ~ ICP(U) — (ICP),

wobei die erste bzw. zweite Abbildung ein Quasi-Isomorphismus wegen Proposition bzw. Proposition
[.9 ist. Wir miissen zeigen, dass der letzte Morphismus ein Quasi-Isomorphismus ist. Es gilt

(TCP), = lmICE(V) =~ lim ICE(N,)
e—

\4

wobei N, = (—¢,€)" % x C. und C, das Bild von [0, ¢) X L in ¢L ist. Da fiir alle e > 0 die Umgebung N, PL-
isomorph zu R"* x ¢ ist, folgt die erste Behauptung. Da die Abbildung H;(IC2(U)) — (H;(ZCE)), eine
Isomorphismus fiir alle € X, \ X,,——1 ist, sind die Garben Hi(ICf)‘Xn_k\X lokal konstant. [

n—k—1

Wir definieren
Uk =X \ Xn—k damit gﬂt Sn—k = Uk+1 \Uk = Xn—k \Xn—k—l
und bezeichnen mit iy : Uy — Ug41 die Einbettung.

Nachdem wir jetzt die Halme von ZCL untersucht haben, wollen wir wissen wie der Schnittkomplex sich
von Stratum zu Stratum verdndert. Wir betrachten die natiirliche Abbildung
zcr — ik* (IC?\Uk)

® Ukt

Uber der offenen Menge Uy, ist diese Abbildung ein Isomorphismus. Sei x € S,,_; und U eine Umgebung
von z, s.d. U —» R % x ¢L. Aus dem Beweis von Proposition folgt, dass

H;(ZCP), ~ THP (R x ¢L) (5.2.3)
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andererseits gilt
Hi(ikx (IC?IUk))I ~ 1iglfo(V NUyg)
\%4
~ i H? (V' \ S,—)
\4

~ THP(R"™* x (eL\ {v})) (5.2.4)
Proposition 5.16. Die natirliche Abbildung

zcr — ik* (IC?\Uk)

® Ukt

induziert einen Isomorphismus

H(ZC ) = H (i (ZC_a py,)

n—e Ui

fir i < p(k).

Beweis. Um zu beweisen, dass die Abbildung ein Isomorphismus ist, reicht es die Halme zu betrachten.
Uber Uy, ist die Abbildung ein Isomorphismus. Wir miissen also die Aussage nur fiir z € S,,_; beweisen.
Sei also wie oben x € S,_; und U eine Umgebung von x. Wir erhalten das folgende kommutative
Diagramm

167, (CL) IC7_,, 1 (CL\ {v})

| |

ICE(R™* x ¢L) — ICE(R™*

| |

(IC£)|U1¢,+1 )I I (Zk*(ICf\Uk))f

cL\ {v}))

Die vertikalen Abbildungen auf der linken resp. rechten Seite sind nach Proposition [5.9] und Formel
bzw. Quasi-Isomorphismen. O

Definition 5.17. Sei Y eine topologische Mannigfaltigkeit. Die Orientierungsgarbe L7 auf Y ist die
lokal konstante Garbe vom Rang 1 assoziert zur Pragarbe:

U — HEM(U)

Wir haben jetzt alles notige zusammen um die Komplexe ZC5(X) zu charakterisieren.

Theorem 5.18. Die Kompleze ZCP_,(X) haben folgende Figenschaften:

1. ICP_, ist ein beschrinkter Komplex, der in negativen Graden gleich null ist.

2. ICh

n—e|U,

3. HYICE_)e =0 fiiri > p(k),z € Sp_p-

ist quasi-isomorph zur Orientierungsgarbe von Us

4. Die Abbildung ICﬁf.‘UHl — Rik*IC£7,|Uk induziert einen Isomorphismus

H(ICP _)e — HY(RipICP ) fiir i <p(k), x € Sp_p

Beweis. Punkt 1. ist klar aus der Konstruktion von ZC?_,. Der zweite Punkt folgt aus der Tatsache,
dass ICﬁ_.le = Cp—e die Garbe der simplizialen Ketten ist. Der dritte Punkt folgt aus Proposition El
(beachte, dass wir hier ZCP_, anstatt ZCS benutzen. Der letzte Punkt folgt aus Proposition und der
Tatsache, dass ZCY weich ist (siehe beachte i) ist abgeschlossene Einbettung, daher ig, = ig1). O
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Beispiel 5.19. Sei X eine PL-stratifizierte Pseudo-Mannigfaltigkeit mit einer isolierten Singularitdt {xz},
d.h. X\ {z} ist eine PL-Mannigfaltigkeit. Sei auflerdem X won gerader Dimension. Die Filtration

X=Xop. D Xop_1D...0Xp

mit X; = {z} fir 0 < j < 2k liefert eine Stratifizierung von X. Sei X kompatibel trianguliert. Die
simplizialen 1-Schnittketten fir die mittlere Perversitdt sind

{¢ e Gi(X) [ dim([g| N {z}) <i—k —1,dim(|9§] N {z}) <i—k -2}

Firi <k git:  IC(X) = IC;(X \ {z}) = C4(X \ {z})
Firi > k+2 gilt: I1C;(X) = Cy(X)

Daraus folgt TH;(X) = H;(X \ {x}) firi <k —1 und TH;(X) = Hy(X) firi >k +2. Aus
ker(d : ICk41(X) = ICK(X)) = ker(d : Crp1(X) = Cr(X))
und IC)12(X) = Crya(X) folgt IHyy1(X) ~ Hyi1(X). Auferdem gilt
O(ICh+1(X)) = (0Ck41(X)) N ICk(X)

und ICK(X) = Cp(X \ {z}) und damit THp(X) ~Im (Hg(X \ {z}) = Hp(X)).

5.3 Garbentheoretische Schnitthomologie

Definition 5.20. Fine 0-dimensionale stratifizierte Pseudo-Mannigfaltigkei ist ein diskreter, topologischer
Raum mat mit hochstens abzahlbar vielen Punkten.

FEine n-dimensionale stratifizierte Pseudo-Mannigfaltigkeit ist ein topologischer Raum X mit einer
Filtration

X=X,0X,920X,3...0X;202XgDX_1=

von abgeschlossenen Unterrdumen, s.d. gilt

1. Sp—p = Xy \ Xn_k_1 ist eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n —k, falls Sp_x # 0
2. X\ X,—2 ist dicht in X

3. fiir jeden Punkt x € S, _ existiert eine kompakte k—1-dimensionale stratifizierte Pseudo-Mannigfaltigkeit
L
L=L;, 1DLy_3D>...0L_0DL_1=0

und ein Homéomorphismus
h:U— BxcL

wobei U eine offene Umgebung U von x, B eine offener Ball um x in S, _. Die Abbildung h erhdlt

die Stratifizierung , d.h. h bildet U N X,,—; auf B X Lx_;—1 ab (der offene Kegel iber der leeren
Menge ist per Definition ein Punkt).

Die abgeschlossene Menge X, _o wird auch singuldrer Ort Y der stratifizierten Pseudo-Mannigfaltigkeit
genannt. Der Raum L wird Link bei x des Stratums S,_x genannt.

Wir definieren wie vorher
U, = X\Xn,k und iy Uy — Uk+1

Ist F ein Komplex von Garben dann schreiben wir Fj, fir Fy, .
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Example 5.21. Sei X die folgende affine algebraische Varietit in C? die durch y? - z = 2% gegeben ist.
PICTURE

Der singuldre Ort ¥ = X ist hier die komplexe Gerade x = y = 0. Um lokal normale Trivialitdt zu
erhalten muss man noch den Ursprung als Stratum X einfiigen.

Definition 5.22 (Deligne Konstruktion). Sei X eine n-dimensionale stratifizierte Pseudo-Mannigfaltigkeit,
p eine Perversitit und L ein lokales System auf Us. Wir definieren den Komplex P*(L) induktiv auf Uy,:

P(L):=L auf Us
fiir k > 2 definieren wir P* (L) auf Uy durch
P (L)ks1 = T<pr) Rins P* (L)
FEs gilt schlieflich P*(L) :=P*(L)n+1-

Wir fithren folgendes Axiomensystem fiir einen Komplex von Garben ein:

Definition 5.23 (AX1). Sei S® ein Komplex von Garben und L ein lokales System:

1. S* ist beachrinkt, S* =0 fir i <0 und S§ = L
2. Fiir v € Sp_y gilt H'(S2) = 0 fiir i > p(k).
3. Die Abbildung S;, | — Riy.Sy, ist ein Quasi-Isomorphismus bis zur Stelle p(k).
Lemma 5.24. Nehme an S*® erfilt AX1. Dann ist
Spiy = TepryRinsSy in DP(X)

Beweis. Betrachte das Diagramm
Sha1 =< T<p(k)Sh+1 > T<p(k) ik« Sy

Der linke Pfeil ist ein Quasi-Isomorphismus wegen Bedingung 2 aus AX1, der rechte Pfeil ist eine Quasi-
isomorphismus wegen bedingung 3. O

Theorem 5.25. Der Komplex P*(L) erfillt AX1. Jeder Komplex S® der AX1 erfullt ist quasi-isomorph
zu einem P*(L)

Beweis. Das P*(L£) AX1 erfiillt folgt direkt aus der Konstruktion. Sei umgekehrt S® ein Komplex der
AX1 erfiillt. Dann gilt S§ = £ = P*(L)s wegen Bedingung 1. Nehme an es gilt Sp ~ P*(L)x, dann gilt
auch Rig.Spy ~ Rip.P*(L), und somit

S,:_H ~ Tgp(k)Rik*S;; >~ Tgp(k)Rik*P.(ﬁ)k- ~ P.(;C)k_l'_l
wobei der erste Isomorphismus aus Lemma folgt. O

Definition 5.26. Sei X eine stratifizierte Pseudo-mannigfaltigkeit, p eine Perversitat und L ein lokales
System auf Us. Der Schnittkomplex auf X mit Koeffizienten in L ist

ICH(X; L) :==P*(L)
Die Schnittkohomologie von X mit Koeffizienten in L gegeben durch
ITH;(X; L) :=H(P*(L))

Proposition 5.27. Sei X eine PL-stratifizierte Pseudo-Mannigfaltigkeit und sei e PE (X) der Schnit-
tkomplex aus Abschnitt . Dann erfillt ICﬁ;P,L AXI mit L = L. Insbesondere gilt

THY(X) ~ ITH} (X, L)

Beweis. Das folgt direkt aus Theorem [5.18 O
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6 Konstruierbarkeit

Definition 6.1. Sei X ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum. Die kohomologische Dimension dimp(X)
von X ist das kleinste n € NU {co} so daff

H{(U,F)=0

fiir alle offenen Teilmengen U C X, F € Gh(X, R) und i > n gilt.

Annahme: Wir nehmen ab jetzt an, dass X endliche kohomologische Dimension hat.

Definition 6.2. Sei R ein kommutativer, noetherscher Ring mit 1.

1. Fin induktives System von R-Moduln (A;);c; heifit essentiell konstant falls folgendes gilt
(a) Fir allei € I existiert ein j > i mit

ker(Ai — AJ) = ker(Ai — lﬂl Ak)

(b) Es existiert ein ig € I, so dass A;, — lim A; surjektiv ist.
—
2. Ein projektives System von R-Moduln (A;)ic; heifit essentiell konstant falls gilt
(a’) Fiir jedes i € I existiert ein j > i mit

(b’) Es existiert ein ig € I so daf$ {iLnAi — A, injektiv ist.

Definition 6.3. Sei G* € D*(X).

1. G* heifit kohomologisch lokal konstant (klk) falls H*G® lokal konstant ist.

2.9 X : X=X, DXn12DXn2D...0X1DXyD X_1 =0 eine Filtration von X durch
abgeschlossene Teilmengen. Der Komplex G* heifst X-kohomologisch lokal konstant (X-klk) falls
H*G® lokal konstant auf auf jedem Stratum X; \ X;—1 firi € {0,...,n} ist.

3. Der Komplex G® heifit X -kohomologisch konstruierbar (X-kk) falls er X-klk ist und die Halme H*G?
endlich erzeugte R-Moduln sind.

4. Der Komplex G® heifst kohomologisch konstruierbar (kk) falls er folgendes erfillt:

(KK1) Fiirx € X und m € Z ist das projektive System H?(U,,G®) dber alle offenen Umgebungen von
x 1st essentiell konstant und sein Limes ist endlich erzeugt.

(KK2) Fiir x € X und m € Z ist das induktive System H™(U,, G*®) uber alle offenen Umgebungen von
x 1st essentiell konstant und sein Limes ist endlich erzeugt.

(KK3) Fiirz € X undm € Z gilt H™(f.G*) ~ 1{131H2”(Uz, G*) wobei U, ber alle offenen Umgebungen
von x lduft und f, : {x} — X die Finbettung ist.

Proposition 6.4. Sei G* ein kohomologisch konstruierbarer Komplex, P C Q offen in X mat P CQ und
P kompakt, dann ist das Bild von HI(P,G*) in HL(Q,G*) endlich erzeugt.
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Beweis. Da X endliche kohomologische Dimension hat gilt H7(Q,G*) = 0 fiir j >> 0. Wir beweisen
das Resultat durch absteigende Induktion. Nehme an das Resultat gilt fir i+. Sei £ := {U C Q |
U offen, U kompakt,U C Q} und E? = {U € E | Im (H(U,G*) — HIi(Q,G*)) ist endlich erzeugt}. wir
miissen P € E7 zeigen. Da R noethersch ist folgt aus P C V mit V € E7, dass P € E7 ist. Es reicht
daher fiir jede kompakte Teilmenge K C @ eine Umgebung V € E7 zu finden. Aus (K K1) folgt das jedes
x € @ eine Umgebung U, besitzt die in E7 liegt. Da K C @ kompakt ist konnen wir Uy, ..., U € E;
finden, s.d. K C Uy U...UUy gilt.

Wir reduzieren zuerst auf den Fall £ = 2. Betrachte die kompakte Menge K’ = K \ (U1 U ...Ui_2).
Dann gilt K’ = Ug_1 U Uy. Der Fall k = 2 liefert uns ein U;_, € EJ mit K’ C U,_,. Es gilt dann
K CU U...UUx_2UUj_,. Per absteigender Induktion kénnen wir also auf den Fall k = 2 reduzieren.

Sei k = 2. Es existiert eine offene Umgebung V; von K \ Us s.d. Vicl gilt.ﬁ Damit gilt dann auch
K C V3 UUs und wir konnen eine offene Umgebung V5 von K \ V; finden, s.d. Vo C Uy gilt. Dann ist
K C V3 UV, und wir miissen zeigen, dass V3 U Va € E7 gilt. Betrachte das folgende Diagramm

HZ(V1,G*) © Hi(V2,G°) ——HL(U1,G°) © HL(U2, G*)

| s

HZ (Vi U V2, G*) HY(U1 U U2, G*)

| ]

HI+H (Vy N Ve, G*) HIY (U, N U, G°)

HZ(Q,G*)

wobei die Spalten ein Teil der Mayer-Vietoris Sequenz sind. Wir miissen zeigen, dass das Bild Im (v o f)
endlich erzeugt ist. Wir wissen bereits, dass Im () = Im (v o a) endlich erzeugt ist. Da R noethersch ist
folgt dass auch v(Im 8 NIm «) endlich erzeugt.

Es reicht daher zu zeigen, dass v(Im (8)/(Im (8) NIm («))) bzw. Im (5)/(Im (8) N Im («)) selbst endlich
erzeugt ist. Es gilt aber Im (8)/(Im (8) NIm («)) ~ Im (§ o 8) C Im (). Der Modul Im (v) ist aber nach
Induktionsannahme endlich erzeugt. O

Proposition 6.5. Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit G* ein klk Kompler von Garben und

fo 1 {x} = M die kanonische Finbettung. Dann gilt:

1. Das induktive System H'(U,G*) (bzw. das projektive System HE(U, G*)) ist auf der Menge der offenen
Umgebungen von x, die homéomorph zu einem offenen Ball sind, konstant und der direkte Limes
ist isomorph zu H(G®) (bzw. H=™(G?)).

2. fLG® = f71G*[—m]. Insbesondere gilt H'(f.G®*) = H'~™(G2).
3. Wenn H*(G*®) endlich erzeugte Halme hat, dann ist G* kohomologisch konstruierbar.
Beweis. Sei U eine Umgebung von z und homéomorph zu einem Ball. Wir bemerken, dass H%(G*)
konstant auf U ist. Damit gilt H2(G*)(U) = H?(G?). Wir verwenden die Spektralsequenzen
By = HY(UHY(G) = BV 1(U.G7)
Bt = HE(U,HY(G®)) = HE (U, G*)
Sie kollabieren auf der zweiten Seite, da gilt
H*(G2) firi=0

0 sonst

H2(G:) firi=m

0 sonst

HY(U,H*G®) = { und HA(U,H*G*) = {
Es folgt daher H(U,G®) = H'(G?) und H:.(U,G®) = H=™(G?).
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Wir beweisen die zweite Aussage in mehreren Schritten. Da wir mit f. die exzeptionelle Einschrinkung
auf einen Punkt betrachten, reicht es anzunehmen (indem wir auf einen geniigend kleine Umgebung von z
einschrianken), dass der Komplex G* konstante Kohomologie hat. Wir kénnen aulerdem annehmen, dass
der Komplex (nach einer Verschiebung) nur Kohomologie in den Graden 0 bis p hat.

Wir beweisen die Aussage zuerst fiir eine konstante Garbe G = a~'G, wobei a : M — {pt} die Abbildung
auf einen Punkt ist. Wir benutzen Lemma [4.36| und erhalten

foG = foa7 G a7 GO LYy i © 97 L [-m] = £ Gl-m]

Sei jetzt G* ein Komplex der nur (konstante) Kohomologie im Grad 0 hat. Dann ist G* quasi-isomorph
zu ‘H°(G*) und die Behauptung folgt auch in diesem Fall. Sei jetzt die Aussage fiir Komplexe bewiesen
die Kohomologie im Grad 0 bis [ — 1 haben (bzw. Verschiebungen von solchen Komplexen), wir zeigen
die Aussage fiir Komplexe mit Kohomologie im Grad 0 bis [. Sei also G* ein Komplex mit Kohomologie
im Grad 0 bis I. Wegen Definition und Proposition erhalten wir folgendes Dreieck:

1
7_<lgo go TZlgo +

Dabei hat 7</G* Kohomologie im Grad 0 bis  — 1 und 72!'G* Kohomologie im Grad I. Wenden wir den
Funktor f. an, so erhalten wir per Induktionsvorraussetzung

£G ] — £1G° — [ G ]

Da wir auch ein Dreieck
[ TG =] — 0G0 -m] — [ G0 -m)

haben folgt nach (T'R4) und der langen exakten Kohomologiesequenz, dass f.G® ~ f-1G*.

Wir beweisen die dritte Aussage. Die Bedingungen (KK1) und (KK2) folgen aus der ersten Aussage. Die
Bedingung (KK3) folgt aus

H'(f,G%) = H'"™(f,'G%) = H" ™(G2) = imH(U, G*)

wobei wir Aussage 2. benutzt haben. O

Lemma 6.6. Sei X eine stratifizierte Pseudo-Mannigfaltigkeit, Y ein lokal-kompakter topologischer Raum
und betrachte Z =Y x X zusammen mit der Filtrierung Z; =Y x X;. Sei w: Z — Y die Projektion und
X, =7 (y) ~ X die Faser. Nehme an G* ist 3-konstruierbar, dann gilt:

1. Sei 'Y ein abgeschlossener Ball. Dann ist die natirliche Abbildung H2(Z,G®) — H2(X,,G°®) ein
Isomorphismus.

2. Nehme an X ist kompakt und das jeder Punkt in 'Y ein Fundamentalsystem von Umgebungen hat,
die homdéomorph zu offenen Baillen sind. Dann ist Rw,G® klk. Ist zusdtzlich Y kontrahierbar, dann
ist H*(Z,G*) — H*(X,,G*) ein Isomorphismus. IstY ein offener Ball der Dimension d, dann gilt
Hi(Z,G°) = B/ ~%(Xy,G*).

Beweis. Sei p: Z — X, die Projektion und i : X, = Z die Inklusion. Es gilt per Definition, dass
H(X,,G%) = H2(X,,i 'G*)

AuBlerdem gilt
HE(Z,6°) ~ HE(Xy, Rp.G°)

da die Abbildung p eigentlich ist. Sie Z* eine injektive Auflésung von G®. Es reicht daher zu zeigen, dass
Rp,I® — i~1T* ein Quasi-Isomorphismus ist. Die Abbildung Rp,Z® = p,I® — i~ 1Z* ist folgendermafien
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gegeben. Sei s € T'(U,p.Z°%) = I'(p~1(U),Z°®) . Dies liefert einen Schnitt in T'(U,i~1Z*) nach der Kon-
struktion des direkten Bildes.

Wir beweisen die Aussage in mehreren Schritten. Sei X eine Mannigfaltigkeit, dann ist H*Z*® lokal kon-
stant. Sei U C X, offen und homdomorph zu einem offenem Ball, dann ist p~!(U) = Y x U kontrahierbar
und damit ist H*(Z*) konstant auf p~1(U). Daraus folgt, dass die Spektralsequenz

Lt = By (U), H* (%)) = B = H (0 (U), T°)

schon auf der zweiten Seite kollabiert, d.h. es gilt EY? = HO(p~'(U), H4(Z*)) = EL, = H(p~ 1 (U),T°).
Daraus folgt
H* (U, Rp.Z*) ~H*(p*(U), %) ~ H*(Z?)

fiir jedes € p~!(U). D.h. fiir jedes z € X, gilt

(H* (Bp.T*)), =~ lim H* (U, Rp.T*) ~ H*(T3) = (H*(T*)), = (H*i"'T%)),

d.h. Rp,Z® — i~ 'Z°* ist ein Quasi-Isomorphismus und damit folgt die erste Aussage im Fall, dass X eine
Mannigfaltigkeit ist.

Wir benutzen jetzt Induktion nach k. Sei Vi, = X\ X, mit n = dim X und Ty, = X\ Xg—1, U = Y xV}
und S,_r =Y X Z,_,. Wir haben das folgende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen:

oo ——=H (U, G®) —— H(Ugy1,G®) —= H(Sp—,G°) — . ..

R

L— Hi(V]€7 G*) —— Hi(Vk+1, G*) —— [HI@(TTL,]€7 G*)—— ...

Per Induktionsannahme sind die a; Isomorphismen und die ~; sind Isomorphismen da S,,_j, eine Mannig-
faltigkeit ist. Die f3; sind dann nach dem 5-er Lemma Isomorphismen. Fiir & = n erhalten wir die erste
Aussage.

Wir beweisen die zweite Aussage. Sei y € Y und B ein abgeschlossener Ball um y in Y. Da X kompakt
ist, liefert die erste Aussage (mit Z = B x X)

H* (7~ %(B),G*) ~ H* (7 (y),G°) fir alle ye B
Sei Z* eine injektve Auflésung von G°®. Es gilt
H* (7~ *(B),G*) ~ H*T(r %(B),I%) ~ H°T'(B, 7.Z°) ~ H*(B, Rr.G*)
Sei U, ein Fundamentalsystem von Umgebungen von y, dann gilt

H* (™ (y),9%) ~ H*T(7 " (y), ")
~ H* lim D(U} x X,T°)

Uy xX
~ H*lim['(U,, m.Z°)
up

~ H*(r, 1%,
~ (H*Rr.G*),

Das zeigt, dass Rm,G® kohomologisch lokal konstant ist.
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Wir nehmen jetzt an, dass Y kontrahierbar ist. Es gilt, dass H*(Z,G*) = H*(Y; R7.G*). Da per Annahme
Y kontrahierbar ist, ist Rm,G® kohomologisch konstant. Wir erhalten eine Spektralsequenz

EY? = HP(Y,HIRm.G) = EPT1 = HPYY(Y, Rm.G)
Da HP(Y,H'Rr.G) = 0 fir p # 0 entartet die Spektralsequenz auf der zweiten Seite und wir erhalten
H*(Y, Rr.G) ~ H(Y,H"Rr.G) = (H*Rn.G), firalle yecVY
Es bleibt also zu zeigen, dass (H*Rw.G*®), ~ H*(X,,G*) gilt. wir haben

(H*Rm,G*), ~ limH* (U, Rm,.G*) ~ limH* (=~ (U),G*) (6.0.1)

Usy Usy

Fiir Umgebungen U die homéomorph zu einem abgeschlossenen Ball sind, gilt nach Aussage 1., dass
H* (7~ 1 (U),G®) ~ H*(X,,G*). Das zeigt den zweiten Teil der zweiten Aussage.
Da X per Annahme kompakt ist, ist 7 eigentlich, daher gilt auch
HZ(2,G%) ~ HL(Y, Rm.G®)
Sei jetzt Y ein offener Ball der Dimension d. Wir haben folgende Spektralsequenz
EY? = HY(Y,HRm.G*) = BT ~ HEY(Y; Rm,.G®)
Da H?Rn,G*® konstant ist gilt
HY(Y; Rr.G*) ~ HY(Y,H" *Rr.G°) ~ (H" *Rr.G"),
fiir alle y € Y. Aus Formel folgt dann
HY(Y; Rr.G%) ~ HO (X, G)
O

Lemma 6.7. Sei X eine stratifizierte Pseudo-mannigfaltigkeit und G* € D*(X, R). Nehme an G*® ist
X-klk und sei U = B x ¢L eine Umgebung von x € S,_y. Dann gilt

1. H(U, Rju.G*) ~ H*(L.G,)
2. Rji«G® ist X-klk auf Ug4q.

Beweis. Sei Z® eine injektive Aufldsung von G°. Es gilt
H*(U, Rjx«G®) ~ H*T(U, jiZ®) ~ H*T(U N U, Z°%) ~H*(U N U, G*)

Weiterhin gilt U N Uy ~ B x (2L \ {v}) ~ B x R x L. Indem wir Lemma 6.6/ 2. mit (2 = B x R x L,
X =L und Y = B x R anwenden erhalten wir die erste Aussage. Die zweite Aussage folgt dann direkt
aus der ersten, da der Isomorphismus fiir jedes y € B gilt. O

Proposition 6.8. Sei X cine stratifizierte Pseudo-Mannigfaltigkeit, G* € D¥(X, R) sei X-klk und z € X .
Dann gilt:
1. Das projektive System HI(U,G®) ist konstant iiber einer ausgezeichneten Umgebung von x.

2. Das induktive System H7 (U, G®) ist konstant tiber einer ausgezeichneten umgebung von x.

3. (KK3) gilt fir G*.
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4. Fiir jedes Stratum iz : Z — X von X, ist der Komplex i',G* klk auf Z.
5. Ist G® X-kk, dann ist G® auch kk.

Beweis. Wir beweisen die erste Aussage. Sei z € S,_j und sei U ~ B x ¢L eine ausgezeichnete
Umgebung von z. Sei Z = U N S™ % ~ B" % Aus der kurzen exakten Sequenz erhalten wir nach
anwenden von RI'. die lange exakte Sequenz

LJH(UN Z,G6°) — B(U,G*) — HI(Z,G°) — ... (6.0.2)

Da grsn_k klk ist, folgt aus Proposition 1., dass HY(Z,G®) ein konstantes projektives System ist. Es
gilt aber auch U \ Z ~ B"F x (¢L\ {v}) ~ B" 51 x L. Aus Lemma 2. folgt, dass

H/(U\ Z,G*) ~ W ~""1(L,G*). (6.0.3)
Daher ist HZ(U \ Z,G*) auch ein konstantes inverses System. Aus dem 5-er Lemma folgt, dass auch

HJ (U, G*) konstant iiber ausgezeichneten Umgebungen U von  ist.

—  —=n—k .
Wir zeigen die dritte Aussage. Sei U ~ B" " xcL eine abgeschlossene Umgebung von x € S,,_;. Betrachte
folgendes kommutative Diagramm

{z} U\ {z}

I
/\

U\U
Wir wenden Korollar auf das Paar (f;,7) an und erhalten
faifsG® — G* — RjjT'G"
andererseits wenden wir Korollar auf das Paar (k,]) an und erhalten
kTGt — G — LITIG

Indem wir RI' auf das erste Dreieck und RI'. auf das zweite Dreieck anwenden und die lange exakte
Kohomologiesequenz nehmen, erhalten wir das folgendes kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

— H/(f;°) —= W/ (U,G*) —= B (U \ {2},G°) —
— S W(U,G*) — W (TU,G*) — =W/ (T \U,G*) —>

Dafiir miissen wir noch die Morphismen «; und ; konstruieren und zeigen, dass das Diagramm kommu-
tiert. Es gilt aber

H](fa':g.) = HJRF(U) fw'f;g.) ~ HJRFC(U, fa:'f;g.) ~ E[Jf{l_‘c(ﬁ7 kll!Z'k_lg.)
— HJ(U,G*) ~ HIRT (U, kik~1G*)
— W/(TU,G*) ~ H'RT(U,G*) ~ H'RT.(U, G*)
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Die Abbildungen im linken Quadrat werden aus den Morphismen 413" — id und kik~' — id konstruiert.
Fiir das zweite Dreieck gilt

H/(U,G*) ~ H'RT.(U,G*) ~ H'RT(U, G*)
— B/ (U\ {2},G*) ~ H'RU(U, Rj.j~'G")
— HW/(U\ U,G*) ~ H'RU'(U, RI,I"'G*) ~ HIRT'(U, Rj,Rm.m~1171G*)

1 1

Die Abbildungen im rechten Quadrat werden aus den Morphismen id — Rj,j~" und id — Rm.,m~
konstruiert. Dies zeigt die kommutativitat des Diagramms. Wir miissen zeigen, dass die Balpha; Isomor-
phismen sind. Dafiir reicht es zu zeigen, dass die ; Isomorphismen sind. Setze d :=n —k —1. Wir haben
die folgenden Homéomorphismen:

U~ B x el ~eS?x ¢(L) ~ (ST + L)

wobei S die d-dimensioanle Sphire ist und S¢ x L der Verbund (join) der topologischen Riume S¢ und
L istl Wir haben

U\ {z}=(0,1] x (S L) und  U\U = {1} x (S?* L)

Indem wir Lemma 2. fiir Y = (0,1] und X = S% % L anwenden erhalten wir den gewiinschten Isomor-
phismus. Das zeigt, dass die «; Isomorphismen sind und damit (KK3) gilt.

Wir zeigen die vierte Aussage. Sei j : Uz — X das Komplement von Z in X. Wir haben nach

folgendes Dreieck izi,G® — G* — Rj.j 1G® . Indem wir j,:l gefolgt von RI" anwenden und die lange
exakte Kohomologiesequenz betrachten erhalten wir

CLHRLG0) — HR(i,1G0) — HY (i, Riz.j,1G%) — ...

Da G*® X-klk ist , ist der mittlere Term fiir jedes k lokal-konstant. Nach Lemma[6.7] 2. ist auch der dritte
Term lokal-konstant und damit auch der erste, was zu zeigen war.

Wir beweisen die zweite Aussage. Sei U ~ B x ¢L eine ausgezeichnete Umgebung von € Sy,_x. Sei
i : B x {v} = U die Elnbettung des Stratums und j, : B x ¢L \ {v} die EInbettung des Komplements.
Betrachte das Dreieck ik!i;g' —Gg®* — Rjk*jk_lg’ +—1> und wende den Funktor RI' an. Wir erhalten

... — HY(B,i,G*) — H'(U,G*) — H'(U, Rjr.j; 'G°) — ...

Wir betrachten jetzt das induktive System iiber offene Umgebungen U von z. Dann ist der erste Term
wegen Aussage 4. und Proposition 1. konstant. Der dritte ist wegen Lemma [6.7] 2. konstant. Wegen
dem 5-er Lemma ist daher auch der mittlere konstant. Das zeigt die 2. Aussage.

Wir zeigen die flinfte Aussage. Sei also G* X-cc. Wir beweisen die Aussage iiber Induktion nach n = dim X.
Fir n = 0 ist die Aussage klar. Nehme an die Aussage ist fiir alle stratifizierten Pseudo-Mannigfaltigkeiten
X mit dim X < n bewiesen. Sei X n-dimensional, dann ist die Aussage fiir alle Links L von X bewiesen,
insbesondere impliziert Proposition dass H*(L, G*) endlich erzeugt ist. Aus Formel folgt, dass
H2(U\ Z,G*) endlich erzeugt ist. Der Term H2(Z,G*) ist wegen Proposition [6.5|endlich erzeugt und damit
ist wegen der langen exakten Sequenz auch H2 (U, G*) endlich erzeugt. Zusammen mit Aussage 1.
folgt, dass G* (KK1) erfiillt. Um (KK2) zu zeigen reicht es wegen Aussage 2. zu zeigen, dass limH®(U, G*)

Usz
endlich erzeugt ist. Sei Z*® eine injektive Auflésung von G® es gilt

(H*G®)s ~ (H*T®)y ~ H*(Z,) ~ H*(lim['(U,Z°)) ~ lim H*(I'(U, Z°)) ~ limH*(U, G*)

Usz Uz Uszx

Da die linke Seite endlich erzeugt ist folgt (KK2) und (KK3) folgt aus 3. . O

1894 L := 8% x L x [0,1]/((s1,1,0) = (s2,1,0), (s,11,1) = (s,12,1))
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Korollar 6.9.
1. Die konstante Garbe R ist kk.
2. Die Funktion v — H*®(f.G*) ist lokal konstant.
3. Ist G* X-kk auf Uy, dann ist Rji.G® X-kk auf Ugpyq.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus Proposition [6.8] und der Tastache, dass R offensichtlich X-kk
ist.

Wir beweisen die zweite Aussage. Sei z € S,,_; und sei g, : {x} — S,_ die Inklusion. Dann gilt
fz = jk 0 g, und daher fi = g} o j; = g; [~ (n — k)]j}, wegen 2. Wir erhalten also

H"(f,G%) ~ H' "5 (5,6%).
Da wegen Propositon 4. 51.G* klk auf S,,_j, ist folgt die Aussage.
Wir zeigen die dritte Aussage. Wir wissen bereits, dass Rjr.G® X-klk ist. Es bleibt zu zeigen, dass
H*(Rjr«G®)s fiir © € S,,_j, endlich erzeugt ist. Wegen Lemma 1. is t die gleich H*(L,GF; ). Wegen

proposition ist G* kk und damit sind wegen Proposition und der Kompaktheit von L die Moduln
H* (L, Q“L) endlich erzeugt. Das zeigt die Aussage. O

Proposition 6.10. Sei (X,X) eine stratifizierte Pseudo-Mannigfaltigkeit und G* € DY(X, R) erfiille
(AX1) fir ein lokales System L auf Us. Dann ist G* X-kk und kk.

Beweis. Wegen Theorem und Proposition reicht es zu zeigen, dass P*(L) X-kk ist. Das lokale
System L ist X-cc auf U und P*(L) wird durch sukzessives Anwenden von Rji. und 7<p ) konstruiert.

Beide Operationen erhalten aber die X-kk Eigenschaft. O

7 Appendix

7.1 Injektive R-Moduln

Sei R ein kommutativer Ring mit 1.

Lemma 7.1. Fin R-Modul I ist genau dann injektiv, wenn fir jedes Ideal a von R und jede R-lineare
Abbildung f : a — I eine Erweiterung f: R — I existiert.

Beweis. Wenn I injektiv ist, kann per Definition jede Abbildung f : @ — I zu einer Abbildung f: R — I
erweitert werden.

Wir beweisen die Riickrichtung. Nehme an, wir haben folgendes Diagramm gegeben

0—=M-—2>N

l

1

Wir miissen einen Morphismus f finden, der das Diagramm kommutativ macht. Wir kénnen oBdA
annehmen, dass M C N und « die kanonische Einbettung ist. Betrachte die partielle geordnete Menge P
von Paaren (L,g) s.d. M C L C N und g: L — I mit g5y = f wobei (L,g) < (L',¢') wenn L C L’ und
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9(r, = g- Seinun {(L;,g:)} eine aufsteigende Kette in P. Dann ist L :=J; L; ein Untermodul von N der
M enthélt. Definiere g : L — I durch g(1) := g;(1) fiir ein ¢ mit [ € L;. Das Paar (L, g) ist dann eine obere
Schranke fiir die aufsteigende Kette {(L;, g;)}. Nach Zorns Lemma gibt es daher ein maximales Element
(L,g) in P. Wir zeigen L = N durch Widerspruch. Nehme an es existiert ein x € N \ L. Definiere das
Ideal a = {r € R | rx € L} und die Abbildung h : a — I durch h(r) := g(r-x). Wir kénnen die Abbildung
h per Annahme zu einer Abbildung h : R — I erweitern.

Sei (x) der von x € N erzeugt R-Modul. Definiere j : L + (z) — I durch j(I + rz) = g(I) + rh(1). Wir
miissen zeigen, dass j wohldefiniert ist. Fir [ +ra =1+ rz gilt | — ' = (' — r)z und damit ' —r € a.
Daraus folgt

gl =1U)=g((r'" =r)z) =h(" —7r)=h(r' —7) = (" —r)h(1).

Dies zeigt, dass die Abbildung j wohl-definiert ist. Da L C L+ < x > und j die Abbildung g erweitert
widerspricht dies der Maximalitat von L, d.h. L = N. O

Korollar 7.2. Sei R ein nullteilerfreier Ring mit Quotientenkédrper K, dann ist K ein injektiver R-Modul.

Beweis. Wegen Lemmal7.I|reicht es zu zeigen, dass eine R-lineare Abbildung f : a — K zu einer R-linearen
Abbildung R — K erweitert werden kann. Wir konnen oBdA a # (0) annehmen. Wir definieren die
Erweiterung durch f(r) := f(ra)a™" fiir irgendein a € a\ {0}. Es bleibt zu zeigen, dass dies wohldefiniert
ist. Sei a’ € a. Es gilt o f(ra) = f(a'ra) = af(rd’), also f(ra)a = f(ra')a’"". O

Definition 7.3. Sei R nullteilerfrei. Ein R-Modul M heiffit divisibel wenn fiir jedes m € M und r € R
ein m’ € M mit rm’ = m existiert.

Proposition 7.4. Sei R ein Hauptidealring. Ein R-Modul M ist genau dann injektiv wenn M divisibel
15t.

Beweis. Sei M injektiv, 7 € R und m € M. Dies liefert die R-lineare Abbildung f : (r) — M ,
r'r = r'm. Da M injektiv ist kann die s zu einer Abbildung f : R — M aus gedehnt werden. Es ist dann
m= f(r)= f(r) =r- f(1). Das Element f(1) liefert dann das gesuchte m'.

Sei umgekehrt M divisibel. Aufgrund von Lemma und der Tatsache das R ein Hauptidealring ist,
reicht es zu zeigen, dass jede R-lineare Abbildung f : (r) — M zu einer Abbildung f : R — M erweitert
werden kann. Sei m = f(r). Da M divisibel ist, existiert ein m’ € M mit m = rm’. Die R-lineare
Abbildung f : R — M mit 1~ m/ liefert dann die gesuchte Erweiterung. O

Lemma 7.5. Die Kategorie 2Ab hat gentigend viele injektive Objekte.

Beweis. Sei ein Z-Modul M gegeben. Konstruiere eine Surjektion Z®! — M (indem man ein (im allge-
meinen nicht-endliches) Erzeugendensystem (m;);c; wéhlt). Sei K der Kern dieser Surjektion. Es gilt
M ~ 7% /K c Q®!/K. Wegen Korollar ist Q ein injektiver, also divisibler Z-Modul. Es ist leicht zu
sehen, dass sowohl beliebige direkte Summen von divisiblen Z-Moduln als auch Quotienten von divisiblen

Z-Moduln wieder divisibel sind. Dies zeigt, dass Q¥ /K divisibel ist. Die Abbildung M — Q®! /K liefert
dann die gesuchte Einbettung von M in ein injektives Objekt. O

Lemma 7.6. Sei M eine divisibler Z-Modul. Dann ist Homz(R, M) mir (rf)(z) = f(rx) ein injektiver
R-Modul.

Beweis. Wir zeigen, dass Homg(—, Homgz(R, M)) ein exakter Funktor ist. Dies folgt aus
Hompg(—, Homz(R, M)) ~ Homz(R ®p —, M) ~ Homgz(—, M)
und der Tatsache, dass M divisibel also injektiv ist. O

Proposition 7.7. Die Kategorie der R-Moduln hat genigend viele injektive Objekte.
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Beweis. Sei N ein R-Modul. Betrachte die Einbettung

N — Homgz(R,N)
n e g = (r—rn)

Wegen Lemma finden wir einen injektiven Z-Modul M und eine injektive Abbildung N — M. Da
Homyg(R, —) links exakt ist, ist die induzierte Abbildung Homgz(R, N) — Homyz(R, M) ebenfalls injek-
tiv. Wegen Lemma [7.6] liefert die zusammengesetzte Abbildung N — Homgz(R,N) — Homz(R, M) die
gewiinschte Einbettung in ein injektives Objekt. O

7.2 Direkter Limes von R-Moduln
Sei (I, <) eine teilgeordnete Menge, d.h. die Relation < erfiillt

l.a<afluralleael

2. a<bundb<c=a<c

Die teilgeordnete Menge (I, <) heifit gerichtet, falls fiir jedes a,b € I ein ¢ € I mit a < cund b < ¢ existiert.

Ein gerichtetes System von R-Moduln iber I ist eine Familie von R-Moduln (M,)a.e; und R-linearen
Abbildungen fp, : M, — My fir a,b € I mit a < b, so dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. fepo foa= feafira<bund b<c

2. faa = id]y[a fir a € I.

Fiir a € I bezeichne i, die kanonische Abbildung M, — @be ; Mp. Wir definieren den direkten Limes
des gerichteten Systems von R-Moduln als

@ael Ma

lim M, :=
lgn ¢ <ibfbaxa - Z.axa ‘ a S ba Tq € Ma>

acl

Sei p die Projektion von @, ; M, auf lim M,. Wir definieren
a€cl

fa i =paoiq: M, —>lirBMa
acl

dann gilt fir a <b
foo foa = fa

Lemma 7.8. Sei (M,)qcr ein gerichtetes System.

1. Jedes Element x € imM, ist gleich einem Element f,(x,) fir geeignetes a € I und x, € M,.
—

2. Gilt fo(zs) =0, dann existiert ein b > a mit fp,(x,) = 0.

Beweis. Jedes Element z aus ~ lim M, kann als endliche Linearkombination ) , fi(xs) dargestellt werden.
—

Wihle ein a € i, dass grofler als alle b ist, welche in der endlichen Summe vorkommen. Dann gilt

Zfb(xb) = Zfafab(xb) = fa(z fab(xb)) = fa(xa)
b b b
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fur o = >, fan(@p).

Nehme jetzt an, dass f,(z,) = 0 gilt. Dann kénnen wir 4,(z,) als folgende endliche Summe schreiben:
Z'(;L(Sca) = Zibcfbccyc — 1cYe
c

Wahle ein d € I welches grofler als alle Indizes b, ist, welche in der endlichen Summe oben vorkommen.
Es gilt
idfdaxa = idfdaxa - iaxa + Z ibcfbccyc - icyc

c

Die Summanden der endlichen Summe koénnen folgendermafien geschrieben werden:

ibc fbccyc - Z.cyc = idfdcyc - Z.cyc + idfdbc (_fbccyc) - 7;bc(_fbacyc)

Daraus folgt
iafaata = iafanzs — vz
b

fiir endlich viele b € I und geeignete z,. Aus der Elgenschaft der direkten Summe folgt darus aber z;, =0
fir alle b € I und damit fz,z, = 0. O

Der direkte Limes erfiillt folgende universelle Eigenschaft:

Proposition 7.9. Sei ein R-Modul N und fir jedes a € i eine R-lineare Abbildung g, : My, — N mit
96 © foa =ga  fira<b

gegeben. Dann exisitiert eine eindeutige bestimmte R-lineare Abbildung g : lim M, — N mit
—

9o fa=0a firael (7.2.1)

Beweis. Jedes Element x aus lim M, kann als endliche Linearkombination )" fo(z,) dargestellt werden.
—

Wahle ein ¢ € I, dass grofler als alle a ist, welche in der endlichen Summe vorkommen. Dann gilt

Zfa(za) = chfca(xa) = fc(z fca(xa)) = fc(y)

fir y =3, fea(xa) € M.. Die Bedingung ([7.2.1) erzwingt die Definition

90> falwa)) = g o fe(y) = gc(y)

Es ist leicht zu sehen, dass diese Definition wohldefiniert (also unabhéngig von der Wahl von ¢ ist) und
dass die so erhaltene Abbildung R-linear ist. O

Seien (Mg, fpa) und (Ng,gpe) zwei gerichtete Systeme von R-Moduln iiber I. Ein Morphismus von
gerichteten Systemen ist ein Familie von R-lineare Abbildungen ¢, : M, — N, fir a € I, s.d.

gbao()pa:@bofba fira <o
Die universelle Eigenschaft des direkten Limes zeigt, dass es genau eine Abbildung
@ :limM, — limN,
— —
mit
Y0 fo = ga © Qa firael
gibt.
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Proposition 7.10. Seien folgende Morphismen von gerichteten Systemen von R-Moduln tiber I gegeben
(Mavfba) — (ngba) — (Payhba)

so dass die Sequenzen
M, %4 N, Lo p, (7.2.2)

fur alle a € I exakt sind. Dann ist die folgende Sequenz exakt:

limM, %5 limN, -2 LimP,
— — —

Beweis. Sei x € li_rr>1Ma. Aus Lemma folgt, dass ein x, € M, mit f,(z,) =  und p(x) = po f,(z) =
Ja © 9q(x) existiert. Es gilt

Yop(x) =10g,0p(x) =heot,op.(r)=0,
d.h. Im e C kery.

Sei jetzt y € ker . Es existiert ein y, € Ny mit y = gy(yp) und hy o ¥p(ys) = ¥ 0 gp(yp) = 0. Aus Lemma
2. folgt, dass es ein ¢ € I gibt mit he o ¥(ys) = 0. Das bedeutet aber , dass ¥.ge(ys) = 0. Da die
Sequenzen (|7.2.2)) exakt sind, existiert ein x, € M, mit @.(x.) = gep(yp). Es gilt dann fir z := f.(x.):

p(x) =po fe(re) = ge 0 Pe(tc) = ge © gen(yp) =y
d.h. ker¢ C Im ¢. Das zeigt die Behauptung. O

Proposition 7.11. Limes vertauscht mit Tensorprodukt.

7.3 PL-Topologie

Im folgenden versehen wir R™ mit der Produkt-Metrik d(x,y) = sup, |z; — y;|. Seien A, B C R™ Wir
definieren AB := {da+ pub|a € Ajb € B\, u € R, A+ pu=1}. Ist A =0, dann definieren wir AB = B.
Ist A = {a}, dann schreiben wir aB und sagen aB ist ein Kegel, falls jedes Element in aB eindeutig als
Aa + pb dargestellt werden kann.

Definition 7.12.

1. FEine Teilmenge P C R™ heifit Polyeder, falls jeder Punkt a € P eine Kegel-Umgebung N = alL, fir
L kompakt, besitzt. Die Umgebung NP := N heifst Stern und Lo, P := L heiffit Link.

2. Ein Unter-Polyeder ist eine Teilmenge eines Polyeders, welche selbst ein Polyeder ist.

Bemerkung 7.13. Fir N kann man die Umgebung N (a, P) = {z € P | d(a,x) < €} nehmen, der Link
L ist dann N(a,P) ={z € P | d(a,z) = €}.

Lemma 7.14. 1. Fine offene Teilmenge eines Polyeders ist ein Polyeder
2. Der Schnitt von endlich vielen Polyedern ist ein Polyeder

3. Seien fir eine beliebige Indexmenge I kompakte Polyeder P; C R™ fiir i € I gegeben. Wenn die

Vereinigung P = \J;c; P; lokal endlich ist, dann ist P ein Polyeder.
4. Seien Py, P, C R™, R™ Polyeder, dann ist P, x Py C R"™™ cin Polyeder.

5. FEin Kegel iber einem kompakten Polyeder ist selbst ein Polyeder.
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Beweis. Die ersten drei Punkte folgen direkt aus Bemerkung Der vierte Punkt folgt aus N, (a1, P;) %
Nc(az, P) = N((ay,a2), Py x Py). Wir beweisen den fiinften Punkt. Sei x = Aa 4+ py € aoP fur

y € P. Fir x = a konnen wir N, (aP) = aP nehmen. Ist z # a, dann kénnen wir N, (aP) = aN,(P)
nehmen. Im Fall z # y gilt ndmlich aN,(P) = z(Ny(P) U aLy(P) und im Fall z = y gilt
aNy(P) = y(aLy(P)).

O

Definition 7.15. Fine Abbildung f : P — @ zwischen Polyedern heifit stickweise-linear (PL), falls
jeder Punkt © € P einen Stern N = xL hat, s.d. firy € LA\, up € R und A + p = 1 die Gleichung
fOx+ py) = Af(x) + uf(y) gilt, d.h. dass [ auf jedem Strahl A\x + py linear ist.

Beispiel 7.16.
1. Jede lineare Abbildung ist PL
2. Die FEinschrinkung einer PL-Abbildung auf ein Unter-Polyeder ist PL

3. Wir sagen die Abbildung f : P — Q ist linear, falls sie die Finschrdnkung einer linearen Abbildung
R™ — R"™ ist. Aus (1) und (2) folgt dann, dass f PL ist.

4. Sei P =J P, eine lokal endliche Zerlegung von P in kompakte Unterpolyeder. Wenn f : P — Q
eine Abbildung ist, s.d. fip, PL fir jedes « ist, dann ist f PL.

5. Das kartesische Produkt von zwei PL-Abbildungen ist PL
6. Die Verknipfung von zwei PL-Abbildungen ist PL
Seien aP,bQ Kegel und f : P — Q. Der Kegel tiber f, den wir mit cf bezeichnen, ist folgendermaflien
definiert
cf :aP — bQ
Aa + pz = Ab+ pf(2)
wobei z € P.
Lemma 7.17. Sei f: P — Q eine PL-Abbildung, dann ist cf : aP — bQ auch PL.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass es fiir jedes € aP einen Stern N = zL gibt, s.d. cf(Ax + py) =
Aef(x) + pef(y) fir jedes y € L gilt. Ist £ = a, dann setzen wir N = aP und es gilt c¢f(Aa + py) =
Ab+pef(y) = Aef(a) + pef(y) fir y € P. Sei jetzt « # a, dann setzen wir N = aN,(P) (dies ist ein Stern
flir z wegen Lemma 5.) , wobei z € P durch x = pa + 6z definiert ist. Sei y € N durch y = ka + 72’
fiir 2/ € N,(P) gegeben.
Es gilt

cf Az + py) = cf(Mpa + 02) + p(ka + ~2')

= cf((Ap + pr)a+ Mz + pyz')

1
—cf (0 + o+ w005 + )
1
=A\p+pr)b+wf (w(wz + uwz’))
= (A\p+ pr)b+ f(N0z + uyz")
wobei w =1 — (Ap + pk). Andererseits gilt

Acf (x) + pef(y) = Aef(pa+02) + pef (ra+72')
= Npb+0f(2)) + p(kb +~vf(2))
= (A\p+ ur)b + N0f(2) + uyf(2)

Das zeigt die Behauptung. O
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Lemma 7.18. FEine stetige Abbildung f : P — Q ist genau dann PL wenn der Graph von f
L(f) = {(z, f(z)) eR"™™ |z € P}

ein Polyeder ist.

Beweis. =: Sei f PL, dann existiert fiir jedes 2 € P ein Stern N = L, s.d. f(Az + py) = Af(z) + pf(y)
fir alle y € L gilt. Daraus folgt aber, dass f(N) = f(z)f(L) gilt. Da P =~ T'(f) ist N x f(N) =
(z, f(x))(L x f(L)) eine Kegel-Umgebung fiir (z, f(z)) € T(f).

<: Sei jetzt T'(f) ein Polyeder und N’ = (z, f(x))L’ eine Stern Umgebung fiir (x, f(x)). Setze N :=
pr1(N’) und L := pry(L’) wobei pr; die Einschriankung der Projektion auf R™ ist. Wir zeigen, dass N eine
Stern Umgebung von x ist. Sei y € L und A, > 0 mit A + u = 1 gegeben. Da N’ eine Stern Umgebung

ist, existiert ein (2, f(2)) € N, s.d. (2, f(2)) = Az, f(x)) + ply, [(¥)) = Az + py, Mf(z) + pf(y)) ist,
somit gilt z = Azpuy € N. Beachte, dass die letzte Kette von Gleichungen auch zeigt, dass f PL ist. O

Korollar 7.19. Die inverse Abbildung eines PL-Homdomorphismus ist PL.

Bemerkung 7.20 (The standard mistake). Sei P ein Polyeder und aP ein Stern, dann ist die natirliche
Projektion von aP \ {v} — P im allgemeinen nicht PL.

Der Graph der Funktion, der rechts abgebildet ist, ist kein Polyeder.

Definition 7.21. Ein Polyeder M ist eine PL-Mannigfaltigkeit der Dimension n falls jeder Punkt x € m
eine Umgebung hat, die PL-homdomorph zu einer offenen Menge im R"™ ist.

Theorem 7.22. Ein kompakter Polyeder ist eine endliche Vereinigung von Simplices. Im allgemeinen ist
ein Polyeder eine lokal endliche Vereinigung von Simplizes.

Beweis. Sei P ein kompakter Polyeder in R™ und sei (P) C R™ der Untervektorraum der von P aufges-
pannt wird. Wir beweisen die Aussage tiber Induktion nach n = dim(P). Wir kénnen oBdA annchmen,
dass P C R". Seia € P und N(a, P) eine e-Umgebung (siche Bemerkung[7.13)). Sei F eine echte Seite von
Nc(a, P). Dann gilt dim(F) < n und daher ist F' eine endliche Vereinigung von Simplizes. Das bedeutet
aber, dass N, (a, P) eine endliche Vereingung von Simplizes ist und daher auch N,(a, P) = aN.(a, P). Die
Aussage folgt nun aus der Kompaktheit von P.

Im allgemeinen Fall betrachten wir die abzéhlbare Basis von e-Umgebungen {N,(a, %) |a € Q™ n€Zso}
fiir R™. Sei {Uy,Us,...} = {Nc(a,2) | Ne(a, L)NP # 0 und kompakt}. Wir setzen Ag := ) und A; := U.
Wir definieren jetzt induktiv kompakte Polyeder As, As, ..., s.d. P =JA4; und A; C int(A;41) gilt. Sei
also A; mit i < k bereits konstruiert. Da Ay kompakt ist, ist auch dAy kompakt. Sei Ug,,...,U, so

gewahlt, so dass [J;_; Uy, eine endliche Uberdeckung von 0Ay ist. Definiere Apyq := Ap U Ule Uy, UUk.
Dann gilt Ay, C int(Agr1) und Uge, Ax, da Uy, C Ay.
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Sei jetzt Aj als endliche Vereinigung von Simplizes gegeben. Sei jetzt |J; N, (ai, Axt1) eine endliche
Uberdeckung der kompakten Menge Ay \ int(Ag) mit Nepsiton, (@is Ag+1) N Ag—1 = 0. Dies liefert eine
endliche Uberdeckung von Ag41 und somit eine Uberdeckung von P =, 4;. Die Uberdeckung ist lokal-
endlich, da es fiir jeden Punkt = € P ein k gibt mit x € Ay und eine Umgebung U, von x die in A4
enthalten ist. Nach Konstruktion kénnen nur endlich viele Simplizes U, treffen (ndmlich nur die, die in
Apj+2 enthalten sind). O

Korollar 7.23. Sei f: P — @ eine PL-Abbildung, dann existiert eine lokale endliche Zerlegung von P
in Simplices P = J; A;, s.d.Die Einschrinkung F\a, linear ist.

Beweis. Wende Theorem [7.22] auf den Graph T'y an. O

Sei P C R™ ein Polyeder, dann ist (O) der kleinste Untervektorraum von R™ in dem P enthalten ist.
Lemma 7.24. Das Bild eines Simplex unter einer linearen Abbildung ist ein Polyeder.

Beweis. Sei A C R™ ein n-Simplex und sei f : R™ — RP linear. Entweder f 4y ist injektiv, dann ist
f(A) ein n-Simplex, oder f({A)) ist ein Untervektorraum von niedrigerer Dimension. In diesem Fall gilt
f(A) = f(9A), da fiir x € f(A) das Urbild f~!(z) N (A) ein Untervektorraum mit Dimension > 0 ist und

somit den Rand von A treffen muss. In diesem Fall folgt das Resultat durch Induktion nach n, da 0A
eine Verienigung von Simplices mit Dimension < n ist. O

Korollar 7.25. Das Bild eines kompakten Polyeders unter einer PL-Abbildung ist ein kompakter Polyeder.
Beweis. Wegen Korollar [7.23] und Lemma [7.24] ist das Bild eine endliche Vereinigung von kompakten
Polyedern. O
Definition 7.26. Ein kompakter, konvexer Polyeder mit (P) = n heifit n-Zelle ( oder auch nur Zelle).

Bemerkung 7.27.

1. Ein n-Simplex ist eine n-Zelle, [0,1]™ ist eine n-Zelle.

2. Da Bild einer n-Zelle unter einer linearen Abbildung ist eine n-Zelle.

3. Sei{ay,...,a-} CR™ endlich. Dann ist ay ...a, :={> Aia; | Ay > 0,2 \; = 1} eine Zelle.
4. Der Schnitt und das Produkt von zwei Zellen ist eine Zelle.

5. Der Schnitt einer Zelle mit einem Untervektorraum oder ienme Halbraum ist eine Zelle
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