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1 Differentialoperatoren mit polynomialen Koeffizienten

1.1 Filtrierte Ringe

Sei D (ein nicht notwendigerweise kommutativer) Ring mit 1 und (D;,)nez eine aufsteigende Filtrierung
von additiven Untergruppen, s.d. gilt

1. D, = {0} fiir n <0,

2. Upez Dn = D,

3. 1€ Dy,

4. Dy - D,y C Dyyyy fir n,m € Z

5. [Dpy D] ={PQ —QP|PeD,,Q€eD,,} CDypym firnmeZ

Wegen Eigenschaft 5. ist GrD 1= @, .5, GrnD = @,y Dn/Dn—1 ein graduierter, kommutativer Ring
mit 1. Insbesondere ist Dy = GroD ein kommutativer Ring mit 1. Dann ist GrD eine Dy-Algebra. Wir
nehmen auflerdem an, dass der Ring D die folgenden zusétzlichen Eigenschaften erfiillt

6. GrD ist noethersch

7. GriD erzeugt GrD als Dy-Algebra

ogen Lemma '11;R0D0 dann auch ein noetherscher Ring. Auflerdem kénnen wir wegen 6., 7. und Lemma
endlich viele Elemente x1,...,zs € GriD wahlen, s.d. GrD als Dyp-Algebra von ihnen erzeugt wird.
Wegen 7. gilt weiter
Grp41D =GriD - Gr, D fir n € Z>o

und deshalb
Dn+1 =D, D fﬁI"nGZZO

Sei D° der transponierte Ring von HH Die Filtration (D°),, := (Dy)nez hat dann diesselben Eigenschaften
1. - 7.. Die Identitdt D — D° induziert einen Isomorphismus von graduierten Ringen GrD ~ GrD°.

Sei M ein D-Modul. Ein aufsteigende Filtrierung FoM = (F,,M),cz von M durch aufsteigende Unter-
gruppen heiit D-Modul Filtrierung , falls D,, - F,,, M C Fy 4, flir n,m € Z. Insbesondere sind die F,, M
selbst Dy-Moduln.

Eine D-Modul Filtration FeM heifit hausdorffsch, falls (., [/, M = {0}. Sie heift ausschépfend,
falls |, ez FnM = M gilt. Sie heifit stabil, falls ein mg € Z existiert, s.d. D, - F;u M = Fy,4,,, M, fiir alle
n € Z>o und alle m > my, gilt.

1Der transponierte Ring D° hat dieselbe unterliegende abelsche Gruppe wie D. Die Multiplikation ist definiert als
aob:=b-a



juivChargood

Eine D-Modul Filtrierung heifit gut falls
1. F,M = {0} fiir n < 0
2. FoM ist ausschopfend
3. F, M sind endlich erzeugte Do-Moduln

I

. die Filtrierung Fy M ist stabil

Insbesondere ist eine gute Filtrierung hausdorffsch.

Lemma 1.1. Sei FoM eine ausschéopfende, hausdorffsche D-Modul Filtrierung von M. Die folgende Aus-
sagen sind aquivalent:

1. FoM ist eine gute Filtrierung
2. der GrD-Modul GrM ist endlich erzeugt

Proof. 1. = 2.: Da die Filtrierung stabil ist existiert ein my € Z, s.d. D, F,,M = F,m,M fir alle
n € Zxo gilt, also auch Grp,D - Grypg M = Grpym,M fiir alle n € Z>. Daraus folgt, dass @n<m0 Gr, M
den GrD-Modul M erzeugt. Da die F,M per Annahme endlich erzeugte Dyp-Moduln sind , ist Gr, M
auch ein endlich erzeugter Do-Modul. Da fiir n < 0 F,, M = {0} gilt, folgt, dass auch EBn<m0 Gr, M ein
endlich erzeugter Dy-Modul ist. Daraus folgt, dass GreM ein endlich erzeugter Gre D-Modul ist.

2.=1.: Da Gr M cpdlich erzeugt ist und fir K < 0 GrpD = 0 gilt, folgt, dass Gr, M = {0} fiir n << 0.
Wegen Lemma&fi'lsf Gr, M fir alle n € Z ein endlich erzeugter Dy-Modul. Die exakte Sequenz

0— F,_1M — F,M — Gr,M — 0

zeigt, das fiir hinreichend kleine n die Gleichung F,,_1M = F,, M gilt, d.h. es existiert ein ng € Z, s.d
Npez FnM = F,, M. Da die Filtration per Annahme hausdorffsch ist, gilt Fy,,M = {0}. Uber Induktion
nach n zeigt man dann, dass alle F;, M endlich erzeugte Do-Moduln sind.

Sei jetzt mgy € Z so gewahlt, dass @ , GrnM den GrD-Modul GrM erzeugt. Sei m > mg. Dann ist

n<m

Gryp1M = @ Griyq1-xD - GriM

kgmo

= @ GriD -Gry—xD - GriM C Gr1D - Grp, M C Gryp,11 M

k<mg
d.h. GriD - GrpuM = Grp, 1 M. Das zeigt
FpiyiM=D1F,M+ F,,M =Dy -F,,M
Per Induktion erhalten wir
Foin=Dy-...D;1-F,MCD, -F,MCF,+,M

Also FrpynM = D,, - F,,, M fiir alle n € Z>¢. d.h. FoM ist eine gute Filtrierung. O

Insbesondere ist (Dy,)nez eine gute Filtrierung von D als D-Modul beziiglich der Links-Multiplikation.

Bemerkung 1.2. Wir kénnen die Stabilitatsbedingung in der Definition einer guten Filtration durch eine
vermeintlich schwdchere Bedingung ersetzen:

4. Es existiert ein mg € Z, s.d. Dy, - FryyM = Fpyy4n M fiir alle n € Z>g.



od tofingen| Lemma 1.3. Sei M ein D-Modul mit einer guten Filtration FeM, dann ist M endlich erzeugt.
Proof. Es gilt UnGZ FoM =M und Fy g M = D, - Fipy M fiir n € Z>o und ein geniigend grofies mg € Z.
D.h. F,,, M erzeugt M als D-Modul. Da F),,, M ein endlich erzeugter Do-Modul ist, folgt die Aussage. [
fgModexgood | Lemma 1.4. Sei M ein endlich erzeugter D-Modul. Dann besitzt M eine gute Filtration.

Proof. Sei U ein endlich erzeugter Dy-Modul, der M als D-Modul erzeugt. Setze F,, M = 0 fiir n < 0 und
F,M =D, -U fir n > 0. Dann ist U = GrgM und

GroM = Fy,M/F,_1M = (D, -U)/(Dp_1 -U) C GrpD - GroM C Gr,M

d.h. Gr,M = Gr,D - GroM fur alle n %1@(%9& cégso ist GrM ein endlich erzeugter GrD-Modul. Die
Behauptung folgt dann aus Lemma ] O

Proposition 1.5. Der Ring D ist links und rechts noethersch.

Proof. Sei L ein Linksideal von D. Die Filtrierung von D induziert einen Filtrierung (L,, = LND,,)pez. auf
L. Man sieht leicht, dass dies eine D-Modul Filtrierung ist. Der graduierte Modul GrL ist natiirlicherweE'se.e wivChargood

ein Ideal in GrD. Da GrD noethersch ist, ist GrL ein endlich rzeugter QfxpéxMOdul' Wegen Lemma
Eg fOIgf d

ist die Filtrierung (L, )nez eine gute Filtrierung. Aus Lemma ann , dass L endlich erzeugt ist.
Das zeigt, dass D links noethersch ist. Fiir rechts noethersch ersetzen wir D durch D°. O

Proposition 1.6. Sei M ein endlich erzeugter D-Links-Modul, dann besitzt M eine freie Auflosung
F* — M.

Proof. Da M endlich erzeugt ist, haben wir eine kurze exkate Sequenz
0— Ng— D" — M —0
Da D links-noethersch ist, ist ker endlich erzeugt, wir erhalten also eine exakte Sequenz
0—N, —D" — D" — M-—0

indem wir den Prozess immer weiter fortsetzen erhalten wir die gesuchte Auflésung. O

Sei FoM und F.M zwei Filtrationen des D-Moduls M. F,M heifit feiner als F.M, falls ein k € Z<g
existiert, s.d. F, M C F), . M fiir alle n € Z gilt. Ist Fo M feiner als FgM und FyM feiner als Fy M, dann
sind die beiden Filtrationen dquivalent.

odFiltfiner | Lemma 1.7. Sei FoM eine gute Filtrierung eines endlich erzeugten D-Moduls M. Dann ist FeM feiner
als jede andere ausschopfende D-Modul Filtrierung auf M.

Proof. Seimg € Z>o s.d. Dy-Fryy M = Fyypp, M fir alle n € Z>¢. Sei F{M eine andere ausschépfende D-
Modul Filtrierung auf M. Da F,,, M ein endlich erzeugter Dyp-Modul und F, M ausschopfend ist, existiert
einp € Z,s.d. Fp,M C F)M. Da F,M eine gute Filtrierung ist, existiert ein ng € Z, s.d F,,M = {0}.
Setze k := p + |ng|. Fir m < ng gilt

FoM =0C Fy, M.

Fiir ng <m <mg gilt , —ng| < ng <m und p = —|no| + k <m + k also
F,.M CF,,,M C FI’)M CF, .M
Fiir m > my gilt schliefllich m — mqg < m, da myq positive ist. Es folgt

FuM = Dy_y - FruoM C Dy, - FM C F

7n+pM C Frln-l—kM



odFiltequiv

m: goodexSeq

lultnonLocal

Wir erhalten unmittelbar folgendes Korollar.

Korollar 1.8. Auf einem endlich erzeugten D-Modul sind zwei gute Filtrierungen dquivalent.

Sei
0— M LML M —0

eine exakte Seqeunz von D-Moduln. Wenn M eine D-Modul Filtrierung FeM hat, dann induziert sie
Filtrierungen FoM' := (f~(f(M")NE,M))pez auf M' und FoM" = (g(F,,M))nez auf M". Es ist leicht
zusehen, dass diese D-Modul Filtrationen sind.

Lemma 1.9. Sesi
0— M Lm0

eine exakte Sequenz von D-Moduln. Wenn FeM eine gute Filtrierung auf M ist, dann sind die induzierten
Filtrierungen FoM' und FoM" auch gut.

Proof. Aus der Definition der Filtrierungen folgt, dass die Sequenz

0— arm’ T qrr 9 arm 0 (1.1.1)

exakt ist. Da FgM gut ist, ist GreM ein endlich erzeugter Gre,D-Modu D_g Qgéga?oo%tdhersch ist, sind
GreM’ und Gr.M" auch endlich erzeugte Gr,D-Moduln. Aus Lemma o gt dann, dass Fe M’ und
F,M" auch gut sind. O

Sei M ein endlich erzeugter D-Modul und Fe M eine gute Filtrierun au)fﬂ% Dann ist GrM ein endlich
erzeugter GrD-Modul und wir kénnen die Resultate aus Abschnitt E “anwenden. Sei A eine additive,
nicht-negative Funktion auf endlich-erzeugten Dg-Moduln. Dann ist

A(F, M) — N(Fp_1 M) = \(Gr, M)

:HilbPol :Difftoh
wegen Korollar @ﬁ%‘edingung (7) fir groBe n gleich einem Polynom. Wegen Lemma ﬁg 1St dahor
auch )\(Fm fj}gro &ﬁoifi%erguele gleich einem Polynom. Ist F, M eine andere gute Filtrierung, dann sind wegen

Korollar [I.3[die beiden Filtrierunegn Fe M und F)M &quivalent, d.h es gibt ein k € Z>¢, s.d.

F,M C F), .}, C FoporM
fiir alle n € Z gilt. Da A additiv ist und nur nicht-negative Werte annimmt, folgern wir
NEWM) € N(F) o M) < NP M)

Daraus folgt, dass die Polynome, die A(F,, M) und A(F), M) fur groBe n représentieren, die gleichen Leit-

terme haben. Wir bezeichnen den Grad, dieser Polynome mit d)(M) und nennen ihn die Dimension des
D-Moduls M. Wegen Lemma 2.8 hat der Leitkoeffizient dieser Polynome die Form ey (M)/dx(M)! wobei

ex(M) € Z>1. Wir nennen ey (M) die Multiplizitdt des D-Moduls M (beziiglich A).

Proposition 1.10. Se:
0—M —M-—M —0

eine exakte Sequenz von endlich erzeugten D-Moduln. Dann gilt

1. dx(M) = max(dy(M'),dr(M")),
2. Falls dy(M) = dx(M') = dx(M"), dann gilt ex(M) = ex(M') + ex(M")



prop:AutDim
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Proof. Indem man den n-ten homogenen Teil von @%}%mt, erhalt man
MGroM) = X(Gro,M') + X(Gr,M")
fiir alle n € Z. Per Induktion nach n folgt daraus
MNE,M) = XF,M") + \(F,M")
fiir alle n € Z. Da jeder der drei obigen Terme fiir grole n durch ein Polynom dargestellt wird, dessen

Grad die Dimension des D-Moduls ist, folgt die Behauptung. O

Sei ¢ ein Ring-Automorphismus von D mit ¢(Dg) = Dy. Wir definieren einen Endofunktor 5 auf der
Kategorie M(D) der D-Moduln, die jedem D-Modul M einen D-Modul ¢(M) zuordnet, der dieselbe
unterliegende abelsche Gruppenstruktur hat und das externe Produkt mit D durch (P,m) — ¢(P)m

gegeben ist. Es ist klar, dass der Funktor <Z einen Automorphismus auf der Kategorie M (D) ist und
endlich erzeugte D-Moduln erhélt.

Proposition 1.11. Sei M ein endlich erzeugter D-Modul. Dann gilt

dx((M)) = dx(M).

Proof. Seien Py,..., P; € D; Reprasentanten von Klassen in GriD, die GrD als Dg-Algebra erzeugen.
Es existiert ein d € Z>1, s.d. ¢(P;) € Dy fir allei = 1,...,s. Dadie Py,...,P; und 1 die Menge D; als
Dy-Modul erzeugen, gilt ¢(D;1) C Dy.

Sei Fy M eine gute Filtration von M. Definiere die Filtration F.gg(M ) durch

F,p(M) = Fj,M  firp e Z

Es ist klar, dass F.%(M ) eine aufsteigende Filtration von gg(M ) durch endlich erzeugte Dp-Moduln ist.
AuBlerdem gilt

Fnd(M) = ¢(D1) - FaM C DgFyM C Fypni1yM = Fypi16(M)

Durch Induktion erhalten wir D, FmgﬁF(1 } Fm+n¢ M), d.h. F.%(M) ist eine D-Modul Filtrierung.
:fgModexgood . . . e

Wegen Lemma und Lemma ﬁ EXistiort ome gute Filtrierung F’ gb(M ) die feiner ist als Fe¢(M), d.h.

es existiert ein k € Z>g, s.d. gilt

FLO(M) C Fpid(M) = FypniiyM

daraus folgt A\(F,¢(M)) < M Fyn+ryM). Fiir groBe n € Z ist M(Fy(n4x) M) gleich einem Polynom mit
Leitterm 4 (M)
ex(M)d™ (M)

dx(M)!
Da A(F!.¢(M)) fiir groBe n gleich einem Polynom vom Grad d (¢(M)) ist, folgern wir dx (d)(M)) < dx(M).

Indem wir das Argument fiir ¢~ wiederholen, zeigen wir dy(M) = NCE (¢(M))) < dy(p(M )). Daraus
folgt die Behauptung. O

1.2 Algebren von Differentialoperatoren

Sei k ein Korper mit char(k) = 0 und A eine kommutative Algebra tiber k. Sein Endy(A) die Algebra der
k-linearen Endomorphismen von k& mit Kommutator [S,T] := ST —TS € Endy(A). Die Algebra Endy(A)
enthalt als Unteralgebra die Menge der A-linearen Endomorphimen End4(A).



Lemma 1.12. Der Algebrenhomomorphismus

A— EndA(A)
a+— (b ab)

ist ein Isomorphismus.
Proof. Die Injektivitat folgt, da der Endomorphismus auf 1 den Wert a annimmt. Sie jetzt T € Enda(A).
Es gilt
TO)=0b-T(1) =T(1)b
d.h. die Abbildung ist durch Multiplikation mit 7'(1) € A gegeben. Dies zeigt die Surjektivitét. O

Im folgenden identifizieren wir die Unteralgebra End(A) mit A.

Eine k-Derivation von A ist ein T € Endy(A), s.d. fir a,be A
T(ab) = T(a)b+ aT(b)
gilt. Insbesondere gilt [T, a](b) = T'(ab) — aT'(b) = T(a)b,dh. [T,a] = T(a) € A C Endi(A). Daraus
folgt,dann [[T, ag], a1] = 0 fiir alle ag,a; € A. Dies motiviert folgende Definition:
Ein Element T € Endj(A) heilt Differentialoperator der Ordnung < n (falls
[...[[T,a0],a1],...,a,] =0
fiir alle ag,...,a, € A gilt. Wir bezeichnen mit Diff(A) die Menge aller Differentialoperatoren von A.

Lemma 1.13. Seien T, S zwei Differentialoperatoren der Ordnung < n bzw. < m. Dann ist T o S ein
Differentialoperator der Ordnung < n -m.

Proof. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach n+m. Sein =m =0, dann ist T, S € End(A)
und damit ist T'o S € Enda(A) und somit ein Differentialoperator der Ordnung 0. Sei jetzt n+m = p
und die Aussage sei wahr fiir alle ¢ < p. Es gilt

[ToS,a)l=TSa—aTS=TI[S,a]+[T,a]S.

Aber [T,a] bzw. [S,a] sind Differentialoperatoren der Ordnung < n — 1 bzw. < m — 1. Wegen der
Induktionssannahme ist dann [T o S, a] ein Differentialoperator der Ordnung < n+m — 1, also hat T’ o S
Ordnung < n + m. O

Diffy.(A) ist also eine Unteralgebra von Endy(A). Sie heifit die Algebra aller k-lineraen Differentialopera-
toren von A. Wir setzen F;,Diff;,(4) = {0} fiir n < 0 und
F,Diffy,(A) = {T € Diffy,(A) | ord(T) < n}

fiir n > 0. Das gibt eine aufsteigende, ausschépfende Filtrierung auf Diffy (A) durch k-Untervektorrdume.
Die Filtrierung ist kompatibel mit der Ringstruktur, d.h.

F,Diffy.(A) o F,,,Diffy,(4) C F,4,,Diffy.(A4)
Lemma 1.14.
1. FyDiffi(A) = A,
2. F1Diffy,(A) = Derp(A) @ A,



3. [Fnlefk(A), Fleffk(A)} = Fn+m,1Diﬁ-k(A) fﬁ?" alle n,m € Zzo.

Proof. Fiir T € FyDiffy(A) gilt [T,a](b) = T(ab) — aT'(b) = 0, insbesondere gilt fi b = 1 T(a) = aT'(1),
d.h. T ist A-linear.

Wir haben bereits gezeigt, dass Dery(A) C FiDiff;,(A) gilt. Fiir T € Der(A) gilt T(1) = T(1-1) = 27(1),
also T'(1) = 0. Das zeigt Dery(A)N A = {0}. Sei jetzt S € FyDiffy,(A) und setze T'= S — S(1). Dann gilt
T(1) =0, also T'(a) = [T, a](1) und

T(ab) = [T,ab](1) = ([T,a]b)(1) + (a[T,b))(1) = (b[T,a])(1) + (a[T, 0])(1) = T'(a)b+ aT'(b) (1.2.1)
also T € Derg(A). Das zeigt 2. .

Sei jetzt T', S von der Ordnung < n bzw. < m. Wir wollen zeigen, dass [T, S] von der Ordnung < n+m—1
ist. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach n + m. Im Fall n = m = 0 ist nichts zu zeigen. Im
allgemeinen gilt wegen der Jacobi-Identiat

([T, 5],a] = [[T,al],S] + [T, S, a]]
wobei [T, a] und [S,a] von der Ordnung < n — 1 bzw. < m — 1 sind. Aus der Induktionsannahme folgt
dann, dass [[T, S],a] von der Ordnung < n + m — 2 ist, also [T, S] von der Ordnung < n+m — 1ist. O

Dies zeigt, dass der graduierte Ring ¢xrDiffy A eine kommutative A-Algebra ist und Diffy(A4) die Bedin-

gungen 1. - 5. aus Abschnitt ll ouiniin

Sein > 1 und T € Diffy(A) der Ordnung < n. Wir definieren eine Abbildung

0,(T) : A" — A = FyDiff(A)
(a1,...,an) = [[...[[T,a1],a2], ..., an—1], an) (1.2.2)

Lemma 1.15. Sei T ein Differentialoperator der Ordnung < n, dann gilt:

1. Die Abbildung 0, (T) : A™ — A ist symmetrisch und k-linear.

2. T ist von der Ordnung <n — 1 genau dann wenn 0, (T) = 0.

Proof. Die k-Linearitat ist klar. Fiir die erste Aussage bleibt die Symmetrie zu iiberpriifen. Die Jacobi-
Identitét liefert fir S € Diffy(A) und a, b€ A

[[S’ a]’b] = HS? b]7a]

Das zeigt
On(T) (a1, az,...,05, 041, an_1,0n) = [[...[[... [T, a1],a2],.. ., ai],ais1], ..., an_1], an)
=[[..[[---[[T,a1],a2), . - aia], il - . an—a], an]
= Hn(T)(al, A2, ooy A4 1, Ay oo oy an_l,an)
Die zweite Aussage ist klar. O

Wir betrachten jetzt den Speziallfall A = k[X7, ..., X,,] und setzen D(n) = Diffy(A). Wir nennen D(n) die
Algebra der Differential-Operatoren auf k™. Seien 0y, ..., 0, die Standard Derivationen auf k[ X1, ..., X,].
Fir I, J € Z% setzen wir

X' =xipxle  Xin  und 9 =00'0p ... 00
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Dann ist X/97 € D(n) ein Differentialoperator der Ordnung < |J| := j; + ...+ j,. Wird der Differen-
tialoperator T' durch

T = Z Pr(Xq,...,X,)0!
[I|<p

mit Polynomen P; € k[X1,...,X,] gegeben, dann ist T von der Ordnung < p.

Lemma 1.16. Die Derivationen 0y, ..., 0, sind eine Basis des freien k[ X1, ..., X,|-Moduls Dery (k[ X1, ...

Proof. Sei T € Dery(k[X1,...,X,]). Setzte P, =T(X;) fir i =1,...,nund S =" | P,0;. Es gilt
S(X;) =Y Pi0;(X;) = P = T(X,).
j=1

Da die X;,...,X,, die Algebra k[X;,...,X,] erzeugen, folgt T'= S. Daher erzeugen die 9y,...,3, den
k[X1,...,X,]-Modul Dery(k[X1,...,X,]). Nehme an es gilt > 1, Q;0; = 0 fir Q; € k[X1,...,X,].
Dann gilt 0 = (3°7_, Q;0;)(X;) = Q; fiir i = 1,...,n. Das zeigt, dass die 91,...,0, freie Erzeuger von
Dery(k[Xq,...,X,] sind. O

Sei T ein Differentialoperator der Ordnung < p auf k[X3,...,X,]. Ist p < 0, dann ist T = 0 und wir
definieren 0,(T) = 0. Fir p = 0 ist T € A und wir definieren o,(T) = T. Sei p > 1. Wir setzen
B = k[X1,...,X,,&1,...,&,]. Dann ist T € Endg(B) , indem wir T(P(z)¢7) := T(P(z))¢7 definieren.
Insbesondere ist T' € Diff(B). Setze l¢ := >, &X; und definiere

1 o
op(T) := H’Té (T)

mit 7¢(T) = [T,l¢]. Man sicht leicht, dass o,(T) € k[z1,...,2n,&1,.-.,&] homogen vom Grad p in
&, ..., &, ist und das 0,(T") = 0 gilt, falls T Ordnung < p hat. Wir erhalten also eine k-lineare Abbildung
GrpD(n) — k[X1,...,X,, &, ..., &) bzw. eine Abbildung

o:GrD(n) = k[X1,..., Xn, &1, -, &n]
Das Element o(P) heifit Symbol von P.

Lemma 1.17. Seien T, S € D(n) von der Ordnung < p bzw. < q. Dann gilt
Op+q(T'S) = 0p(T)aq(S5)
Proof. Es gilt
Te(TS) = [T'S,le] =TSle — TS = [T,1¢]S + T[S, le] = 7(T)S + T7e(S)

Daraus folgt
rtq

pt4q —i i ptq
HUTS) = ( . )Tg’ﬂ (T)i(S) = ( . )Tg(T)Tg(S)
i=0
wobei die letzte Gleichung aus Tf(T) =0 flir £ > p folgt. Somit gilt
1 1
ool T5) = oy TS) = Srl(DT(S) = 0 (T)oy(S)

O

Theorem 1.18. Die Abbildung o : GrD(n) — k[X1,..., X, &1, ..., & ist ein k-Algebren Isomorphismus.

» Xnl)-
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. 1 H
Proof. Wegen Lemma “ { Thussell wir nur noch die Injektivitat und Surjektivitit von o zeigen. Es gilt
00(X;) = X; und 01(8;) = &, d.h. 0,(XT07) = XT¢7 wobei p = |.J|. Das zeigt die Surjektivitit von o.

Sei jetzt T € F,D(n) und 0,(T) = 0 um die Injektivitit zu beweisen miissen wir zeigen, dass die Ordnung
von T < p—1 ist. Wir beweisen dies per Induktion iiber die Ordnung p. Der Fall p = 0 ist klar. Sei also
p>0und A € k sowie n € k™. Es gilt

Tetan(T) = [T, legan) = [T, 1] + AT, 1)) = 7¢(T) + Ay (T)

Da 7¢ und 7, kommutieren gilt

k
kN vi ki i
() = 3 (V) i)
=0
fiir k € Z>¢. Weiterhin ist Tg (T) = 0 und somit gilt auch Tg A (T') = 0. Da k unendlich viele Elemente
besitzt, folgt Tg_i(Tf](T)) =0 fiir 0 < i < p. Insbesondere gilt Tg_l(Tn(T)) =0 fiir n € k™. Also gilt
auch 77 YT, X,]) = 0. Aus der Induktionsannahme folgt, dass [T, X;] von der Ordnung < p — 2 ist. Fiir
P.Q € k[X,,..., X, gilt
[T, PQ] =TPQ - PQT = [T, P|Q + P[T’, Q]

d.h. die Ordnung von [T, PQ] ist kleiner gleich dem Maximum der Ordnungen von [T, P] und [T, Q]. Da
die X; die Algebra k[X1,...,X,] erzeugen, folgt dass [T, P] Ordnung < p — 2 fiir alle Polynome P hat.
Aus der Definition der Ordnung folgt, dass 7' Ordnung < p — 1 hat. O

:filtRi
Das zeigt insbesondere, dass D(n) die Annahmen 1. — 7. aus Abschnitt Il i erfullt. Wir bekommen daher
unmittelbar folgende Aussage.

Theorem 1.19. Der Ring D(n) ist rechts und links noethersch.

Korollar 1.20. Die Elemente {XIaJ}],JEzgo sind eine k-Vektorraumbasis von D(n).

Proof. Fiir |J| = p ist das Symbol von X797 gleich X7¢7 Da D(n) ~ GrD(n) ~ k[X1,..., Xn, &1, ., &)
als k-Vektorraume und die {X7¢7} ;. Jezn, eine Vektorraumbasis bilden, folgt die Aussage. O

Theorem 1.21. Die k-Algebra D(n) ist isomorph zur k-Algebra, die durch Xq,...,Xp.01,...,0, erzeugt
wird und fir 1 <1i,j <n die Relationen [X;, X;] = 0,[0;,0;] = 0, [0;, X;] = 0;; erfiillt.

Proof. Sei B die k-Algebra, die durch Xi,...,X,,01,...,0, erzeugt wird und fir 1 < 4,5 < n die
Relationen [X;, X;] = 0,[0;,0;] = 0, [0;, X;| = d;; erfiillt. Da diese Relationen auch in D(n) erfiillt sind und
D(n)von Xq,...,Xpn,01,...,0, erzeugt wird, er halten wir einen surjektiven k-Algebrenhomomorphismus
B — D(n), der die Erzeuger auf c;isei Erzeuger abbildet. B wird als k-Vektorraum von {X'07} jezn
aufgespannt. Wegen Korollar 1St dieser Morphismus dann auch injektiv. O

Proposition 1.22. Das Zentrum von D(n) ist k- 1.

Proof. Sei T € D(n) ein Element vom Zentrum. Dann gilt [T, P] = 0 fiir jedes Polynom P, d.h. T ist von
der Ordnung <0, d.h. T € k[X}, ..., X,]. Andererseits gilt 0 = [0;,T] = 0;(T) fir i =0, ...,n. Da zeigt,
dass T konstant ist. O

. . . - :xelbn .
Sei D(n)° die transponierte Algebra von D(n). Dann existiert wegen Theorem Iltil ein eindeutig bes-
timmter Isomorphismus ¢ : D(n)° — D(n) der fiir 1 <14 < n durch ¢(X;) — X; und ¢(9;) — —0; gegeben
ist. Der Morphismus ¢ heifit kanonischer Anti-Automorphismus von D(n).



ModRingDiff

-relDn
Wegen Theorem onnen wir einen Automorphismus F von D(n) definieren, der fiir 1 < ¢ < n durch

F(X;) = 9; und F(9;) = —X; gegeben ist. Dieser Automorphismus heifit Fourier-Transformation von
D(n). Das Quadrat F? von F ist ein Automorphismus ¢ von D(n), der «(X;) = —X; und +(9;) = —0;
erfiillt. Es gilt 12 = —1.

Im Gegensatz zu anderen Ringen von Differentialoperatoren, hat D(n) noch eine andere Filtration die mit
der Ringstruktur kompatibel ist. Wir setzen fiir p € Z

Dy(n) :={d_arsX 07 | 1| +|J] < p}.

Die Filtrierung {Dp(n)}pez ist eine aufsteigende, ausschopfende Filtrierung von endlich-dimensionalen
k-Vektorrdumen auf D(n).

Lemma 1.23. Fir alle p,q € Z gilt

1. Dp(n) o Dg(n) C Dpiq(n),
2. [Dp(n), Dg(n)] C Dptq—2(n).

. 1 D
Proof. Wegen Korollar @%ﬁ_&er Definition der Filtrierung {D,(n)}pez, reicht es
[81,XJ] S D‘[‘+|J|,2

zu zeigen. Wir beweisen die Aussage per Induktion nach |I|. Fiir [I| = 1 gilt 8 = 9; fiirein 1 <14 < n.
Es gilt [0;, X7] = 0i(X”) € Dyjj_1(n). Fiir |I| > 1 schreiben wir 9! = 90, fiir I’ € Z";" und 1 < i <.
Das liefert / / ) ) ) -

[aI’X.]] — [al 8i,XJ] — a] aiXJ _ XJaI 62 _ aI [ai’XJ] + [81 7X.]]ai
Wegen der Induktionsannahme ist dann [07, X”7] € Di114)5)-2- O

Das zeigt, dass {D,(n)}pez eine Filtrierung ist, die kompatibel mit der Ringtruktur auf D(n) ist. Wir
nennen die Filtrierung Bernstein-Filtrierung.

Der assozierte, graduierte Ring GrZD(n) ist eine kommutativen k-Algebra. Wir definiern eine lineare
Abbildung ¥,, vom k-Vektorraum D, (n) nach k[X1,...,X,,&1,...,&,] durch

\I’p( Z a[JXIBJ) = Z aUleJ

[T|+]JI<p [I]+|J|=p

Dies liefert einen k-linearen Isomorphismus von Gr:f,3 D(n) in die homogenen Polynome vom Grad p und
damit einen k-Algebrenisomorphismus

v G’I“D(n) — k[X17~-~7Xna§1a-~-a§n]

er ﬁﬂglg)(n) zusammen mit der Bernstein-Filtrierung erfiillen damit die Annahmen 1. - 7. aus Abschnitt
S 1st leicht zu sehen, das der kanonische Anti-Automorphismus und die Fourier-Transformation die
Bernstein-Filtrierung erhalten.

1.3 Moduln iiber Ringen von Differentialoperatoren

Definition 1.24. Wir bezeichnen mit M*(D(n)) bzw . ME(D(n)) die abelsche Kategorie der links bzw.
rechts D(n)-Moduln

10
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Der kanonische Anti-Automorphismus ¢ definiert einen exakten Funktor von der Kategorie M%(D(n)) in
die Kategorie MZ(D(n)) durch

M M! (1.3.1)

wobei M der gleichen additiven Gruppe wie M unterliegt und die Links-Multiplikation auf M? durch
p(T)-m =m-T fir m € M und T € D(n) definiert ist. Analog kann man auch einen Funktor
MY (D(n)) — ME(D(n)) definieren, s.d. die beiden Funktoren zueinander invers sind.

Wir bezeichnen mit M fg (D(n)) bzw. M fﬁg(D(n)) die vollen Unterkategorien der endlich erzeugten D(n)-
Moduln. Die obigen Rechts-Links Funktoren induzieren ebenso zwischen diesen beiden Kategorien eine
Aquivalenz.

Da wir im folgenden eher Links-Moduln diskutieren, lassen wir in den obigen Bezeichnungen den Index L
zumeist weg.

Da D(n) noethersch ist, ist die volle Unterkategorie My,(D(n)) von M(D(n)) abgeschlossen unter der
Bildung von Untermoduln, Quotienten und Extensionen.

Sei jetzt D(n) mit der Bernstein-Filtrierung versehen. Da Dg(n) = k ist, konnen wir fiir Moduln aus
Mng(D(n)) bzw. Mﬁ?(D(n)) mit Hilfe der additiven Funktion k die Bernstein-Dimension d(M) und
die Bernstein Multiplizitdt e(M) definieren. Da der kanonische Anti-Automorphismus die Bernstein-
Filtrierung erhélt gilt d(M) = d(M?) fiir alle endlich erzeugten D(n)-Moduln.

Lemma 1.25. Fir einen endlich erzeugten D(n)-Modul M gilt d(M) < 2n.

Proof. Fiir einen endlich erzeusten D(n)-Modul haben wir eine exakte Sequenz D(n)? — M — 0. Aus
. €Xoe 1mMultno. oca.
Proposition Ii I iii folgf( dann d(M) < d(D(n)). Wegen dem Vektorraum-Isomorphismus

Dy(n) ~ @ GrfD(n) ~ P k(X1,..., X0, &1, &l

i<p i<p

wobei k| ’-Pblyggﬁfﬁisfﬁ' . §,BLZ-£ g%rAcUntervektorraum der homogenen Polynome vom Grad ¢ ist, folgt aus
Beispiel 2.6{ und Lemma [2.9} dass d(D(n)) = 2n gilt. Das zeigt die Aussage. O

Theorem 1.26 (Bernstein). Sei M ein endlich erzeugter D(n)-Modul und M # 0. Dann gilt d(M) > n.

: £gMod d
Proof. Da M ein endlich erzeugter D(n)-Modul ist, besitzt er nach Lemma cine geff S Filtration FoM.

Nach einer Verschiebung der Indizes konnen wir annehmen, dass F;, M = 0 fiir n < 0 und FoM # 0 gilt.
Fiir jedes p € Z>( betrachten wir die lineare Abbildung
D,(n) — Homy(FyM, Fo, M)
T — (m— Tm)
Wir wollen per Induktion zeigen, dass diese Abbildung injektiv ist. Fiir p = 0 ist die Aussage klar. Nehme

also an die Aussage gilt fiir p — 1 und sei T' € D,(N), s.d. T'm = 0 gilt fiir alle m € F,M. Dann gilt fiir
jedes v € F,_1 M, dass v, X;v,0;v € F,M, also

(X, Tlo = X,Tv—TX;u=0  [8;,TJv=8,Tv—Tdv =0

Da [X;,T],[0;,T] € Dp—1(n) gilt folgt aus der Induktionsannahme, dass [X;. T] = [, T] = 0, d.h. T liegt
im Zentrum von D(n). Da das Zentrum aber gleich & (siehe Propositionf ﬁ?i ist, folgt T' = 0. Daher gilt

dimy(Dp(n)) < dimg(Homy(FpM, FopM)) = dimy (Fp,M) - dimy (Fop M)

11
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Andererseits ist fiir groe p € Z<o die linke Seite gleich einem Polynom in p vom Grad 2n mit posi-
tivem Leitkoeffizient und die rechte Seite ist gleich einem Polynom in p vom Grad 2d(M) mit positiven
Leitkoeffizient. Das ist nur moglich, falls d(M) > n gilt. O

Sei M ein D(n)-Modul. Wir definieren seine Fourier-Transformation F(M) als den Modul, der als
abelsche Gruppe gleich M ist und das duere Produkt mit D(n) ist definiert als

(T, m) — F(T)m fir T e D(n),meM
Die Fourier-Transformation ist ein Automorphismus in der Kategorie M (D(n)) bzw. M,(D(n)).
Lemma 1.27. Sei M ein endlich erzeuger D(n)-Modul. Dann gilt d(F(M)) = d(M).

Proof. Das folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass die Fourier-Transformation die Bernstein Filtrierung

1.4 Charakteristische Varietat

In diesem Kapitel werden wir eine geometrische Invariante eines endlich erzeugten D(n)-Moduls studieren.
Wir werden dazu die Filtration FeD(n) (die Filtration nach der Ordnung) benutzen.

Da jeder D(n)-Modul M als k[X,...,X,]-Modul aufgefasst werden kann, kénnen wir seinen Tréger
supp(M) C k™ betrachten.

Proposition 1.28. Sei M ein endlich erzeugter D(n)-Modul. Dann ist supp(M) eine abgeschlossene

Untervarietat von k™.

Proof. Sei FoM eine gute Filtration auf M. Sei z € k™, dann ist M, = 0 &quivalent zu (F,M), = 0
fiir alle p € Z. Da lokalisieren exakt ist, ist dies dquivalent zu (GrM F% = ‘ﬁei I, der Annihilator des
. SU] 1s
olgy,

endlich erzeugten k[X, . .., X,]-Moduls Gr,M. Aus Proposition ass supp(Gr,M) = V(I,,).
uppexSé

Aus Lemmad% olgt dann, dass supp(M) = UpEZ V(I,). Seien my,...,ms homogene Erzeuger des

GrD(n)-Moduls GrM. Sei I C k[Xy,...,X,] der Annihilator von my,...,ms. Dieser annihiliert dann

ganz GreM. D.h es existiert eine endliche Teilmenge S von Z, s.d. anS I, =1 C I, fir alle ¢ € Z.
Daraus folgt aber ,c5 V(Ip) = V(I[I,e51p) = V(Npes L) = V(I) D V(I,) fiir alle ¢ € Z und damit die
Aussage. O

:filtRin
Sei D ein filtrierter Ring mit einer Filtration F, D, die die Eigenschaften 1. - 7. aus Abschnitt ﬁﬁfﬁ'ﬂe_n%
Sei M ein endlich erzeugter D-Modul und Fe M eine gute Filtration. Dann ist GrM ein graduierter GrD-
Modul. Sei I C GrD der Annihilator von GrM. Da I ein graduiertes Ideal ist, ist sein Radikal rad(T)
auch graduiert. Im allgemeinen hangt I von der Wahl der guten Filtrierung auf M ab. Wir haben aber
folgendes Resultat.

Lemma 1.29. Sei M ein endlich erzeugter D-Modul und FoM bzw. F,M zwei gute Filtrierungen. Seien I
bzw. I' die Annihilatoren der graduierten GrD-Moduln Gr¥ M bzw. Grf” M. Dann gilt rad(I) = rad(I’).

Proof. Sei T € rad(I)NGrPD. Dann existiert ein s € Z>g,s.d. T° € I. SeiY € F,D,s.d. Y+F, 1D =T
gilt. Wir erhalten somit Y*FyM C Fyys,—1 M fiir alle ¢ € Z. Per Induktion erhalten wir

Y™ F,M C Fyymap-mM

- . . . fkaor:goodFiltequiv , L
fiir alle m € Z>o und g € Z. Andererseits wissen wir aus Korollar |I.8] "dass FeM und FoM &quivalent

sind. Es gibt also ein | € Z>¢ ,s.d. FyM C FéHM C Fy42/M fiir alle ¢ € Z gilt. Daraus folgt

YmSFE;M C Ymqu+lM - Fq+l+msp7m - ¢;+2l+m5p7mM

12
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fiir alle ¢ € Z und m € Z>o. Nehmen wir m > 2[, dann folgt daraus Y™ ;M C Fy. .. 1M, dh.
T™s € I', also T € rad(I’) und somit rad(I) C rad(I’). Aus Symmetrie folgt dann rad(I) =rad(I’). O

Daraus folgt, dass das Radikal des Annihilators von Gre M unabhéngig von der Wahl der guten Filtrierung
auf M ist. Wir bezeichnen dieses Radikalideal mit J(M) und nennen es charakteristisches Ideal.

Wir wenden diese Konstruktion auf den Ring D(n) mit der Ordnungsfiltration an. Da GreD(n) =
E[X1,..., Xn, &1, ..., &) gilt, erhalten wir eine affine algebraische Varietét

Ch(M) :=V(J(M)) C k*"

die sogenannte charakteristische Varietat von M.

Da J(M) in den Variablen &1, ...,&, ein homogenes Ideal ist, erhalten wir folgendes Resultat.

Lemma 1.30. Die charakteristische Varietdt Ch(M) eines endlich erzeugten D(n)-Moduls M hat die
folgende Eigenschaft: Ist (x,£) € Ch(M) dann ist fir jedes X € k auch (X, ) € Ch(M).

Man sagt auch, dass Ch(M) eine konische Varietét ist.

Proposition 1.31. Sei
0—M —M-—M"—0

eine kurze exakte Sequenz von endlich erzeugten D(n)-Moduln. Dann gilt

Ch(M) = Ch(M’) U Ch(M")

F,M". Aus wissen wir, dass die induzierten Filtrierungen auch gut sind. Wir erhalten eine exakte
Sequenz

Proof. Sei F.[ f% -eg%ﬁe%lete Filtrierung auf M. Diese Filtrierung induziert gute Filtrierungen Fy M’ und

0 — GreM' — GreM — GreM" — 0

: MisVI
von endlich erzeugten k[X1,..., X, &1, .., & |- Moduln, deren Triager wegen Proposition Eu 1c‘1sl€1_egxse
charakteristischen Varietaten von M, M’ und M” sind. Die Behauptung folgt dann aus Lemma

Sei 7 : k2" — k™ die Projektion definiert durch 7(x,§) = .

Proposition 1.32. Sei M ein endlich erzeugter D(n)-Modul. Dann gilt supp(M) = n(Ch(M)).

: Dmodsuppclosed
Proof. Seien my, ..., ms homogene Erzeuger von Gr,M. Wir haben im Beweis von Proposition gese-

hen, dass der Annihilator I C k[Xy,...,X,] von mq,...,m, die Gleichung V(I) = supp(M) erfiillt. Ist
nun andererseits J der Annihilator von my, ..., msin k[X1,..., X, &1, ..., &), dann gilt T = k[ X4, ..., X,,]N
J und Ch(M) = V(J). Das zeigt, dass z € V(I) = supp(M) &quivalent zu (x,0) € V(J) = Ch(M). Da
CH (M) konisch ist zeigt das die Behauptung. O

Sei M ein endlich erzeugter D(n)-Modul. Wir definieren den singuléren Trager von M als
singsupp(M) = {z € k" | (z,&) € Ch(M) for some £ # 0}
Es gilt singsupp(M) C supp(M).

Lemma 1.33. Sei M ein endlich erzeugter D(n)-Modul. Dann ist singsupp(M) eine abgeschlossene
Untervarietdt von supp(M).

13
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Proof. Seip: k™\ {0} — IP’Z71 die natiirliche Projektion. Dann projeziert die Abbildung
idx p: k™ x (k"\ {0}) — k" x P!

die Varietit Ch(M)\ (k" x {0}) auf die abgeschlossene Untervarietit von k" x P! die dem Ideal J(M),

welches homogen in £1,...,&, ist, entspricht. Die Projektion auf den ersten Faktor ¢ : k™ x P~ — kn
bildet diese Untervarietét auf sing supp(M) ab. Da ¢ projektiv und damit eigentlich ist, ist sing supp(M),
als Bild einer abgeschlossenen Varietit, selbst abgeschlossen. O

Das folgende Resultat liefert eine geometrische Charakterisierung der Bernstein-Dimension.

Theorem 1.34. Sei M ein endlich erzeugter D(n)-Modul. Dann gilt
dim Ch(M) = d(M)
Wir beweisen das Theorem in mehreren Schritten. Als erstes betrachten wir den zyklischen D(n)-Modul
M = D(n)/L wobei L ein links-Ideal in D(n) ist. Wir erhalten eine exakte Sequenz von D-Moduln
0—L—Dn —M-—70

Die Filtration nach der Ordnung eines Differentialoperators auf D(n) induziert Filtrationen auf L und M.
Damit erhalten wir die kurze exakte Sequenz

0 — GreL — GreD(n) — GreM — 0

von GreD(n)-Moduln. Das heifit GroM ist isomorph zum Quotienten GreD(n)/GreL und daher ist
der Annihilator von GreM isomorph zu GreL. Die charakteristische Varietiat von M ist also per Def-
inition gleich V(GreL). Um also das Theorem im Spezialfall M = D(n)/L zu bweisen , miissen wir
dim V(GreL) = d(D(n)/L) zeigen.

Sei R = k[X1,...,Xn,&1,...,&]. Wir definieren zuerst eine Familie von Graduierungen auf R. Sei s € Zs
Wir definieren Gr'%) R als linearen Span der Monome X X g sd S0 (i s k) = mogilt.
Das macht R fiir jedes s € Z~1 zu einem graduierten Ring. Zusétzlich definieren wir eine entsprechende
Filtrierung FISS)R =6 GriYR .

m<p
Ist Fo R die natiirliche Filtration nach dem Grad der Polynome ( also FoR = F.(l)R) dann gilt
FRCcF,R wd F,RCF}'R
Sei I C R ein Ideal. Betrachte die kurze exakte Sequenz von R-Moduln 0 — I — R — R/I — 0 mit den
dazugehorigen induzierten Filtrierungen. Dann gilt
ES)(R/I) C Fy(R/I)  und  F,(R/I)C F$(R/I)
und insbesondere

dimy, F)(R/I) < dimy, Fp(R/I)  und  dimy F,(R/I) < dimy, F$$ (R/T) (1.4.1)
Sei s € Z~,. Wir definieren eine Filtrierung F(*)D(n) durch

F$)D(n)={TeDn)|T= > cyX'0crsek
[T]+s|J|<m

14
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Fir s =1 ist F(l)gg@l‘clllile Bernstein-Filtrierung. Die Filtrierung F.(S)D(n) erfiillt die Bedingungen 1. — 3.
aus Abschnitt I; i[ Um Bedingung 4. zu zeigen bemerken wir folgendes: Sei T' € D(n) von der Ordnung
< g. Dann gilt

T € F)D(n) & T € F\VD(n)

firm=p+ (s—1)g. SeialsoT € F,Sf)D(n) und S € Fn(f,)D(n) von der Ordnung < ¢ bzw. < ¢’. Dann
ist T € FZSI)D(n) bzw. S € F;})D(n) fir p=m— (s —1)qg baw. p’ = m’ — (s — 1)¢’. Die Ordung von
TS ist < g+¢ undes gilt TS € Féi)p,D(n). Daraus folgt T'S € Fs_)irm/D(n). Der Beweis der Eigenschaft
5. ist dhnlich. Das heifit der graduierte Ring GTES)D(n) ist isomorph zum graduierten Ring GTES)R. Wie
weiter oben bezeichen wir die assozierte Filtrierung mit F.(S)R. Insbesondere gilt

s 1 1 s
ED(n)c F{"D(n)  and  F{"D(n) C F$)D(n)

Betrachte die exakte Sequenz
0—L— D(n) — D(n)/L—0 (1.4.2)

von D(n)-Moduln mit den induzierten Filtrierungen F'. Dann gilt
s 1 1 s
FP(D(n)/L) € FV(D(n)/L)  und  FP(D(n)/L) € F)(D(n)/L)
Insbesondere gilt

dimy, F$*(D(n)/L) < dimy, EY(D(n)/L)  und  dimy F$Y(D(n)/L) < dimy, F$$)(D(n)/L)
(1.4.3)

Lemma 1.35. Sei L ein Links-Ideal von D(n). Dann gilt
d(D(n)/L) = dim V(Gr{ L)

fiir alle s € N.

:sesdimChar . - (s) .
Proof. Aus der kurzen exakten Sequenz und den induzierten Filtrierungen F,~’ erhalten wir die
kurze exakte Sequenz

0— GriL — Gri¥D(n) — Gl (D(n)/L) — 0

Wir haben weiter oben bereits gesehen, dass GrES)D(n) ~ Grgs)R gilt. Daraus folgt

dimy E(D(n)/L) = > (dimg F*)(D(n)/L) — dimy, F.*, (D(n)/L))

dimy, Gr{*) (D(n)/L)

(dimy, Gr(gs)D(n) — dimy, GréS)L)

(= 109= 10~ 10~

(dimy, Gr,(]s)R — dimg, Grfls)L)

Q
Il
=

dimy, Gr® (R/Gri L)

NE

Il
<

q
= dimy, F® (R/Gr{ L) (1.4.4)
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Indem wir @ Cural(ri 4.3 Cbgrrlu?zen erhalten wir
dimy, F\V(D(n)/L) < dimy, F)(D(n)/L) = dim; F®(R/GriL) < dimy, Fyp(R/Gr(®) L)
und
dimy, F,(R/GriL) < dimy FS(R/Gr{® L) = dimy, F$(D(n) /L) < dimy, F{Y(D(n)/L)

Da die Funktionen p ~— dimy F,E (D(n)/L) bzw. p — dimy FP(R/GT.S)L) fiir grole p € Z als Poly-
nome dargestellt werden konnen, miissen diese Polynome den gleichen Grad haben. Das heifit es gilt
gé D(n)/L) = d(R/GrES)L). Da Gri* L der Annihilator von R/GrES)L ist, folgt die Aussage aus Theorem

O

Wir bezeichnen mit 0'(9)( T) die Projektion von T' € FZSS)D(n) nach Gr,(,s)D(n) = R. Fir R=k[X1,...,Xn, &, ...

mit der natiirlichen Filtrierung bezeichnen wir mit Symb, die Abbildung, die jedes Polynom vom Grad p
auf ihren homogenen Anteil vom Grad p abbildet.

Beispiel 1.36. Sei T € D(1) mit T = 230 + 8% + x0%. Dann ist die Ordnung von T kleiner gleich 2 und
es gz'lt 02( ) = &2 +x&2 sowie Symbz(o2(T)) = €%, Andererseits gilt ail)(T) = 3¢, Uéz) (T) = 3¢ + €2
und 025+1(T) = 2&? fiir s > 2.

Dies gillt allgemein: Fiir grofe s ist o(*)(T) gleich Symb(a(T)).

Lemma 1.37. Sei T ein Differentialoperator in D(n) von der Ordnung < m, s.d. sein Symbol ein
Polynom vom Grad p ist. Dann existiert ein sg, s.d. fir s > sg

ap(Symby (T)) = o) ) (T)

gilt.

Proof. Sei T = Z‘J|<m cry X197, Da die Summe endlich ist, existiert ein go € Z>q ,s.d. fiir ¢y # 0 die
Ungleichung |I| < go gilt. Per Annahme ist

= > eXx'e’
|J|=m

ein Polynom vom Grad p und sein Leitterm ist

Symby, (o, (T)) = Z cryXted

[I|=p—m,|J|=m

Andererseits sind die Monome X797 ¢ ﬂ s) D(n). Fiir ¢;y # 0 ergeben sich daher folgende Moglichkeiten:

I|+s|J]|
— (s)
1. [Jj=mund |I| =p—m: XIGJEFP+(S Hm D(n)
2. [J|=mund |I| <p—m: X107 € FISJF)(S Hm_1D(n)
3.m>1,|J] <mund |I]| < g X107 € Fq(ozrs(m 1 D(n). AuBerdem gilt

got+sm—1)=qg+sm—s=qg+m—s+(s—1)m
Das heifit, wenn s > so = qo + m —p+ 1, dann gilt go + s(m — 1) < p+ (s — 1)m — 1, also ist in

diesem Fall X197 ¢ FIEJF)(Q 1ym_1D(n). Daraus folgt im Fall s > so, dass

o m@ = Y esX'¢! = Sigmay(om(T)).
| |=p—m. || =m
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Wir wihlen jetzt endlich viele T; € L, s.d. die Symb(o(T;)) das Ideal Gre(GreL) erzeugen. Wegen Lemma

G
existiert ein s, s.d. Symb(o(T;)) = o®)(T;) simultan fiir alle T;. Daraus folgt Gre(GreL) C GTIES)%G .
e r
bzw. V(Gre(GreL)) D V(GT.S)L) und somit dim V(Gre(Gre[)) > dim V(Gr®) L). Aus Lemma olg

aber dim(V(GreL)) = dim V(Gre(GreL)). Aus Lemma olgt dann dim V(GreL) > d(D(n)/L).

Wir beweisen jetzt die umgekehrte Richtung. Sei T' € F;gl)(D(n , dann gilt ord(T) < p und o(T) ist
ein Polynom vom Grad < p. Daher gilt GT.FIEDL - Fp(Gr.LDa Fzgl)(L) endlich dimensional und
hausdorffsch ist, gilt

dimy, F{V(L) = dim Gre £V (L) < dimy, F,(GroL)

und damit
dimy, F{"(D(n)/L) = dimy, Dp(n) — dimy, F\V(L) > dimy, F,R — dimy, F,(GreL) = dimy, F,(R/Gr.L)

ies impliziert d(Dfp)/L) > d(R/GreL). Da GreL der Annihilator von R/GreL ist folgt aus Proposition
un eorem ass d(D(n)/L) > dim V(GrL) gilt. Wir haben somit gezeigt, dass

d(D(n)/L) = dim V(Gr.L)

gilt.

Im allgemeinen Fall beweisen wir das Theorem per Induktion nach der Anzahl der Erzeuger. Wir betra-
chten die kurze exakte Sequenz
0—M —M-—M —0

wobei wir annehmen, dass M ¢ Erzeuger, M’ g — 1 Erzeuger hat und M” zyklisch ist. as heif3t M"
ist isomorph zu D(n)/L fir ein geeignetes Links-Ideal L. Aus dem ersten Teil des Beweises folgt dann .
: exSegDimMultnonl

d(M") = dim Ch(M" ), Aus der Induktionsannahme folgt d(M’) = dim Ch(M’). Aus Proposition Il “
Elﬁi folg?

und Proposition

d(M) = max(d(M'),d(M")) = max(dim Ch(M'),dim Ch(M")) = dim(CH (M')udim Ch(M")) = dim Ch(M).
Damit ist der Beweis des Theorems fertig.

:affBernsteinineq
Aus dem Theorem und Theorem [I.26] folgt

Korollar 1.38. Sei M ein endlich erzeugter D(n)-Modul und M # 0. Dann gilt dim Ch(M) > n.

1.5 Holonome D-Moduln

Definition 1.39. Fin endlich erzeugter D-Modul heifst holonom falls die Dimension seiner charakter-
istischen Varietdt < n ist. Das heifst, M ist holonom falls entweder M = 0 oder dim Ch(M) = n gilt.

thm:propHol | Theorem 1.40.

1. Holonome D-Moduln haben endliche Ldnge

2. Unter-Moduln, Quotienten und Eztensionen von holonomen Moduln sind holonom.

2Die Inklusion ist i. a. strikt. Betrachte L = (z0P~! + zP*1). Dann ist 6P~ € F,GreL aber z0P~1 4+ zP 1l ¢ Flgl)(L).
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bsp:delMod

. . . L. :charVarshortex .
Proof. Die zweite Aussage folgt unmittelbar aus Proposition m die erste Aussage zu 2%‘{%6 .
li“g; 1St seine

betrachten wir einen holonomen D(n)-Modul M der ungleich null ist. Wegen Theorem
Bernstein Dimension gleich n. Da M endlich erzeugt und D(n) noethersch ist, existiert eine maximaler
D(n)-Untermodul M’ C M. Wir erhalten eine kurze exakte Sequenz

0— M —M-— M/M —0

Wegen der zweiten Aussage ist M, und M /AL holongm und M/M’ ist ein irreduzibler D(n)-Modul. Ist
Illml dass e(M") < € 5\2; %

M’ # 0 dann folgt aus Proposition gilt. Die Behauptung folgt dann per Induktion
nach der Multiplizitat e(M). O

Wir bezeichnen mit Hol(D(n)) die volle Unterkategorie von My, (D(n)) der holonomen D-Moduln.

Beispiel 1.41. Sei O,, = k[X1,...,X,], dann ist O, ~ D(n)/(D(n)(d,...,0y)) ein endlich erzeugter
D(n)-Modul. Wir definieren eine Filtrierung

FO. - O, firp>0
PZ10 0 firp <0

Die Filtrierung FoO,, ist eine gute Filtrierung bzgl. der Ordnungsfiltration auf D(n). Fir den graduierten
Modul GreO,, gilt

0 firp#0

Daraus folgt, dass der Annihilator von GreO,, als Ideal in k[X1,...,Xn,&1,...,&) von &1, ..., &, erzeugt
wird. Daraus folgt, dass Ch(O,,) = k™ x {0} C k®" gilt. Insbesonders gilt dim Ch(O,,) = n, also ist O,
ein holonomer D(n)-Modul. Durch Ableiten sehen wir, dass jeder D(n)-Untermodul von O,, die 1 enthdlt,
d.h. O, ist irreduzibel.

Xi,.... X, firp=
30, = {180 S

Proposition 1.42. Sei M ein holonomer D(n)-Modul, dann ist die Fourier-Transformation F (M) auch
holonom. Insbesondere ist F ein Automorphismus der Kategorie Hol(D(n)).

~dimFourier :BerneqChardim
Proof. Aus Lemma “ ?( folgt, dass d(M) = d(F(M)). Die Proposition folgt dann aus Theorem ii tg;f

:holFL
Beispiel 1.43. Betrachte A, = F(O,) ~ k[01,...,0,]. Aus Proposition wissen wir, dass A,

holonom ist. Da die Fourier-Transformation ein Automorphismus der Kategorie Hol(D(n)) ist, folgt
aus dem obigen Beispiel, dass A,, irreduizibel ist. Wir definieren eine Filtrierung Fo/A, durch

span({0" | [I| <p}) firp=0
FpAn = .
0 firp <0

Sei €; der Multi-Index (0,...,0,1,0,...,0) mit einer 1 an der i-ten Stelle. Dann gilt
Bj . 31 = 8I+6j und X]‘ . 8I = 7ij817€j
Das zeigt, dass die F,A, k[Xi,...,X,]|-Untermoduln von A, sind. Auferdem gilt F;D(n) - F,A, =

FpigA,. Somit ist die Filtration FoD(n) ein gute Filtration bzgl. der Ordnungsfiltrierung auf D(n). Fir
den graduierten Modul GreA,, gilt

I _ .
Goun, — {span@" 111 =p}) fiirp =0
0 firp <0

Die X; operieren auf Gre/AA,, durch 0. Das zeigt, dass der Annihilator von GreA,, als Ideal in k[X1,..., Xn, &1, ..

durch X1, ..., X, erzeugt wird. Daraus folgt Ch(A,) = {0} x k™ C k*".
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Wir beweisen jetzt ein einfaches Kriterium fiir die Holonomizitét.

Lemma 1.44. Bertrachte D(n) mit der Bernstein-Filtrierung. Sei M ein D(n)-Modul und FoM eine
ausschopfende D(n)-Modul Filtrierung. Falls

dimy, F, M < %p” + (Terme niedrigerer Ordnung in p)
n!

fir alle p € Z>o gilt, dann ist M ein holonomer D(n)-Modul mit Linge < c. Insbesondere ist M endlich
erzeugt.

Proof. Sei N ein endlich erzeugter D(n)-Unter du} \f&l&e]}\g onie Filtrierung Fy M induziert eine ausschopfende
D(n)-Modul Filtrierung auf N. Wegen Lemma“ % Desitzt IV eine gute Filtrierung F,N. Es existiert daher

ein s € Z>o. s.d F; N C Fj (N fiir alle p € Z gilt. Es gilt
dimy, F;,N < dimy, Fpr N < dimy, Fpy s M < %pn + (Terme niedrigerer Ordnung in p)
n!

Daraus folgt d(N) < n und daher ist N holonom. Ist N # 0 dann gilt aulerdem e(N) < ¢. Das zeigt,
dass die Lange von N kleiner gleich e(IN) < ¢ ist. Daraus konnen wir schlulfolgern, dass jede aufsteigende
Sequenz von endlich erzeugten D(n)-Untermoduln von M stationdr wird, d.h. M ist selbst auch endlich
erzeugt. O

Beispiel 1.45. Sei D = D(1) und betrachte die D-Moduln M, = D/D(z8 — ). Setze E = x0. Es ist
leicht zusehen, dass die Operatoren {zPE1,0PEY | p,q € Z>o} eine Basis von D als k-Vektorraum bilden.
Das Links-Ideal D(xd — o) wird von den Elementen {tPE9(E —a),0PE1(E—q) | p,q € Z>o} aufgespannt.
Daraus folgt unmittelbar,dass M, von den Klassen {xzP,0P | p € Z>o} aufgespannt wird. Es gilt

Er=z(E+1) und  EO=0(E—1) in D(1).

Daher ist die Klasse von x™ in M, ein Figenvektor von E zum Figenwert o + n und die Klasse von O™
ist ein Eigenvektor zum FEigenwert o —n. Das heifit das Spektrum von E ist {a+n | m € Z} und jeder
FEigenwert hat Multiplizitat 1.

Nehme jetzt an, dass o € 7. Dann ist E = x0 ein linearer Isomorphismus und die Links- Multiplikation
mit x ist surjektiv. Sie ist aber auch injektiv, da der Eigenraum zum Eigenwert o+ n in den Eigenraum
zum FEigenwert a + n + 1 abgebildet wird E| Da zeigt aber auch, dass Links-Multiplikation mit O ein
Isomorphismus ist. Da E jeden michttrivialen D-Untermodul von M, stabilisiert, enthdlt dieser einen
nicht-trivialen Eigenvektor von E. Aus den obigen Argumenten folgt dann, dass der Untermodul jeden
Eigenraum enthdlt und somit M, irreduzibel ist. Die D-lineare Abbildung

My — Myip
T+ TP

ist ein Isomorphismus, da sie den Figenraum zum Figenwert a + n in den FEigenraum zum FEigenwert
(a+p) +n abbildet.

Wir definieren eine Filtrierung auf M, durch

D q < . >
FoM, = span({zP, 09 | p,q < n} f?rn_o
0 fiirn <0

Die Filtrierung ist eine hausdorffsche, ausschiopfende Filtrierung durch endlich dimensionalen Vektorraume.
Es gilt z- FuMy C Froy1 My und OF, M, C Fri1M,. Das heifst FoM ist eine D-Modul Filtrierung bzgl.
D ausgestattet mit der Bernsteinfiltrierung. Da dimy FMy = 2p + 1 gilt, folgt, dass M, holonom ist.

3 Bsgilt 20" = (a+n—1)-0"" 1 in M,
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Um die charakteristische Varietit auszurechnen betrachte wir die Filtrerung F,M,,. Sie ist durch

g - Jspan({a? 07| p.q € Zz0,g <n})  firn =0
e 0 fiirn <0

gegeben. Dies ist eine hausdorffsche, ausschopfende Filtration durch endlich erzeugte C|x]-Moduln. Es gilt
OF) M, C F} 1M, und dies liefert eine gute D-Modul Filtrierung bzgl. D ausgestattet mit der Filtrierung
nach der Ordnung von Differentialoperatoren. Der graduierte Modul GreM,, ist durch

span(9™) fiirn >0
GroMy = § span({aP | p € Z>o) firn=0
0 firn <0

Daraus folgt, dass das Element x € GreD den homogenen Teil Gr,M, fir n >0 und £ € GreD den ho-
mogenen Teil GroM,, annihiliert. Daraus folgt, dass der annihilator von GreM, von x€ € k[z,£] erzeugt
wird. Daraus folgt, dass die charakteristische Varietat Ch(M,,) die Vereinigung der beiden Hyperebenen
{z =0} und {{ = 0} ist.

Sei M ein D(n)-Modul und P € k[Xy,...,X,]. Auf der Lokalisierung MPEI konnen wir k-linerae Abbil-
dungen 0; : Mp — Mp durch

m m oym
ai(ﬁ) = —kdi(P) Pk+1 + Pk
definieren. Durch nachrechnen iiberpriift man, dass
m m m
[3i,aj](ﬁ) =0 und [aivxj](ﬁ) = 5ijﬁ

:relD
gilt. Aus Theorem @Ef%lft, dass dies eine D(n)-Modulstruktur liefert.

Proposition 1.46. Sei M ein holonomer D(n)-Modul und P € k[X1,...,X,]. Dann ist Mp auch ein
holonomer D(n)-Modul.

Proof. Sei D(n) mit der Bernstein-Filtrierung versehen. Wir kénnen oBdA annehmen, dass P # 0 gilt.
Sei m = deg P und FeM eine gute Filtrierung auf M, s.d. FyM = 0 fur k£ < 0 gilt. Wir definieren eine
Filtrierung auf Mp durch FyMp = 0 fir £ < 0 und

v
FyMp = {ﬁ |ve F(m+1)kM}

fir k € Z>o. Die Filtrationsschritte FyMp sind Untervektorraume von Mp. Sei w = g7 € FMp fiir
ein v € FyuypM. Dann gilt w = % sowie Pv € Fpi1pemM C Funyys)M. Daraus folgt
w € Fyy1Mp. Das zeigt, dass FeMp eine aufsteigende Filtrierung ist.

Wir wollen jetzt zeigen, dass die Filtration ausschopfend ist. Daflir miissen wir zeigen, dass fiir jedes

v € M und k > 0 das Element % in einem der Filtrationsschritte liegt. Sei v € FyM und k£ > 0. Dann
gilt g% = ;—1 fir alle s € Z>o. Da P*v € FypguM und (m+1)(k+s)—(g+sm) =s+(m+1)k—qg>0
fir s > g — (m + 1)k gilt, folgt

Pév e Fq+smM C F(m+1)(k+8)M
und damit 55 € FisMp.

Es bleibt zu zeigen, dass FeM eine D(n)-Modul Filtrierung ist. Fiir v € Fp M gilt z;Pv €
F(m+1)(k+1)M und somit ,Ii% = ;’Til{ S Fk+1Mp. Ebenso gﬂt

v —k0;(P)v + Pd;w
o (ﬁ) B Ph+

4Mp ist die Lokalisierung des unterliegenden k[X1, ..., X,]-Moduls
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+holDch:
und —kd;(P)v + PO;v € Fyi1)(k+1)M. Damit gilt 0; (3% ) € Fp41 M. Wir wenden jetzt Lemma@.%lf:;ara
die ausschopfende D(n)-Modul Filtrierung Fo Mp anwenden. Es gilt

((m+1)k)"

dimk FkMp S dlmk F(m+1)k:M S e(M) !

+ (Terme niedrigerer Ordnung in k)

Daraus folgt, dass Mp holonom ist. O

Korollar 1.47. Sei P € k[X1,...,X,]. Dann ist k[X1,...,X,]p ein holonomer D(n)-Modul.

Beispiel 1.48. Sei D = D(1) und betrachte My = klx],. Man kann leicht zeigen, dass k[x], ~ D/D(0x)
gilt. Wir haben namlich die D-lineare Abbildung

klx]), — D/D(0x)

nt1 s
B T e firn 2 -1 (1.5.1)
(=) Yn—-1)10 "t firn < —2

1.6 AuBere Tensorprodukte

Sei X = k™ und Y = k™. Im folgenden bezeichnen wir mit Dx bzw. Dy die zugehdrigen Algebren
von Differentialoperatoren mit polynomialen Koeffizienten. Wir betrachten die Algebra Dx X Dy, die
gleich Dx ®) Dy als Vektorraum ist und die, fiir T,7" € Dx bzw. S,S’ € Dy mit der Multiplikation
(T®S)(T'®S")=TT"® S8’ versehen ist. Wir nennen Dx X Dy das duflere Tensorprodukt von Dx
und Dy-.

Lemma 1.49. Fs gilt Dx X Dy = Dxxy

Ist M ein Dx-Modul und N ein Dy-Modul, dann kénnen wir den Dx«y-Modul M K N definieren. Er
ist isomorph zu M ®j N als k Vektorraum und die Wirkung von Dxyy auf M X N ist geben durch
(T®S)(m@n):=Tm® Sn.

1:boxtimesfg| Lemma 1.50. Sei M ein endlich erzeugter Dx-Modul und N ein endlich erzeugter Dy -Modul, dann ist
M X N ein endlich erzeugter Dx «y-Modul

Proof. Seien eq, ..., e, Erzeuger von M und f1,..., fq Erzeuger von N, dass sind die ; @ f; fir 1 <i <p
und 1 < 5 < q Erzeuger von M X N. O

Definiere die Abbildung
q: k2 x kP — g2t
(1, Ty &1y e &y YLy ey Ums My e e s M) = (T oy Ty Y1y e o s Yy Es e o v 5 Eny My -+ -y Thim)
Wir mochten jetzt folgende Aussage beweisen.
@l Theorem 1.51. Seien M und N endlich erzeugte Dx bzw. Dy -Moduln. Dann gilt
Ch(M KX N) = q(Ch(M) x Ch(N))

Wir versehen jetzt Dx bzw. Dy mit der Ordnungs-Filtrierung. Seien M bzw. N endlich erzeugte Dx-
bzw. Dy-Moduln mit guten Filtrierungen Fq M bzw. FqN. Wir definieren die Produkt-Filtrierung durch

Fj(MRN)= > F,M®; F,N
P+q=J

Daraus folgt unmittelbar, dass die Produktfiltrierung auf Dx XDy = Dx xy mit der Ordnungs-Filtrierung
iibereinstimmt. Das heifit Fo (M X N) ist eine ausschopfende, hausdorffsche D x y-Filtrierung. Wir wollen
zeigen, dass Fo(M K N) eine gute Filtrierung ist. Dafiir brauchen wir einige vorbereitende Lemmata.
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Lemma 1.52. Seien M, M’ , N und N' k-Vektorraume und ¢ : M — M’ und ¢ : N — N’ k-lineare
Abbildungen. Diese definieren eine lineare Abbildung v @ ¢ : M @, N — M’ @y N'. Es gilt

1. Im(p @) =Im¢ @Imrp

2. ker(p @) =ker¢p @ N + M ® ker 1.
Proof. Die erste Aussage ist klar, da dass Bild von Elementen der Form (¢ ® ¥)(m ® n) = ¢(m) ® ¥(n)

erzeugt wird. Um die zweite Aussage zu beweisen, kénnen wir oBdA annehmen, dass die beiden Abbildung
¢ und ¢ surjektiv sind. Wir erhalten die kurzen exakten Sequenzen

0— M — M -2 M —0
0— N —N-5N —0

wobel M"" = ker ¢ und N” = ker ) ist. Es gilt ¢ @ ¢ = (¢ @ idn+) o (idp @ ¢). Da tensorien mit N’ exakt
ist erhalten wir die kurze exakte Sequenz

0— M' &N — Mo N "% p e N — 0

Das heift ker(¢p ® idy:) = M @ N’ =ker ¢ @ N'. Also ist jedes Element z € M ® N im Kern von ¢ ® v
genau dann wenn (idyr ® ©)(z) in ker ¢ @ N’ liegt. Da die Sequenz

0—MaN'—MaN ¥ Mo N —0
kurz exakt ist, wird ker ¢ ® N surjektiv auf ker ¢@ N’ abgebildet und ker(idy; ®¢) = MQN" = M Qker 9.

Das heif3t, ¢ ist im Kern von ¢ ® 1 genau dann wenn z € ker¢ @ N + M ® ker . O
Lemma 1.53. Seien X1,..., X, lineare Unterraume eines k-Vektorraumes X, die X aufspannen. Gilt
XNy X; = {0}

J#i
fir 1 <i<mn, dann ist X die direkte Summe von X1,...,X,.

Proof. Sei x; € X; fir1 <i<mn,sd. z1+...+xz, =0. Dann gilt z; = —Zj#xj € XZ-OZ]#Z»X]- und
damit ist x; gleich 0. Daraus folgt die Behauptung. O

Wir mochten jetzt Gre(M X N) beschreiben. Sei j,p,q € Z mit p + ¢ = j. Wir erhalten eine Abbildung
FM®@FN— F;(MRN)— Gr;j(MXN)

:tensorProdLinAl .
Wegen Lemma ist der Kern der Abbildung

F,M @ FyN — GrpM @ GrgN

gleich F, 1M @ FyN + F,M ® F,_1N, d.h. sein Bild ist in F;_1(M X N) enthalten. Daraus folgt, dass die
lineare Abbildung F,M ® FuN — Gr;j(M X N) iiber GrpM ® GryN faktorisiert. Dies liefert die lineare
Abbildung
T @ GryM @ GryN — Gr;(M K N)
p+q=j
Die Abbildungen 7 ist per Konstruktion surjektiv. Wir haben ebenso gezeigt, dass die Restriktion auf
jeden Summanden Gr, M ® Gr,M injektiv ist. Sei jetzt X, , das Bild von Gr,M @ GryN in Gr;(MXN).
Wir haben

(FLM@F,N)N | > FyM®FyN|=F, \M&F,N+F,M®F, ;N CF;_1(MRN)

p'+q'=j
p'#p.a’' #q
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daraus folgt

Xpq N E : Xpg | = {o}.
p/+q’'=j
P’ #p.q'#
: supspacelLinAl . A .
Wegen Lemma olgt dann, dass 7 ein Isomorphismus ist. Insbesondere folgt, daraus dass GreDx X

GreDy = GreDxxy. Damit wird GreM X GreN ein graduierter GrD x «y-Modul der isomorph zu
Gre(M X N) ist. Da die Filtrierung FeM und FoN gut, Soi;r;]tdl}nessi? GreM und GreN endlich erzeugte
GreDx- bzw. GreDy-Moduln. Analog zu Lgl dann Gre(M X N) ein endlich erzeugter

lem:e I%IS
GreDx xy-Modul. Somit ist nach Lemma [I.T] Produkthiltrierung auf M X N gut.

Seien jetzt I C GreDx bzw. J C GreDy die Annihilatoren von GreM bzw. GreN. Seien my,...,ms
bzw. ny,...,n, die Erzeuger von GreM bzw. GreN. Betrachte die Abbildungen

¢:GreDx — @Gr.M
i=1
T—Tm&...0Tms,

b : GreDy — P Gr.N
=1
T—Tn&...8Tn,
(1.6.1)

Dann ist I = ker ¢ und J = ker . Die Erzeuger von GreM X GreN = Gre.(M K N) sind die m; ® n; fir
1<i<s,1<j<r. Daher ist der Kern der Abbildung

¢ @ : GreDxxy = GreDx R GreDy — (EB Gr.M) ® (@ Gr.N)
i=1 i=1

ensorProdLinAlg

der Annihilator von Gre(M X N). Nach Lemmali gz ist er gleich 1 ® GreDy + GreDx ® J.

Wir identifizieren GreDx mit k[x1,...,2n,&1,...,&n], Gre Dy mit k[y1, ..., Ym, M1, -« - s Nm) und GreDx xy
mit K[T1, .. s T, Y1y oy Yms E1y oo+ yEns My - - - Mim). Da der Annihilator von Gre(M X N) von den Bildern

 Lund J i kX1, Ty Yty oo s Ymy &Ly oo o5 Eny My - -+, M) €rzeugt wird, folgt der Beweis von Theorem

:BerneqChardim
Aus Theorem olg

Korollar 1.54. Sei M ein endlich erzeugter Dx-Modul und N ein endlich erzeugter Dy -Modul. Dann
gilt
dMXN)=d(M)+d(N).

Insbesondere gilt:

Korollar 1.55. Sei M ein holonomer Dx-Modul und N ein holonomer Dy -Modul. Dann ist M X N ein
holonomer D x yy -Modul.

L : suppProjChar
Aus Proposition olgt:

Korollar 1.56. Sei M ein endlich erzeugter Dx-Modul und N ein endlich erzeugter Dy -Modul. Dann
gilt
supp(M X N) = supp(M) x supp(IV)
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1.7 Inverse Bilder
Sei X = k™ und Y = k™ mit Koordinaten x1,...,z, und yi,...,Y%m. Wir bezeichnen mit Ox =
klx1,...,2,] und Oy = k[y1, ..., yn] die Koordinatenringe. Betrachte die polynomiale Abbildung

F: XY
z=(x1,...,25) = (Y1, Ym) = (F1(2),..., Fn(z))

gegeben durch einen Ringhomomorphismus

¢r : Oy — Ox
P— PoF

Damit konnen wir jeden Oy als Oy-Modul auffassen. Wir definieren den rechts-exakten Funktor F* von
der Kategorie M (Oy) der Oy-Moduln zur Kategorie M (Ox) der Kategorie der O x-Moduln:

F*(N) :=Ox ®0, N

Wir nennen diesen Funktor inverses Bild unter der Abbildung F. Wir mochten diesen Funktor auf

D-Moduln ausdehnen. Ist N ein Dy-Links-Modul dann moéchten wi gc*:%\)fd)ﬁll}lﬁ i(%'gqer D x-Links-Modul
i; E% eine A

Struktur versehen. (Da der Transpositions-Funktor aus Abschnitt quivalenz von der Kategorie
der Links-Moduln zur Kategorie der Rechts-Moduln liefert, behandelt dass auch den Fall von Rechts-
Moduln). Wir betrachten zuerst die bilineare Abbildung

OXxN—>Ox®OYN

oP "\ _OF;
= Qv+ jz:; oz Yj

(P,v) —

0

Damit dies eine wohl-definierte Abbildung Ox ®o, N — Ox ®o, N wird, miissen wir zeigen, dass das
Bild von (P(Q o F),v) gleich dem Bild von (P, Qu) ist:

OP(QoF) - OF;
o el AR WL LI

Jj=1

(%?OF)W@ +ZP oF—®8jv
J

oP OF; 0Q
al’l ®Q +ZP8$,L &® (%U+Qaij>

0P

] ® 82/;‘ (QU)

Wir bezeichnen diesen k-linearen Endomorphismus von F*(N) mit 0,,. Man kann folgendes direkt
nachrechnen
(02,0, (P®v) =0  und [0z, z;](P ®@v) = 6;;(P ®v)

-relD
Aus Theorem @r’%@n‘c dann, dass F*(N) eine natiirliche links D x-Modulstruktur tragt. Sei
Dx_y := F*(Dy) = Ox ®0o, Dy

Wie wir gerade gesehen haben hat Dx_,y eine links Dx-Modulstruktur, es hat aber auch eine rechts
Dy-Modulstruktur durch Rechtsmultiplikation auf Dy. Da die beiden Multiplikationen offensichtlich
kommutiererﬁ hat Dx_,y eine (Dx, Dy )-Bimodulstruktur. Wir nennen ihn auch Transfer-Modul. Es gilt

F*(N) =0Ox X0y N = (OX Koy DY) @Dy N=Dx_vy @Dy N

5d.h. es gilt (T(P®v))Q = T((P®v)Q)
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Der Funktor F* : MY (Dy) — M*(Dx) ist rechts-exakt. Wir bezeichnen den zugehorigen derivierten
Funktor

N L
F (N) =Dx_ vy N

als inverses Bild von N. Sei For der Vergiifunktor von der Kategorie der D-Moduln in die Kategorie
der O-Moduln. Dann kommutiert das folgende Diagramm

M(Dy) > M(Dx)

Forl \LFOT

M(Oy) —2= M(Ox)

Eine analoge Aussage gilt fir die derivierten Funktoren

Proposition 1.57. Das folgende Diagramm kommutiert

_ Ft _
D™ (Dy) — D™ (Dx)
For \LFOT‘
LF*

D~ (Oy) — D~ (Ox)
Proof. Sei N € D~ (Dy ) und sei K — N eine Dy-freie Auflésung. Dann gilt

L L
For(FTN) = For(Dx_y®N) = For(Dx_,y®K) = For(Ox®0, K) = Ox®0, For(K) = Ox®0o, For(N)
wobei die letzte Gleichung aus der Tatsache folgt, dass For(K) eine Oy-freie Auflésung von For(N) ist
(beachte Dy ist ein freier Oy-Modul). O
Wir mochten jetzt die funktoriellen Eigenschaften von F'* untersuchen.

Lemma 1.58. Sei P ein projektiver links Dy -Modul. Dann ist F*(P) ein projektiver Ox -Modul.

Proof. Seien (p;)rer Erzeuger von von P. Dann existiert eine surjektive Dx-lineare Abbildung ¢ : Dg) —

P , wobei Dgg) ein freier Dx-Modul ist. Die universelle Eigenschaft von projektiven Objekten zeigt, dass
P ein direkter Summand von Dgp ist. Daraus folgt, dass F*(P) ein direkter Summand von F *(Dg,j )) ist.

Da Dy ein freier Oy-Modul ist, ist For(F™* (Dg,l))) = Ox oy D;I) ein freier Ox-Modul. Damit ist aber
F*(P) als direkter Summand eines freien Moduls projektiv. O

Theorem 1.59. Seien X = k™)Y = k™ Z = kP und F : X = Y bzw. G : Y — Z polynomiale
Abbildungen. Dann gilt

1. Der inverse Bild Funktor (G o F)* von M*(Dz) nach M*(Dx) ist isomorph zu F* o G*.
2. Esgilt (GoF)t*=FToG™.

Proof. In der Kategorie der Oz-Moduln gilt
(GoF)'(N) =0x ®o, N = Ox ®o, (Oy ®0, N) = F*(G"(N))

Fiir die Dx-Modulstruktur auf (G o F)*(N) gilt

P Y. _9(GroF)
pP—— 7
i ®v+k2=:1 0z, ® 0,V

i

O0x (P®U):§
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fir die Dx-Modulstruktur auf (F*(G*(N)) gilt

oP " _OF; oP " _OF; Gy
K3 j:1 3 7 j:]- K3

Wir miissen zeigen, dass die beiden rechten Seiten unter der Identifizierung P ® (Q ® v) — P(Qo F) ®v
gleich sind. Dies folgt jedoch unmittelbar aus der Kettenregel

oP 8F 0G, 8Gk
O 01 55 (00, ) o O 55§25
P Y L OF; [(9Gy
= %2, ®U+ZPZ oz, (aijF) ® 0y, v
k=1 j=1
9P "L 9(GroF)
= ®v+;PT®8zkv (1.7.1)

das heifit die Dx-Wirkungen stimmen iiberein. Das zeigt den ersten Punkt.

Um den zweiten Punkt zu zeigen, sei N € D™ (Dyz) und P — N eine projektive Auflésung. Dann gilt
FToGT(N)=F"(G*P) = F*(G*P) = (Go F)*P = (Go F)TN

 invImProi
wobei das zweite Gleichheitszeichen aus Lemmal gg ind det Tatsache das ein Dy-Modul der ein projek-
tiver Ox-Modul ist, F'"-injektiv ist. O

Korollar 1.60. Sei X = k™Y = k"™ Z =kP und F : X = Y bzw. Y — Z polynomiale Abbildungen.
Dann gilt:

1. Dx_z ~Dx_v ®py Dy z

, L
2. TOTjDY(DXHY7 Dy_z)=H 7 (Dx_y ®py Dy_z) =0 firj > 1.

L
Insbesondere gilt daher Dx_,z ~ Dx_y ®p, Dy_.z.

:PropInvIm
Proof. Die erste Aussage folgt aus Theorem li tggf es gilt
Dx_ 7z =(GoF)"(Dgz)=F*(G"(Dz)) = F*(Dy~z)=Dx_y ®py, Dy_z

Wir beweisen die zweite Aussage. Da Dy frei ist, ist Dy insbesondere projektiv und damit ist Dy .5 =
G*(Dyz) ein F*-injektiver Modul. Also gilt

. , L
0=H 'F"(Dy_z)=H 7(Dx_y ®py Dy_z) = ToerY(DXHY7 Dy_,z)
O
Wir wollen jetzt zwei verschiedene Beispielklassen von Abbildungen studieren. Die erste sind Projektionen.

Sei p: X xY — Y die Projektion auf den zweiten Faktor. Es gilt Oxxy ~ Ox ®; Oy. Betrachte den
Dy -Modul N als Oy-Modul, dann gilt

p*(N) =Oxxy ®oy N =(0Ox ® Oy) ®o, N =0x ®; N

Betrachten wir jetzt N als Dy-Modul und p*(N) mit der dazugehorigen D x-Modulstruktur. Es ist leicht
zu sehen, dass unter dem obigen Isomorphismus 0., auf dem rechten Term Ox ®; N als Ableitung auf
dem linken Faktor wirkt und 9,, wirkt auf N. Somit gilt p* N ~ Ox X N.
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Proposition 1.61. Sei X = k™Y =k™ und p: X xY — Y die Projektion auf den zweiten Faktor.

1. p* ist ein exakter Funktor von M*(Dy) nach M*(Dxxy) und somit gilt
ptN =p*N =0x XN

2. Fuolls N ein endlich erzeugter Dy -Modul ist, dann ist p*N ein endlich erzeugter Dx «y-Modul.

3. Es gilt d(p*(N)) = d(N) +n fiir jeden endlich erzeugten Dy -Modul N. Insbesondere ist ein endlich
erzeugter Dy -Modul N genau dann holonom wenn p™(N) holonom ist.

Wir betrachten jetzt ein zweites Beispiel. Sei i : X — X x Y mit i(x) = (z,0) die kanonische Injektion.
Dann gilt (beachte, dass (y1,...,Ym)Dy ein Rechts-Ideal ist):

Dx_xxy =i"(Dxxy) =0x Q0yx,y (Dxxy) =O0x Qoyxg,0y (Dx®Dy)=DxXDy/((y1,.-.,Ym)Dy

wobei Dx auf dem rechten Term Dx X Dy /((y1,. .., Ym)Dy von links auf dem linken Faktor operiert und
Dx X Dy von rechts operiert.

Wir betrachten jetzt den Fall m =1 als Y = k. Wir haben folgende exakte Sequenz
O*)Dy L)Dy *)Dy/ley —0

wobei die linke Abbildung Links-Multiplikation mit y; ist und die rechte Abbildung die Quotientenabbil-
dung ist. Indem wir mit Dx tensorieren erhalten wir die kurze exakte Sequenz

Yi1-
0 — Dxxy — Dxxy — Dx_xxy — 0

von links Dx und rechts Dxxy-Moduln. Das heifit wir haben eine links Auflésung von Dx _, x xy durch
(links-Dx, rechts Dx xy )-Bimoduln konstruiert, die frei als rechts Dx xy-Moduln sind. Wir erhalten also

L . .
Z+(N) =Dx_xxy RDxxy N = (0 — Dxxy y—l> Dx«y — 0) RDxxy N = (0 — N y_1> N — 0)

Lemma 1.62. Sei Y = k und i die kanonische Injektion von X in X x Y. Dann gilt fir jeden Dx xy -

Modul N
Kokern(y1-) firk=0
H7*T(N) = Ker(y;+) firk =1
0 sonst

Das heifst die links kohomologische Dimension von it ist < 1.

Im Fall m = 2 ist
Y2~
0— Dxxy (1>) Dy Y% D vy — Dxoxxy =0
eine Auflésung von Dy _, xxy. Im allgemeinen Fall liefert dann der Koszul-Komplex der kommutierenden
Elemente y; eine Auflésung von Dx_, xxvy:

KOS((y1'7 e 7ym')7DX><Y) — DX—)XXY
Korollar 1.63. Sei Y = k™ und i : X — X x Y die kanonische Injektion. Dann ist fir it die links

kohomologische Dimension < dimY .

Sei jetzt F' : X — X ein Isomorphismus von X und G der inverse Morphismus. Wir erhalten eine
Abbildung

OtZOXHOX
fr—= foF
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Die inverse Abbildung 8 von « ist dann durch 8(f) = f o G gegeben.

Ist M ein Ox-Modul, dann ist F*M isomorph zu M als k-Vektorraum mit der Abbildung ¢ : m — 1 ®@m.
Fir f € Ox gilt
fom)=fom=foGoF®m=1& (foG)m=¢(B(f)m)

d.h. der Ox-Modul F*(M) ist isomorph zu M mit Ox-Modulstruktur gegeben durch (f,m) — B(f)m

Wir méchten jetzt eine anolge Beschreibung von F*(M) als Dx-Modul geben. Dafiir miissen wir den
Automorphismus 3 auf Dx ausdehnen. Ist ' € Dx, dann definieren wir B(T)(f) = B(Ta(f)). Es ist

klar, dass 3(T) ein k-lincar Endomorphismus von Ox ist und dass T — B(T) linear ist. AuBerdem gilt
fir T, S € Dx:

B(TS)(f) = B(TSa(f)) = BTa(B(Sa(f)) = BTa(B(S)(f))) = BT)BS)(f))

fir alle f € Ox, d.h. E ist ein Homomorphismus der k-Algebra Dx nach Endg(Ox). Fir g € Ox C Dx
gilt _
B(g)f = Bga(f))=B(g-(foF))=(90G) - (foFoG)=p(g)f

~ :A1gDiff
das heifit die Restriktion § auf Ox ist 8. Das wiederum impliziert (siche Abschnitt Il :§;’e tass B(1 )€ Dx
fir T € Dx gilt. Wir benutzen daher ab jetzt nur noch die Notation [.

Fir 1 <14 <n gilt

n

BO:)(f) = BOia(f)) = B@i(fo F)) =B | D _((8if) o F)OiF;

j=1
= ((0:iFj) 0 G)0;f = ZﬁaF (f)
j=1

Wir betrachten jetzt den Bi-Modul Dx_,x = Ox ®o, Dx bezliglich der Abbildung F, d.h. fir f €
Ox,T € Dx gilt f@T =1 B(f)T. Die Abbildung ¢ : (f ® T) — B(f)T identifiziert somit Dx_, x mit
Dx als k-Vektorraum. Die Rechts D x-Modulstrukturen stimmen unter dieser Identifizierung iiber ein.
Andererseits gilt

0(0;(12T)) Za F;00,T | = zn:ﬂ(aiFj)ajT = B(0,)p(1&T).

j=1

Das heifit die Linksmultplikation von Dx_,x mit T € Dx geht via ¢ tiber in Linksmultiplikation mit
B(T). Das bedeutet, dass F*(M) isomorph zu M mit der Dx-Modulstruktur (T,m) — B(T)m ist.

Proposition 1.64. 1. Der Funktor F* : M*(Dx) — M*(Dx) ist evakt.
2. Der Funktor F* bildet endlich erzeugte Dx-Moduln auf endlich erzeugte Dx-Moduln ab.
3. Ist M ein endlich erzeugter Dx-Modul, dann gilt d(F*M) = d(M)
4. Der Funktor F* bildet holonome Moduln auf holonome Moduln ab.

roof 43is auf den dritten Punkt sind alle Aussagen klar. Die dritte Aussage folgt aber aus Proposition
%ﬁ' O

Wir wollen jetzt fiir endlich erzeugte D x-Moduln M die charakteristische Varietit von Ch(F* M) genauer
beschreiben. Der Automorphismus S von Dx induziert einen Automorphismus Gr(5) von GrDx =
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k[X1,...,Xn,&1,...,&] Dieser ist folgendermafien gegeben

n

X B(X) =G ud &0 Y BOF)EG =D ((0iF) 0 G

j=1 j=1

Betrachte den Pullback von Differentialformen auf X bzgl. der Abbildung F'
= OF;
(2,3 i) > (Gla), Y &5 " day)
i=1 i,j J

Wir definieren einen Isomorphismus v von 7% X der durch den Pullback induziert wird
v:T*X — T*X

(2,3 €dz) = (G(a), Z@(gi 0 G)dz,) (17.2)

Indem wir eine globale Trivialisierung des Kotangentialbiindel benutzen

T*X — k2"

($7 Zfld‘x’t) = (1‘,51, s 7§n)
1=1

folgt, dass Gr(B)(P) = P oy gilt.
Lemma 1.65. Sei M ein endlich erzeugter Dx-Modul. Dann gilt

Ch(F™(M)) = ~(Ch(M))

Proof. Wir versehen den endlich erzeugten Dx-Modul M mit einer guten Filtrierung FgeM. Wir haben
weiter oben gezeigt, dass F'™ M isomorph zu M als k-Vektorraum ist. Die gute Filtrierung auf M induziert
damit eine gute Filtrierung auf F+M. Daraus folgt aber, dass GrM isomorph zu GrF+ M ist, wobei hier
GrM mit der Modulstruktur (Q,m) — Gr(8)(Q)m, fir Q € k[x,§] € GrDx,m € M, versehen ist.
Das heifit Q ist im Annihilator von GrF* (M) enthalten genau dann wenn G7(3)(Q) im Annihilator von
GrM enthalten ist oder anders ausgedriickt, wenn I der Annihilator von GrF* (M) dann ist Gr(3)(I)
der Annihilator von GrM. Das heifit (z,&) € Ch(FT(M)) genau dann wenn v~ !(z,&) € Ch(M). O

Theorem 1.66. Sei X = k™, Y = k™ und F : X — 'Y eine polynomiale Abbildung. Dann ist fir F™ die
links kohomologische Dimension < dim(Y').

Proof. Um die Aussage zu beweisen, faktorisieren wir F' iiber seinen Graphen. Betrachte die Einbettung
i: X =Y xY mit i(z) = (,0), den Isomorphismus ® : X x YV = X x Y mit ®(z,y) = (z,yt L) und
die Projektion p : X x Y — Y mit p(z,y) =y. Dann gilt F =po ® %Ijo;%%ljgvﬁgﬁg Theorem . dann

oD,

Ft =itTo®dtopt. Da®* und p* exeTét S?'%Qt@lﬂll%}?,%?gpfétion!! 61)) folgt, dass L 9FT = L=9%TogToit.

Die Aussage folgt dann aus Korollar O

1.8 Direkte Bilder

Sei X = k™ Y = k™ und F : X — Y eine polynomiale Abbildung. Die Abbildung F' induziert einen
Ringhomomorphismus ¢r : Oy — Ox. Dieser Homomorphismus definert einen Funktor F, von der Kat-
egorie der Ox-Moduln in die Kategorie der Oy-Moduln. Fiir einen Ox-Modul M ist F,(M) isomorph zu
M als k-Vektorraum und die Oy Struktur ist gegeben durch (f,m) — ¢p(f) - m.
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Ist M ein Dx-Modul, dann besitzt das direkte Bild F,.(M) im Allgemeinen keine Dy-Modul Struktur.
Beachte z.b. die Inklusion X = {0} — Y = k. Dann ist Dx = Ox = k und Dy = D(1). Die
Kategorie der D x-Moduln ist dann dquivalent zur Kategorie der k-Vektorrdume. Das direkte Bild eines
endlich dimensionalen Vektorraums wéare dann selbst ein endlich dime ioraz%]ieBrel}I{gget{)glrgélm und hétte
daher Bernsteindimension 0, das steht aber im Widerspruch zu Theorem [T. m’c,_dfés das direkte
Bild fiir D-Moduln nicht kompatibel mit dem Vergififunktor sein wird, wie im Fall des inversen Bildes.

Um das direkte Bild fiir links D-Moduln zu erkléren, wenden wir auf sowohl auf die links D x-Struktur
als auch auf die rechts Dy-Struktur des Transfer-Moduls Dx _,y die Transposition an und erhalten einen
(links Dy, rechts Dy )-Bimodul Dy . x. Das erlaubt uns den rechtsexakten Funktor

Fo(M) := Dy x ®p, M

zu definieren. Der zugehorige derivierte Funktor

L
F+(M) = Dy<_X X M
wird als direktes Bild von M bezeichnet.
Lemma 1.67. Sei X = k™Y = k"™, Z =k und F : X = Y bzw. Y — Z polynomiale Abbildungen.
Dann gilt:

1. Dz x ~ Dz vy ®py, Dycx

_ L
2. TOTjDY(DZ<—Ya Dy.x)=H 7 (Dzcy ®p, Dyx) =0 firj>1.

L
Insbesondere gilt daher Dz y ~ Dz, v ®p, Dy x.
. :propTransfmod . . . .
Proof. Das folgt direkt aus Korollar iiiéli Mdom man mittels Transposition die Rechts- bzw. Links-
Strukturen vertauscht. O

Lemma 1.68. Sei P ein projektiver links Dx -Modul. Dann gilt

Tor?Y (Dzey,Fo(P)) =0

Proof. Seien (p;)rer Erzeuger von von P. Dann existiert eine surjektive D x-lineare Abbildung ¢ : Dg) —

P | wobei Dg) ein freier Dx-Modul ist. Die universelle Eigenschaft von projektiven Objekten zeigt, dass
P ein direkter Summand von Dg(l) ist, d.h. es existiert ein Dx-Modul @ mit Dgg) = P& Q. Esgilt
F,(P)® F,(Q) = FO(DEP) = D§,I<)_X und somit
TO?"J'DY (Dzey,P)® TO?"jDY (Dzey,Q) = TO?"jDY (Dzv, DEQ_Y) =0

O
Theorem 1.69. Sei X = k™Y =k" Z=kP und F : X =Y bzw. Y — Z polynomiale Abbildungen.
Dann gilt

1. Der direkte Bild Funktor (G o F)s von MT(Dx) nach M*(Dy) ist isomorph zu G, o Fj.
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Proof. Fir jeden links D x-Modul gilt

(GoF)o(M) =Dz x ®py M =(Dzey ®py Dycx)®py M
=Dzey ®py (Dyx ®pyx M)
= DZeY ®Dy FO(M)
= GO(FO(M))

. . :fdiaAcyclc . i i .
Die zweite Aussage folgt aus Lemmaﬁ %gf Sei P — M eine projektive Auflésung;:

G (Fy M) = G, Fs(P) =~ Dyey Gp, Fo(P) =~ Dyey @py Fs(P)
~ GoFo(P) = (Go F)o(P) ~ (G o F)y (M)

Wir betrachten jetzt das Beispiel i : X — X x Y mit i(x) = (z,0) die kanonische Injektion. Es gilt

Dx_xxy =1 (Dxxy) =% (Dx X Dy) =Dx X Dy /((y1,y2,---,Ym)Dy)

Durch vertauschen der Rechts-/Links-Struktur erhalten wir

Dxxycy = Dx ® Dy /(Dy (Y1, 92, -, Ym)) (1.8.1)
i+(M) ~i (M) =MXDy/(Dy(y1,Y2,---,Ym)) (1.8.2)

ropdirImemb | Proposition 1.70. Seii: X — X x Y die Injektion i(x) = (x,0). Dann gilt

Das zeigt

1. i, ist ein evakter Funktor von M*(Dx) nach M*(Dxxy)
2. Ist M endlich erzeugt, dann ist auch 1o M endlich erzeugt
3. d(iocM) = d(M) + m fiir jeden endlich erzeugten Dx-Modul M.

Insbesondere ist M holonom genau dann wenn i,(M) holonom ist.

-dirImemb L. L. bsp - ( .
Proof. Der erste Punkt folgt aus Formel . ie wir in Beispiel [I.43] g{ltll}n%lgg, ist A, =

Dy /(Dy (y1,92,---,Ym)) ein irreduzibler hgla%}gl;n%dDy-Modul. Aus Lemma [[.50[ Tolgt dann die zweite
IE%I und der 1

Aussage. Die dritte Aussage folgt aus er Tatsache, dass A,, holonom ist. O

Wir studieren jetzt das direkte Bild einer Projektion p : X x Y — Y mit p(x,y) = y. Betrachte den Fall
dim X = 1. Es gilt
Dxxyy =p"(Dy) = Dx/Dx(0:) X Dy

Nach vertauschen der Rechts-/Links-Struktur erhalten wir Dy, xxy = Dx/((01)Dx) X Dy. Wir haben
eine kurze exakte Sequenz

o1
0 — Dxxy — Dxxy — Dycxxy —0

von (links Dx, rechts Dx xy )-Moduln, wobei der zweite Pfeil Links-Multiplikation mit 9; ist. Dies liefert
eine links Auflésung von Dy, x xy durch freie rechts Dx «y-Moduln, d.h. die Kohomologie des Komplexes

0— M2 M —0

ist H*(p4+M). Wir erhalten folgendes Resultat.
Lemma 1.71. Seidim X =1 und p: X XY — Y die Projektion. Dann gilt fir jeden Dx «y -Modul M
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1. H(p1 M) = coker(0;)

2. H Y(py M) = ker(01)

3. H*(py M) =0 fiirk #0,—1.
Im Fall dim X > 1 ist eine Links-Auflsung von Dy x xy durch den Koszul-Komplex Kos(Dx xy, (01, ...,0n"))
gegeben. Wir erhalten folgendes Resultat.
Lemma 1.72. Sei p die kanonische Projektion p : X xY — Y. Dann ist die links kohomologische

Dimension von py < dim(X).

Sei jetzt FF : X — X ein Isomorphismus und G sein Inverses. Im letzten Kapitel haben wir die Au-
tomorphismen « und 8 von Dy definiert. AufBerdem haben wir den Bi-Modul Dx_,x (bzgl. F) mit
dem Bi-Modul Dy identifiziert, wobei Dx mit der iiblichen Rechts-multiplikation versehen war und die
Links-Multiplikation durch (7, P) — S(T)P gegeben war. Indem wir a auf Dy mit der gegebenen D-
Modulstruktur anwenden, sehen wir, dass Dx _, x isomorph zu Dx mit der iiblichen Links-Modulstruktur
ist und die Rechts-modulstruktur durch (7, P) — P(a(T) gegeben ist. Vetrauschen wir nun die Links- und
Rechts-Modulstruktur, so sehen wir, dass D x. x isomorph zu Dx mit der iiblichen Rechts-Modulstruktur
ist und die Links-Modulstruktur ist durch (T, P) — «(T)P gegeben.

Daraus folgt, dass fiir einen Dx-Modul M das direkte Bild F (M) isomorph zu M ist mit der Links-
Modulstruktur (7',m) — a(T)m. Insbesondere gilt Fy (M) ~ GT(M).

@ Lemma 1.73. 1. Der Funktor F, ist exakt.
2. F, bildet endlich erzeugte Dx-Moduln auf endlich erzeugte D x-Moduln ab.
3. Ist M ein endlich erzeugter Dx-Modul, dann gilt d(FoM) = d(M).
4. Der Funktor Fy bildet holonome Moduln auf holonome Moduln ab.

Theorem 1.74. Sei X = k™, Y = k™ und F : X — Y eine polynomiale Abbildung. Dann ist die links
kohomologische Dimension von Fy < dimX.

. . . :cohDimInvIm
Proof. Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Theorem O

1.9 Kashiwaras Theorem
Sei X =k",Y ={z,=0}und Z ={z; =... = 2,_1 = 0}. Sei M ein Dx-Modul und definiere
Ciyy(M) ={m € M | 2hm = 0 fiir ein p € Z>0}

1:1ocCohprop | Lemma 1.75. Sei M ein Dx-Modul. Dann gilt

1. Ty)(M) ist ein Dx-Untermodul von M,
2. supp(T'y(M)) C Y,
3. ist N ein Dx-Untermodul von M mit supp(N) CY, dann gilt N C T'y(M).

Proof. 1.) Sei m € T'|y)(M). Dann gilt fir 1 <i < nund 1 < j <n -1, dass zym € I'lyj(M) und
d;m € I'iy1(M). Es bleibt zu zeigen, dass 0,m € 'y (M). Sei p € Z>o gegeben, s.d. xm = 0. Dann gilt

2P 0,m = [P On)m + 0nal T m = —(p + 1)aPm + 9P m = 0
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2.) Fiir x ¢ Y gilt x,, ¢ m; und daher 'y (M), = 0.
3.) Sei N ein Dx-Untermodul von M mit supp(N) C Y. Sei m € N und N’ der Ox-Untermodul der . .
durch m erzeugt wird. Es gilt supp(N’) C Y. Da N’ endlich erzeugt ist, gilt wegen Proposition
dass der Support von N’ gleich der Verschwindungsmenge von Ann(N') ist. Aus dem Nullstellensatz folgt
r(Ann(N")) D (xy). Das zeigt, dass ein p € Z>( existiert, s.d. 2¥ den Modul N’ annihiliert. Insbesondere
gilt m € F[y] (M) O
Das obige Lemma zeigt, dass I'ly1(M) der groite Dx-Untermodul von M ist, der Tréger auf Y hat.
Die Multiplikation mit z,, definiert einen Endomorphismus auf M. Sei
My = Kerz, C 'y M bzw. M, = Kokernz,, = M/x, M .

+invImHypersurf

In Lemmalifgz haben wir gezeigt, dass H~'it M = My und H% M = M, gilt.

Betrachte die Abbildung Dx ® p, My — M. Dieser Morphismus verschwindet . ugrgls%Bild von Dxx,®p,
My in Dx ®p, My, aufgrund der Definition von M,. Wie wir in Formel gesehen haben, gilt

(oo}
Dx.y =Dy X Dy/Dzx, = @(fﬂbDy (1.9.1) | eq:transModd
j=0
Wir erhalten somit einen D x-linearen Morphismus
iyMy=Dxy ®p, My — M

-transModdiml
Wegen dem ersten Gleichheitszeichen in (Il 51] ist sem Bild in I'ty1(M) enthalten. Man kann aufierdem
leicht zeigen, dass i, o H 1it — ['[y) eine natiirliche Transformation von Funktoren ist.

Lemma 1.76. Der Morphismus iy (M) — Ty (M) ist eine Isomorphismus von Dx -Moduln.

Proof. Wir zeigen zuerst, dass der Morphismus surjektiv ist. Es gilt
{meM|22m=0} C Dx - M,
fiir jedes p € Z>o. Fiir p= 0,1 ist das klar. Ist p > 1 und 22m = 0 dann gilt
0 = Op(zEm) = 227 (pm + x,,0,,m)
Per Induktion kénnen wir annehmen, dass sowohl pm + x,0,,m als auch x,m in Dy - My liegen. Das zeigt
(p— Dm =pm+ [z,,0h]m = pm + 2,0,m — Opxym € Dx - My
und somit auch m € Dy - M. Also ist die Abbildung surjektiv.

Wir beweisen jetzt die Injektivitat. Weiter oben haben wir gezeigt, dass
o0

ir(My) = Dxcy ®p, My =D 0} M,
j=0

Sei 0 # (mg, Opma, . ..,09m,) ein Element dieser direkten Summe, dass auf 0 in M abgebildet wird, d.h.
mo+Oymi+ ...+ 0img =0
Wir wihlen ein solches Element mit minimalem ¢. Dann gilt
q q q
0=z, Z@%mj = Z[a:n, afl]mj = — Zjaf;_lmj
3=0 j=1 =1

Das ist aber nicht moglich, aufgrund der Wahl von ¢g. Somit ist der Morphismus auch injektiv. O
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xnlkyq(ﬂ4j ZZIky](Af)

:dirTmlocCoh ;
Proof. Wie wir in Lemma (Ii ?E ;léegeoﬁgnohaben, hat jedes Element von I'y (M) die Gestalt _ ;5. 05m;
wobei m; € My gilt. Es gilt aber andererseits: -

T Y ﬁaﬁlmj:— > am,

JE€EL>0 JE€ZL>0

-:proplocCoh | Korollar 1.78. Sei M ein Dx-Modul. Dann gilt

1. 'y (M) ist ein endlich erzeugter Dx-Modul genau dann wenn My ein endlich erzeugter Dy -Modul
1st;

2. d(Tx1(M)) = d(Mp) + 1.
Insbesondere ist Ty (M) holonom genau dann wenn H~'it (M) = My holonom ist.

-dirImlocCoh : propdirImemb
Proof. 1.) Aus Lemma @%ﬁ’ljﬁposition olgf, dass T'[y1(M) endlich erzeugt ist, wenn My endlich
erzeugt ist. Um die Riickrichtung zu beweisen, nehmen wir an, dass I'y}(M) ein endlich erzeugter Dx-
Modul ist. Sei N; eine aufsteigende Folge von Dy -Untermodul von My. Diese erzeugen eine aufsteigende
Folge von D x-Untermoduln iy (N;) = @;O:o OFNj in I'ty(M) . Da I'y(M) ein endlich erzeugter Dx-
Modul ist, wird die aufsteigende Folge i, (XN;) irgendwann stabil. Wir beachten jetzt, dass N, der Kern
von z, in iy (N;) ist und damit die Folge N; auch stabil wird. Also ist M, auch endlich erzeugt.

. . :dirImlocCoh | | : propdirImemb
2.) Die Aussage folgt direkt aus Lcmmali%%@ und Proposition Ii'?ii[ O

r:MholMOhol | Korollar 1.79. Sei M ein holonomer Dx-Modul. Dann ist My ein holonomer Dy -Modul.

:proplocCoh

Proof. Ist M holonom, dann ist auch I'iy)(M) holonom. Die Aussage folgt dann aus Korollarl :igt

Sei My (Dx) die volle Unterkategorie von M (Dx) bestehend aus Dx-Moduln mit Tréger in Y. Die
entsprechenden Unterkategorien von endlich erzeugten bzw. holonomen D x-Moduln mit Trager in Y
bezeichnen wir mit My, y(Dx) bzw. Holy (Dx).

Theorem 1.80 (Kashiwara). Der direkte Bild Funktor iy liefert einen Kategoriendquivalenz zwischen
M(Dy) (bzw. Ms4(Dy), Hol(Dy) und der Kategorie My (Dx) (bzw. M,y (Dx), Holy(Dx)).

ETQQ[;.V]EI H};pgé{l}l}/[ du_lnufpﬁgcg.;%ager in Y gilt wegen Lemma IE?EJ as I y)(M) = M. Wegen Lemma
i% [

.62 und Korollar folgt H°(i"M) = 0 und daher ist H~*(iT M) ein exakter Funktor. Andererseits

ist 4, auch ein exakter Funktor und die Kompositionen i, o H~%i, und H~'i* o, sind isomqrph Zum  eon
Identitatsfuntor. Die Behauptung fiir endlich erzeugte bzw. holonome Moduln folgt aus Korollar ii ] %gf

1.10 Direkte und inverse Bilder von holonomen Moduln

Sei X = k™ und Y = k"™ und F : X — Y eine polynomiale Abbildung. In diesem Kapitel mochten wir
das Verhalten von holonomen D-Moduln unter dem direkten und inversen Bild analysieren. Wir benutzen
dazu die Graph-Konstruktion um das Problem auf spezielle Abbildungen zu reduzieren. Betrachte:

x—f .y

| b

XxY-—2-XxY
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P. ffi
wobei i(z) = (2,0) , p(z,y) = y und ®(z,y) = (2, + F(z)) Proposit'o e b

| zeiof. dass pT exakt ist
und holonome Moduln auf holonome Moduln abbildet. Aus Propositio dags gglrsltmund
holonome Moduln auf Holonome Moduln abbildet. Wegen Proposition |I.6 %und
& exakt und bildet holonome Moduln auf holonome Moduln ab.
Wir brauchen also nur noch die derivierten Funktoren i+ und p, zu untersuchen. Wir bezeichnen mit
D, (Dx) die volle triangulierte Unterkategorie von D~ (Dx ) von Komplexen mit holonomer Kohomologie.

Lemma 1.81. Sei N € D, (Dxxy), dann ist it N € D, (Dx).

Proof. Wegen Theorem @%%ﬁtﬂ_gs den Fall dimY = 1 zu studieren. Sei jetzt N € D, (Dxxy) ein
Komplex mit H¥N = 0 fir k ¢ [—p,0]. Wir beweisen das Lemma iiber Induktion nach p. Wir beachten
zuerst, dass N quasi-isomorph zu einem Komplex ist mit N = 0 fiir k& ¢ [—p, 0]. Wir kénnen daher oBdA
annehmen, dass IV selbst diese Elgenschaft erfiillt. Sei also

N = (0—>N_p—>N_p+1 =5 —>N0—>0>

und
T>—pt1N = (0 — coker d_, — N_p,41 — ... — Ny — 0)

bzw.
T<—pN = (0 — kerd_, — 0)
Wir erhalten ein Dreieck
7« pN — N — 175_p N 5
Wir wenden ¢t auf dieses Dreieck an. Per Induktionsannahme hat sowohl i*7>_,11 N als auch "7 -
ﬁt%@ %Ofgﬁ,

holonome Kohomologie. Aus der zugehorigen lange exakte Kohomologiesequenz und Theorem
dass auch i N € D, (Dx). Es reicht also das Lemma fiir den Fall eines holonomen Moduls zu beweisen.

y-
Wir bezeichnen mit y die Koordinate auf Y. Wir haben gesehen, dass it N durch den Komplex NN

reprisentiert wird, HAiEN) = coker(y-) und H—'(i*N) = ker(y-) und alle anderen Kohomologien
sind 0. Aus Korollar olgt, dass H~1i* (M) holonom ist. Es bleibt also zu zeigen, dass H(i* N) = i*N

holonom ist.
Setze N = N/I'(x)(N) und betrachte die kurze exakte Sequenz
0—Tx(N) —N-—N-—0
Da ¢* rechts excakt ist, erhalten wir die exakte Sequenz
i*(T1x)(N)) — i*(N) — i*(N) — 0

Andererseits gilt wegen Korollar W[x] (N) = coker(y-) = 0, d.h. i*(N) — i*(N) ist ein
Isomorphismus. Sei 7 € I'x)(N) C N und sei v € N ein Reprisentant von v. Dann gilt y?7 = 0 fiir
geniigend grofe p € Zxo. Das heifit aber, dass yPv € I'(x(N) und daher gilt y?*%v = 0 fiir geniigend
grole q € Z>o. Also gilt schon v € I'(x1(N) und damit ist 7 = 0. Wir haben also I'ixj(/V) = 0 gezeigt.
Wegen i*(N) = i*(N, reicht es also die Aussage fiir holonome Moduln N mit I'ix)(N) = 0 zu beweisen.
Das bedeutet insbesondere, dass die Multiplikation mit y injektiv ist und IV in seine Lokalisierung IV,
einbettet. Betrachte die exakte Sequenz

0—N-—N, —L-—0

:holModloc
Da N holonom ist, folgt aus Proposition ass auch Ny holonom ist und damit ist auch L holonom.

Insbesondere ist auch H~1i*(L) holonom. Wir wenden auf die kurze exakte Sequenz den Funktor it an
un erhalten
. — H'i"(N,) — H '™ (L) — i*N — i*N, — i*L — 0

Da die Multiplikation mit y auf N, invertierbar ist gilt i*(N,) =0, d.h. *(N) = H %L, d.h. *(N) ist
selbst holonom. O

35



em:MOfinite

:PropInvIim
Wegen Theoremi tgg [ - dann folgende Aussage.

Theorem 1.82. Sei F' : X — Y eine polynomiale Abbildung und M € D, (Dy), dann ist F*(M) €
D, (Dx).

Lemma 1.83. Seip: X xY =Y die Projektion und M € D, (Dxxy), dann ist p M € D, (Dy).

.iplushol
Proof. Wie im Beweis von Lemma“ gl Eonnen wir den Beweis auf den Fall dim X = 1 sowie eines einzelnen
holonomen D-Moduls reduzieren. O

2 Appendix

2.1 Hilbert Polynome

Sei R =@, , R, ein graduierter, noetherscher, kommutativer Ring mit 1 € Ry.
Lemma 2.1.
1. Ry ist noethersch.

2. R ist eine endlich erzeugte Ry-Algebra.

Beweis. (1):Sei Ry = @,~, R,. Dann ist R; ein Ideal in R und Ry ~ R/R. Da R noethersch ist, ist
somit auch der Quotient Ry noethersch.

(2): Das Ideal R, ist endlich erzeugt. Sei x1,...,z, eine Menge von homogenen Erzeugern von R und
sei d; = degx;. Sei S die Ry-Unteralgebra die durch z1,...,zs erzeugt wird. Wir zeigen per Induktion,
dass R, C S fiir n € Z>¢. Es ist klar, dass Ry C S gilt. Sei jetzt n > 0 und y € R,,. Dann ist y € R
und daher gilt y = 37, y;z; wobei y; € R,,_g4,. Aus der Induktionsannahme folgt y; € S und damit
y€eS. O

Sei M = @, ., M,, ein endlich erzeugter graduierter R-Modul. Dann ist jedes M,, ein Ryo-Modul und es
gibt ein N € Z, s.d M, =0 fiir n < N.

Lemma 2.2. Die Ro-Moduln M, (n € Z) sind endlich erzeugt.

Proof. Seien my,...,my homogene Erzeuger von M und degm; = r;. Fir j € Z>o selen z;(j) fiir
1 < < I(j) alle homogenen Monome in z1,...,zs vom Grad j. Fir m € M, gilt m = Zle Y;m; mit
Yi € Rp—p, und y; = 2(21_”) aikzr(n—r;), alsom = sz airzk(n—r;)m;, d.h. M, wird durch die Menge
{zkm—ri)m; | 1 <k <l(n—r;),1 <i<k} erzeugt. O

Sei Myfq4(Ro) die Kategorie der endlich erzeugten Ro-Moduln. Sei A eine Funktion auf Ms,(Ry) mit
Werten in Z. Die Funktion A heifit additiv falls fiir eine kurze exakte Sequenz

0— M —M-—M"—0

folgende Gleichung gilt
AM) = XNM") + (M)

Bemerkung 2.3.
1. AM(0)=0
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2. Fir eine exakte Sequenz
0—My— M —...— M, —0

gilt
D (=1)'AMM) =0

=0
Sei M ein endlich erzeugter, graduierter R-Modul. Die Poincaré-Reihe P(M,t) von M (beziiglich \) ist

P(M,1) = 3" MM, )t" € Z((t))ﬂ

nez
Theorem 2.4. Sei R ein graduierter, noetherscher , kommutativer Ring mit 1 und x1,...,xs homogene
Erzeuger von R als Ry-Algebra mit d; = degx;. Fir jeden endlich erzeugten graduierten R-Modul M gilt
t

[Ti= (1 —td:)

mit f(t) € Z[t,t71).

Proof. Wir beweisen das Theorem {iiber Induktion nach der Anzahl s der Erzeuger z1,...,xs von R. Sei
s =0, dann gilt R = Ry und M ist ein endlich erzeugter Ry-Modul. Es gilt daher M,, = 0 fir n >> 0, also
ist nur fiir endlich viele n der Term A(M,,) # 0 . Daraus folgt P(M,t) € Z[t,t~']. Nehme jetzt s > 0 an.

Die Multiplikation mit z induziert einen R-Modul Endomorphismus mit Kern K und Kokern L. Dann
sind K, L gaduierte R-Moduln und wir erhalten eine exakte Sequenz

0—K-—>MEM-—L-—0

Im Grad n erhalten wir )
0 — K, — M, =5 M, 1q. — Lypyaq, — 0

eine exakte Sequenz von Rp-Moduln. Insbesondere gilt
)‘(Kn) - )‘(Mn> + )‘(Mners) - )‘(Lners) =0

Daraus folgt

(1= t4)P(M,t) = Y A(Mp)t" = > A(M, )"+

nek nez
=3 (MMpia,) — A(M,,)) "+

= P(L,t) — P(K, t)t% (2.1.1)

Aus der Konstruktion folgt, dass z; auf L und K als 0 operiert, sie tragen also die Struktur von A/(x)-
Moduln und daher kénnen wir die Induktionsannahme auf sie anwenden. Das zeigt die Behauptung. [J

Wir bezeichnen mit dy (M) die Polordnung von P(M,t) bei 1.

Korollar 2.5. Sei d; = deg(x;) =1 firi=1,...,s. Fir genigend grofie n ist die Funktion n — \(M,,)
gleich einem Polynom vom Grad dy(M) — 1 mit rationalen Koeffizienten.

6Z((t)) ist die Lokaliserung von Z[[t]] nach dem multiplikativen System {t" | n € Z<o}
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Proof. Sei p der Grad der Nullstelle vonf f bei 1. Dann existiert ein g(z) € Z[t,t~1] mit f(t) = (1—1t)Pg(t)
und g(1) # 0. Setzte d := d\(M) = s — p, es gilt also

P(M,t) = g(t)

(1—t)
Es gilt
- 1) -1, - —1
(1-1)" Z d(d + d+k Z(d+k )
k=0 -0
Wir schreiben g(t) = Zk:_N apt® und erhalten
N
d+n—-k—-1
)\(Mn): Z ak( d—1 )
=N
fir alle n > N. Dies ist aber
i S dtn—k-1! i m—k+D)(n—k+2)...(n—k+d—1)
F —k)l T (d—1)!

also ist A(M,,) ein Polynom in n mit Leitkoeffizient

N nd—1 nd—1
( 2. “’“) AR

k=—N

Wir nennen das Polynom welches fiir grofie n die Werte A(M,,) annimmt, das Hilbertpolynom von M.

Beispiel 2.6. Sei R = k[Xy,...,X,]| der Polynomring in s Variablen mit Grundkorper k. Dieser ist
durch den Totalgrad eines Polynoms graduiert (jedes X; hat Grad 1). Es gilt Ry = k und fir jeden
endlich erzeugten graduierten R-Modul M gilt dimyg M, < co. Daher kénnen wir die Poincaré-Reihe fir
A = dimy, definieren. Im Fall R = M gilt

ZdlmkMt Z( j;ill>tn<1_1t>s

neE”Z

Das Hilbertpolynom ist

+...

-1 s—1
dimkRn:(S+n ):(TL

s—1 s—1)!
Wir beweisen jetzt eine Charakterisierung von Polynomen (mit Koeffizienten in einem Kérper der Charak-
teristik 0) das ganzzahlige Werte fiir grofie positive Zahlen hat. Zuerst bemerken wir aber folgendes.

Bemerkung 2.7. Fir s € Z>o und q¢ > s gilt

q° = s! (Z) +Q(q)

wobei Q ein Polynom vom Grad s — 1 ist. Daher kann jedes Polynom vom Grad d fiir grofie q folgender-
mafen eindeutig geschrieben werden:

p(q):c()(fl) +cl<dfl> —|—...cd_1<lj) +eca

wobei die ¢; geeignete Koeffizienten sind. Falls die ¢; ganzzahlig sind hat das Polynom P fiir ganzzahlige
Argumente q > d ganzzahlige Werte.
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Wir beweisen die Umkehrung.

Lemma 2.8. Fulls das Polynom

qHP(q):co(gl)—i—cl(dql) +...cd1((i>+cd

ganzzahlige Werte fiir grofie n € Z annimmt, dann sind alle Koeffizienten c; ganzzahlig.

Proof. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach d. Der Fall d = 0 ist klar. Es gilt

f:ci<dt1> _Zd:CZ(dq—i)

=0 =0

, 0(@;1) - (diz‘» B ,_:ci(d—g—l)

1= ?

P(g+1) - P(q)

a |l

wobei wir die Identitdt (“7') = (%) + (,%,) benutzen. Das heift ¢ — P(q + 1) — P(q) ist ein Polynom

S

mit Koeffizienten in cg, cq,...,cq—1 und ist ganzzahlige fiir grofle n, da P ganzzahlig fiir groe n ist. Die
Induktionsannahme liefert dann, dass die ¢y, ...cq—1 ganzzahlig sind und daraus folgt, dass ¢4 ebenfalls
ganzzahlig ist. O

Sei F' ein Polynom vom Grad d mit Leitkoeffizient ag. Dann ist

G(n)=F(n)— F(n—-1)
= (apn®+ an®t +..) = (ao(n — D +ar(n — D4 4. ) = apdn®t + ...

ein Polynom vom Grad d — 1 mit Leitkoeffizient dag. Das néchste Lemma liefert die Umkehrung.
Lemma 2.9. Sei F' eine Funktion auf Z, s.d.
G(n)=F(n)— F(n—1)

gleich einem Polynom vom Grad d — 1 fir grofle n € Z ist. Dann ist F fiir grofle n € Z gleich einem
Polynom vom Grad d.

Proof. Nehme an, dass G(n) = P(n — 1) fI%r nee N> d fiir ein geeignetes Polynom P vom Grad d — 1

gilt. Dann kénnen wir P nach Bemerkung olgendermaflen schreiben:
d—1 n
P(n) = s
() ; ¢ (d —i 1)
Wir erhalten fiir n > N + 1:
Fin)= Y (F(k)—F(k-1)+F(N)= Y Gk)+F(N)=> Pk-1)+C
k=N+1 k=N+1 k=d

wobei C' eine Konstante ist. Es gilt

(-2 (O-CP £ LD EE) e

Jj=s+1
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fiir ¢ > s > 1. Daraus folgt

Z kij_z;icl(dkzﬂ dzlc zn:(dkz_‘11>>
>

n d-1 d-1
k-1 k—1
c zl)) : Ci<z,(dz’1)>
1=0 k= =1 k=d

inonfidl n
. !
= _001<d_i) +C

1=

O

Insbesondere ist die Summe -y A(My,) fiir grofie N gleich einem Polynom vom Grad dy(M). Setzen

wir,

> AMM,) =aoN* + N+ ..+ ag 1N +aq

n<N

fiir grofle IV, dann ist dlag ganzzahlig.

2.2 Lokale Ringe

Im folgenden ist (R, m) ein kommutativer, noetherscher, lokaler Ring und k¥ = R/m sein Restklassenkorper.

Lemma 2.10 (Nakayama Lemma). Sei M ein endlich erzeugter R-Modul mit mM = M, dann gilt M =
0.

Proof. Nehme an M # 0 und sei myq, ..., ms ein minimales System von Erzeugern fiir M als R-Modul.
Dann gilt nach Voraussetzung vy = ».;_, rym; fir r; € m. also (1 — rg)ms = Zf;ll rym;. Da (1 —ry)
invertierbar ist, erzeugen schon die vy, ...,vs_1 M im Widerspruch zur Annahme der Minimalitat. O

Da R noethersch ist, ist dimm/m?) endlich.

Lemma 2.11. Die Anzahl der minimalen Erzeuger von m ist gleich dimy,(m/m?).

Proof. Sei s = dimj(m/m?). Dann konnen wir ay,...,a; € m finden, s.d. die Restklassen @y,...,as
eine basis von m/m? sind. Sei I das Ideal was von ai,...,as erzeugt wird. Dann gilt I + m? = m also
m(m/I) = m/I, nach dem Nakayama-Lemma also m/I = 0. O
Ein minimales Erzeugendensystem (aq,...,as) heift Koordinatensystem von R.

Sei GrR = @ZOZO mP/mPHL. Aus der Tatsache, dass k[X1,..., Xs] — GrR mit X; — @, surjektiv ist, folgt
dass GTR eine endlich erzeugte k-Algebra und daher ein noetherscher Ring ist.

Sei M ein endlicher erzeuger R-Modul. Wir definieren eine absteigende Filtration mPM auf M und
betrachten den graduierten GrR-Modul GrM := @~ m? M /mPT1 M.

Lemma 2.12. Sei M ein endlich erzeugeter R-Modul, dann ist GrM ein endlich erzeugter GrR-Modul.

Proof. Aus der Definition von GrM folgt m - Gr? M = GrP™'M fiir p € Z>(. Daher erzeugt Gr'M =
M /mM den Modul GrM. Die Behauptung folgt jetzt aus der Tatsache, dass M/mM ein endlich dimen-
sionaler k-Vektorraum ist. O
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lem:dMexseq

Aus Lemmaﬁﬁl—%ﬁ dimy, /mP M /mPT1 M) < oo gilt. Insbesondere habe die R-Maduln m? M/ mP TN
endliche Lange. Da die Lange eine additive Funktion ist, folgt aus Korollar%ﬁmﬂ grofie p € Z>o,
die Funktion p — lengthr(mPM/mPTIM) = dimg(mPM/mPT1M) gleich einem Polynom mit rationalen
Koeffizienten ist. Aulerdem ist die Funktion

p—1
p > lengthr(M/mPM) =Y " lengthp(m?M/m9™ M)
q=0

fiir grofe p gleich einem Polynom mit rationalen Koeffizienten und der Leitterm ist von der Form e%? mit
e,d € Z>g. Die Zahlen d(M) := d bzw. e(M) = e heiflen Dimension bzw. Multiplizitét von M.

Lemma 2.13 (Artin-Rees Lemma). Sei M ein endlich erzeuhter R-Modul und N ein Untermodul. Dann
existiert ein mo € Z>q, S.d.
mPT N AN = mP(m™ M N N)

fiir alle p € Z>g.

Proof. Setze R* = @,- ,m™. Dann ist R* in natiirlicher Weise ein graduierter Ring. Sei ai,...,a, ein
Koordinatensystem von R. Dann existierz ein kanonisher surjektiver Morphismus Rlas,...,as] — R*,
d.h. A* ist ein graduierter noetherscher Ring. Sei M* = @ZOZO m”M. Dann ist M* eine graduierter
R*-Modul, der von M§ = M als R*-Modul erzeugt wird. Da M ein endlich erzeugter R-Modul ist, folgt,
dass M* ein endlich erzeugter R*-Modul ist.

Wir setzen N* = @, (N Nm"M) C M*. Dann gilt

m?(NNm"M) C m? Nnm"PM Cc NNm"PM

Dies zeigt, dass N* ein R*-Untermodul von M* ist. Da R* ein noetherscher Ring ist, ist NV* endlich
erzeugt, d.h. es existiert ein mg € Z>g, s.d. @, °;(N NmPM) den Modul M erzeugt. Dann gilt fiir jedes
p € Zxo, dass

mo
NNmPTmoM = ZmZ’*m"*S(N Nm*M) C mP(NNm™ M) C NNmPt™o M
s=0
O
Theorem 2.14 (Durchschnittsatz von Krull). Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann gilt
() mPM = {0}.
p=0
AR
Proof. Setze E = ﬂ;ozo mPM. Dann gilt nach dem Artin-Rees Lemma @L
E=m’MNE=m’(m™MNE)=m’E
. :Nak
Insbesondere gilt mE = E und daher £ = 0 nach dem Nakayama-Lemma ﬁw_ O

Lemma 2.15. Se:
0— M —M-—M —0

eine exakte Sequenz von endlich erzeugten R-Moduln. Dann gilt

1. d(M) = max(d(M'"),d(M"))
2. Falls d(M) =d(M'") =d(M"), dann gilt e(M) = e(M’) + e(M").
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Proof. Wir versehen M mit der Filtrierung mPM fir p € Z>o und M’ bzw. M’ mit den induzierten
Filtrierungen M’ NmPM bzw. mPM"”. Wir erhalten die exakte Sequenz

0— GrM' — GrM — GrM" — 0
Das zeigt fiir alle p € Z>¢, dass
lengthr(m? M/mPT M) = lengthr(M' NwmPM)/(M' N mPTM)) 4 lengthr (m? M j;P L M")
bzw. nachdem wir aufsummiert haben
lengthr(M/mPM) = lenghtg(M' /(M NmPM)) + lengthr(M" jmP M") (2.2.1)

Daraus folgt, dass die Funktion p — lengthr(M/(M' N mPM)) fiir grofie p glein einem Polynom ist.
Andererseit gilt wegen dem Artin-Rees Lemma dass

mP o N CmPtO N N M CwmP M

d.h. fiir groBe p € Z>( sind die Funktionen p — lengthr(M'/(M’' NmPM)) und p — lengthr(M'/mPM')
aum% dﬁ’g&ynome mit demselben Leitterm gegeben. Die erste Aussage folgt dann unmittelbar aus Formel

. sind die Grade der Poynome gleich folgt aus derselben Formel, dass sich die Leitterm addieren
also folgt 2. . O

Korollar 2.16. Sei R ein noetherscher, lokaler Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul, dann gilt

d(M) < dimy(m/m?).

Proof. Wegen Lemma %ﬁ% es zu zeigen, dass d(R) < dimg(m/m?) =: s gihﬂ Dies folgt aaber
aus der Existenz eines surjektiven Homomorphismus k[X1, ..., Xs] — GrR und der Tatsache, dass die
Dimension des Raums der Polynome vom Grad < N in s Variablen ein Polynom in n vom Grad s ist. [

Ein noetherscher, lokaler Ring (R, m) heifit regulér falls d(R) = dimy(m/m?) gilt.

Theorem 2.17. Sei (R,m) ein noetherscher, lokaler Ring und (ai,...,as) ein Koordinatensystem von
R. Dann ist folgendes dquivalent:

1. R ist ein reqularer, lokaler Ring.

2. der kanonische Isomorphismus k[X1,...,Xs] = GrR, X; — a; ist ein Isomorphismus.

Proof. Der Morphismus k[Xi,...,Xs] — GrR ist per Definition surjektiv. Sei I der Kern, der in
natiirlicherweise graduiert ist. Falls der Kern I # 0 ist, enthélt er ein homogenes Polynom P vom
Grad d > 0. Sei J. das ideal in k[X7,..., X;] welches von P erzeugt wird. Die Poncaré-Reihe von J ist,

PolyPoiHilb +d

wegen Beispiel und deg P = d, gleich P(J,T) = = Aus der Additivitdt von A = dimy, folgt

P(k[X1,...,X.]/J,t) = P(k[X1,...,X],t) — P(J,t)
1—t7  1+t4... ¢!
(1—t)s  (1—¢t)s1

eq:addlen

:HilbPol
Die Ordnung des Pols bei 1 der Poincaré-Reihe von P(k[X7, ..., X,]/J,t) ist s — 1. Aus Korollar E% folgf .

dann, dass die Funktion n — dimg(k[X1,...,X;]/J)n durch ein Polynom vom Grad s — 2 fiir groie n
gegebn ist. Daraus folgt, wegen J C I, dass die Funktion n +— dimg (k[X % ; Hﬂ%gﬂl{[)" = dimpGr, R fiir
grofle n durch einem Polynom vom Grad < s — 2 gegeben ist. Korrollar zeigt d(R) < s — 1. Also gilt
I =0 genau dann wenn d(A) = s. O

"Es gilt d(R) = d(R") fiir alle n € Z>; und d(M) < d(R"™) fiir endlich erzeugte M
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Theorem 2.18. Sei R ein reguldrer, lokaler Ring. Dann ist R nullteilerfres.

+Krull
Proof. Seien a,b € R und A # 0,b # 0. Dann gibt es wegen EEE D.q € Z>p, s.d. a € mP, a & nEp“ eeGrIso

und b € m?, b ¢ m?™!. Dann ist @ € Gr,R und be GryR ungleich 0 und da GrR wegen Theorem

nullteilerfrei ist, folgt @b # 0. d.h. ab # 0. O
Sei R = k[X1,...,X,] und fiir z € k™ sei m, das maximale Ideal erzeugt durch (X; — Ti)ic{1,....n}- Das
Komplement von m, ist ein multiplikatives System, wir bezeichnen die entsprechende Lokalisierung mit
R,.

op:Rxregloc| Proposition 2.19. Die Ringe R, fir x € k" sind n-dimensionale, reguldre, lokale Ringe.

Proof. Der Automorphismus X; — X; — x; von R induziert einen Isomorphismus R, ~ Ry. Sei R =
E[[X1,...,X,]] der Ring der formalen Potenzreihen. Dann ist R ein lokaler Ring mit maximalen Ideal m
erzeugt durch Xi,...,X,. Es ist offensichtlich, dass der kanonische Morphismus k[X1,...,X,] — GrR
ein Isomorphismus ist.

Der natiirliche Morphismus R — R faktorisiert iiber Ry und liefert die Inklusion Ry — R. Dies induziert

die Isomorphismen .
kE[X1,...,Xn] 2 GrR~GrRy ~ GrR ~ k[ X1, ..., X,]

H Grl
deren Verkniipfung die Identitédt ist. Die Aussage folgt jetzt aus Theorem Eti /ie e O

2.3 Dimension von Moduln iiber Polynomringen

Sei R = k[X1,...,X,] wobei k ein algebraisch abgeschlossener Korper ist. Wir kénnen R nach dem

Totalgrad der Polynome filtrieren, d.h. :.fLZR%XI | er € k, |I| < n}. Esgilt GrR ~ R und R erfiillt
die Bedingungen 1. - 7. aus Abschnitt “Da Ry = k konnen wir fiir A die additive Funktion dimy,

nehmen, d.h. wir konnen fiir einen endlich, erzeugten, R-Modul die Dimension d(M) und Multiplizitat
e(M) definieren. Aus Beispiel Egund Korollar 2.5 wissen wir, dass d(R) =n und e(R) =1 gilt.

Fiir jeden endlich erzeugten R-Modul M haben wir eine exakte Sequenz

0—K—RP—M-—0

L. : exSeqDimMultnonLocal . . . . L.
aus Proposition olgt dann < n. Wir werden spéter eine geometrische Charakterisierung von
d(M) geben.

Sei € k™ und sei m, das maximale Ideal in k[X7,...,X,] welches aus allen polynomen besteht, die in
x Verschwinﬁen. :lnyr iee 1oo’t%en bezeichnen wir mit R, die Lokalisierung von R beziiglich x. Wir haben in
Proposition gesehen, dass R, ein regulédrer, lokaler Ring ist, mit maximalen Ideal n, = (m,),. Sei
M ein R-Modul, dann ist sein Lokalisierung M, ein R,-Modul. Wir definieren den Trager von M als
supp(M) = {z € k" | M, # 0}.

m:suppexSeq| Lemma 2.20. Sei

eine exakte Sequenz von R-Moduln. Dann gilt

0— M —M-—M'—0

supp(M) = supp(M’) U supp(M")
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m:Mfiltprim

thm:deqdim

Proof. Da Lokalisierung exakt ist, erhalten wir fiir jedes x € k™ eine kurze exakte Sequenz von R,-Moduln
0 — M, — M, — M) —0

Daraus folgt die Behauptung. O

Fiir ein Ideal I C k[X1,...,X,]sei V(I) = {x € k" | f(x) =0 fir x € k"} die Verschwindungsmenge.

Proposition 2.21. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul und I C R sein Annihilator. Dann gilt
supp(M) = V(I).

Proof. Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber die Anzahl der Erzeuger von M. Wir nehmen zuerst
an, dass M einen Erzeuger hat, d.h. M = A/I. Dann gilt M, = (R/I), = R, /I,. Sei x € V(I). Dann ist
I Ccwm,und I, Cng, dh. I, # R,. Daraus folgt (R/I), # 0 und = € supp(M). Ist andererseits x ¢ V (1),
dann existiert ein f € I, s.d. f(x) # 0, d.h. f & m,. Dann ist aber f im lokalen Ring R, invertierbar
und aus f, € I, folgt I, = R,. Also (R/I), =0 und damit x ¢ supp(R/I).

Sei jetzt M ein endlich erzeugter Modul mit Erzeugern my,...,m,. Sei M’ der Untermodul von M der
durch my, ..., mp_1 erzeugt wird. Wir erhalten die kurze exakte Sequenz

0— M —M-—M"—0

:suppexSe

wobei M" ein zyklischer Modul (mit Erzeuger m,) ist. Aus Lemma ﬁ?(l fo]gf supp(M) = supp(M') U
supp(M") und damit aus der Induktionsannahme supp(M) = V(I') UV (I"") wobei I’ bzw, I” die Anni-
hilatoren von M’ bzw. M" sind.

Es ist klar, dass I’ - I"” C I gilt, andererseits annihiliert I sowohl M’ als auch M”, also
I''1I"cicrnr”

bzw. V(I'YUV{I") c V(I'nI") c V(I) c V(I'-I"). Ist x ¢ V(I') UV (I") , dann existiert ein
fel'und g € I, s.d. f(z) # 0 und g(z) # 0, also (f - g)(x) # 0 bzw. = € V(I' cot I"). Dies zeigt
V-1 cv(IYuv(I"), also V(I)=V{I')UVI"). O

Korollar 2.22. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann ist sein Trager eine Zariski abgeschlossene
Menge in k™.

Lemma 2.23. Sei S ein noetherscher, kommutativer Ring und M # 0 ein endlich erzeugter S-Modul.
Dann existiert eine Filtrierung 0 = My C My C ... C M,, = M von S-Moduln, s.d. M;/M;_1 ~ S/J; fir
Primideal J; C S gilt.

Proof. Sei x € M und Ann(z) = {a € S | ax = 0}. Wir bezeichnen mit A die Familie von Idealen Ann(z)
fir x € M, © # 0. Da S noethersch ist hat A ein maximales Elemente. Sei I = Ann(y) ein maximales
Element von A. Wir zeigen, dass I prim ist. Sei a,b € S mit ab € I, d.h aby = 0.Nehme an b ¢ I, also
by # 0. Dann gilt I C Ann(by) und a € Ann(by). Wegen der Maximalitét von I, folgt a € Ann(by) = I,
also ist I prim. Setze M; = S/I. Durch iteratives Anwenden finden wir Ketten 0 C M; C ... C M. Sei
jetzt F die Familie von Untermoduln N von M die solche Filtrierungen besitzen. Da R noethersch ist,
enthilt F ein maximales Element L. Nehme an L # M. Dann existiert eine kurze exakte Seqeunz

0—L—M-—L —0

Aus dem ersten Teil des Beweises folgt, dass L’ einen Untermodul N’ von der Form B/.J’ fiir ein Primideal
J’ hat. Dies wiederspricht aber der Maximalitat von L, also L = M. O

Theorem 2.24. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. FEs gilt
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1. d(M) = dim supp(M)
2. Sei x € supp(M), dann ist d(My) = dim, (supp(M))

Proof. Betrachte die kurze exakte Sequenz von R-Moduln

0— M —M-—M —0

. . , yo. . prop: exSeqDimMult: appexSeq
Falls die Aussage fiir M’ und M" gilt, dann folgt aus Proposition [[.TU[und Lemmaunﬁ§

d(M) = max(d(M"),d(M")) = max(dim supp(M’), dim supp(M""))
= dim(supp(M’) U supp(M")) = dim supp(M)

Fiir « € supp(M) erhalten wir die kurze exakte Sequenz. cxle v 5 é\}g; — 0. Falls die
Aussage fiir M, und M gilt, dann folgt aus Lemma und Lemma analog zum ersten Fall

d(M,) = dim, supp(M).

Mfiltprim
Es reicht somit, unter Benutzung von Lemma en Fall M = R/J zu zeigen, wobei J ein Prim-

ideal ist. Ist J maximal, dann gilt M = R/J = k, also supp(M) = {z} fiir ein z € k™. Das zeigt,
d(M) = d(M,) = dimsupp(M) = dim, supp(M) = 0.

Sei jetzt J nicht maximal. Dann existiert ein Primideal J; 2 J und somit ein f € J; mit f € J. Es gilt
somit J C (f) + J C Jy. Betrachte den Endomorphismus von M = R/J der durch Multiplikation mit f
gegeben ist. Sei g + J im Kern der Abbildung, dann gilt 0 = f(g + J) = fg + J und famit fg € J. Da J
prim ist und f & J folgt g € J,also ist der Endomorphismus injektiv. Wir erhalten eine exakte Sequenz
von R-Moduln '

0— ML M — M/fM —0

:exSegDimMultnonLocal

Ins besondere gilt wegen Proposition @_ﬂ%ﬁmm\?) Ist d(M/fM) = d(M), dann wiirde
e(M) =e(M)+e(M/fM) ,also e(M/fM) = 0, gelten. Das ist aber nur moglich, falls d(M/fM) =0
bzw. d(M) = 0 gilt. Daraus folgt aber, dass M ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum ist, was, wegen
der Annahme J nicht maximal, unmoglich ist. Also gilt d(M/fM) < d(M). Da R/J; ein Quotient von
M/ fM ist, folgt d(R/J1) < d(R/J).

Sei z € V(J1), dann erhalten wir nach Lokalisierung die kurze exakte Sequenz

0 — My 1 My — M, /fM, — 0

von R,-Moduln. Ahnlich wie oben zeigt man, dass d(M,/fM,) < d(M,) ist und somit d((R/.J),) <
d((R/J)z) gilt. Sei
Zoz{a:}CZlc...CZn_chn:k"

eine maximale Kette von nichtleeren, irreduziblen, abgeschlossenen Untermengen von k™. Dann ist
I(Zy)=m, DI(Z1)D...D1(Zn-1) D I(Z,) = {0}

eine maximale Kette von Primidealen in R. Wegen den vorhergegangenen Argumenten haben wir folgende
strikte Ungleichungen

0 < d(R/I(Z)) < d(R/I(1)) < ... < d(R/I(Zy)) = d(R) = n

L :Rxregloc
bzw. wegen Proposition

0 < d(R/I(Z0))2) < d((R/I(:1))2) < ... < d(R/I(Zy))a) = d(R.) =
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Daraus folgt aber
d((R/1(Z;))2) = d(R/1(Z;)) = j = dim Z;

fir 0 < j < n. Da aber zu jeder irreduziblen, abgeschlossenen Menge Z eine maximale Kette konstruiert
werden kann, die Z enthélt, folgt d((R/I(Z)),) = d(R/I(Z)) = dim Z fiir jede irreduzible, abgeschlossenen

Menge Z C k", Dies zeict, dass fiir jedes Primideal J C R d((R/J);) = d(R/J) = dim V (J) gilt. Wegen
Proposition olgt die Behauptung. O

Korollar 2.25. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann gilt

d(M)=sup d(M,).
z€supp(M)

Lemma 2.26. Sei I ein Ideal in R. Dann gilt dim V(I) = dim V(GrI).
Proof. Die kurze exkate Sequenz von filtrierten R-Moduln (wobei die Filtrierung von der Totalgrad Fil-

trierung von R induziert ist)
0—I—R—R/I—0

liefert die kurze exkate Sequenz
0—Grl — R— Gr(R/I) —0

von graduierten R-Moduln. Es gilt

P
dimy, Fy(R/I) = _(dimy F,(R/I) — dimy, Fy_1(R/1))
q=0
P P
= dimy Gry(R/I) = (dimy, Gr,R — dim Gr,I)
q=0 q=0
= dimy, F,R — dimy, F,GrI = dimy, F,(R/GrI)
. d'
also d(R/I) = d(R/GrI). Aus Theorem %@?damn die Behauptung. O
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