Vorlesung
Torische Geometrie

Thomas Reichelt

1 Affine torische Varietaten

Sei A ={ay,...a,} eine endliche Menge von Vektoren im R?.

Definition 1.1.

1. Die Menge
C:{xERd|:p:/\1a1+...+/\nan, )\z ERZO}
heisst endlich erzeugter Kegel. Die Vektoren vy, ..., v, heissen die Erzeuger
von C.

2. Die Dimension von C ist die Dimension des Untervektorraums der von C aufges-
pannt wird.

3. Ein Kegel heifit rational, falls seine Erzeuger aus Z® gewdhlt werden konnen.

4. Fin Kegel C' heifst strikt konvex, falls er keine Gerade enthdlt die durch den Ur-
sprung lauft, d.h. C N (—=C) = {0}.

Beispiel 1.2. In R? hat man folgende Beispiele fiir Kegel und deren Erzeuger:

L O

Definition 1.3. Ein Monoid ist eine Menge S mit einer Verknipfung

+:5x85—3S

welche folgende Bedingungen erfillt:

1. a+ (b+c)=(a+0b)+c firallea,b,c e S.
2. a+b=>b+a firallea,be S.
3. 30€ S mit0+s=s firalles € S.

4. a+b=a+c=b=c fira,bceSs.



Lemma 1.4. Sei C ein Kegel, dann ist C N7Z% ein Monoid.

Beweis. Fiir a,b € CNZ% gilt a +b€ CNZL ]

Definition 1.5. Ein Monoid S ist endlich erzeugt, falls Elemente aq,...,a, € S
existieren, S.d.

VseS s=Mai~+ ...+ A\pay mit A\ € L>g.
Die Elemente aq, ..., a; heiffen Erzeuger des Monoids.

Lemma 1.6 (Gordons Lemma). Sei C' ein endlich erzeugter rationaler Kegel, dann ist
CNZ% ein endlich erzeugter Monoid.

Beweis. Seien {vy,...,v,} die Erzeuger von C. Die Menge K = {>_;_, t;v;,0 <t; <1}
ist kompakt daher ist K N Z< endlich. Wir zeigen das diese Menge den Monoid C' N Z¢
erzeugt. Jedes v € C'N Z? kann in folgender Form geschrieben werden: v = Y7 (n; +
r;)v; mit n; € Zso und 0 < r; < 1. Sowohl die v; also auch das Element )"\ r;v; liegen

in C'NZ<. Das heisst diese Menge erzeugt den Monoid. O]

Sei C[t, ¢t~ Y] :=C[ty,...,ta,t7",...,t;'] der Ring der Laurentpolynome. Ein Element f

ein C[t,t!] ist eine endliche Linearkombination von Laurentmonomen ¢* := ¢{* - ... {%d
F=> Xat*.
endlich

Definition 1.7. Der Trdager des Laurentpolynoms f ist die Menge

supp(f) = {a € Z% | \, # 0}.

Wir definieren jetzt zu dem endlich erzeugten Monoid S = C' N Z¢ einen kommutativen
Ring mit 1:
C[S] == {f € Clz, 2] | supp(f) C S}

Proposition 1.8.
1. Der Ring C[S] ist eine endlich erzeugte C-Algebra.

2. C[9] ist nullteilerfrei, d.h. aus x -y =0 folgt x =0 oder y = 0.

Beweis. Sei f € C[S], dann ist f = Y A\,t® mit @ € S und kann, nach Gordons Lemma,
aus der endlichen Menge K NZ? erzeugt werden. Fiir den zweiten Punkt bemerken wir,
daBl C[S] ein Unterring von dem nullteilerfreien Ring C[t,¢7!] ist, d.h C[S] ist selbst
nullteilerfrei. O



Sei C' ein endlich erzeugter rationaler Kegel und A = (ay,...a,) Erzeuger der Halb-
gruppe C N Z%. Die Erzeuger definieren einen C-Algebrenhomomorphismus vom Poly-

nomring Clwy, ..., w,| nach C[S] der durch
Clwy, ..., w,| — C[S]
w; —r t%
gegeben ist. Wir bemerken zuerst, dass das Bild eines Monoms wf -. . .-wk mit (k; > 0)

tatsdchlich in C[S] liegt, da kiaq + ... + kpa, € S. Offensichtlich ist die Abbildung
surjektiv, da die t* den Ring CI[S] erzeugen.

Bemerkung 1.9.
1. Eine C-Algebra R heifst Z-graduiert, wenn C-Vektorriume R, mit a € Z¢ ea-

istieren, s.d. R = @, cza Ra und R, - Ry C Rayy. Die Algebren Clwy, ..., w,] und
C[S] sind Z4-graduiert:

0 sonst

-t fall
C[S’]a:{c fallsa € S

und

Clwy, ..., wy)a = @ C-w™-...-wym

(mq,..., mmn ) ENT
a=aimi—+...anmn

2. Eine Algebrenhomomorphismus ¢ zwischen Z%-graduierten Algebren R und T ist
7 -graduiert, falls gilt:
¢(Ra) C T,

Es ist leicht zu sehen, daf§ die Abbildung Clwy, ..., w,| — C[S] Z-graduiert ist.

Um den Kern der Abbildung besser zu verstehen, betrachten wir den sogenannten
Relationen-Modul von A:

La={l=(l,....L.) €Z" | Y lia; = 0}
=1

Der Relationenmodul von A definiert ein Ideal 74 im Ring Clwy, ..., w,]| welches von
den Elementen:
0, .= wa — Hwi_li
;>0 ;<0

erzeugt wird.
Proposition 1.10. Der C-Algebrenhomomorphismus

S, Clwy,...,w,]/I4 — C[S]
’LUi'—>tai

15t ewn Isomorphismus.



Beweis. Wir zeigen zuerst daf§ ®(0;) = 0, d.h. dafl die Abbildung wohldefiniert ist. Es
gilt

O(0) = ([ [wi = [Jwi) =[] = [t = ool — 2o =g
1;>0 1;<0 ;>0 ;<0
wobei die letzte Gleicheit aus der Definition von L4 folgt.

Um zu zeigen, dafl ¢ ein Isomorphismus ist bemerken wir zuerst, daf§ die C-Algebra
Clwy, ..., w,]/I4 auch Z4graduiert ist und damit auch die Abbildung ®. Es reicht
somit den Isomorphismus auf den graduierten Teilen zu zeigen. Das Urbild des 1-

dimensionalen Vektroraums C[S], in Clwy, ..., w,] ist gerade Clwy, ..., w,],. Das Bild

von Clwy, ..., wyl, in Clwy, ..., wy,]/I4 ist aber ein 1-dimensionaler Vektorraum, da
wiwpm Ewlmll...w;”% mod Iy

fir > mia; = a = > ma;. O

Wir wollen jetzt einer endlich erzeugten C-Algebra R ein geometrisches Objekt zuord-
nen. Da R endlich erzeugt ist, existiert per Definition ein n € N und eine surjektive
Abbildung

Clwy,...,w,] - R (1.0.1)

welche als Kern das Ideal I hat.

Definition 1.11. Die Verschwindungsmenge V (I) C C" eines Ideals I C Clwy, . .., wy,]
ist die Menge:
V(I)={xe€C"| P(x) =0 fir alle P € I}

Bemerkung 1.12. Da Clwy, ..., w,] ein noetherscher Ring ist, ist jedes Ideal I endlich
erzeugt, d.h. I = (f1,...,f.). Somit ist V(I) die Nullstellenmenge von endlich vielen
Polynomen f1,..., f,.

Beispiel 1.13. Sei A =((1,0),(1,—1),(1,1)), Ca der von A erzeugte Kegel und S, =
CxNQ? der zugehorige Monoid. Es gilt

C[S4] = Clty, ity ', tity] € C[tf, 5]

und
C[w17w27 wS]/[A = (C[wh wg,wg]/(wf — Ws - w3)

Das reelle Bild in R® der Verschwindungsmenge V (I 4) ist



Da die Erzeuger einer C-Algebra nicht eindeutig bestimmt sind (man kann z.B. zu einem
gegeben Erzeugendensystem noch ein Element hinzufiigen), gibt es viele verschiedene
surjektive Morphismen von einem Polynomring nach R. Sind ® : Clwy,...,w,] — R
und @’ : Clwy, ..., wy] — R zwei surjektive Abbildungen mit Kernen / und I’ dann
ist apriori nicht klar, dass die Verschwindungsmengen V(I) € C" und V(I') C C" das
gleiche geometrische Objekt charakterisieren.

Wir suchen daher nach einer invarianten Charakterisierung, die unabhangig von einer
gegeben Einbettung in den C™ ist.

Zunéachst wollen wir ein Ideal I aus einer Menge X C C" konstruieren.

Definition 1.14. Das Verschwindungsideal einer Menge X C C" ist definiert als
I(X) = {f €Clwy,...,w,] | fix =0}

Bemerkung 1.15. Achtung: Im Allgemeinen gilt nur
IcI(V(I)) und X CV(I(X)).

Sei (x?) C Clz] das von 2 erzeugte Ideal, dann gilt V ((z*)) = {0} und I({0}) = (z).
Sei X C C die Menge C\ {0}. Dann gilt [(X) = (0) und V(I(X))=C 2 X

Definition 1.16. Se: I C R ein Ideal. Sein Radikalideal ist durch
ﬁ::{f€R|3n€Nsodaﬁf”€I}
Satz 1.17 (Hilbertscher Nullstellensatz). Sei I C Clwy, ..., w,| ein Ideal, dann gilt

VI=1(V()).

Sei x = (x1,...,2,) € C", dann ist
m, = I({z}) = (w1 —21,...,w, — x,) C Clwy,...,wy,]
ein maximales Ideal. Die maximalen Ideale von Clwy, ..., w,] kénnen folgenderweise

charakterisiert werden.



Korollar 1.18 (Schwacher Nullstellensatz). Die mazimalen Ideale von Clwy, ..., wy]
sind alle von der Gestalt m, fur x € C".

Es gibt also eine 1-1 Korrespondenz zwischen Punkten von C" und den maximalen
Idealen von Clwy, . .., wy].

Lemma 1.19. Sei I C Clwy,...,w,| ein Ideal, dann gilt V(I) = {x € C" | m, D I}.
Beweis. Esgilt r €e V(I) < f(x)=0Vfel s fem, Vfel O

Betrachte die Quotientenabbildung p : Clwy,...,w,] — Clwy,...,w,]/I. Ist m C
Clwy, . ..,w,]/I ein maximales Ideal, dann ist p~!(m) C Clwy,...,w,] auch maximal.
Es exisitiert also ein x € C" mit

m, =p ‘(m)DI
Definition 1.20. Sei R ein Ring. Die Menge der maximalen Ideale von R wird mit
Specm (R) = {I C R | I mazimales Ideal}

bezeichnet.

Diese Konstruktion 10st das Problem der invarianten Charakterisierung der Verschwin-
dungsmenge V' (I). Wir haben

V(I) = Speem (Clwy, . .. ,w,]/I) ~ Specm (R)

Seien jetzt Clwy,...,w,] - R und Clwy, ..., w,y| — R zwei surjektive Abbildung mit
Kernen [ und I’ , dann gilt

Clws, ..., wy]/I ~ R~ Clwy,...,wy]/I’

Der Isomorphismus © : Clwy, ..., w,]/I — Clws, ..., w,]/I’ liefert dann eine bijektive
Abbildung zwischen den zugehorigen Verschwindungsmengen:

Clwy, ..., wy)/I — Clwy, ..., wu]/T

Specm (Clwy, ..., w,|/I) <  Specm (Clwy, ..., wy]/I")
0 !(m) — m

Kommt der Ring R von einem Monoid, dann 148t sich Specm (R) einfach beschreiben.

Lemma 1.21. Sei R = C[S] fir einen Monoid S, dann gilt
Specm (R) = Homyy(S, C)

wobei Homyy die Menge Halbgruppenhomoomorphismen bezeichnet und C = C* U {0}
wird als Halbgruppe aufgefasst, die mit der Multiplikation versehen ist.



Beweis. Jedes x € Specm (R) gibt einen Ringhomomorphismus ¢, : R — R/m, ~ C.
Wir definieren ¢, : S — C durch ¢, (a) := ¢,(t*). Das ¢, ein Ringhomomorphismus ist,
ist ¢, eine Halbgruppenhomomorphismus. Die Riickrichtung ist ahnlich. [

Korollar 1.22. Die Funktion t* € C[S] hat auf dem Punkt x € Specm (R) den Wert
Y(a).

Wir wollen jetzt das geometrische Objekt Specm (C[S]) mit unterschiedlichen Topolo-
gien versehen.
Die Zariski Topologie:

Wir beginnen mit einer anschaulichen Charakterisierung;:

Die Zariski Topologie auf X = Specm (Clwy, ..., w,]/I) wird von offenen Mengen der
Form

D(f) ={zxe X CC"[ f(z) # 0}

erzeugt. Einige Beispiele:

1. f=0= D(f)
2. f=1= D(f)
3. D(fi+-.o fn)

0
X

D(f1)N...N0 D(f).

Es stellt sich wieder die Frage, ob diese Definition fiir X = Specm (R) wohldefiniert ist,
d.h. unabhéngig von der Wahl des Isomorphismus R ~ Clwy, ..., w,]/I.

Wir verwenden folgende abgewandelte Definition:
D(f)i={z € X CC | [f] £0 in (Clwy,...,w,]/T)/m, = Cluy,. .., w,] /m, = C}
Diese Definition liefert aber dieselbe Teilmenge wie oben, da
f=f(x) in Clwy,...,w,]/m; = Clwy,...,w,)/(wy —x1,..., 0, — xy)
Wir definieren also abstrakt fiir X = Specm (R)
D(f) ={x e X [[f/]#0 in R/m,}

Es gilt
D(f) = Speem (Ry).

Die analytische Topologie:

Sei wieder X = Specm (Clwy, ..., w,]/I). Die analytische Topologie auf X ist die von
C" induzierte Topologie, d.h.

U C X offen = JV CcC" offenmit U=V NX

Wiederum stellt sich die Frage, ob wir auf X = Specm (R) eine analytische Topologie
definieren kénnen, die kompatibel mit allen Isomorphismen R ~ Clwy, ..., w,]/I ist.
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Lemma 1.23. Sei Clwy,...,w,|/I ~ Clw,...,wy]/I', dann ist
© : X' = Speem (Clwy, . . . ,wy]/I") — X = Specm (Clwy, . .., wy,] /1)

etn Homoomorphismus.

Beweis. Sei ¢ : Clwy,...,w,] — R und 9" : Clwy,...,wy] - R. Wir definieren die

surjektive Abbildung

" Clwy, ..., Wyin] — R

O(w;) firi=1,...,n
w; —
' (w;) firi=n+1,...,n+n

mit Kern I”. Dies liefert Isomorphismen
Clwy, ...y Wpy]/I" — Clwy, ..., w,] /1

und
(C[wl, R ,wn+n/]/]" — (C[wl, R ,U}n/]/]/,

Es reicht zu zeigen, dass Specm (Clw]/I) — Specm (Clw”]/1") ein Homdomorphismus
ist (denn aus Symmetrie folgt dann das auch Specm (Clw’]/I") — Specm (Clw”]/1") ein

Homdomorphismus ist). Es gilt
Q" (w;) = P(w;) fir i=1,....,n

und da ¢ surjektiv ist gilt weiter

O"(w;) = ®(P) firi=n+1,...,n+n und geeignete P; € Clwy, ..., w,].

Wir haben dann den Isomorphismus

Clwy, ..., wy]/I — Clwy, ..., wyaw]/I

w;—w; firi=1,....n
wobei die Umkehrabbildung durch
(C[U)l, . ,wn+n/]/I” — C[wl, R ,wn]/f

w; fori=1,....n
w; )
P, fori=n+1,...,n+n

gegeben ist. Dies liefert folgende kommutative Diagramme (X” = Specm (C|wy,

X Cn+n/ und X Cn+n/
L L
X——0C" X——0C"

s Wogw ] /17))



wobei p : C"*t — C" die Projektion auf die ersten n Koordinaten ist und i die Abbildung
cr —
(X1, @) = (X1, Ty Py (), oo P ()

ist. Da p bzw. i stetig sind, sind ihre Einschrinkungen auf X’ bzw. X (mit der
induzierten Topologie) ebenfalls stetig. O

Falls wir den Raum X = Specm(R) mit der analytischen Topologie versehen, schreiben
wir auch X"

Lemma 1.24. Die analytische Topologie ist feiner als die Zariski Topologie, d.h.
id: X" — X

15t stetig.

Beweis. Wir miissen zeigen, daf} eine offene Menge in der Zariski Topologie offen in
der analytischen Topologie ist. Es reicht dies fiir die Erzeuger D(f) zu tun. Das ist
aber klar, da ein Polynom f € Clwy, ..., w,] eine stetige Abbildung (in der analytischen
Topologie) ist, d.h. die Menge {x € C" | f(z) # 0} ist offen in C*, d.h. D(f) =
X N{zeC| f(x)# 0} ist offen in X" O

Seien R;, R, reduzierte endlich erzeugte C-Algebren. Wir wollen nun zeigen, daf eine
Abbildung R; — R, Anlafl zu einer Abbildung Specm (Ry) — Specm (R;) gibt. Dafiir
benotigen wir folgendes Ergebnis.

Proposition 1.25. Seien Ry, Ry reduzierte endliche erzeugte C-Algebren und ¢ : Ry —
Ry ein Algebrenhomomorphismus. Sei m ein maximales Ideal von Ry dann ist ¢—'(m)
ein mazximales Ideal.

Dies zeigt, dass ein Algebrenhomomorphismus ¢ eine Abbildung

® : Specm (Ry) — Specm(Ry)
m > ¢ (m)

induziert.
Lemma 1.26. Sei Ry — Ry ein Algebrenhomomorphismus und
® : Specm (Ry) — Specm (R;)

die induzierte Abbildung. Dann ist ® stetig beziglich der analytischen Topologie.



Beweis. Wéhle surjektive Abbildungen 6, : Clwy, ..., w,,| = Ryund 0y : Clwy,. .., w,,] —
Ry. Es existieren Polynome P; € Clwy, ..., wy,] fir (i = 1,...,n1) mit ¢ o 6y(w;) =
05(F;). Dies gibt ein kommutatives Diagramm

Rl ¢ RQ

Jo b

Clwy, ..., wy,] —¢>(C[w1, e Wy

wobei &(wz) = P; fir i = 1,...,ny. Dies gibt ein kommutatives Diagramm

Specm (R; ) <=— Specm (Ry)

|,

Cm Cnr2

wobei ® durch z = (x1,...,2n,) — (Py(z),..., Py, () gegeben ist. Das heifit ® ist
stetig bzgl. der analytischen Topologie. Daraus folgt das ® ebenfalls stetig ist bzgl. der
induzierten analytischen Topologie.

]

2 Kegel

Bevor wir nicht-affine torische Varietdten betrachten, bendtigen wir noch einige ele-
mentare Eigenschaften von endlich erzeugten rationalen Kegeln.

Sei N ~ Z% eine freie abelsche Gruppe und M = Homgz(N,Z). Wir definieren Ny =
N ®zR ~R?%und My := M ®; R ~ R?.

Sei ¢ C Ng ein endlich erzeugter Kegel und = ¢ 0. Der Abstand von x und o ist
definiert als

d(w,0) = inf{l}z ~ oIl

Lemma 2.1. Es ezistiert ein eindeutig bestimmter Punkt p,(x) € o (der néihste Punkte
zu ) der ||z — py(z)|| = d(z, o) erfillt. Es gilt die Ungleichung

(= po(x)) - (y — po(x)) <0 fiir alley € o (2.0.2)

Beweis. Wir beweisen zunachst die Existenz:

Aus der Definition von d(z, o) folgt, dafi es eine Folge (sx)ren in o gibt, so dafl gilt
limy o0 || — si|| = d(z,0). Es existiert dann ein M € Rsg mit ||z — sg|| < M. Daraus
folgt aber, daf die Folge (sg)ren selbst beschrankt ist:

[Isill = llsk — 2 + 2|l < [|s* — 2l + [Jz|| < M +[|2]]
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Es existiert daher eine Teilfolge (s;;)jen, die zu einem Punkt s konvergiert. Da o

abgeschlossen ist, liegt s in o und es gilt d(z,0) = lim;_, ||z — s5,|| = ||z — s]|.
Eindeutigkeit:
Sei s € o ein Punkt, der d(z, o) = ||z —s|| erfiillt. Wir zeigen zuerst die Ungleichung mit

Po(x) =s. Seiy € cund 0 < A < 1. Dann gil (1-A)s+Ay € o und |[(1=N)s+A(y—x)|| >
[|s — ||, d.h. ||(s —x)+ Ay —)|| > ||s — z||. Wir quadrieren beide Seiten und erhalten
l|s—z|[?+2X\(s—z) - (y—8)+ ||y —s||? > ||s—z||>. Wir subtrahieren von beiden Seiten
|s — z||?, dividieren durch A, lassen A — 0" und multiplizieren mit —1. Dies ergibt die
Ungleichung (2.0.2) fiir p,(z) = s. Sei t ein weiterer Punkt fir den gilt d(z, o) = ||z —t||.
Da s,t € o erhalten wir die beiden Ungleichungen

(x—s) - (t—s5)<0 und (x—1t)-(s—1t) <0
In dem wir die beiden Ungleichungen addieren erhalten wir
0> ((x=s)—(z—1) - (t=s)=(t—s)(t—s)=|lt—s|

also s = t. O

Wir beweisen jetzt einen Separierungslemma, welches im folgenden oft angewandt wird.
Lemma 2.2 (Separierungslemma I). Sei o C Ng ein endlicherzeugter Kegel und x ¢ o.

Fiir u, := (po(z) — x)- € M gilt {(uz,z) <0 und (u,,y) >0 fir alley € o.

Beweis. Setzen wir Ap,(z) fir y in der Ungleichung (2.0.2) ein, erhalten wir (1 —
AN (po(z) — ) - po(x) < 0 fir alle A > 0. Daraus folgt (p,(x) — ) - p,(z) = 0. Da-
raus folgt

0 < (po(z) —2) - (po(2) — 2) = (po(x) — ) - (—2)
und damit (u,,z) < 0. Es gilt auflerdem
0 < (po(w) =) - (y — po()) = (Po() —2) -y fir alley € o
d.h. (ug,y) > 0. O

Definition 2.3. Sei 0 C Ny ein endlich erzeugter rationaler Kegel. Der duale Kegel
oV C My ist definiert als

o' ={ue Mg|{uv)>0V vea}.
Lemma 2.4. FEs gilt

(") =0

Beweis. Die Definition von (¢¥)" ist {v € Ng | (u,v) > 0 fir alle u € ¢¥}. Aus Lemma
2.2 folgt, dal das Komplement von ¢ im Komplement von ((¢¥)") enthalten ist, also
(¢v)¥ C 0. Die andere Richtung ist klar. O

11



Sei ¢ C Ng ein endlich erzeugter rationaler Kegel.

Definition 2.5. Sei 0 C Ny ein endlich erzeugter rationaler Kegel und v € ¢ , dann
heifst
r=o0Nut={vecol(uv)=0}

eine Seite von o. Die Hyperebene ut = {v € Ng | (u,v) = 0} heifst Stiitzhyperebene
oder Stiutzebene.

Lemma 2.6. Sei o ein endlich erzeugter rationaler Kegel.
1. Jede Seite T von o ist selbst ein endlich erzeugter rationaler Kegel.
2. Der Schnitt zweier Seiten von o ist eine Seite von o.
3. Die Seite einer Seite T ist eine Seite von o.
4. Jede echte Seite ist in einer vollen Seite enthalten.

5. Jede echte Seite ist gleich dem Schnitt tiber alle vollen Seiten die diese enthalten.

Beweis. Die Beweise sind Ubungsaufgaben. O]

Lemma 2.7. Der topologische Rand eines Kegels o C Ng, der ganz Ng aufspannt, ist
die Vereinigung aller echten Seiten.

Beweis. Eine Seite ist definiert als Schnitt einer Stiitzebene mit o. Daher sind in jeder
Umgebung eines Punktes, der in einer echten Seiten liegt, Punkte enthalten, die nicht in
o liegen. Da o Ny aufspannt, enthalt o innere Punkte. Betrachte man ein Geradenseg-
ment von einem inneren Punkt zu einem Punkt auf einer echten Seite, dann sieht man,
dafl der Punkte auf der Seite in jeder Umgebung auch innere Punkte enthalt, d.h. jeder
Punkt in einer echten Seite liegt im topologischen Rand.

Sei umgekehrt v im topologischen Rand und v; — v eine Folge mit v; ¢ 0. Wegen
Lemma 2.2 finden wir Vektoren u; € ¢¥ mit (u;,v;) < 0. Wir kénnen obdA annehmen,
daB ||u;|| = 1, d.h. daB die u; in der (kompakten) Einheitssphére enthalten sind. Die u;
haben daher eine konvergente Teilfolge (u;,) mit Grenzwert ug. Da o abgeschlossen ist,
gilt ug € o, weiterhin gilt lim(u,,, v;,) = (ug, v) = 0, d.h. v liegt in der Seite cNug. O

Lemma 2.8. Sei 0 eine endlich erzeugter Kegel in Ng und vy,...,v, seine Erzeuger.
Sei Relint(o) das relative Innere von o in Ng, dann gilt

Relint(o) = Z R-ov;
i=1

Bewers. Wir zeigen zuerst D:

Sei k = dim(o). Wir kdnnen oBdA annehmen, daf vy, . . ., vy linear unabhéngig sind. Sei
v=>>" v €Y Rogv; und A := min;{\;}. Dannist v £ \v; € o fiiri =1,... k.
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Da o konvex ist, folgt v € Relint(o).
Wir zeigen C:

Sei v € Relint(o). Es existiert A > 0, s.d. w; :=v—Ay; €0 firi=1,...,n. Esgilt

()\ A ) (1 1 )
v=|\—-v1+...+—Uy | + | ~W1 + ...+ —w,

n n n n

wobei %Ul +.+ %vn e > Ropv; und %wl +...+ %wn €o. O

Wenn o den Vektorraum Ny aufspannt und 7 eine volle Seite von o ist, dann gibt es ein
u € 0¥ mit 7 = o Nut. Wir definieren

Ur = AU
wobeil A :=min(p € Rog | p-u € M).

Lemma 2.9. Sei 0 C Ng mit dimo = d und o # Ng, dann ist

O':mHT

-
volle Seite

wobei Hy = {v € Ng | (ur;,v) > 0} ein Halbraum ist.

Beweis. Die Inklusion o C () H, ist klar. Nehme an, es gibe v € (VH, mit v &€ o
und sei v' im Inneren von o. Sei w der letzte Punkt in o auf dem Geradensegement
von v’ nach v. Dann liegt w im Rand von o und daher in einer vollen Seite 7. Es
gilt (u,,v") > 0 und (u,,w) = 0, d.h. (u,,v) < 0. Das ist aber ein Widerspruch zur
Annahme v € () H,. O

Satz 2.10 (Theorem von Farkas). Der duale Kegel eines rationalen, endlich-erzeugten
Kegels ist selbst rational und endlich-erzeugt.

Beweis. Wir zeigen, dafl ¢¥ von den u, aus Lemma 2.9 erzeugt wird. Nehme an, es gibe
ein u € 0¥ welches nicht im Kegel enthalten ist, der von den u, aufgespannt wird. Wir
wenden Lemma 2.2 auf diesen Kegel an (der in Mg liegt) und finden einen Vektor v € V
mit (u,,v) > 0 fir alle vollen Seiten 7 und (u,v) < 0. Aus (u,,v) > 0 und Lemma 2.9
folgt v € o, dies ist aber ein Widerspruch zu u € oV. O

Lemma 2.11. Ist 7 eine Seite von o, dann ist 7* := oVN71+ = oVNot mit v € Relint(7)
eine Seite von o mit
dim(7) + dim(c¥ N7+) = d.

Dies liefert eine ordnungsumkehrende 1-1 Korrespondenz zwischen den Seiten von o und
den Seiten von o¥. Die kleinste Seite von o ist o N (—0).
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Beweis. Die Seiten von oV haben per Definition die Gestalt ¥ Nvt fiir v € 0 = (¢V)V.

Sei 7 die Seite von o, die v in ihrem relativen Inneren enthélt, dann gilt
c'Nnvt =NV Novt) =o' N1t (2.0.3)

Hier folgt das erste Gleichheitszeichen aus ¢ C 7. Fiir das zweite Gleichheitszeichen

reicht es 7V N vt = 7+ zu zeigen. Die Inklusion D ist klar. Sei also v € 7V Novt C
Mg und vy,...,vs die Erzeuger des Kegels 7. Wegen Bemerkung 2.8 kann man v als
Linearkombination Y ;_, \;jv; schreiben mit \; > 0 fiir ¢ = 1,..., s. Daraus folgt

0= (u,v) = A\ (u,v1) + ...+ As(u, vy)

und somit (u,v;) = 0 fiir i = 1,...,s, also u € 7-. Wir haben somit gezeigt, daf} jede
Seite von ¢¥ als ¢ N 7+ geschrieben werden kann. Die Abbildung
T T =0 N1t (2.0.4)
1

ist also surjektiv und sie ist ordnungsumkehrend wegen 7, C 7 = 7i- D 75. Die
Inklusion 7 C (7*)* folgt aus

(T =on(T)=cn(c'NnrH)r=on((c)er)D7

Verwendet man 7% anstatt 7 folgt 7* C ((7%)*)*, da die Abbildung (2.0.4) ordnung-
sumkehrend ist, folgt aber aus der Inklusion 7 C (7)* auch 7" O ((7*)*)*. Dies zeigt
7 = ((7)*)* und wegen der Surjektivitat folgt auch 7 = (7%)*. Wir erhalten also die
gewiinschte 1-1 Korrespondenz.

Fiir die maximale Seite oV gilt
() = ()N =0n(c) = (c") =on(-0).

Es bleibt die Dimensionsformel zu zeigen. Es gilt

dim((c¥)*) 4+ dim(¢") = dim((¢¥)*) + dim(¢") = d (2.0.5)
und aufgrund der Dualitat in Lemma 2.4 auch

dim(¢*) 4+ dim(o) = d. (2.0.6)
Sei nun
oN(-0) =1 CnC...Cr=0

eine maximale aufsteigende Kette von Seiten. Es gilt dim(7;11) = dim(7;)+ 1. Betrachte
die duale Kette
V)=t 27m 2. .27 =0
mit dim(7},,) = dim(7;") — d; und d; > 0. Aufgrund von (2.0.5) und (2.0.6) muss gelten
Zf;ll di=k—1,alsod; =1fiirt=1,...k—1. Daraus folgt aber die Dimensionsformel.
[
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Lemma 2.12. Seiu € 0" und 7 = o Nut, dann gilt

TVZUV+R20'(—U)

Beweis. Beide Seiten sind konvexe endlich erzeugte Kegel, es reicht also die Gleichung
fiir die dualen Kegel zu zeigen. Es gilt (7¥)¥ =7 und (0¥ +Rsp- (—u))Y =oN(—u)¥ =
onNut. O

Korollar 2.13. Sei o ein rationaler endlich erzeugter Kegel und seiu € Sy := o' N M.
Dann ist 7 = o Nut ein rationaler endlich erzeugter Kegel und alle Seiten von o sind
von dieser Form. Es gilt

ST = Sa' + Z’ZO . (—u)

Beweis. Ist T eine Seite von o, dann gibt es aufgrund von Lemma 2.11 ein u im relativen
Inneren von 7% = ¢V N 71, Insbesondere kann u aus M gewihlt werden, da o¥ N 7+
rational ist. Das zeigt die erste Aussage. Sei w € S,, dann ist wegen Lemma 2.12
w+p-u € o’ wenn man p € N grofl genug wahlt. Das zeigt w € S, + Z>o - (—u). Die
andere Inklusion folgt genauso. [

Lemma 2.14 (Separierungslemma II). Seien o und o' endlich erzeugte Kegel deren
Schnitt T von beiden eine Seite ist, dann gibt es u € 0¥ N (—0')" s.d. gilt

T=o0Nut=od Nu*

Beweis. Betrachte den Kegel v = 0 — ¢’ := 0 4+ (—0’). Wegen Lemma 2.11 gibt es ein
u € Relint(v"), so da8 v Nut die kleinste Seite von « ist, also

yNut =yN(—y) = (0 —-ad)N (s ~0)

Wir wollen zeigen, daf dieses u die Behauptung erfiillt. Wegen o C =, gilt u € ¢¥. Die
Seite 7 ist in 7N (—7y) enthalten und daher gilt 7 C o Nu*. Sei umgekehrt v € cNut C
yNut, dann ist v € 0/ — 0, dh. v = w — w mit v’ € ¢’ und w € ¢. Dann ist aber
v+w=w €17 =0N0c". Dav,w € o, kann die Summe v 4+ w nur in 7 sein, wenn jeder
Summand in 7 ist, d.h. v € 7. Dasselbe Argument fiir —u zeigt o/ N u* = 7. O]

Satz 2.15. Seien o und o’ rationale, endlich erzeugte Kegel deren Schnitt T von beiden
eine Seite ist, dann gilt

S, = S, + Sy

Beweis. Die Inklusion D ist trivial. Wir zeigen die andere Inklusion. Wegen 2.14 kénnen
wir ein u € 0¥ N (—0’)¥ N M nehmen, so dafl 7 = o Nut = o’ Nut. Wegen Korollar
213 und —u € Sy gilt S; =S, + Z> - (—u) C Sy + Sy O
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Lemma 2.16. Fir einen endlich erzeugten Kegel o C Ngr sind folgende Aussagen
aquivalent

1. o ist strikt konvez, d.h. o N (—o) = {0}
2. Ju € oV so daff o Nut = {0}

3. oV spannt My auf.

Proof. Die ersten beiden Aussagen sind dquivalent da, o N (—o) die kleinste Seite von
o ist und wir nach 2.11 ein u € ¢ finden kénnen, so dafl o N (—0) = o Nt gilt.Die

erste und dritte Aussage sind wegen der Dimensionsformel in 2.11 aquivalent. O]
3 Facher

Wir haben im ersten Kapitel gelernt wie man affine Varietaten aus Kegeln konstuiert. In
diesem Kapitel mochten wir kompliziertere (nicht-affine) Varietdten durch Verklebung
von affinen Varietaten konstruieren. Das Standardbeispiel ist der komplexe projektive
Raum P", der mit den n + 1 affinen Varietiaten C™ iiberdeckt werden kann. Wir werden
sehen, dafl das Verkleben von affinen Varietaten, dem Verkleben von Kegeln entspricht.

Wir definieren zuerst den Begriff einer Varietat. Sei R eine endlich erzeugte reduzierte
C-Algebra und X = Specm (R) die zugehérige affine Varietdt. Fiir ein f € R gilt fiir
die offene Menge X; := D(f) = Specm (Ry). Diese offenen Mengen bilden eine Basis
fiir die Zariski-Topologie auf X.

Definition 3.1. Sei U C X := Specm (R) Zariski offen. Fine Funktion ¢ : U — C heifst
reguldr, falls fir alle p € U ein f, € R exisitiert, s.d. p € Xy, C U und Px;, € Ry,
Definiere

Ox(U) ={¢:U — C| ¢ ist requlir}

Lemma 3.2. Sei X = Specm (R) eine affine Varietit. Dann gilt

1. Ox(X)=R

2. Ox(Xf) = Rf fir f € R
Beweis. (1): Jedes Element von R definiert eine reguldre Funktion, also R C Ox(X).
Sei also ¢ € Ox(X). Dann existiert fiir alle p € X ein f, so dai p € Xy, und ¢ =

ap/fp” € Ry,. Das Ideal I = (f,” | p € X =C R erfillt V(I) =0, da f,(p) # 0. Der
Nullstellensatz besagt, dann v/T = R, das heiBt es gibt eine endliche Menge S C X und

Elemente g,, s.d. gilt
1=> ol
peS
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Dann gilt ¢ = 37 ¢ gpfp"d = > e 9pp € R. (2): Sei U C X Zariski offen, dann ist
U offen in X. Falls X; C U, dann gilt X, = Xy, mit Koordinatenring Ry, = (Ry),/p
fiir alle [ > 0, also Ox(U) = Ox,(U). Wenn wir U = X setzen folgt Ox(X;) =
Ox,(Xy) = Ry, wobei die letzte Gleicheit aus 1. folgt. O

Wenn X irreduzibel ist (also R nullteilerfrei) definieren wir die lokalen Ringe Ox,, als

Oxp:={f/g9 € Frac(R) | g(p) # 0}

Lemma 3.3. Sei U C X Zariski offen, dann gilt

() Ox,p = Ox(U)

pelU

Proof. Sei ¢ € Ox(U) und p € U. Dann existiert ein f, € R mit ¢x, = a,/f,
fir a, € R, also ¢ € Ox,. Sei umgekehrt ¢ € NyeyOx,p. Fiir jedes p € U gilt
dann ¢ = f/f, € Frac(R) mit f,(p) # 0. Da die Mengen X, fiir h € R eine Basis
der Topologie bilden, existiert ein h, € R mit h,(p) # 0 und Xy, C U und es gilt
Dixpn, =" hy/ [y - hy € Ry,.p,. Da dies fiir alle p € U gilt folgt ¢ € Ox(U). ]

Definition 3.4. Fine Prdgarbe von abelschen Gruppen F auf einem topologischen
Raum X st eine Kollektion von Daten

(U offen in X) — F(U) (abelsche Gruppe)
UcCV)—=pyu:F(V)— FU) (Gruppenhomomorphismus)

so dafS gilt
1. F@®) =0
2. PUU = id

8. pyu o pwv = pwu fir U CV C W offen

Eine Pragrabe F heifft Garbe, falls gilt: Sei U = |J,.; eine offene Uberdeckung. Dann
qilt
FU) — H}"(Ui) ist injektiv
iel
und fiir s; € F(Us) mit py,v,ru, (8i) = puy v, (s5) fiir alle i, j existiert ein s € F(U)
mit puu,(s) = si.

Die Definition einer Garbe von Ringen bzw. C-Algebren verlauft annalog.
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Definition 3.5. Seien F,G (Prd-)Garben auf X. FEin Morphismus ¢ : F — G von
(Prd-)Garben ist eine Kollektion von Morphismen o(U) : F(U) — G(U) fiir jede offene
Menge U, so daf$ fur U C 'V folgendes Diagramm kommutiert:

F) 2 g

PV,U pV,U

Fy 2 g

Definition 3.6. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung und F eine Garbe auf X. Das
direkte Bild von F unter f ist eine Garbe f.F aufY mit

[FU) = F(fH(U))

Sei X eine affine Varietat.Die Abbildung

fir U C X Zariski offen, definiert die Strukturgarbe der affinen Varietat X. Fiir
U’ C U haben wir die Restriktionsabbildung

puu : Ox(U) — Ox(U’)

mit py,u(¢) == -

Definition 3.7. Fin topologischer Raum X mit eine Garbe von Ringen Ox heifst ge-
ringter Raum (X, Ox). Ein Morphismus (f, f*) von geringten Riumen ist eine stetige
Abbildung f : X — Y mit einem Garbenringhomomorphismus

fﬁ:OY%f*OX

Definition 3.8. Seien U; C X, fir ¢ = 1,2 Zariski offene Teilmengen von affinen
Varietaten. FEine Funktion ® : Uy — Uy st ein Morphismus, falls ¢ — ¢ o @ eine
Abbildung

(I)ti : OVQ(UQ) — OV1 (Ul)

liefert.
Definition 3.9. Eine Varietdt ist ein geringter Raum (X, Ox), mit einer endlichen

offenen Uberdeckung X, von X, so dafs (X, Ox)x., isomorph zu einem geringten Raum
einer affinen Varietat ist.

Definition 3.10. Seien X,Y Varietiten mit affinen offenen Uberdeckungen X = U, Xa
und Y = U/B Ys. Ein Morphismus ® : X — Y ist eine stetige Abbildung, s.d. die
Einschrankungen

(I)|Xaﬂ<1>—1(Y5) XN (I)il<Y5) — YB

Morphismen im Sinne von Definition 3.8 sind.
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Sei 0 C Ny ein rationaler, endlich erzeugter Kegel, wir definieren den Monoid
S, =0"NM

als die ganzzahligen Punkte im dualen Kegel o¥. Dies gibt die nullteilerfreie, endlich
erzeugte C-Algebra
A, = C[S,]

und damit die affine torische Varietat

U, := Specm (C[S,])

Sei 7 eine Seite von o. Dies liefert eine injektive Abbildungen S, — S; bzw. A, — A,.

Lemma 3.11. Ist 7 eine Seite von o, dann ist die Abbildungen U, — U, eine offene Ein-
bettung. Das Bild von U, in U, ist von der Form D(f) mit f = t* und u € Relint(T*).

Beweis. Wegen Korollar 2.13 existiert ein u € S,, so dass 7 = ¢ Nu*t und S, =
Sy + 7o - (—u). Das zeigt, dass jedes Monom #* mit w’ € S, aus C[S,] folgenderweise
geschrieben werden kann:

/

tw — tw—p-u — tw . (t—u>p
Daraus folgt aber, dass A, = (A, ). O

Insbesondere ist
T := Ty := Uy = Specm (C[M]) = (C*)* = Homyy(M,C*) = N ® C*

eine offene Teilmenge. Die affine torische Varietat enthalt also einen Torus, daher auch
ihr Name.

Definition 3.12. Ein Facher Y ist eine Menge von endlich erzeugten rationalen Kegeln
i Ng so daf gilt

1. Jede Seite eine Kegels o € 33 ist selbst in X

2. Falls o und o' Kegel im Facher 3 sind, dann ist o No’ eine gemeinsame Seite von
o und o’.

Definition 3.13. Sei X ein Fdcher. Die torische Varietdt Xé‘m) ist defintert als

oy ~
wobei x ~ 1y fir x € U(San) und y € U(fm), falls x =y in Ué(g;),.

(e

Die Strukturgarbe Ox,, von Xy, ist die eindeutig bestimmte Garbe von C-Algebren mit
OXE|UCT . OU(,-
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Beispiel 3.14. Betrachte den Facher
01
02
03
A
Dann ist C[S,,] =~ Clz,y], C[S,,] =~ Clz~!, 27 y] und C[S,,] ~ Clzy~',y~']. Der duale

Kegel von o1 N og st

Die dualen Kegel sind

oy

(0'1 N 0'3)\/

also C[S,,r0s] =~ Clz,y,y ™). Dies liefert die Inklusionen

1

Clz,y] = Clz,y,y~ '] +> Clay ",y ]

und damit die Verklebeabbildungen

C? + CxC — C?
(u,v) «— (u,v) = (uww o)
Dies entspricht gerade einer Kartenwechselabbildung in P2:
Iy T2 Ty T1

(1:u:’0):(1:x—o:I—O)%(xole:xg)—)(I—Q:x—2:1):(v*1:uv*1:1)

Wir wollen nun zeigen, dafl die torische Varietat Xy separiert, bzw. X" Hausdorffsch
ist.

Bemerkung 3.15. Sei X ein topologischer Raum. X ist genau dann Hausdorffsch,
wenn das Bild Ax der Diagonalabbildung X — X x X (wobei X x X die Produkttopologie

tragt) abgeschlossen ist.
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Bemerkung 3.16. Sei X = |
chen Raumes X, dann ist

U; eine endliche offene Uberdeckung eines topologis-

U UiXUj

(i,9)eIxI

el

eine endliche offene Uberdeckung von X x X. Es qilt: Ay abgeschlossen in X x X
genau dann wenn Ax N (U; x Uj) abgeschlossen ist in U; x U; firi,j € 1.

Lemma 3.17. Seien o und 7 Kegel, die sich in einer gemeinsamen Seite schneiden,
dann ist die Diagonalabbildungen Uy~ — U, x U, eine abgeschlossene Einbettung.

Beweis. Die Behauptung ist dquivalent zur Tatsache, daB A, ® A, — A,n, surjektiv
ist. Dies folgt aber aus Satz 2.15: S,nr = Sy + S;. O

Korollar 3.18. Die torische Varietat X" ist Hausdorffsch.

Beweis. Aus Lemma 3.17 folgt, daf§ das Bild von Ut — US" x U™ abgeschloflen ist.

onNt

Da X5, = {J,cs, Us eine endliche offene Uberdeckung ist, folgt aus Bemerkung 3.15 und
3.16, dafl X{" Hausdorffsch ist. ]

Definition 3.19. Fine algebraische Varietat X heifit separiert, falls das Bild Ax der
Diagonalabbildung X — X X X abgeschlossen ist.
ACHTUNG: X x X tréagt hier nicht die Produkttopologie!

Bemerkung 3.20. Lemma 3.17 zeigt dann, daf$ Xx. separiert ist (Shafarevich V Propo-
sition 2).

4 Lokale Eigenschaften

Fiir jeden Kegel o C Ny hat die affine torische Varietat U, einen ausgezeichneten Punkt,
den wir mit x, bezeichenen. Der Punkt z, ist durch die folgenden Homomorphismus
von Halbgruppen gegeben:

S,=c"NM — {1,0} c C*U{0}

1 ifueot
u +—
0 sonst

Diese Abbildung ist wohldefiniert, da ¢+ = ¢V N o+ = o* eine Seite von ¢V ist, und
die Summe von zwei Elementen in ¢V nur dann in o enthalten sein kann, falls beide
Elemente selbst in o enthalten sind.

Satz 4.1. Eine affine torische Varietat U, ist nicht-singular genau dann wenn o von
einem Teil einer Basis von N erzeugt wird, d.h.

U, ~ CF x (C*)"*, k = dim(o)
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Beweis. Wir nehmen zuerst an, dafi o den Vektorraum Ng aufspannt, d.h. ot = {0}.
Sei m das maximale Ideal, welches zum Punkt x, gehdrt. Das heifit m wird von den t*
mit 0 # u € S, erzeugt. Das Quadrat m? wird von den t* erzeugt, bei denen u eine
Summe von zwei Elementen aus S, \ {0} ist. Der Kotangentialraum m/m? hat daher
als Basis iiber C diejenigen t* fiir die u nicht als Summe von zwei Elementen in S, \ {0}
geschrieben werden kann. Wir nehmen an, daf§ U, nicht-singular am Punkt z, ist. Eine
mogliche Charakterisierung dieser Eigenschaft ist, dafl der Kotangentialraum m/m? ein
d-dimensionaler C-Vektorraum ist, da dim(U,) = d. Damit U, nicht singuldr ist, ist
eine notwendige Bedingung, dafl ¢¥ nicht mehr als n Kanten (Seiten der Dimension
1) hat und die minimalen Erzeuger der Kanten schon S, erzeugen miissen. Da S, die
abelsche Gruppe M erzeugt, miissen diese Erzeuger eine Basis von M sein. Der duale
Kegel o mufl daher auch von einer Basis von N erzeugt werden. Dies zeigt den Satz fiir
dim(o) = d.

Sei dim(o) = k < d und setzte
Ny=0NN+(—cNN)

Die Menge N, ist die Untergruppe von N die von o N N erzeugt wird. Fir die Unter-
gruppe N, gilt: Sei v € N mit n-v € N, dann gilt v € N,. Daher ist N” := N/N, auch
eine freie abelsche Gruppe. Wir wahlen eine Spaltung

N=N,®&N" and o= ¢{0}

wobei ¢’ ein Kegel in (N, )r ist. Wir erhalten eine duale Zerlegung M = M’ & M"” und
haben S, = ((¢/)¥ N M') @ M", also

Uo— == UO—/ X TN” ~ UU’ X (C*)d_k
Die Varietat U, ist genau dann nicht singular wenn U, ist nicht singular. O]

Satz 4.2. Sei U, eine affine torische Varietat, dann ist U, normal.

Beweis. Wir miissen zeigen, dal A, = C[S,] ganz abgeschlossen ist. Seien vy,...,v,
Erzeuger von o und 7; = R>gv; die entsprechende Kante. Dann gilt wegen Lemma 2.9
und Lemma 2.11 ¢¥ = N7, und daher A, = () A,. Wegen Satz 4.1 ist A,, isomorph
zu Clwy, wo, wy . .. wy, w;l] und daher ganz abgeschlossen ist. Da A, ein Schnitt von
ganz abgeschlossen Ringen ist, ist A, selbst ganz abgeschlossen. O

Sei N’ C N ein Untergitter von endlichem Index und M C M’ die dualen Gitter. Es
gibt eine kanonische Paarung

M'/M x N/N' = Q/Z < C*

Die erste Abbildung ist durch die Paarung (-, -) gegeben und die zweite durch ¢ — ¢*74.

Die Gruppe G = N/N' operiert auf C[M'] durch

U U - tu’ — e27ri(u’,v> o
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Wir definieren den Invariantenring
C[M')% :={P € C[M'] | v- P = P fiir allev € G}

Lemma 4.3. Se: N' C N ein Untergitter von endlichem Index, M C M’ die dualen
Gitter und G := N/N'. Es gilt

CIM')% ~ C[M]
Beweis. Wiahle eine Basis ey, ..., e4 von NV, so dal mqeq, ..., mgeq Erzeuger von N’ sind
mit m; € N. Dann ist C[M'] = C[zf, ..., 23] und C[M] =~ C[w{, ..., ws] mit 27" = w;.

Ein Element v = (vy, ..., v4) € N/N' ~ @, Z/m;Z operiert auf Monome durch:

. v;l;
I g 2mi S0 L Iy lg
.. e ixl .y
d.h. das Monom % ... 2% ist invariant falls l;/m; € Z. O
1 d

Sei o ein rationaler Kegel, der durch d linear unabhangige Vektoren erzeugt wird. Sei
N’ C N das Untergitter, welches von den minimalen Elementen in o N N entlang der
Kanten erzeugt wird. Dies gibt einen Kegel ¢’ in N mit C" = U,» — U,.

Satz 4.4. Mit den Notationen von oben gilt:

U, =Uy /G =C"/G

Beweis. Die Behauptung folgt aus:
U, = Specm (Clo¥ N M]) = Specm (C[(¢")Y N M%) = U, /G
O
Allgemeiner gilt: Falls ¢ von r < d linear unabhéingigen Vektoren, die in N liegen,

erzeugt wird (o heifit dann simplizialer Kegel), dann ist U, das Produkt eines Quo-
tienten wie oben und eines Torus.

Definition 4.5. Fin Facher % heiyfit simplizial, falls alle Kegel simplizial sind. Die
zugehorige torische Varietit Xs heifst dann torische V-Mannigfaltigkeit (Orbifold).

5 Limes Punkte

Definition 5.1. FEine 1-Parameter Untergruppe von T ist ein Morphismus von alge-
braischen Varietaten

AN C =T

der zusdatzlich ein Gruppenhomomorphismus ist.
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Lemma 5.2. Die 1-Parameter Untergruppen sind alle von der Gestalt

Ay : C"— T = Homyy(M,C)

2 (u s 20)

firve N.

Beweis. Sei A ein Morphismus zwischen C* und 7. Auf der Ebene von C-Algebren
gibt dies einen Algebrenhomomorphismus ¥ : C[M] — C[z,z!]. Dann existieren
P,Q € Clz,z7] mit U(t*) = Pund U(t7%) = Q, s.d. gilt 1 = ¥(t*)-¥(t ) =P Q.
D.h. sowohl P als auch @ darf keine Nullstelle auf C* haben, also P = z*®* und
Q = 7% Weiterhin gilt

xk(u1)+k(u2) _ xk(u1) _xk(uz) _ \Ij(tul) . ‘If(tu2) _ \Ij(tuﬁuz) _ xk(“1+u2)

Daraus folgt, da§ A bzw. W durch eine Z-lineare Abbildung k = (-,v) € Hom(M,Z) = N
bestimmt ist:

Y : C[M] — Clz, 27
£ )

Ist z € C*, dann ist A,(z) durch den Halbgruppenhomomorphismus u 2{uv) gegeben.
m

Sei ¥ ein Fécher. Wir interessieren uns jetzt fiir die Existenz von Limiten lim, o A\, (2)
in Xz;.

Beispiel 5.3. Sei X der Ficher in Ng ~ Z* @ R mit dem mazimalen Kegel R%. Sei
v = (v1,v2) € N. Dann ist \, gegeben durch
Ay i CF — (C)?
z > (2", 2%) (5.0.7)

= (0,1)
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Wenn v € T, dann ist der Limes lim,_,o A\, (2) der Punkt z..

Wir haben oben fiir jeden Kegel 7 in einem Facher Y einen ausgezeichneten Punkt z,
in U, definiert. Wenn 7 eine Seite von o ist, dann ist U, in U, enthalten, daher wollen
wir x, als Homomorphismus von S, nach C definieren. Der Homomorphismus ist:

S, — C
1 fallsu e 7+
u —
0 sonst

Obige Abbildung ist wohldefiniert, da 7 N ¢ eine Seite von ¢V ist. Wir haben somit
gezeigt, dafl x; unabhangig von der Karte U, ist,d.h. wenn 7 < ¢ < 7, dann bildet die
Inklusion U, < U, den Punkt z, definiert in U, zum Punkt x, definiert in U,.

Satz 5.4.

1. Seiv € |X| und T ein Kegel in ¥, der v in seinem relativen Inneren enthdlt, dann
gilt im, o Ay (2) = .

2. Ist v in keinem Kegel von o enthalten, dann existiert lim, o \,(z) nicht in X"
Beweis. Wir beweisen zuerst 1.: Sei o ein Kegel in X, der 7 als Seite enthélt. Der
Punkt \,(z) entspricht dem Homomorphismus u + %%, Fiir u € S, gilt (u,v) > 0

und (u,v) = 0 genau dann wenn u € 7. Daraus folt, da fiir = — 0 der Limes
Homomorphismus dem Punkt x, entspricht.

Wir beweisen 2.: Wenn v nicht in o enthalten ist, konnen wir ein v € ¢¥ wahlen, so
daf (u,v) < 0 gilt (folgt beispielsweise aus Lemma 2.9). Es gilt dann A, (2)(u) — oo fiir
z — 0, d.h der Limes existiert nicht in UZ". [

6 Torus Wirkungen

Ist o ein Kegel in N, dann operiert der Torus Ty auf U,,
Ty x Uy — U,.

Ein Punkt ¢t € Ty bzw. z € U, kann mit einer Abbildung ¢, € Homy,(M,C) bzw.
Y, € Hompy(S,,C) identifiziert werden. Das Produkt ¢ -z € U, wird dann durch
Yy - Yy € Homyg(Ss, C) definiert. Die Abbildungen auf den Algebren ist durch

C[S,] — C[M]® C[S,]
tY =ttt
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gegeben. Sei ¥ ein Facher mit Kegeln o7 und o5, dann ist die Torus Operation kompat-
ibel mit der Abbildung U,,ns, < Us,, d.h. wir bekommen ein kommutatives Diagramm

TN X Ua'1 <_TN X Uo’1|’10’2 ﬁTN X UO’2

| | |

UO’1 Uo’1 No2 UO'Q

Daraus folgt, dal der Torus auf der torischen Varietat Xy, operiert.

TNXX2—>X2

Wir wollen jetzt die Orbits dieser Toruswirkung charakterisieren. In Kapitel 4 haben
wir zu jedem Kegel o in ¥ einen ausgezeichneten Punkt z, definiert. Diese Punkte
geben Torusorbits

O(O’) = TN Ty C XZ

Wir werden zeigen, daf3 dies schon alle Orbits liefert.

Sei o ein Kegel in ¥ und sei N, das Untergitter in N welches von ¢ N N erzeugt wird.
Sei
N(o)=N/N, M(o)=0c"NM

das Quotientengitter und sein duales Gitter. Die Paarung (-,-) : M x N — Z induziert
eine nicht entartete Paarung

(,)Y:o0tNMx N(o) — 7Z
welche folgenden Isomorphismus liefert
Homz(o" N M,C*) ~ Homz(o" N M,Z) @7 C* = N(0) @7 C* = Ty(s)

Lemma 6.1. Sei o ein endlich erzeugter, rationaler, strikt konvexer Kegel in Ng. Dann
qilt

O(c) = {y € Homyy(Ss,C) | v(m) #0 < m € o= N M} ~ Homz(o" N M,C*) ~ T,
Beweis. Die Menge O’ = {v € Homy,(S,,C) | v(m) # 0 < m € o-NM} enthilt z, und
ist invariant unter der Operation von Ty. Dies liefert O(c) C O’. Die Einschréankung
eines v € O" auf o+ N M liefert einen Gruppenhomomorphismus 4 : o+ N M — C*.

Umgekehrt liefert ein Gruppenhomomorphismus 4 : o N M — C* einen Element in O’
durch

¥(m) firm € ot N M
y(m) =
0 sonst

Dies zeigt O’ ~ Homgz(ot N M, C*).
Wir tensorieren die surjektive Abbildung N — N (o) mit C* und erhalten die Surjektion

TN = N®Z Cr — TN(O’) = N(O’) X7z C* ~ Homz(UJ_ ﬂM,C*)
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Die Bijektionen
Tnw) =~ Homg(o= N M,C*) ~ O

sind kompatibel mit der T-Wirkung, dass heifit T operiert transitiv auf O’. Das zeigt
O =Ty -z, =0(0). O

Theorem 6.2 (Orbit-Kegel Korrespondenz). Sei ¥ ein Facher in Ng und Xx die
zugehorige torische Varietat. Es gilt:

1. Es gibt eine bijektive Korrespondenz
{Kegel o in X} <> {Tn-Orbits in Xx}
o < O(0) ~ Homz(o- N M, C¥)
2. Sei d = dim Ng, dann ist dimO(c) = n — dimo.

3. Die affine Varietat U, ist folgende Vereinigung von Torus-Orbits

U, =|J o)

T<0

4. T < o genau dann wenn O(c) C O(T) und

wobei O(1) sowohl den Abschluf$ in der Zariski Topologie als auch in der analytis-
chen Topologie bezeichnet.

Beweis. Sei O ein Tx-orbit in X,. Da Xy, von den Ty-invarianten affinen Karten U,
iberdeckt werden und U,, N U,, = U,,ns, gilt, gibt es einen eindeutig bestimmten
minimalen Kegel o € ¥ mit O C U,. Wir zeigen O = O(0).

Sei v € O und uq,...,us € M minimale Erzeuger von ¢". Wir konnen annehmen, dafl
Y(ur)y ..oy y(ug) # 0 und Y(ugyr) = ... = y(us) = 0. Sei 7% die minimale Seite die
Uq, ..., ux enthdlt. Sei jetzt ' € (0¥ \ 7*) N M, 7" der Kegel mit v € Relint(7') und
Uiy, - - ., u;, die Erzeuger von 7/. Dann gibt es eine Linearkombination

u/ — )\iluil + e + )\iluil
mit A\;; € Qsp. Seip € Nmit p- Ay, € Zso. Es gilt
V() =y(pu') = (A, + -+ pigug,) =y (ui )Py ()P =0

da{k+1,....s}N{iy,...,4} #0, dh. y(u)=0.
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Die uy, ..., u, missen eine Teilmenge der Erzeuger u;,, ..., u; von 7% sein, da ansonsten
Ui, ..., us nicht minimal ist. Nehme an wy,...,ux C u;,, ..., u;, dann gilt ahnlich wie
oben fiir alle ' € Relint(t*) N M

YW =~(pu') = y(pAjuj + .+ A ug,) = v, P _ry(uil)p)\il —0

Das ist aber nicht moglich, da 7* die kleinste Seite ist, die uq, ..., uy enthalt und damit
der von uy, ..., u; erzeugte Kegel einen Punkt im Inneren von 7* enthalten muss, d.h.
die uq,...,u; erzeugen 7*.

Sei also v/ = Aug + ...+ Apuy, € 7N M.

(') = y(pu') = y(pArus + - .. + pAgug) = y(u)PM Ly (ug)P #£ 0

Wir haben somit gezeigt, dafl
fuco'NM|yu)£0y=7"N"M=c"N7"NM

fiir eine Seite 7 C o. Nach Lemma 3.11 folgt dann ~ € U,. Da ¢ aber minimal gewahlt
wurde mit dieser Eigenschaft, folgt o = 7 somit

{fuco’NM|yu)#0}=0c"NM

und damit v € O(o) nach Lemma 6.1. Daraus folgt aber O = O(0), da zwei Orbits
entweder disjunkt oder gleich sind.

Die Aussage 2. folgt aus Lemma 6.1 und der Exaktheit der Sequenz 0 — N, - N —
N(o) — 0.

3.): Da U, Torus invariant ist, ist es eine Vereinigung von Orbits. Der Beweis von 1.)
zeigt dann, dafl jeder Orbit von der Form O(7) C U, C U, fiir eine geeignete Seite o ist.

4.) Sei man der Abschlufi von O(7) in der analytischen Topologie. Indem man Folgen
in O(7) betrachtet, kann man leicht schen, daB O(7)" Ty-invariant und damit eine
Vereinigung von Orbits ist. Nehme an, dal O(o) C man. Dann ist O(1) C U,, denn
ansonsten ware O(7) N U, = 0, d.h. O(T)an N U, =0, da U, offen ist. Wegen 3. folgt

dann 7 < 0.

-, an an

Nehme nun an, da 7 < 0. Um O(o) C O(7) zu beweisen, reicht es aus O(7) N
O(0) # 0 zu zeigen.

Fir x, € U, bezeichnen wir mit ¢, den zugehorigen Halbgruppenhomomorphismus fiir

den gilt
1 firuertnM
wa <u> = {

0 sonst

Sei v € Relint(o). Definiere fiir z € C*
1) = Mu(e) - 7
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Die zugehorige Familie von Halbgruppenhomomorphismen ist
w28y ()

Wir haben ~(z) € O(7) fiir alle z € C* da der Orbit von x, gleich O(r) ist. Da fiir
v € Relint(o) (u,v) >0 fir u € ¢ \ o und (u,v) = 0 fiir u € o gilt, existiert, wegen
Satz 5.4 1., der Grenzwert lim,_,oy(z) und ist gleich dem Punkt x, € O(c). Das zeigt
O(r)" N O(0) # 0 und damit die erste Behauptung in 4. sowie

o™ =J o)

T<0

Es bleibt zu zeigen, dafl der analytische Abschluf} gleich dem Zariski Abschluf} ist. Der
Schnitt von O(7)  mit der affinen offenen Karte U, ist

o' nU, = |J 0(0)

T<0=<0’

Definiere ein Ideal I C C[(¢o”)" N M]
[:=C[((¢")\ 7F) N M]

Wir wollen zeigen, da§ V(I) = | O(o). Es gilt

T<0=<0’

reV(I) e (u)=0 fir ve(o)"NMundu g7t

d.h. auBerhalb von 7+ verschwindet 1, € Homy,,(c¥ N M, C). Sei andererseits x € O(0)
fiir ein ¢ mit 7 < o < o/, d.h. ¥, € Homp,(cV N M). Da ot C 7t gilt insbesondere
¥z(u) = 0 fir u & 7. Daher folgt V(I) = U, ~,-, O(c). Da jede Zariski abgeschlossene
Menge auch analytisch abgeschlossen ist, folgt, da§ V(I) die kleinste abgeschloflene
Menge in der Zariski Topologie ist, die O(7) enthdlt und daher ihr Zariski Abschlufl
ist. [l

Sei 3 ein Féacher in Ng und 7 € 3. Betrachte die Quotientenabbildung
NR — N(T)R

Fiir o € ¥ mit 7 < o bezeichnen wir mit & das Bild in N(7)g, welches wieder ein
rationaler endlich erzeugter Kegel ist (— Ubung).

Lemma 6.3. Die Menge
Star(t) ={d C N(T)g | T <0 € X}

ist ein Facher in N(7)g.

Satz 6.4. Sei ¥ ein Ficher und 7 € ¥, dann ist der Abschlufi V(1) := O(1) isomorph
zur torischen Varietdt X (Star(r)).
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7 Torische Abbildungen

Definition 7.1. Seien Ny und Ny Gitter und ¥y bzw. g Fécher in (N1)r bzw. (No)g.
Eine Z-lineare Abbildung ¢ : Nv — Ny ist kompatibel mit den Fachern i and 3,
falls fir jeden Kegel oy € ¥y ein Kegel oo € Yo existiert, so daff ¢pg(o1) C 09.

Beispiel 7.2. Sei N, = Z* mit Basis e; und ey und X, der folgende Fdcher

04
(—1,7") (o]
®2

03

02

| ¢

Die zugehorige torische Varietat heifst die r-te Hirzebruchfiache. Die Abbildung ¢y ist

kompatibel, die Abbildung ¢o ist nicht kompatibel, da (¢2)g(03) in keinem Kegel liegt.

Definition 7.3. Seien Xy, bzw. Xy, torische Varietiten mit Fachern X1 in (Np)r
bzw. Yo in (Na)g. FEin Morphismus ¢ : Xx, — X, heifst torisch, falls ¢ den Torus
Tn, C Xy, in den Torus T, C Xy, abbildet.

Satz 7.4. Sei ¢ : Ny — N, eine kompatible Z-lineare Abbildung. Dann gibt es eine
torische Abbildung ¢ : X, — Xs,, so daff ¢ry, folgende Abbildung ist:

¢ ®id: Ty, = Hompy(My,C*) = Ny @z C* — Ny @7 C* = Homy,, (M, C*) = Ty,

Beweis. Sei oy ein Kegel in 1. Da ¢ kompatibel ist, gibt es einen Kegel oy in ¥
mit ¢(o1) C 0y. Die duale Abbildung gibt: av : 0y — oy und damit eine Abbildung
C[Ss,] — C[S,,], also eine Abbildung zwischen affinen torischen Varietéten ¢, : Uy, —
Uy,. Sind zwei Kegel 01,7, in 3 gegeben, dann existieren Kegel o9, v in 39, so daf} die
folgenden Diagramme kommutieren

op<—01MNm > Us, < Usy N U’h ’ U’Yl
0'2<_0—2m72_>72 Uc;z(_UogmUwéU’h
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das heifit wir konnen die Abbildungen ¢, verkleben und erhalten eine Abbildung ¢ :
X5, — Xs,. Die Abbildung ¢ bildet den Kegel {0} C (N;)g in den Kegel {0} C (N2)g
ab. Der zugehorige Monoid Homomorphismus My — M induziert dann die Abbildung
HOmhg<M1,C*> = N; ®z C* — Ny ®g, C* :Homhg(Mg,C*). O

8 Kompakte torische Varietaten

In diesem Kapitel wird eine kompakte torische Varietdt anhand ihres Fachers charak-
terisiert.

Definition 8.1. 1. Der Trdager eines Fdchers Y ist die Menge

== o

oceX
2. Ein Fdacher X heifst vollstandig, falls sein Trdager ganz Ny ist, d.h.
| 3 [= Nr

Satz 8.2. Sei Xy eine torische Varietat. Folgende Aussagen sind dquivalent

1. X3¢ ist kompakt.
2. Der Limes lim, o \,(z) existiert fiir alle v € N.

3. Der Facher X ist vollstandig.

Beweis. 1 = 2: Sei v € N und (z;) eine Folge in C* mit limy . 2z — 0. Da X&
kompakt ist, hat die Folge A, (zx) eine konvergente Teilfolge A, (zx,) mit lim; oo A\p(25,) =
v € X¢". Da X{" die Vereinigung von affinen torischen Varietéaten ist, gibt es einen
Kegel o, so dal v € U,. Sei u € 0¥ N M. Das Element t* € C[o¥ N M| gibt eine
Abbildung t* : U™ — C. Es gilt

1) = lim t"(A\,(z,)) = lim 2"
i—00 i—o0
Da 2z, — 0 muss (u,v) > 0 fur alle u € 0¥ N M gelten und daher auch (u,v) > 0 fur alle
u € ¢”. Das heifit v € (¢¥)Y = 0. Satz 5.4 zeigt dann, daB lim, ,o A,(z) in U2" (und
damit in X§") existiert.

2 = 3: Sei v € N. Betrachte den Limes lim, ,o A\,(2). Da die U%" den Raum X&"
iiberdecken, existiert ein o, so daf§ U™ den Limes enthalt. Aus Satz 5.4 folgt dann, daf
v € o N N. Also ist jeder Punkt in N C Ny in einem Kegel von ¥ enthalten und daher
ist X vollstandig.
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3 = 1: Wir beweisen die Aussage per Induktion nach d = dim Ng. Im Fall d = 1
gibt es nur einen einzigen vollstandigen Facher, namlich der Facher mit zwei maximalen
Kegeln, die von 1 und —1 aufgespannt werden. Die zugehorige torische Varietit P! ~ S?
ist kompakt.

Nehme an die Aussage gilt fiir alle vollstandigen Facher der Dimension < d und sei X
ein vollstindiger Ficher in Ng ~ R?. Sei (7;) ein Folge in X&. Wir zeigen, daf ()
eine konvergente Teilfolge hat. Dies ist ausreichend, da X{" die Vereinigung von endlich
vielen affinen torischen Varietaten U2" ist, deren analytische Topologie von einer Metrik
induziert wird, und wir oBdA annehmen koénnen, dafl die Folge vollstandig in einem UZ2"
enthalten ist.

Desweiteren kann man annehmen, daf () in einem Torusorbit O(7) enthalten ist (da
X&" die Vereinigung von endlich vielen dieser Orbits ist). Falls 7 # {0} ist, dann ist der

Abschluff von O(7) in X§" die torische Varietat V(1) = Xgj, ) der Dimension < d— 1.

Da ¥ vollsténdig ist, ist kann man leicht sehen, da§ Star(7) auch vollstandig in N(7)r
ist. Die Induktionsannahme zeigt dann, dal (%) eine konvergente Teilfolge hat. Sei
also 7 = {0}, d.h. die Folge liegt im Torus 73" C X&".

Fir v € Ty ~ Homgz (M, C*) betrachten wir die Abbildung

L(y): M —R
u > log [7(u)|

Da L(v) ein Homomorphismus ist, gilt L(y) € Homgz(M,R). Wir wenden jetzt die
Abbildung L auf die Folge () an. Da ¥ vollstandig ist, konnen wir annehmen, indem
wir eine Teilfolge betrachte , dafl L(v;) € —o ist fiir ein geeignetes o € X. Fiiru € oYNM
gilt dann

log [ (u)[= (u, L)) <0

Insbesondere gilt dann |y (u) |< 1 fiir alle uw € 0¥ N M. Das heifit fir alle u € ¥ N M
existiert eine konvergente Teilfolge (74,) (moglicherweise abhéngig von u), so dafl v, (u)
konvergiert. Da ¢ ein endlich erzeugter Kegel ist, konnen wir eine konvergente Teilfolge
(7x,) finden, die fiir alle v € 0¥ N M konvergiert, das heifit

Vs jovans =V € Homyy(o¥ N M,C) ~U,.

9 Divisoren

Definition 9.1. Sei X eine iwrreduzible Varietdt. Der Funktionenkorper von X ist
C(X):={f:U— C|U Zariski offen und [ requldre Funktion}/ ~

wobei f ~ g falls fjy = gjv fir eine Zariski offene Umgebung V.
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Definition 9.2. Ein Primdivisor D C X ist eine irreduzible Untervarietdt von X mit
codim(D) = 1.

Im weiteren Verlauf nehmen wir an, dal X normal ist. Zu einem gegebenen Primdivisor
definieren wir den Ring Ox p C C(X) als

Ox.p = {¢ € C(X) | ¢ definiert auf U C X mit UN D # 0}

Da wir X als irreduzibel angenommen haben gilt C(X) = C(U) fiir Zariski offenes
U # () und daher auch Ox p = Oy pnp. Insbesondere konnen wir U = Spec (R) als affin
annehmen.

Ein Primdivisor ist dann die Verschwindungsmenge eines Primideals p der Hohe 1. Eine
Funktion ¢ = f/g € K = Frac(R) ist dann auf einer Zariski offenen Teilemenge von D
definiert, falls g & I(D) = p. Der Ring Ox p hat dann folgende Beschreibung:

OX,Dz{f/g€K|fyg€R,ggp}:Rn

Da R, die Lokalisierung eines normalen Ringes ist, ist R, selbst normal. Da weiterhin
R, Dimension 1 hat, ist er ein diskreter Bewertungsring mit Bewertung

vp : K* = Frac(R,)" — Z
Definition 9.3. Sei Div(X) die von den Primdivisoren erzeugte freie abelsche Gruppe.
FEin Weil-Divisor ist ein Element von Div(X).
Wir ordnen jetzt jeder rationalen Funktion f € C(X)* einen Weil-Divisor zu.

Definition 9.4. Sei X eine normale Varietdit. Der Divisor von f € C(X)* ist

div(f) = vo(f)D

D

Der Divisor div(f) heifit auch Haupt-Divisor. Wir bezeichnen die Menge aller Haupt-
divisoren mit Divy(X).

Definition 9.5. Ein Weil-Divisor auf einer normalen torischen Varietat X heifit Cartier,
wenn er lokal ein Haupt-Divisor ist, d.h. wenn es eine offene Uberdeckung {U;}icr gibt,

Es ist einfach zu sehen, daf§ die Cartier-Divisoren eine Untergruppe C'Div(X) bilden.

Zusammenfassend gilt
Divy(X) C CDiv(X) C Div(X)

Definition 9.6. Sei X eine normale Varietit. Die Klassengruppe von X ist
Cl(X) = Div(X)/Divg(X)
Die Picard-Gruppe von X ist
Pic(X) = CDiv(X)/Divy(X)
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Wir brauchen folgende Aussagen

Proposition 9.7. 1. Sei R ein faktorieller Ring und X = Spec (R), dann gilt

CI(X) =0

2. Sei 0 # U C X eine Zariski offene Menge einer normalen Varietit X und
Dy, ..., Dy die irreduziblen Komponenten von X \ U der Kodimension 1. Dann
st die Sequenz

éZDj — Cl(X) — Cl(U) — 0

j=1

exakt.

Sei jetzt Xy eine torische Varietdt mit Facher ¥. Die 1-dimensionalen Kegel p € (1)
korrespondieren zu Orbits O(p) der Kodimension 1, deren Abschlufl

D, =V, =0(p)

ein Ty-invarianter Primdivisor auf Xy ist. Wir erhalten einen diskreten Bewertungsring

Oxy,p, mit Bewertung
v, : C(Xz)" = Z U {o0}

Fir jedes m € M erhalten wir ein Monom t™ : Ty — C* und daher eine rationale
Funktion in C(Xy)*.

Lemma 9.8. Sei Xy, eine torische Varietdt mit Féicher . Sei p € (1) mit minimalen
Erzeuger u, € N, dann gilt
V(") = (m, up)

Beweis. Da u, € N primitiv ist, konnen wir wu, zu einer Basis e; = u,,e2,...,¢€q
erganzen. Die zu p gehorende affine Varietat ist

U, = Speem (Clzy, 75, ..., 23]) = C x (C*)*!
und D, = U, ist gegeben durch z; = 0. Der Ring Ox,, p, ist gegeben durch

OXE,D,J = OUP,UPHD = Clzy,..., 24 (1)

Das Element f € C(zy,...,2,)* hat die Bewertung v,(f) = € Z falls
f:xll% g, h € Clzy, ... x4\ (21)

Fir ein gegebenes m € M haben wir

pm = glmenglmes) | glmea) _ ylmap)ymoea) - ylm.ea)
Dies gibt v,(t™) = (m, u,). O
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Wir berechnen jetzt fiir ein Monom ¢ den zugehorigen Hauptdivisor.

Proposition 9.9. Sei m € M. Der Hauptdivisor div(t™) ist durch

div(t™) = Z (m,u,) D,

pEX(1)

gegeben.

Beweis. Die Orbit-Kegel Korrespondenz zeigt, daf die D, die irreduziblen Komponenten
von Xy \ T sind. Da ¢ auf dem Torus T definiert ist und dort ungleich null ist, ist
der Support von div(t™) in J,cy ;) D, enthalten. Daher gilt

div(t™) = Y v,(t")D,
peX(1)

Da v,(t") = (m,u,) folgt die Behauptung. O

Die Orbit-Kegel Korrespondenz zeigt, dafl Divisoren von der Gestalt

Z a,D,

pEX(1)

genau die Ty-invarianten Divisoren sind. Wir definieren

Divr, (Xs) = €5 ZD, C Div(Xy)

peX(1)
Theorem 9.10. Die folgende Sequenz ist exakt
M — DiUTN(XE) — CZ(XE) — 0

wobei die linke Abbildung durch m w— div(t™) gegeben ist. Die Sequenz ist eine kurze
ezakte Sequenz genau dann wenn {u, | p € 3(1)} den Vektorraum Ng aufspannt.

Beweis. Da D, die irreduziblen Komponenten von X, \ T sind, haben wir nach Propo-
sition 9.7 2. die exakte Sequenz

D’iUTN(XE) — CZ(XE) — CZ(TN> — 0

Da Ty = Specm (C[M]) und C[M] ~ C[t{,...,t;] ein faktorieller Ring ist gilt nach
Proposition 9.7 1., daBl Cl(Txy) = 0, d.h. Divyp,(Xs) — Cl(Xy) is surjektiv. Die
zusammengesetzte Abbildung M — Divr, (Xx) — Cl(Xy) ist offensichtlich gleich null,
da m — div(t™) und Hauptdivisoren in Cl(Xy) verschwinden. Sei jetzt umgekehrt
D € Divr,(Xy) ein Weil-Divisor, der in Cl(Xy) verschwindet, dann gilt D = div(f)
fir ein f € C(Xx)*. Da der Support von div(f) im Komplement von Ty liegt, ist f auf
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Ty eine invertierbare Funktion, d.h. f € C[M]*. Wegen Lemma 9.11 folgt f = ct™ fiir
ein c € C* und m € M. Auf Xy gilt dann

D = div(f) = div(ct™) = div(t™)
das heifit die Sequenz ist exakt.

Sei nun m € M gegeben, so dal div(t™) = > (m,u,)D, =0, d.h. (m,u,) =0 fir alle
p € X(1). Nehme an die u, spannen Ng auf, dann folgt m = 0, d.h. die Sequenz ist
exakt. Falls die u, Ng nicht aufspannen, ist der Annihilator ihres Spans in Ng ungleich
null, d.h. die Sequenz ist nicht exakt. O]

Lemma 9.11. Sei f € C[M]*, dann gilt f = ct™ fir c € C* und m € M.

Beweis. Sei [ = (tlh—id)n Es gibt g = (tlh—z)m € C[M]* mit

Also hy-hg = (t1...tg)"™™. Daraus folgt aber (aus Gradgiinden), dafl » und g Monome
sein miussen. O

Beispiel 9.12. Sei o der Kegel in R? der durch u, = de; — ey und us = eo erzeugt wird.
Sei my, my die duale Basis in M, d.h. m;(e;) = 6;;. Es gilt

div(t™) = (mq,u1) Dy + (ma,uz) Dy = dD;
div(t™?) = (ma, u1) Dy + (Mo, us) Dy = —Dy + Dy

Die exakte Sequenz ist dann
M ~ 72 2 Divy (U,) ~ 72 —s 7,)dZ.

wobet die Matriz A durch

gegeben ist.

Sei
CDZ"UTN (Xz) C Di’UTN (XE)

die Gruppe der Ty-invarianten Divisoren.

Korollar 9.13. Die folgende Sequenz ist exakt
M — CDZ'UTN(XE) — PZC(XE) — 0

Die Sequenz ist eine kurze exakte Sequenz genau dann wenn {u, | p € X(1)} den
Vektorraum Ng aufspannt.
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Beweis. Sei D ein Cartier-Divisor der L € Pic(Xyx) reprisentiert. Da auf Xy jeder
Cartier Divisor ein Weil-Divisor ist, gilt wegen Theorem 9.10

D~ a,D,
P

Da D Cartier ist, ist auch }  a,D, Cartier, d.h. 3 a,D, € CDivr,(Xx). Dies zeigtdie
Surjektivitiat der rechten Abbildung. Die Exaktheit in der Mitte folgt aus Theorem
9.10. 0

Wir mochten jetzt Cartier-Divisoren charakterisieren. Dafiir brauchen wir einige vor-
bereitende Lemmata.

Lemma 9.14. Sei G eine Gruppe und X*(G) die algebraischen Homomorphimen von
G nach C*. Dann ist X*(G) eine linear unabhdngige Teilmenge in Map(G,C).

Beweis. Sei x1,...,xn € X*(G) paarweis disjunkt, linear abhéngig und n minimal mit
dieser Eigenschaft. Dann existieen A{,..., \,_1 € C* so dafl

Xn = AX1+ -+ Ao1Xno1

Da x1 # xn existiert 5 € G mit x1(5) # xn(5). Es gilt sowohl

Xn(@)Xn(B) = (Aixa(a) + .o 4+ A1 Xn-1(2)) xn(B)

als auch
Xn(aﬂ) = ()\1X1(Q)X1(6) +...+ )‘n—1Xn—1<O‘)Xn—1(B))

Da Xn(aﬁ) = Xn(a)xn(83) folgt
M (B) = xa(B)xa + -+ A1 (X1 (B) = Xa(B))Xn-1 =0

im Widerspruch zur Wahl von n. ]

Lemma 9.15. Fir G = Tx = Specm (C[M]) gilt X*(T) = {t"™ | m € M}.

Beweis. Die Inkulsion D ist klar. Die andere Inklusion folgt aus der Tatsache, dafl ein
f € X*(T) in C[M]* liegt, aus Lemma 9.11 und f(1) = 1. O

Lemma 9.16. Sei V' ein endlich dimensionaler C-Vektorraum und 7 : T xV — V eine
algebraische und lineare Wirkung von T auf V' (eine algebraische Darstellung von T ).

Sei
Vi ={veV|n(g)v=x(g)v, Vge T}
Dann gilt
V= Vi
(T)

XEX*
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Beweis. Sei B eine Basis von V. Fiir g € T bezeichnen wir mit m;;(g) die Matrix von
7(g) bzgl. B. Da die Operation algebraisch ist gilt m;; € Op(T) = C[M], d.h 7;; ist eine
Linearkombination von Charakteren. Wir haben somit folgende Darstellung:

wobei u, € End(V). Fir g, h € T gilt

> x(@x(huy =7(gh) = w(g)m(h) = Y x(9)x'(h)uy o uy’

x*(T) XX €X*(T)

Wende jetzt Lemma 9.14 auf die Gruppe 7' x T" an. Indem wir Komponenten (3, j)
beziiglich der Basis B vergleichen,

Z X(9)x(h)(uy)ij = Z X(9)X'(h)(uy 0 uy)i

x*(T) X,x' €X*(T)

sehen wir, daf8 (u, ouy);; = 0 fiir x # X’ und (uy 0 uy)ij = (uy)ij, also u, o u,y = 0 und
Uy O Uy = Uy.

Andererseits gilt

Z uy, = m(e) = idy

XEX*(T)

d.h. wenn wir W, = u, (V') definieren folgt aus wu, o u,y = 0 und u, o uy = u,.

x€X*(T)
Fir v € M, gilt u,(v) = v und
=1 D X(@uy | ouyv) =x(9)i(v) = x(g)v
X' €X*(T)
also W, =V,. O

Betrachte die Toruswirkung 7" x U, — U, . Fiir festes g € T' gibt die Abbildung

ly: Uy — U,
T g-T

Die entsprechende Rechtsoperation auf dem Koordinatenring C[S,] ist dann

lg : C[S,] — CI[S,]
fr=folg
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Lemma 9.17. Sei A C C[M] ein C-Untervektorraum der stabil unter der Ty-Wirkung
1st. Dann gilt

Beweis. Sei A" := @, C- 1™ C A. Es bleibt A C A’ zu zeigen. Sei 0 # f € A. Da
A C C[M] kénnen wir f folgendermafien schreiben

F=)cmt™ (9.0.8)

mel

wobei I C M endlich ist und ¢,, # 0 fiir alle m € I. Dann gilt f € BN A, wobei
B = Span(t™ | m € I) C C[M]

Da die t™ Homomorphismen von (C*)¢ nach C* sind, gilt t™(g - x) = t™(g) - t™(x), d.h.
B und damit auch BN A sind stabil unter der T-Wirkung. Aus Lemma 9.16 folgt dann
dal B N A durch simultane Eigenvektoren der T-Wirkung aufgespannt wird. Da aber
BN A C C[M] und fiir C[M] die Charaktere t" eine Basis von Eigenvektoren darstellen,
folgt daBl BN A von Charakteren die in BN A liegen aufgespannt wird, d.h. f € A". O

Proposition 9.18. Sei 0 C Ny ein strikt konvexer, rationaler, endlich erzeugter Kegel.
Es qilt

1. Jeder Tn-invariante Cartier Divisor auf U, hat die Form div(t™) fir ein m € M.

2. Pic(U,) = 0.

Beweis. Sei R = C[S,] und K = Frac(R). Sei D = }_ a,D, ein Ty-invarianter,
effektiver, Cartier Divisor. Die Menge

I={fe K| f=0oder f #0und div(f) > D}

ist in R enthalten, da

R= (] R,

codimp=1

gilt. Fiir g € R gilt div(fg) = div(f) + div(g) > div(f) > D. Das heifit [ ist ein Ideal
in R. Da der Divisor D invariant unter der Tn-Wirkung ist, ist auch [ invariant. Nach

Lemma 9.17 gilt:
I=fcm= g c- (9.0.9)

tmel div(tm)>D

Fir p € o(1) gibt die Orbit-Kegel Korrespondenz (Theorem 6.2 4.) die Einbettung

O(c) = O(p) = D,. Sei p € O(c) . Da D Cartier ist, existiert eine Umgebung U
von p so daBl Dy = div(f)p fiir ein U € C(U,)*. Wir kénnen oBdA annehmen, daf§

39



U = D(h) = Specm (Ry,) fiir ein h € R mit h(p) # 0. Da D effektiv ist, gilt f € Rj, und
da h auf U invertierbar ist konnen wir sogar f € R annehmen. Es gilt

div(f) = wvp,(H)D,+ Y ve(f)E> vp,(f)D,=D.

E+D,

wobei > 4D, die Summe tber alle Prim Divisoren ungleich D, ist. Das groler-gleich
Zeichen folgt, da f € R und das letzte Gleichheitszeichen folgt aus

D|U = div(f)‘U (9010)

und p € U N D, fiir alle p € o(1). Das zeigt f € I, da div(f) > D. Wegen Formel
(9.0.9) kénnen wir f folgendermaflen schreiben:

f = Z aitmi

mit a; € C* und div(t™) > D. Die Einschrénkung nach U liefert dann div(t™)y >
div(f)jy, d.h. t™/f ist eine reguldre Funktion auf U. Es gilt

> ait™ i
1= T = Z aiT
Da p € U ist, gilt (™ /f)(p) # O fiir ein 7. Das heifit es gibt eine Umgebung V' C U von
p auf der t"i/ f nicht verschwindet. Es gilt daher
div(t™) |y = div(f)v = Djv
Das sowohl der Trager von div(t™) als auch der Trager von D in |J, D, enthalten ist

und p € V N D, gilt, folgt div(t™) = D.

Sei jetzt D ein beliebiger Ty-invarianter Cartier Divisor auf U,. Da dim¢" = dim Mg
gilt (o ist per Voraussetzung streng konvex), konnen wir ein m € ¢¥ N M finden, so daf
(m,u,) >0 fiir alle p € o(1) gilt. Daher ist

D' = D + div(t"™),

fiir gentigend grofle k, ein effektiver Divisor. Das heifit D’ ist Divisor ein Charakters
und dasselbe gilt fiir D.

Die zweite Aussage folgt dann aus Korollar 9.13. n

Proposition 9.19. Sei X ein Fdcher in Ng und Xx, die zugehorige torische Varietdt.
Wenn ¥ einen Kegel der Dimension d enthdlt, dann ist Pic(Xs) torsionsfrei.
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Beweis. Wegen Korrolar 9.13 reicht es zu zeigen: Falls D ein Ty-invarianter Cartier
Divisor ist und kD ein Divisor eines Charakters (fiir £ > 0), dann ist D selbst Divisor
eines Charakters. Sei also D =3 a,D, und kD = div(t™) fiir ein m € M.

Sei o ein Kegel der Dimension n. Da D Cartier ist, ist D)y, auch Cartier. ES gilt
Dy, = Y _ a,D,
pea(l)
Wegen Proposition 9.18 gilt Dy, = div(t™)y,. Daher gilt
a, = (m',u,) firalle peo(l).
Andererseits zeigt kD = div(t™), daB
ka, = (m,u,) firalle peo(l)

gilt. Da die u, Nr aufspannen folgt km' = m. Wegen kD = div(t*™") folgt dann auch
D = div(t™). O

Proposition 9.20. Sei X5 eine torische Varietat mit Facher Y. Folgende Aussagen
sind dquivalent.

1. Every Weil divisor on Xy is Cartier.
2. Pic(Xyx) = Cl(Xyx)
3. Xy st glatt.

Beweis. (1) < (2) ist klar und (3) = (1) auch. Es bleibt (1) = (3) zu zeigen. Sei
jeder Weil-Divisor auf Xy Cartier und sei U, C Xy eine affine offene Karte. Da
Cl(Xx) — Cl(U,) surjektive ist, ist auch auf U, jeder Weil-Divisor Cartier. Da wegen
Proposition 9.18 die Picardgruppe Pic(U,) verschwindet, bekommen wir aus Theorem
9.10 die surjektive Abbildung

M — Divy, (U,) = €D ZD,
pEa(l)
Fir o(1) = {p1, ..., ps} kann man diese Abbildung folgendermafien schreiben:
M — 7
m = ((m,uy,),. .., (m,u,,)) (9.0.11)

Definiere die Abbildung ® : Z* — N mit ®(ay,...,as) = Y ;_; a;u,,. Die duale Abbil-
dung
®*: M = Hom(N,Z) — Homgy(Z°,Z) ~ 7

ist die Abbildung 9.0.11. Wegen dem Elementarteilersatzn gilt
O surjektiv. < @ injektiv und N/P(Z*) torsionsfrei

& Up,, ..., U, Teil einer Z-Basis

Daraus folgt, dafl U, glatt ist. Da o beliebig war, folgt die Aussage. n

41



Wir mochten jetzt verschiedene Charakterisierungen von Ty-invarianten Cartier Divi-
soren geben. Sei ¥, C X die Menge der maximalen Kegel, also der Kegel die in keinem
anderen Kegel echt enthalten sind.

Theorem 9.21. Sei Xy, eine torische Varietdt mit Féacher ¥ und D = Ep a,D,. Fol-
gende Aussagen sind dquivalent:

1. D st Cartier
2. D st ein Hauptdivisor auf jeder affinen Karte U,
3. Fir jedes o € X existiert ein m, € M mit (my,u,) = —a, fir alle p € o(1)

4. Fiir jedes 0 € ¥4, existiert ein m, € M mit (my,u,) = —a, fir alle p € o(1)
Ist D Cartier und die {m,},cx wie in Aussage 3., dann gilt

(a) m, ist eindeutig mod M (o) = o+ N M

(b) Ist T eine Seite von o, dann ist m, = m, mod M(T).

Beweis. Die Aquivalenzen (1) < (2) < (3) folgen direkt aus Proposition 9.18. Die
Richtung (3) = (4) ist klar. Die Richung (4) = (3) folgt da jeder Kegel 7 in einem
maximalen Kegel o € 3,,,, enthalten ist. Gilt (m,,u,) = —a, fir alle p € ¢(1), dann
konnen wir m, = m., setzen.

Wir zeigen jetzt (a): Sei m, € M mit (m,,u,) = —a, fir alle p € o(1) . Fir m'c € M
gilt

(my,u,) =—a, Vpeo(l) < (m) —

Das heifit m, ist eindeutig modulo M (). Aussage (b) folgt aus der Eindeutigkeit und
der Tatsache, dafl (m,,u,) = —a, fiir alle p € 7(1) C o(1) erfiillt. O

Bemerkung 9.22. Sei ¥ ein glatter Fdcher, so daf$ jeder Kegel in einem maximalen
Kegel enthalten ist. Betrachte den Ty-invarianten Weil-Divisor D = Zp a,D,. Da die
maximalen Kegel von einer Z-Basis aufgespannt werden, kénnen wir fir jeden maxi-
malen Kegel o ein eindeutiges my € M finden, s. d. (mq,u,) = —a, fir p € o(1) gilt.
Das heifst jeder Tn-invariante Weil-Divisor ist Cartier.

Die m, aus Teil 3 erfiillen Dy, = div(t™™)y,. Die Menge {m,} heifit Cartier Datum
von D. Wir fithren jetzt eine alternative Beschreibung des Cartier Datums ein.
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Definition 9.23. Sei X ein Fdcher in Ng.

1. Eine stiickweise lineare Funktion ist eine Funktion ¢ : |%| — R die linear
auf jedem Kegel von ¥ ist. Die Menge aller Tragerfunktionen wird mit PL(X)
bezeichnet.

2. Eine stiickweise lineare Funktion heifst ganzzahlig bezuglich des Gitters N falls
e(X|NN)CZ
Die Menge solcher Funktionen bezeichnen wir mit PL(3, N).

Theorem 9.24. Se: X ein Fdcher in Ny.

1. Sei D =3 a,D, ein Cartier Divisor mit Cartier Datum {mq},es. Die Funktion

op:|X]—R
u— @p(u) = (my,u)  firueo

ist eine wohl-definierte stiickweise lineare, ganzzahlige Funktion beziiglich N .
2. Es gilt p(u,) = —a, fir alle p € X(1).
3. Die Abbildung D — @p liefert einen Isomorphismus

CDivy, (Xs) ~ PL(X,N)

Beweis. Theorem 9.21 besagt, daBl m, modulo o+ N M eindeutig ist und da8l m, = m,
modulo (¢ N¢’) N M. Das zeigt, dal ¢p wohldefiniert und linear auf den Kegeln ist.
Sie ist ganzzahlig auf N N [3| da ¢pjs(u) = (me,u) fiir u € o ist. Das zeigt die ertse
Behauptung. Die zweite Aussage folgt aus der Definition von m,,.

Wir beweisen die dritte Aussage. Die Abbildung CDivr, (Xsx) — PL(X, N) ist linear,
da pp g = vp + @g gilt. Die Injektivitat folgt aus der zweiten Aussage. Es bleibt die
Surjektivitit zu zeigen. Sei ¢ € PL(X, N). Da ¢ ganzzahlig beziiglich N ist erhalten
wir einen Halbgruppenhomomorphismus ¢|sny : 0 N N — Z, der sich zu einem Grup-
penhomomorphismus N, — Z ausdehnt. Wegen Homy(N,,Z) ~ M /M (o) erhalten wir
ein m, € M so dafl p,(u) = (my,u). Dann ist D = =", a,D, ein Cartier Divisor
der auf ¢ abgebildet wird. m

Sei D ein Weil-Divisor auf einer normalen Varietat X. Der Divisor D gibt zu einer
Garbe Ox (D) von Ox-Moduln Anlaf:

U Ox(D)(U) :={f € C(X)" | (div(f)+ D)y >0} U{0}

Proposition 9.25. Seien D = E + div(g) linear dquivalente Weil-Divisoren, dann sind
Ox (D) und Ox(E) isomorphe Ox-Moduln.
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Beweis. Es gelten folgende Aquivalenzen:

[ € Ox(D)(U) <= (div(f) + D)y = 0
— (div(f) + E + div(g))jv >0
= (div(fg) + E)u > 0
> fg € Ox(E)(U)

Das heifit Multiplikation mit g induziert einen Isomorphismus von Ox (D) mit Ox (E).
O]

Proposition 9.26. Sei D ein Ty-invarianter Weil divisor auf Xy, dann gilt

Ox,(D)(Xs)= P C-m

div(t™)+D>0

Beweis. Sei f € Ox,(D)(Xx). Dann gilt wegen div(f) 4+ D > 0, da8 div(f)ir, > 0, da
Dy, = 0. Das bedeutet aber, da§ f € C[M] und daher gilt

Ox(D)(Xyx) C C[M].

Desweiteren ist Ox,,(D)(Xyx) stabil unter der Ty-Wirkung auf C[M], da D Ty-invariant
ist. Wegen Lemma 9.17 gilt

Ox,(D)Xz)= @ C-t"

Da t™ € Ox,(D)(Xyx) genau dann wenn div(t™)+ D > 0 gilt, folgt die Behauptung. [

Fir D=3 a,D, und m € M ist div(t™) + D > 0 dquivalent zu
(m,u,) +a, >0 fiir alle p € 3(1)

also
(m,u,) > —a, fir alle p € 3(1)

Wir definieren das Polyeder eines Divisors:
Pp ={m € Mg | (m,u,) > —a, fiir alle p € (1)}
Wir haben daher folgende Umformulierung von Proposition 9.25

Korollar 9.27. Sei D ein Txn-invarianter Weil Divisor, dann gilt

Ox,(D)(Xs)= € C-tm

mePpnNM

Beispiel 9.28. Sei ¥ der Ficher von P* wie in Beispiel 3.14. Die 1-dimensionalen
Kegel werden von u; = ey, us = ey und us = —e; — ey aufgespannt.
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02

03

Betrachte den Weil-Divisor D = D1 + Dy + D3. Das zugehorige Cartier Datum ist:

* * * * *
My, = —€] — €5 My, = 2€] — € My, = —€] + 265

Das Polyeder Pp ist gegeben durch
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