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Jeder Ring auf diesem Blatt sei kommutativ.

Aufgabe 1 (2 Punkte). In der Vorlesung wurde der Funktor A —— Spec A von der Kategorie der kom-
mutativen Ringe in die Kategorie der topologischen Raume definiert.
(a) Zeige, dass dieser Funktor weder voll noch treu ist.
(b) Lasst sich auf analoge Weise ein Funktor A —— Specmax A = {m C A maximales Ideal} definie-
ren? Begriinde deine Antwort.

Aufgabe 2 (6 Punkte). (a) Sei A= A; X ...X A, mit Ringen A;. Zeige, dass Spec A als topologischer
Raum isomorph ist zur disjunkten Vereinigung der Rdume Spec A;,i =1,...,n.
(b) Sei A ein Ring. Zeige die Aquivalenz der folgenden Aussagen:
(i) Spec A ist unzusammenhéngend,;
(ii) A enthilt eine nichttriviale Idemponte (d. h. ein Element e # 0,1 mit e? = e);
(iif) A = A; X A; mit Ringen Aj, A, # 0.

Aufgabe 3 (3 Punkte). Sei A ein Ring. Ubersetze die folgenden algebraischen Aussagen in topologische
Aussagen tiber Punkte und Teilmengen von Spec A:
(a) ,Das Nilradikal von A ist gleich dem Jacobson-Radikal von A.“ Benutze hierzu Aufgabe 2 (c) von
Blatt 2 (bzw. das Analogon fiir Spec A, das ebenfalls gilt).
(b) Sei B ein nullteilerfreier Ring, ¢: A—— B ein Ringhomomorphismus und I € A ein Ideal und
betrachte die Aussage ,¢ faktorisiert durch A/I*

Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei k ein Korper (nicht notwendig algebraisch abgeschlossen) und A eine endlich
erzeugte k-Algebra. Zeige, dass die Menge der abgeschlossenen Punkte in Spec A dicht ist.

Aufgabe 5 (z Punkte). Sei X ein topologischer Raum. Welche der folgenden Zuordnungen fiir offene
Mengen U C X sind Garben?
(@) U+— {f: U—— R | f stetig und beschrinkt} mit Einschrankungsabbildungen gegeben durch
die ibliche Einschrankung von Abbildungen;
(b) U +—— S fiir eine feste Menge S mit Einschrankungsabbildungen immer ids.

Aufgabe 6 (2 Punkte). Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper, n € IN und A € M, (k) eine n X n-
Matrix. Finde einen Zusammenhang zwischen dem Spektrum von A (d. h. der Menge aller Eigenwerte)
und dem Spektrum eines geeigneten Rings im Sinne der Vorlesung.
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