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Einleitung

Aufgabe der vorliegenden Arbeit ist es, Orbitalintegrale zu berechnen. Was ein Orbi-
talintegral ist, kann man so verstehen: Eine lokal kompakte Gruppe G, zum Beispiel
die Gruppe der F-wertigen Punkte einer algebraischen Gruppe fiir einen lokalen
Korper F, besitzt ein rechtsinvariantes Haarsches Mafl. Man kann dort also lokal
konstante Funktionen mit kompaktem Tréger integrieren. Bildet man den Faktor-
raum der Gruppe G nach einer abgeschlossenen Untergruppe 7', zum Beispiel einem
Torus, so besitzt dieser in manchen Fillen ebenfalls ein Haarsches Maf}, und nur
solche sollen hier betrachtet werden. Nun sei ¢ ein Element von G, und T dessen
Zentralisator. Das Integral der Funktion f(g~'tg) heifit dann das Orbitalintegral von
t unter f:

Of(f) = | flg'tg) d(Tg).

T\G

Ein Orbitalintegral mifit grob gesprochen, wie die Bahn (der Orbit) von ¢ unter
Konjugation eine Funktion trifft.
In der Praxis ergeben sich nun erhebliche Schwierigkeiten, wenn man ein solches Or-
bitalintegral auswerten mochte. Man kann sagen: Es existiert noch kein Verfahren, es
allgemein zu berechnen. Eine Mdéglichkeit bietet sich, wenn es sich um eine Funktion
[ handelt, die auf den (Rechts-)Nebenklassen einer kompakten offenen Untergruppe
K von G konstant ist, und man ein Vertretersystem ® der Doppelnebenklassen von
T\G/K kennt. Dann kann man sich einer Verallgemeinerung der Integralformel fiir
endliche Gruppen bedienen:

volg(gKg™!)
volr(TNgKg™")

Of(f)=>_ flg 'tg)

ged

Dieses Verfahren wird in Kapitel 1 dargestellt.

Diese Summationsformel und Modifikationen von ihr werden im folgenden benutzt,
um Orbitalintegrale zu berechnen. Dazu sei nun F' ein lokaler Kérper, genauer eine
algebraische Erweiterung von @Q,, p # 2, der eine unverzweigte quadratische Erwei-
terung L besitzt.

Eine solche Erweiterung L/F kann man benutzen, um in den linearen algebraischen
Gruppen G = SL(2, F) bzw. G = GSp(2, F) iiber F (streng gesagt den F-wertigen
Punkten der algebraischen Gruppen iiber F') Konjugationsklassen maximaler Tori
zu beschreiben.

Natiirlich kann man diese Konstruktion auch im fiir eine verzweigte Erweiterung
L/F durchfiihren. Die Beschrinkung auf den Fall einer unverzweigten Erweiterung
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EINLEITUNG 2

ist willkiirlich. Sie wird hier gemacht, um die Rechenarbeit auf den Umfang einer
Diplomarbeit zu reduzieren. Im verzweigten Fall wéren einige kleinere Abdnderungen
vorzunehmen, etwa dort, wo ein Primelement von og, dem Bewertungsring von F,
auch als eines von oy, verwendet wird oder dort, wo die Gestalt der Normgruppe von
L/F ausgeniitzt wird. Aber die generelle Vorgehensweise miifite dieselbe bleiben.
Berechnet werden sollen dann Orbitalintegrale zu reguliren Elementen ¢ eines ge-
eigneten Torus T beziiglich der verschiedenen Einbettungen von 7' als maximaler
Torus in G. Im Rahmen dieser Arbeit heifit ein Orbitalintegral stabil, wenn es nicht
von der Konjugationsklasse dieser Einbettung abhéngt, anderenfalls instabil.

In Kapitel 2 wird diese Berechnung fiir das wohl einfachste Beispiel durchgefiihrt,
némlich fiir G = SL(2, F)). Als kompakte offene Gruppe wird hier zunichst K :=
SL(2, or) benutzt, spéter eine Iwahori-Gruppe I von K. Die Doppelnebenklassen-
vertreter finden sich im ersten Fall sehr anschaulich durch die Charakterisierung
von Gittern im F-Vektorraum F2, im zweiten Fall resultieren sie aus den ersten und
der Bruhat-Tits-Zerlegung G = |J Iwl, wobei w die zugehdorige affine Weylgruppe
durchlauft. Berechnet werden die Orbitalintegrale der charakteristischen Funktionen
1k, 1; und der iibrigen Erzeuger 1;,,; der Iwahori-Hecke-Algebra. Diese Ergebnisse
sind jedenfalls zum groBeren Teil schon léngere Zeit bekannt (s. [W1], The Easiest
Example). Als Ergebnis erhélt man fiir Of(17,), w # id, eine von t abhiingige
Potenz von ¢, der Méchtigkeit des Restklassenkorpers kg, und fiir w = id einen
Ausdruck der Form
¢ —1

g—1 "
Diese Ergebnisse sind stabil unter Konjugation der Tori.
Dieses schlichte und schone Ergebnis 148t hoffen, wenn man auf der Suche nach ei-
ner allgemeinen geschlossenen Formel fiir Orbitalintegrale ist. Man kénnte vermuten,
dafl Orbitalintegrale sich im wesentlichen aus solchen Bestandteilen zusammen set-
zen lassen. Dies legen auch viele Rechnungen von Y.F. Flicker [F1] nahe. Es scheint,
daf} die Form stabiler Orbitalintegrale dem Wurzelsystem der algebraischen Gruppe
in irgendeiner Weise assoziiert ist. Das wiirde eine Analogie zur Weylschen Dimen-
sionsformel (vgl. [Hu2]) darstellen, wenn man das Orbitalintegral mit der Quanten-
dimension in Verbindung bringt.

Of(1;) =

Um dariiber mehr Informationen zu bekommen, braucht man weitere explizite Er-
gebnisse, die nicht ohne Anstrengung zu bekommen sind. Die in Kapitel 1 beschrie-
bene Methode iiber die Doppelnebenklassenzerlegung bietet zwar grundsétzlich eine
Moglichkeit, Orbitalintegrale zu berechnen, aber eine solche Zerlegung ist in den
allerwenigsten Fillen bekannt.

In Kapitel 3 wird eine dhnliche bekannte Zerlegung benutzt, um mit Hilfe weiterer
Umformungen der Summationsformel Orbitalintegrale einer Iwahori-Gruppe I der
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GSp(4, F) zu berechnen. Dabei wird mit der GSp(4, F') in der Darstellung als
generelle Transformationsgruppe der alternierenden Bilinearform, die durch

(0 -1,
J._<12 0)

gegeben ist, gearbeitet. I sei eine Iwahori-Gruppe der maximalen kompakten Un-
tergruppe K = GSp(2, or). Weiter benotigt man eine abgeschlossene Untergruppe
H von G, die zu (GL(2, F) x GL(2, F))? isomorph ist. Dabei soll der Exponent 0
ausdriicken, dafl die beiden Komponenten eines Elements dieselbe Determinante ha-
ben. In H liegen maximale Tori T von (G, sie werden gebildet von den Elementen der
Produkte maximaler Tori der GL(2, F'), die die Determinantenbedingung erfiillen.
Die Modifikation der bisherigen Summationsformel fiir das Integral wird auf den er-
sten Seiten von Kapitel 3 dargestellt. (Dort finden sich auch die genauen Definitionen
der erwéhnten Gruppen.) Sie besagt im wesentlichen, daf man ausgehend von einer
Zerlegung H\G/I mit Vertretersystem {v;;} das Orbitalintegral zunéchst als eine
Summe von Orbitalintegralen von charakteristischen Funktionen der Untergruppen
HnN vijlvigl von H schreiben kann. Und diese Orbitalintegrale kénnen dann mit
Hilfe einer Nebenklassenzerlegung T\ H/(H N I) mit einem Vertretersystem {r(¢)}
auf einfache Integrale der Form

/H L, (7 () e ()) dk

zuriickgefithrt werden, wobei die I;; Untergruppen von H N I sind, die in G' zu
HnN vijlvigl konjugiert sind. Diese Vorgehensweise folgt der von R. Weissauer [W2]
fiir das Orbitalintegral der maximalen kompakten Gruppe K = GSp(4, of).

Man benétigt also als erstes Doppelnebenklassenvertreter {v;;} von H\G/I. Fiir die
Zerlegung H\G/K wurden von M. Schréder Nebenklassenvertreter (vgl. [W3])

10 0 =
S NS B
100 1 0

00 0 1

gefunden. Mit deren Hilfe wird in Kapitel 3.1 ein Vertretersystem von H\G/I gewon-
nen, indem man zunéchst Vertreter der Bruhat-Tits-Zerlegung G = | IwI konstru-
iert und aus diesen dann durch Multiplikation mit den alten Nebenklassenvertretern
solche fiir H\G/I erhilt und iiberfliissige weglaft.

In Kapitel 3.2 werden die Untergruppen I;; von HNI konstruiert, auf deren Integrale
(s.0.) man das Orbitalintegral zuriickgefiihrt hat. Sie ergeben sich als Untergruppen,
deren Elemente (h,h') € H zusitzlich zu den Bedingungen von H und I gewisse
Kongruenzen

hh' ' = D;; mod @

erfiillen. Dabei bezeichnet pr das Primideal von og.

Der Abschnitt 3.3 dient der Erstellung eines Vertretersystems der Doppelnebenklas-
sen T\H/(H N I). Man erhilt es aus der Kombination zweier Doppelnebenklassen-
zerlegungen von GL(2, F') unter Ausniitzung der Determinantenbedingung auf H.
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Die Vertreter werden charakterisiert durch fiinf Parameter: r(¢) = r(n,n', €, f, f').
Diese Parameter erweisen sich als bestimmend fiir die ganze weitere Auswertung,
weil sowohl die Form der Summanden des Integrals als auch der Bereich, iiber den
summiert wird, durch sie reglementiert wird.

Kennt man nun Vertreter der Doppelnebenklassen T\ H/(H N I), so kann man die
obigen Integrale ausrechnen (Abschnitt 3.4). Dies bedeutet nichts weiter als die
Nebenklassen kI;; C I N H zu zéhlen, fiir die & 'r(¢)) 'nr(¢)k in I; liegt, das
heifit fiir die obige Kongruenzbedingung erfiillt ist. Fiir deren Anzahl erhélt man
Michtigkeiten gewisser Untergruppen der endlichen Gruppen SL(2, op/p%).

Hat man diese Ingredenzien bereit gestellt, so kann man die urspiinglichen Orbi-
talintegrale auswerten. Das heifit man mufl eine Summe berechnen, die iiber alle
Vertreter {v;;} und {r(n,n’,e, f, f')} lduft. Dank zahlreicher Bedingungen an die
Parameter ist diese Summe endlich. Diese Bedingung werden in Abschnitt 3.5.1 zu-
sammengestellt. Man iiberzeugt sich leicht von deren Komplexitit. Deshalb werden
im Anschluf} erst einige Spezialfille errechnet. Weiter wird die Differenz

OF(17) — Of (1)

der Orbitalintegrale beziiglich zweier nicht konjugierter Tori bestimmt (vgl. Ab-
schnitt 3.5.3). Die Differenz nimmt bei Vertauschung der Einbettungen offensicht-
lich ein Vorzeichen auf, ist also instabil. Fiir ihr Aussehen besteht eine Vermutung
von R.P. Langlands (s. [Lal]), die hier ein weiteres Mal bestétigt wird: Das instabile
Orbitalintegral ist ein Produkt zweier Faktoren der erhofften Form. (vgl. Bemer-
kung 3.14).

Anders verhélt es sich fiir den stabilen Fall

O (11) + Oy (1),

dem das eigentliche Interesse gilt, der aber viel miithsamer zu berechnen ist. Schuld
daran ist die Tatsache, daf§ sich in der Differenz viele gleiche Terme von vornherein
wegheben mit denen man bei der Summe zu kimpfen hat. Um den Rahmen der
Arbeit nicht vollig zu sprengen, wird deshalb von einer allgemeinen Berechnung des
stabilen Integrals abgesehen. Stattdessen werden hier lediglich einige Spezialfille
ausgewertet (Abschnitt 3.5.2), an denen man aber ablesen kann: Die Hoffnung, das
stabile Orbitalintegral als Produkt von solchen Faktoren zu erhalten, kann nicht
aufrecht gehalten werden. Denn bereits in den einfachsten Fillen ergeben sich Terme,
die niemals auf eine solche Form gebracht werden kénnen (vgl. Bemerkung 3.13).



Kapitel 1

Integration auf Faktorriumen

In diesem Abschnitt werden die Grundaussagen iiber das Haarsche Integral auf lokal
kompakten topologischen Gruppen in Kiirze rekapituliert und das ihm assoziierte
MaB auf Faktorrdumen eingefiihrt. (Siehe etwa [HN] Chapter 2, § 5.) Als Abschluf
wird eine explizite Integralformel fiir lokal konstante Funktionen auf einem Faktor-
raum angegeben, mit der in den weiteren Kapiteln gearbeitet wird.

Satz 1.1. FEine lokal kompakte topologische Gruppe G besitzt ein Haarsches Integral,
d.h. ein nichttriviales lineares rechtsinvariantes Funktional auf dem Raum Cy(G) der
stetigen Funktionen f : G — C mit kompaktem Trdger. Fs ist bis auf eine von null
verschiedene multiplikative Konstante eindeutig bestimmdt.

Beweis: vgl. [HN], Chapter 2, § 5.3.

Definition 1.2. Fs sei G eine lokal kompakte topologische Gruppe, und es sei U
eine Teilmenge von G, deren charakteristische Funktion 1y stetig ist. Dann definiert
man das Volumen oder Haarsche Maf$ von U in G als

UOlg(U) I:/GIU(Q) dg:

falls dieses Integral existiert, das heifit wenn U in einem Kompaktum enthalten ist.

Definition 1.3. Sei G eine lokal kompakte topologische Gruppe und H eine abge-
schlossene Untergruppe von G. Mit einem rechtsinvarianten Integral auf Co(H\G)
bezeichnet man (in Analogie zum Haarschen Integral einer Gruppe) ein lineares
Funktional

/ Co(H\G) — C
H\G

mit der Eigenschaft
Ve e G: fr= fs

H\G H\G

wobei f*(y) = f(yx) die Operation von G auf Co(H\G) durch Rechtstranslation
bezeichnet.

Ohne die Existenz eines Integrals auf H\G sichern zu miissen, gilt:

5



KAPITEL 1. INTEGRATION AUF FAKTORRAUMEN 6

Satz 1.4. Sei G eine lokal kompakte topologische Gruppe und H eine abgeschlos-
sene Untergruppe von G. Dann existiert auf Co(H\G) hichstens ein bis auf eine
multiplikative Konstante bestimmtes rechtsinvariantes Integral.

Beweis: Sei fH\G ein solches, und seien [, bzw. [, Haarsche Integrale auf G und
H. Fiir f € Co(G) definiert man [, f = [}, f|#. Durch

f(g) = /H fo(h) dh = /H f(hg) dh (g € G)

wird eine stetige Funktion f mit kompaktem Triger auf G definiert. Weiter ist
ftg) = [, f9(h)dh = [, fo(h)dh fiir alle t € H, weil das Integral auf H rechts-

invariant ist. Das heifjt f ist konstant auf den Nebenklassen nach H und definiert

somit eine Funktion F' € Cy(H\G) durch F(Hg) = f(g). Das Integral von F' hat die

Form
F(Hgqg) dg = I(h) dhdg
/H\G(g)g /H\G/Hf() g,

wobei dg = d(Hg) gesetzt wurde. Da f € Cy(G), stellt dies auch ein Integral von f
auf Cy(G) dar, das wegen der Rechtsinvarianz von fH\G selbst rechtsinvariant ist:

/H\G/Hfgy(h) dhdg = /H\GF(Hgy) dg = /H\G F(Hyg) dg:/H\G/Hfg(h) dhdyg.

Das Integral auf GG ist aber bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt. Also gibt es
ein 0 # ¢ € C so, daf§

/H\G/Hfg(h) ahag= - [ flo)dg. ()

Somit ist das rechtsinvariante Integral auf H\G fiir Funktionen F', die wie oben aus
einer Funktion f € Cy(G) entstehen, bis auf eine multiplikative Konstante eindeutig.
Jede beliebige Funktion F' € Cy(H\G) definiert aber auf natiirliche Weise eine solche
Funktion f: Sei K C G ein offenes kompaktes Urbild des Trégers von F' unter der
Faktorbildung G — H\G, und sei 1 die charakteristische Funktion von K auf G.
Setzt man
F(Hg)

volg(Hg N K)

flg) = -1k (9),

dann ist

g __ F(Hyg)
/Hf (h) dh = volg(Hg N K)

Somit ist das Integral auf ganz Co(H\G) eindeutig.

-/HIK(hg) dh = F(Hyg).

Bemerkung 1.5. Die Gleichung (x) heifst auch Weylsche Integralformel.
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Um die Notation zu vereinfachen, wird oft F(g) statt F(Hg) fiir F € Co(H\QG)
geschrieben.

Rechtsinvariante Haarsche Integrale sind im allgemeinen nicht linksinvariant, aber
durch Linkstranslation mit ¢ € GG erhilt man wieder ein rechtsinvariantes Haarsches
Integral, das mit dem ersten bis auf eine Konstante A(t), der Modulusfunktion,
iibereinstimmen muf3:

[ 19 do=20) [ 1) do.

Auf kommutativen Gruppen ist das Haarsche Maf} aber unimodular, d.h. fiir alle ¢
ist A(t) = 1, denn dann ist jede Linkstranslation auch eine Rechtstranslation. Vor
der angestrebten Integralformel noch zwei schlichte, aber oft beniitzte Eigenschaften
des Haarschen Mafles:

Lemma 1.6. (a) Sei G eine lokal kompakte Gruppe und seien K' C K kompakte
offene Untergruppen von G. Dann gilt: Der Index von K' in K ist endlich und es
15t

volg(K) = [K : K'|volg(K").
(b) Zu g € G gebe es eine g-stabile kompakte offene Untergruppe K von G. Dann
qilt fiir alle kompakten offenen Untergruppen K von G

volg(K) = volg(gKg™").

Beweis: (a) Die Nebenklassen K’k von K'\ K bilden eine offene und disjunkte Uber-
deckung von K. Weil K kompakt ist, diirfen es nur endlich viele sein. Sei {k1, ..., k,}
ein Vertretersystem der Restklassen. Dann gilt:

volg(K) :/GIK(x) dr = /GZIK/kj(x) dr = ZvolG(K’) = [K : K'volg(K"),

j:

weil das Integral linear und rechtsinvariant ist.

(b) Zu zeigen ist, dafl die Modulusfunktion auf solchen g den Wert 1 hat. Nun
gilt K = gKg !, also volg(K) = volg(gKg™) = A(g ')volg(K), und somit
Alg™) =1.

Satz 1.7. Sei G eine lokal kompakte Gruppe und H eine abgeschlossene Untergruppe
von G. Es seien Haarsche Integrale auf G und H mit zugehdérigen Modulusfunktionen
Ag und Ay so gegeben, dafl ﬁ—g =1 auf H.
Sei f: H\G — C eine lokal konstante Funktion mit kompaktem Tréger, und sei K
eine kompakte offene Untergruppe von G auf deren Nebenklassen f konstant ist, das
heifst

V k€K, geG: f(gk) = flg)
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Sei @ ein Vertretersystem der Doppelnebenklassen H\G/K .

Dann st )
UOZG glng
9)dj = > fg ln(H N g, K
H\G fopert voH NgKg ")

das (nach Satz 1.4 bis auf eine Konstante eindeutig bestimmte) Integral von f.

Das heifit:
(a) Die Summe ist unabhdingig von der Wahl des Vertretersystems ®.
(b) Das Integral ist unabhdingig von der Wahl der kompakten offenen Untergruppe

K mit f(gK) = f(g).
(¢) Linearitit: Fiir alle \,u € C gilt, wenn f und h auf den Nebenklassen der
kompakten offenen Untergruppen K bzw. K, konstant sind:

flo) di + 1 / hg) di.

H\G

/H O (0) (e dy =

H\G

(d) Rechtsinvarianz: Fir alle x € G gilt:

flg) dg = flgr) d

H\G H\G

Beweis:

(a) Es seien h € H,k € K und somit g und hgk zwei Vertreter derselben Neben-
klasse. Dann ist f(g) = f(hgk). Fiir die Volumenanteile beziiglich zweier solcher
Vertreter gilt:

volg(gKg™') = /nggl(x) dx
G
= AG(h)/ 1,x0-1(h'xh) dx
a

= AG(h)/Glhng(hgk 1(v) dx
= Ag(h) - volg(hgkK (hgk)™")
und

volgy(HNgKg™") = /].ngKgl(f,E) dx
i

= AH(h)/ 1ngKg—1(hilfL'h) dx
"
= Apg(h) - voly(H N hgkK (hgk)™).



KAPITEL 1. INTEGRATION AUF FAKTORRAUMEN 9

Damit ergibt sich die gewiinschte Gleichheit der Summanden von [ f:

volg(g:iK g, ")
voly(H N g;Kg;")
— F(hgih) Ag(h) volg(hgik K (hg;k)™!)
= VIR X () volg(H N hgik K (hgik) )
B volg(hgik K (hgik)™")
= Fhak) ST A bk K (hgi) 1)

f(9i)

(b) Seien K und K" zwei solche kompakt offenen Untergruppen, und damit auch
K':= KNK". Es bezeichne Ik die Integralformel beziiglich der Zerlegung H\G/K.
Zu zeigen: Ix(f) = Ix (f). (Dann ist auch Ix(f) = Ig/(f).)

Der Index von K’ in K ist endlich, weil K’ eine offene Untergruppe der kompakten
Gruppe K ist. Seien ki, ..., k, Vertreter der Restklassen K/K' und g; € ® solche
von H\G/K. Dann sind die ¢;k;, i € I,j = 1,...,n, Vertreter der Nebenklassen
H\G/K', wobei Klassen mehrmals auftreten kénnen. Wahlt man J; C {1,...,n}
so, daB die g;k;, j € J;,7 € I, ein Vertretersystem bilden, so ist

volg(gik; K'ky Yo
I z
wlf) =22 (o)) voly (H N gik; Kk g 1)

i€l jeJ;

Es bleibt zu zeigen:

UOZG(%‘KQ{I) B Z vola(g:k; Kk 1 —1)
volu(H N giKg;") % volyy (H N gy Kk} g7’

bzw. wegen Lemma 1.6(a)

(K K=Y "[(HNgKg ") : (HN gk K'k; g ).

i€J;

Fiir festes i setze A; := {zK' € K/K'| g;vK' C Hg;k;K'}. Dann ist

K/K'=|]4;, [K:K]=)14;].

JEJ; JEJ;

Zeigt man, daB [(H N g;Kg;') : (HN gik; K’ k; 'g71)] =| A; |, so folgt die Behaup-
tung. Die Nebenklassen gK’, die in Hg;k; K’ enthalten sind, entsprechen umkehrbar
eindeutig den Nebenklassen von H/(H N giij’kj’lgi’l) vermoge K’ = yg;k; K,
wenn y € H Vertreter der Nebenklassen H/(H N g;k;K'k;'g;") bezeichnet. Von
diesen yg;k;K' haben solche eine Darstellung als g;zK' mit z € K, fiir die man
y € H so wihlen kann, dafl yg;k; = gz, fiir die also y € H N 9;Kg;'. Fiir
Yy = gikkj’lgi’l € HNg;Kg; ' erhilt man andererseits yg;k; K' = ¢;kK' C Hg;k; K'.
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Es ist also [(H N g;Kg; ') : (HNgk;K'k;'g;")] = A; |, das heiBt man hat eine
Bijektion
©: (HﬂgiKgfl)/(Hﬂgiij'kjflgfl) — A
ye (HNgKg ') — g, 'ygk;K'.

(¢) Offensichtlich ist [ Af = X [ f fiir alle A € C.

Zu zeigen bleibt [(f+h) = [ f+ [ h.

Der Durchschnitt K = K; N Kj, ist wieder eine kompakte offene Untergruppe von
G mit f(a:k) = f(x) und h(zk) = h(x) fir alle k € K,z € G. Nach (b) ist dann

[ f=1k(f), [ h=1k(h), und

/H L) di

volg(g:iK g, ") vola(9: K g;
Zf G = n Z ) G ")
P voly(H N g; K g; voly (H N g;Kg;")

— [ fdi o+ /H o) di

H\G

(d) Sei K eine kompakt offene Untergruppe mit f(gK) = f(g) fiir alle ¢ € G. Dann
gilt fiir alle g € G-

filgrKax™") = f(gzKz™'z) = f*(g).
Das heifit f” ist konstant auf den Nebenklassen nach der kompakt offenen Gruppe
xKz ! Fiir G hat man die disjunkten Zerlegungen

G =Gz UHgZK Ung (xKz ™),

i€l el

woraus man abliest, daf§ die g;z~', i € I, ein Vertretersystem von H\G/(zKz™!)
bilden. Man kann also die Integralformel fiir die um x nach rechts translatierte
Funktion f? ansetzen und erhilt

‘ B vOlG(gix—l(xKx—l)ngl)
flo)ydg = f (g voly(H N giz=" (xKx~")zg; ")

H\G iel

— Zf(gm—lx) volg(9iKg; ")
= voly(H N g;Kg; ')

= flg) d

H\G
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Bemerkung 1.8. Der Beweis von Satz 1.7 gibt keine Begriindung der Form der
Summationsformel fiir das Integral. Diese ist aber leicht einzusehen, wenn man an-
nimmt, daf$ die Integration mit der Summation vertauschbar ist. Dies ist aber immer
der Fall, da der kompakte Trdger von f nur aus endlich vielen Nebenklassen HgK
besteht. Denn die Nebenklassen HgK sind offen, weil K offen ist, und damit bilden
diejenigen von ihnen, die den kompakten Triger von f treffen eine offene Uber-
deckung desselben. Also darf es nur endlich viele solche geben.

Man weifS also, daf gilt

D)= 1(0) [ Lnxlo) di

H\G ged H\G

Dann findet man fiir 14,k wie im Beweis von Satz 1.4 das kompakte Urbild g; K C G
von Hg; K und die Funktion f € Co(G) definiert durch

flg) =voly(HgN ¢:K) " 1y (9) 14,k (9),

fiir die man mit der Weylschen Integralformel schreiben kann:

. Lugr(g) dg  wolg(giKg;")
Lrgx(9) dg = = Ty
G gx Volg(HgM g K)  woly(H N ¢ Kg; ")

Dann ergibt sich die Integralformel aus Satz 1.7 durch Summation dieser einzelnen
Beitrdge.

Bemerkung 1.9. Die gefundene Integralformel ist eine Verallgemeinerung eines
elementaren Satzes tiber endliche Gruppen:

Sei G eine endliche Gruppe und seien H und K Untergruppen von G. Sei ® ein
Vertretersystem von H\G /K. Dann gilt:

K|
HgK
6= 310K = 3 T greg
ged

Diesen Satz erhdlt man natirlich auch aus der Integralformel, denn durch f +—
> gcc f(g) wird ein Haarsches Integral auf G definiert.



Kapitel 2

Orbitalintegrale fiir die SL(2, I

Es sei F' ein lokaler Korper, genauer eine endliche Erweiterung von Q,, und es sei
p # 2. Sei weiter L = F(y/A) eine unverzweigte Erweiterung von F. Ohne Ein-
schriankung kann man A als Einheit des Bewertungsrings or wihlen. Auflerdem sei
ein fiir allemal ein Primelement 7 € or der Bewertung von F fixiert. Bezeichnet v
die Bewertung von F, so ist also v(m) = 1. Wegen der Unverzweigtheit der Erwei-
terung L/F ist m auch ein Primelement von L, und man kann ohne Probleme auch
die Bewertung von L mit v bezeichnen. Die Bewertungsideale von o und og, seien
or beziehungsweise pr, und die Restklassenkérper von F' und L seien kp und Ky,.
Dann ist kp = op/pr = F, und k; = or/pr = IFqQ fiir eine Potenz ¢ der Primzahl
p # 2. In L hat man die Normeinsgruppe

N ={t=a+b/AcL*| Nypt) =a®—b?A=1}.

Es gilt sogar a,b € op. Im F-Vektorraum L wihlt man die Basis 1,0v/A (8 € op)
und erhilt eine Darstellung von L* in der GL(2, F') durch die Abbildung:

l=a+b/A — <0a 6bA>.

-1 a

Den Elementen von N, entsprechen dann die

‘o a BObA
"\ a ’

mit a,b € op und det(t) = a®> — b>A = 1. Sie bilden einen Torus Tj = N;.

Es sei G := SL(2,F). Dann ist Ty C G ein maximaler Torus in G. In G gibt
es genau zwei Aquivalenzklassen maximaler Tori, die in G nicht konjugiert sind,
denn die Anzahl der Konjugationsklassen maximaler Tori in SL(2, F') ist gleich der
Michtigkeit von H'(F,Ty) = H' (Gal(L/F), Autr(G,,)) = Z/27. (Vgl. [Sp] 11.3.3,
12.3.8.) Diese zwei Klassen werden reprisentiert durch

T:T1:{<Z bf) ‘ a2 —PA=1 }

12
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T:Tﬂ,:{( ELI WbA) a2_b2A:1 }
b «a

Den Matrizenring M (2, F) = F* versieht man mit der p-adischen Topologie, die
Gruppen G und Ty mit den entsprechenden Spurtopologien. Dann ist Ty abgeschlos-
sen in G. Auf G, Ty und Ty\G gibt es also Haarsche Mafle, und weil T kommutativ
ist, ist das Maf} auf 7 sogar unimodular.

Fiir Elemente ¢ der Tori T, T sollen nun Orbitalintegrale berechnet werden.

und

Definition 2.1. Sei G := G(F) eine reduktive Gruppe iber einem lokalen Kdrper
und f € Co(G), also eine lokal konstante Funktion mit kompaktem Trager. Sei weiter

t € G und H := Zg(t) C G. Dann heifst
OF(f)=[ flg 'tg)dg
H\G

das zugehdrige Orbitalintegral.

2.1 Berechnung von OY(1x) fiir t € Ty

Nun sei K := SL(2,0r). K ist eine maximale kompakte offene Untergruppe von G.
Man normiert das Haarsche Maf} auf G so, dafl

1 =wolg(K) = / 1g(z)de = / 1,1 (z)dz = volg(gKg™"),
G G
und das Haarsche Maf} auf Ty so, dafl
volr, (Ty) = 1.
Zu einem beliebigen aber festen ¢ € Ty betrachtet man die Funktion

f:G — C,
g — lK(g_ltg).

Fiir alle ¢ € Ty, g € G, gilt: f(t'g) = 1x(g 't 1tt'g) = 1k (g 'tg) weil Ty kom-
mutativ ist. Also ist f auf den Nebenklassen nach T, konstant und definiert eine
Funktion

f:T\G — C
Fiir diese gilt: f(gk) = 1x(k~'g7'tgk) = 1x (g~ "tg) fiir alle k € K, g € G. Die
Funktion f ist somit lokal konstant, genauer: konstant auf den Doppelnebenklassen

TygK . Die Integralformel aus Satz 1.7 liefert eine Moglichkeit, das Integral von f zu
berechnen:

0) dj = Zf volg(gKg™') Z 1x(g 'tg)
IS]

T\G volr,(Ty N gKg™") e volr, (Ty N gKg~")’
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wobei @ ein Vertretersystem der Doppelnebenklassen bezeichnet. Dieses Integral ist
das Orbitalintegral von t = a + bv/A wenn b # 0, weil dann Zg(t) = Ty. In diesem
Fall nennt man ¢ regulér.

Bei der Berechnung des Orbitalintegrals miissen nun im wesentlichen zwei Probleme
gelost werden. Zum einen muf} ein explizites Vertretersystem & gefunden werden.
Zum anderen sind fiir diese Vertreter die Beitrége zur Summe zu bestimmen.

2.1.1 Die Zerlegung Ty\G/K

Satz 2.2.
(a) Es sei GL(2, F) die Darstellung von GL(L) beziiglich der Basis 1,0 A von L
tber F'. Dann gilt:

* 0 %
= (0 . ())'Ka

f€Ny

wobei K := GL(2, o).
(b) Es sei G = SL(2,F) die Darstellung der SL(L) beziiglich der Basis 1,\/A.
Weiter sei e € oh\ok> und | € L* so, daf N(I)e = 1. Dann gilt:

(7% 0
G =SL(2,F) UUTZ( 62%21)-1(,

wobei K = SL(2,0r), m = 0,2,4,6,... und i = 0 fir m = 0 bzw. i = 0,1 fir
m > 0.
(¢) Identifiziert man G mit SL(L) vermdge der Basis 1,7/ A von L iiber F, so gilt:

i(TF 0
G=SL@2,F) = |J UTl( eiﬂ%>-K.

me2Ng 1=0,1
Als Hilfsmittel fiir den Beweis zunéchst
Lemma 2.3. oy hat genau zwei Quadratklassen.

Beweis von LLemma 2.3: Es sei 1 + gp die Einseinheitengruppe von F. Dann ist
0y = k5 X (14+pr). Denn es ist oy /(1+9r) = (o5 /pr)* = K}, und da kr vollkommen
und von der Charakteristik p, existiert ein multiplikatives Restsystem von (og/pr)*
in op*, das man suggestiv wieder mit k% bezeichnet. Dann ist k% % (1 + pr) = 0%.
Die multiplikative Gruppe des Restklassenkorpers kr hat genau zwei Quadratklas-
sen. Zu zeigen: In der Einseinheitengruppe ist jede Zahl Quadrat. Denn dann ist
die Anzahl der Quadratklassen in op* gleich der von k}.. Dies ist aber eine einfache
Anwendung des Henselschen Lemmas: Sei f(X) = X?—u € op[X] und u € (1+pr).
Dann zerfillt f(X) = X? — 4 = X? — 1 in kp[X] in Linearfaktoren, also auch in
orp[X]: f(X) = (X —up)(X —uy) mit 0.E. @43 =1 € kp.




KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE FUR DIE SL(2, F) 15

Beweis von Satz 2.2: (a) Sei G = GL(2, F). Ein Gitter I ist ein op-Untermodul von
L = F? vom Rang zwei. Ist a, 3 € L* eine Basis des Gitters, so schreibt man:

I' = acop + 501:‘ = (Oz, 5)

Die Gruppe GL(2, F), aufgefaBt als GL(L) beziiglich der Basis 1,60+v/A, operiert
transitiv auf den Gittern von L. Fiir M € G ist M(T) C T fiir alle Gitter T genau
dann, wenn M nur Eintrége aus op hat, wenn also M € K := GL(2,0p). K ist
der Stabilisator der Gitter unter G, und man kann G/K mit den Gittern in L
identifizieren.

Eine Ordnung von L ist ein Gitter I' C oy, das 1 enthélt. Dabei ist o, = or+ v/ Aop
die Maximalordnung von L (d.h. die Ordnung, die jede andere enthilt), weil L/F
unverzweigt ist.

Jedes Element einer beliebigen festen Ordnung 148t sich schreiben als = + yv/A,
z,y € op. Unter allen diesen existiert eines, etwa a + bv/A, fiir das v(b) minimal ist,
da v(y) > 0. Bis auf Einheiten ist b = 7°(®) mit einem Primelement 7 € og, und 7*®
geht in jedem y auf, weil v(b) minimal war. Da 1 € T, ist somit ' = (1, 7°®)\/A).
Dieses v(b) =: f € Ny heifit der Fiihrer von I'. Man hat also eine Bijektion, die jeder
Ordnung von L ihren Fiihrer f € Ny zuordnet:

Ff = (1,7Tf\/2) — f € No.

Es sei nun T' = (a, 3) ein beliebiges Gitter aus L, und o.E. kann man v(a) < v(f)
annehmen. I ist dhnlich zur Ordnung (1, g)

T'=a(l,5) =a(l,7OVA) = a(l,7/VA), f:=v(>).

Und diese Darstellung ist eindeutig in f. Nimmt man fiir L/F die Basis 1,0v/A, so
ergibt sich:

I'=a(l,7/VA) oz-(l 01)(0))7

0 «f
das heifit
. . 0
G/K = UL <07Tf()>7
fENg
oder
* 0 %
G=GL(2,F)= ] L <O7Tf ()>-K.
JeNy

Zu (b) und (c): Es sei G = SI(2, F') die Darstellung von SL(L) zunéchst fiir eine
beliebige Basis A\g, A; von L iiber F'. G operiert nun transitiv auf den Gittern mit
gleichem (d.h. bis auf Einheiten gleichem) Grundmascheninhalt. Fiir M € G ist
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M(T') =T genau dann wenn M Eintréige aus og hat, d.h. M € K = SL(2, or). Somit
entspricht G/K umkehrbar eindeutig den Gittern in L mit gleichem Mascheninhalt.
Sei ' = (o, B) = (agho+ a1 A1, bgAg +b1 A1), fiir ag, ay, by, by € F. Dann hat T gleichen
Mascheninhalt wie das von A\, A\; aufgespannte Gitter, wenn

ag by

detT = a b

=1

I

(nachdem man eventuell mit Einheiten multipliziert hat). Sei I' = («, /3) ein Gitter
mit det T' = 1. Man setzt o = ag)g, 5 = oA in L, 0.E. v(ag) < v(fp). Schreibt man
ag = an’(®) mit & € o}, so ist N(&) € o}. Dann gilt fiir T':

8
I'= @Wv(ao)()\o, —Ai) = @Wv(ao)()\oa Wv(ﬁ))\l) = d(ﬁv(ao))\o, Wv(ﬂo))\l),
0

und

1
det =" = N (@) trv(@0)gvo) ¢ ot
a

Es gilt also v(ag) = —v(fy) und T = a(z=?F) )y, 79B0) \|). Damit ist v(ag) < 0.
Nach Lemma 2.3 hat of zwei Quadratklassen, d.h. es gilt fiir a:

N@)=e¢'-&, eécopedoh’ i=0oderl.

Die [ € L* mit N(I) = ¢~' sind bis auf ¢t € N festgelegt. Also hat & (fiir festgelegtes
1) die Form: & = tl’¢ mit eindeutig bestimmtem ¢ € N}. Damit wird I zu

D =t e(m v Xy, w?BON,) = ¢1F (=20 )y, Pl )\)),

und fiir die Determinante des letzten Ausdrucks erhiilt man N(¢)N(l)'¢’ = 1. Um
zu priifen, wann zwei Ausdriicke tI*(7 "o, €7 \) und #'I7 (7 ™)\, e/7™\;) dasselbe
Gitter T bestimmen, werden jetzt A, A; der Einbettung N] < T, C G entsprechend
spezifiziert:

(b) Es sei A\g = 1 und \; = v/A. Da [ nur bis auf Elemente aus N} bestimmt ist, sei

0E.e=Aundl = \/Zil. Dann ist fiir
t\/Z_i(ﬂ_", A" A) = VA (7=, Al A)

zwingend n = m, weil der Mascheninhalt (bis auf Einheiten) derselbe sein muf}. Auch
kann man ¢ = ¢’ annehmen, weil sie sich héchstens um ein Element aus N} N F =
{#1} unterscheiden diirfen. Somit vereinfacht sich obiges zu der Frage, wann das
Gleichungssystem

T " = ao\/Z_lﬂ_"—i-alAﬂ",
™A = bo\/Z_lﬂ_"—l-blAwn
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eine Losung ag, ay, by, by € op hat, oder dquivalent

0 = ao+ (Ao ™ — 1)VA,
0 = (bo— A7™) + b AVA.

Dies hat nur fiir n = 0 eine Losung, (néimlich ag = 0,a; = A~',by = A und b; = 0).
Also entspricht die Menge der Gitter I' mit det ' = 1 umkehrbar eindeutig der

Vereinigung
. —m/2 0
i T
JUre (77 ),

mitm =0,2,4,6,... und : = 0 fiir m = 0 bzw. ¢ = 0,1 fiir m = 2,4,6,.... Und fiir
G liest man die Zerlegung ab:

i —m/2
G:UUT-V(Tr IR ) K.

(c) Nun mufl man entsprechend der Einbettung N} < T, die Basis \g = 1, A\; =
7/ A wihlen. Dann fiihrt die Frage, wann zwei Ausdriicke tI*(m ™)\, €7")\;) und
(7™ Ng, ™)) dasselbe Gitter T' bestimmen, wie in Teil (b) zur Losung des
Gleichungssystems
" = ao\/Z_lﬂ_"—i-alAﬂ"H,
VA = bo\/Zilﬂ_"—l-blAW"“

mit ag, ay, by, by € op, oder dquivalent

0 = ap + (G1A7T2n+1 - 1)\/2,
0 = (b — Ax?™Y) + by Ax? VA,

Dies ist aber unlosbar, da a; Ar?"*! #£ 1 fiir alle a; € op. Also erhilt man:

G=SL2F) = |/ UT;(”E)m H%)K

me2Ng i=0,1

2.1.2 Berechnung von OY (1) fiir t € T

Nachdem eine Doppelnebenklassenzerlegung gefunden ist, kann man die Integralfor-
mel nun auswerten:

1k (g9 'tg)
Ojir,(1k) = '
ety (1K) QEZ@ volr,(Ty N gKg™")
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Dies soll fiir die beiden nicht konjugierten Tori T = T; und T = T, geschehen,
zunichst fiir 7.
Es leisten nur solche g € ® Beitrige zum Integral, fiir die gilt

g_ltg € Kﬂg_ng. (%)

Diese Bedingung kann nun fiir das Vertretersystem aus Satz 2.2(b) ausgewertet

werden. Es sei
. ﬂ.—m/Q 0
gm T 0 7_(_7*71/2 9

fiir m =0,2,4,6,.... Fiir g, schreibt sich die Bedingung (x) als:

1y _ /2 0 a bA T2
Jm tGm = 0 g m? b a 0 7m/?

— < a bAm ) € Kﬁg;ngm.

br—™ a

Weil t = a4+ bV/A € N}, bedeutet das, daff alle Eintéige aus o sein miissen. Das
heifit man erhélt die zusétzliche Bedingung 7=™b € o, also v(b) > m.
Die iibrigen Nebenklassenvertreter sind

T 2 0
m = 0 er™? )’

fiir m=2,4,6,.... Dann wird (*) zu:

m/2 0 14 n—m? 0
0 e 'gm/? 0 er™/?

B a ebAT™ 1~
= ( e~ pp—m ) e Kng, Ton.

I tGm
a

Auch dies ist gleichbedeutend mit v(b) > m, weil € € of und t = a 4+ b/A € T.
Es liefern also nur solche g,,, g, einen Beitrag zum Integral, fiir die m < v(b),

t=a+ b/A:

1 A 1 1
0%(1g) = ———— .
¢ (1x) volr(TNK) m_Z“ (volT(T A gmKgy) | volr(T T §mK§;3)>

Niitzlich fiir spéter ist

Beobachtung 2.4. Fir m > 0 gilt

TNgnKg,' =TN§g,Kg,'={teT|vb)>m,t=+1mod e}
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Beweis: Das erste Gleichheitszeichen entnimmt man unmittelbar den vorigen Rech-
nungen. Zum zweiten: Fiir ¢ € T N g,,Kg,,' hatten wir bereits gesehen, daf} ¢ =
a + /A, N(t) = a2 - b?’A = 1, b = 7©™b; mit einem b; € op. Schreibt man
a = a; + 7%ay mit a; € HF , ay € op und = > 0 (oder @ = +1, dann ist nichts zu
zeigen), dann folgt 1 = af + 27%a,ay + 72%a3 — T2™b? A. Somit ist a®* = 1 mod p#"
also a; = &1 und = > 2m. Und es ergibt s1ch t = +1 mod p7.

Berechnung der Volumina

Um das Integral auszuwerten, mufl man noch die Volumina berechnen und diese
aufsummieren. Es gilt:

volr(T N guK gy, )™ = volp(T)™ - [T : (TN gnKgy)] =T :(TNguKg, )l

weil volp(T) = 1 und TN g,,Kg,,' eine offen abgeschlossene Untergruppe von T ist,
also endlichen Index in 7" hat.
Um diesen Index zu berechnen, benétigt man zunéchst einige einfache Hilfsmittel:

Lemma 2.5. N; = N, x (N} N (1+ pp))

Beweis: Man betrachtet die Zerlegung oi = k% X (1 + ;). Da es egal ist, ob man
zuerst die Norm in oj, bildet und dann modulo ¢;, reduziert oder umgekehrt, muf
insbesondere gelten: Ny = N x (N} N (1+ pr)).

Lemma 2.6. Sei M/K eine endliche algebraische Erweiterung endlicher Kérper,
etwa K = F,, M = Fpn. Dann ist jedes Element aus K* Norm eines Elements aus

M*. Insbesondere ist n_ 1
q" —

|NJ,| = | kern N| = T

Beweis: Die Galoisgruppe von M /K wird durch die Potenmerung mit ¢ erzeugt. Fiir

a € M gilt also: NM/K( o) = altete et - — 7T, Damit hat die Gleichung
N(a) = 1 hochstens qq Losungen, und fiir das Bild von N muf} gelten:

n_

1
' bild N| = ‘k Nz 1= 1K

Es mufl somit iiberall = stehen, und das bild N mufl K* iiberdecken.

Lemma 2.7. Es sei ¢ = |kp|, und es sei U™ := 1+ " fiir n € N. Dann gilt:

(N} nU™) : (Nfn UMDY = g.
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Beweis: Man hat eine exakte Sequenz
0— NinU™Y 5 N}nU™ — {z € kp|spz =0} — 0,

ndmlich: Die Exaktheit an der ersten Stelle ist klar, wenn man als Homomorphismus
nur die Einbettung N} N U™+ < NI 0 U™ benutzt. Weiter definiert man:

¢: N NnU™ — {rer,|spr=0}
t=1+7n"z+71""y — =,

mit + € kp und y € op. Dal = N(t) =t-t =1+ 7"(x + &) + hohere, ist 0 =
T + T = sp,, v. Also ist ¢ wohldefiniert und offensichtlich surjektiv. Die Exaktheit
an der zweiten Stelle folgt, da kern ¢ = {t = 1 + 7"z + 7" ly|z = 0} = N} nUC+D,
Zeigt man nun noch |kernsp, | = ¢, so folgt die Behauptung. Mit einem primiti-
ven Element « der Erweiterung r;, = kp(«) schreibt sich x € kp, als x = 7 + ax,,
x1,%y € Kp. Dann ist spx = 2x; = 0 genau dann, wenn x; = 0 und x5 € kp beliebig.
Also ist [kernsp,, | = q.

Nun kann man die gesuchten Volumina ausrechnen:
Satz 2.8.

- _ 1 alls m = 0,
volr(T A g K g2) 1=[T:<ngmf<gml>1={ Lo

T-q falls m > 0.

Beweis: Fiirm = 0ist [T : (TNK)] =1, weil T C K. Sei nun m > 0: Aus Lemma 2.5
liest man vermége T = N} ab:

[T: (TN gnKg,")] =
[N (TNgnKg, ) mod pr]- [TN(1+pn): (TNgnKg,)N(1+ ).

Zum ersten Faktor: Nach Beobachtung 2.4 ist (T'N ¢,,Kg,,!) = {£1} mod g, also
muf (T'N g, Kg,,') mod p;, die Untergruppe der Ordnung 2 in N sein, und man
erhélt mit Lemma 2.6:

-1 q+1
g—1 2

1 1
[N;L : (Tﬁngg;@l) mod pL] — 5 . ‘Nl — 5

KL

Zum zweiten Faktor: Sukzessives Anwenden von Lemma 2.7 liefert zusammen mit
Beobachtung 2.4:

(TN (1+p)  (TNgmKgn) N (1+ pL)]
=[Tn(1+gr): TN+ pr)]
= [TnUY:TNnUM

— qm—l
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Summation der Beitéige

Nun erhélt man durch Aufsummieren das Orbitalintegral:

Satz 2.9. Es sei F' ein lokaler Kérper der Restklassencharakteristik # 2, und es
sei L = F(\/A) eine unverzweigte Erweiterung von F, also 0.E. A € oh\ok?. Sei
weiter G = SL(2, F), K = SL(2,0r) und T = N} der Torus in SL(2,F) der Form

T:{(“ bA) 2 —PA=1 }
b a

Dann hat das Orbitalintegral fir requlires t = a + bvA € T den Wert

1x(g9”'tg)
G o K
Oter(1x) = Z volp(T N gKg)

ged
+1 +1 +1 520
= 1+2q2 q+2q2 q3+---+2q?q?[2}*1
2*P] _ 4
_ -
=

2.1.3 Berechnung von OY(1x) fiir t € T

T = {( ¢ ”bA> a2 — A =1 }
b a

der maximale Torus von G, der durch die Einbettung von L = F? — G beziiglich
der Basis 1, 7v/A entsteht. Es sollen die Orbitalintegrale fiir Elemente ¢ € T und die
Funktion 15 berechnet werden. Es gilt wieder Zg(t) = T, wenn t = a + bv/A mit
b # 0. Man muf also die folgende Formel auswerten:

1x(g~"tg)
Oy ~(]-K) = =2 J
tet gEZtIZ' vols(T NgKg™!)

Es sei nun

wobei @ ein Vertretersystem der Doppelnebenklassen T\G/K bezeichnet. Das Volu-
men von T sei auf 1 normiert: vol#(T) = 1. Die Vorgehensweise bei der Berechnung
ist exakt dieselbe wie die des vorigen Abschnitts: Satz 2.2(c) liefert ein vollstindiges
Vertretersystem fiir die Doppelnebenklassen T\G /K

_ a2
9m = 0 7.‘.m/Q

5o 2 0
m = 0 er™? )

jeweils fiir m=0,2,4,6,.... Dabei ist ¢ € oh\ok? und I € L* so, daB N(l)e = 1.
Fiir diese Vertreter miissen nun die Beitrdge zum Integral berechnet werden. Es ist
1x(g7"'tg) = 1 genau dann, wenn

und

g’ltg € gTITgﬂK. (%)
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Diese Bedingung schreibt sich fiir ¢ = g, als:

1, _ /2 0 a bAT ™2
Im t9m = 0 ﬂ_fm/2 b1 a 0 7.‘.m/2

m+1 ~
= ( “ bAm ) € Kng 'Tgn.

br—m—1 a

Damit dies erfiillt ist, miissen alle Eintrige aus op sein. Das heifit, es muf v(b) >
m + 1 erfiillt sein. Mit den Vertretern g, erhdlt man fiir Bedingung (x):

.- a ebAg™mH! e
gmltgm = < 6_1b7T_m_1 a ) € K N gmngm

Auch dies ist genau dann erfiillt, wenn v(b) > m + 1. Daraus folgt, dafi nur die

Ims Om mit m = 0,2,4,6, ..., 2[”(1’%_1] von Null verschiedene Beitrige zum Integral

liefern. Fiir diese miissen jetzt noch die Volumina
voli(T N gmK gy, )™ = [T (T N gnKgy,")]
berechnet werden. Als Analogon zu Beobachtung 2.4 erhélt man
Beobachtung 2.10. Fir m > 0 gilt
TNgnKg,' =TN§gnKg,! ={tcT|v®d)>m+1,t=+1mod et}

Beweis: Das erste Gleichheitszeichen folgt aus den obigen Rechnungen. Fiir das
zweite schreibt man ¢ = a + bvV/A € TN g Kg:! als t = a1 + ayn® + by v/ Ar™ ! mit
a; € K, ag,b; € oy und z > 0, (denn wenn z = 0, so ist nichts zu zeigen). Dann
erhéilt man mit der Bedingung 1 = N(t) = a?+2a a7 +an?® — b3 Ar?™+2 zwingend
a?> = 1 mod p?™*2 also a; = +1 und = > 2m + 2. Damit folgt t = +1 mod @'

Damit kann man die Volumina berechnen:
Satz 2.11. Firm > 0 gilt

_ - - 1
volg(T N gnKg,!) = [T (T 0 gy, ) = =g,
Beweis: Wie in Satz 2.8 hat man
T :(TNgnKg,")] =
qg+1

[T+ ) (TN gmKg,) N (1+pr)).

Der zweite Faktor ergibt sich aus Beobachtung 2.10 und m-maliges Anwenden von
Lemma 2.7 nun zu

TN+ 1) (TN gnKgy') N (1+ 1))
[ (1+ ) : TN (1+ )]

= q .

Das Orbitalintegral erhélt man nun wieder durch Aufsummieren:
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Satz 2.12. Es sei F' ein lokaler Korper der Restklassencharakteristik # 2 und es
sei L = F(\/A) eine unverzweigte Erweiterung von F, also 0.E. A € oy\op>. Sei
weiter G = SL(2, F), und K = SL(2,0r) und T = N} der Torus der Form

T:{< ”A”) ‘ 2o PA—1 }
b a

Dann hat das Orbitalintegral fiir requlires t = a + bVA € T den Wert

qg+1 qg+1 q+1 o)t
Oi(lx) = 25—¢" +27—"+ -+ 2—¢
M
= ,

falls v(b) > 0. Wenn v(b) =0, so ist OF (1) = 0.

2.2 Orbitalintegrale fiir die Erzeuger der Iwahori-
Hecke-Algebra

Wir bleiben bei den Bezeichnungen der vorigen Abschnitte. Weiter sei

[;:{(3 §>€K v =0 mod pp }

die Standard-Iwahorigruppe von K = SL(2,0r). Mit [ findet man die Bruhat-Tits-
Zerlegung:

Satz 2.13.
G=|J w1,

weWwaft

wobei W die zugehérige affine Weylgruppe bezeichnet, d.h.

- 0 1 ™ 0\
r=((500) (0 5 )men)

Dabei bilden die Elemente

= ™ 0 . 0O =« "
n — 0 7'['” 9 ]n— _ﬂ_n 0 )

mit n € 7, ein Vertretersystem von I\G/I.

Beweis: Daf} eine Bruhat-Tits-Zerlegung von G = SL(2, F') zu der minimalen pa-
rabolischen Untergruppe I existiert, entnimmt man der Literatur, z.B. [Ga], Ka-
pitel 19. Dort findet man auch den Aufbau der affinen Weylgruppe: Sie ist das
semidirekte Produkt aus der sphiirischen Weylgruppe W° = Z/27Z und einer von
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einem Element erzeugten Translationsgruppe, die also isomorph zu Z ist. Fiir die
sphirische Weylgruppe W?° findet man als Vertreter in G die Identitit und

(01

(Es ist j2 = —id € I, also wird W° wirklich von j erzeugt.) Die Translationsgruppe

wird durch die
L= " 0
n — 0 7Tn

mit n € Z dargestellt. Da sie Normalteiler in W2 ist, kann man jedes Produkt ji,
auch schreiben als ein [,,j. Somit vereinfachen sich alle Produkte in W& zu [,,5?,
also zu Elementen der Form [,, oder l,5 = j,.

Die Algebra der links- und rechts-I-invarianten Funktionen mit kompaktem Trager
auf G heifit Iwahori-Hecke-Algebra Hp (G, I) von G iiber F'. Sie wird erzeugt von den
charakteristischen Funktionen 1;,,; mit w € W2, und ihre assoziative Multiplikation
wird definiert durch

1757 % 1pyr = lygyr, falls I(sw) > l(w),

und
17 % 1757 = (¢ — 1)1757 + q17.

(Siehe dazu etwa [Ga], Kapitel 6.2.)

Um das Orbitalintegral einer beliebigen Funktion aus H (G, I') zuberechnen, reicht
es also im Prinzip aus, die Orbitalintegrale fiir die Erzeuger 17,7, w € W2 zu
kennen. Diese sollen im folgenden berechnet werden, und zwar zunichst fiir ¢ aus
der Einbettung N} < T C G und spiter fiir N} < T C G. Dabei kann natiirlich
wieder die Integralformel aus Satz 1.7 benutzt werden, denn [ ist eine kompakt
offene Untergruppe von SL(2, F):

llwl(g_ltg)
Oir, (Liwr) = ’
ier, (Liwr) gequ volr, (Ty N glg™!)

wobei U ein Vertretersystem der Doppelnebenklassen T\G/I bezeichnet. Die Be-
rechnung gliedert sich wieder in zwei Teile: Man muf} ein solches Vertretersystem ¥
finden und anschlieflend die Integralformel auswerten.

2.2.1 Orbitalintegrale OY(1;,;) fiir t € T
Die Zerlegung T\G/I

Da in Satz 2.2 bereits ein Vertretersystem & fiir 7\G/K, K = SL(2, of), gefunden
wurde, und I eine Untergruppe von K ist, sucht man zunéchst Vertreter fiir K/I und
iiberlegt dann, welche dieser Nebenklassen in derselben Doppelnebenklasse liegen.
Zur Abkiirzung bezeichne {£ € kp} auch ein Vertretersystem (z.B. das multiplikative
Restsystem) von kp in oF.
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Lemma 2.14. Die ¢ + 1 Elemente

. 0 1 10
-(43) e (1)

mit £ € kp, bilden ein Vertretersystem von K/I.

Beweis: Es reicht, alles modpg zu betrachten, weil K/I = SL(2,kr)/B(2, k), Wo-

bei
B(2,kr) = { < 8 alil )

eine Borelgruppe von SL(2, kr) ist. Da kp =2 F,, ergibt sich fiir die Méchtigkeit

_ISL2,Fy) _qle—1)+¢*(q—1)
1B(2,1,)| (g —1)

Nun liegen von den ¢ + 1 Elementen j, k¢ keine zwei in derselben Nebenklasse, d.h.
sie bilden ein Vertretersystem.

aE/{},bE/{F}

SL(2,kFr)/B(2,kF)]

=q+1.

Jetzt mufl man aus diesen Vertretern solche k € J, C {j, k¢|{ € kr}, auswihlen,
dafy

G= |J TgkI

geED kEJ,

Dazu benutzt man die Bijektion aus dem Beweis von Satz 1.7(b):
(TNgKg "Y/(TNgklk™'g™") =5 A= {al | gxI C TgkI}.

Die Betrachtung des linken Quotienten mag zunéchst kompliziert erscheinen, sie hat
jedoch den Vorteil, daff man aus ihr auch die spiter benotigten Volumina ablesen
kann. Fiir das folgende zunéchst ein Lemma:

Lemma 2.15. Fir m > 0 sei T, definiert als T,, :== {t € T|v(b) > m}. Dann gilt:
[T : Tons1] = q.
Beweis: Es ist
Tn/Tint1 = (T mod o7 1) /(Ting1 mod o).

Nach Beobachtung 2.4 hat t = a+bv/A € T,, die Eigenschaft, da a = 1 mod p2™;
und immer gilt 2m > m + 1. Es folgt also:

T, mod gn*! = {t:ﬂzl—i-f\/Z\fE/ip},
Tt mod g™ = {41},

Somit ist [T, : Trny1] =2¢: 2 =g.
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Der Quotient (TN gKg 1)/(T N gkIk tg™') soll nun zunichst fiir ¢ = g, bzw.
g = Ggm und m = 2.4,6,... betrachtet werden:

Die Unterschiede zwischen den auftretenden Termen von g, und denen von g,
sind jeweils nur Faktoren ¢, ¢! € 0%, die im folgenden in Klammern gesetzt wer-
den, so dafl beide Fille gleichzeitig behandelt werden konnen. In Beobachtung 2.4
wurde schon gezeigt, da T'N ¢,,Kg.' = T N §uKg,' = T,. Ahnliches gilt fiir
TN gmkIk g ' Esistt € TN gnklk g, ' genau dann, wenn

k_lg;lltgmk el (%)

firteT.
Sei zunéchst k = j. Dann hat man fiir (x):

11, a —7 (e 1)
I Om t9mJ = ( _ b A(e) . €l

was gleichbedeutend ist mit —7~™b € o, das heifit mit v(b) > m. Also ist
T = T 0O gnili 9y = TN gnlg," und (TN gnlg,")/(T N gmiljg,") = 1,
und in T'g,,j1I liegt keine weitere Nebenklasse von K/I.

Sei jetzt k = k¢. Dann ist

L B a+ EnMbA(e) b A(e)
ke 1gmltgmkg = ( 7 (e 1) — E27bA(€) a — ExbA(e) ) €1

gleichbedeutend mit ¢ € T und v(b) > m. Also ist T'N gmkglkglgrgl = Tyy1, und
(T OV g T, ) /(T 0 gmkelke 'g,') = Tin/Thng1. Lemma 2.15 besagt, daf ¢ Neben-
klassen g, kI in eine Doppelnebenklasse T'g,,k¢I fallen. Da jI schon vergeben ist,
miissen dies gerade die k¢I sein: g, kel € T'gy,I fiir alle § € kp.

Jetzt mufl man den Quotienten noch fiir den Fall ¢ = id betrachten:
Setzt man k = j, so schreibt sich die Bedingung (x) als

. a —b
)= < —bA a ) €l
was gleichbedeutend ist mit v(b) > 0. Also ist TN jIj ' =T N g Kg;".

Und fiir k& = k¢ ist
1, [ a+bAE bA
ke the = < b— A a—gbA ) €1
ebenfalls gleichbedeutend mit v(b) > 0, weil (1 — £?A) ¢ pp. (Denn A ist kein
Quadrat in F.) So erhiilt man in beiden Fillen TN kIk™' =T N g; Kg; '. Dann ist
(TNK)/(TNkIK™) =T/(TNg:Kg; ") und [T : (TNgi Kg; )] = L nach Satz 2.8.
Es fallen zweimal q;’—l Klassen in eine Doppelnebenklasse TkI. Die Antwort auf die

Frage, wie sich diese Nebenklassen aufteilen, gestaltet sich ein wenig komplizierter
als im Fall g # id. Es gilt ndmlich
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Lemma 2.16.
0 1 . .
(@) j:= ( 10 ) €T I <= —1 nicht Quadrat in F,
1
3

(b) k:=

/N

?)ET-I,&E&F<:>1—§2A Quadrat in F.

Beweis: (a) Man priift, wann 751 = T'I. Sei also

. a bA 0 1 —bA «a a [
a= (5 ) (Do) = (2 ) =(0n 5)er
Dann ist —a = 7,8 = —7~, und die Determinantenbedingung liefert 1 = a? —
b V/A = 1292 — b2 A, also —b*A = 1 mod p?; d.h. —b?A € 1+ pp. In 1 + pp ist jede
Zahl Quadrat, und so mufli —A Quadrat sein. Im endlichen Korper kg unterscheiden
sich zwei Nichtquadrate um ein Quadrat, und in F'ist eine Zahl genau dann Quadrat,
wenn sie modpr Quadrat ist (Henselsches Lemma). Da A kein Quadrat in F' ist,

wird —A also genau dann ein Quadrat in F' sein, wenn auch —1 kein Quadrat ist.
Wihlt man dann b € of so, dal —b*A = 1 und setzt a = 0, so ist wie gewiinscht

()4 0)-(3 1)

Fiir (b) priift man, wann k¢ € T fiir £ € k}. Dazu muf gelten:

1 0\ (a DA a [\ [ ax+bAry af +bAS

1) \b a my 6 )  \ ba+ary bf+ad )’
Man liest ab: a8 = —bA¢. Da auflerdem «, § € of, mufl aufgrund des ersten Eintrags
a € oy gelten. Dann ist auch § # 0, denn ansonsten wire b = 0 und dann folgte
mya = £ € 04. Setzt man bA = —af8§ ! in den ersten Matrixeintrag ein, so erhilt

man a(a—7yBd ') = 1, was, da ad — 7y = 1, gleichbedeutend mit a = § ist. Dann
folgt auch f = —bA. Somit erhilt man die Forderung

1 0\ ([ ax+0bAmy 0
c 1) \batary 1)°
Es bleiben drei Gleichungen:
(I) 1=aa+bAry
(I
(

I) 1=a>-0A
1) € = ba + amy.

(T) ist dquivalent zu a = a~'(1 — bA7y). Setzt man dies in (III) ein, so folgt & =
%(1 — bAmy) — ary, das heifit b = af — my(a® — b*4) = af — 7. Dies in (II)
eingesetzt liefert: 1 = a® — (a26% — 2aémy + 72~%) A. Rechnet man mod pr, so lautet
diese Gleichung 1 = a?(1 — £2A). Fiir festes £ ist dies nach a € % auflosbar, wenn
1 — &?A Quadrat in kp ist, also Quadrat in F. Zusammenfassung: Wenn k¢ € T1,
dann ist 1 — €24 Quadrat.
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Ist andererseits 1 — £2A Quadrat, so erhilt man eine Darstellung von k¢ in TT wie
folgt: Wihle a so, da - =1 — €24 und b = a£. Dann ist a*> — b*A = 1, und mit
S=a,a=a ' v=08=—aAf ergibt sich

(5 8)=(ev)

Fiir spédter werden die Ergebnisse des letzten Abschnitts zusammengefafit:

Beobachtung 2.17.
(a) Ist k = j oder k = ke mit £ € kp, so gilt:

(TNK)/(TNkIkY)Y=T/(TNgKg")
und die zugehorige Anzahl der Restklassen ist

- qg+1
[T (TN Kgh)] ="~

(b) Ist m >0, so gilt fir gm bzw. gm:
(TN gmK9,) /(TN gmili " g") = 1.
Fiir ke mit £ € kp gilt:
(T OV g K9, ) /(T O gmke Tk 9,,") = T/ T

und der Index erqibt sich zu
[T : Tons1] = q.

Jetzt kann man ein Vertretersystem fiir T\G/I angeben:

Satz 2.18. Ein vollstindiges Vertretersystem U von T\G/I bilden

. 10 10
(1) (1)

wobei £ € 0} so, daf 1 — &2 A nicht Quadrat in F ist, und

(T2 2. Tz
Im = 0 7rm/2 ) gm = 0 67Tm/2 )

. 0 g o 0 72
gm] - _ﬂ_m/2 0 9 gm] - . _€7rm/2 0 )

firm=2,4,6,... undl € L = F(\/A), e € oh\okx? so, daff N(I)e = 1.
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Benétigte Volumina

Damit man die Integralformel benutzen kann, mufl man die Volumina der Doppel-
nebenklassen angeben, was nach der Vorarbeit nun leicht fallt:

Satz 2.19.

(a) volg(I) ' =q+

(b) volp (T NI)~! =

(¢c) volp(T NkIk™')~
)
g

1

( q+1
(

(d) volp(T N glg~
(
(a

T2

+1
o
iq fir g = gm, gm und m > 0.

== g™ fiir g = gy, Gm und m > 0.

1
1
(e) volp(T N gjlj~

Beweis: (a) ist klar, denn volg(I)™ = volg(K) YK : I] = (¢ + 1).

(b) und (c) sind Beobachtung 2.17(a) zusammen mit Satz 2.8.

Zu (d): Nach Beobachtung 2.17 ist T N g,,lg;;" = Tpyy = T N gmHKg;ﬂrl. Al-
so gilt fiir das Volumen mit Hilfe von Satz 2.8: volT(T N gmlg,')™" = volr(T N
I K g, ) T : Toa] = "?qm 'q.

Zu (e): Esist TN gpnjljitg,' =T N gnKg,' nach Beobachtung 2.17(b) Also sind
auch die Volumina gleich, und Satz 2.8 ergibt volr(T N gnjlj~tg,) ' = g™ 2.

Auswertung der Integralformel

Nun sind alle Bausteine zusammengetragen, die man benotigt, um die Orbitalinte-
grale mit der Formel

1rw1(97"tg)
0% (11p1) =
rer(L1ur) ; volp(T N glg=1)

zu berechnen.

Satz 2.20. Es sei F' ein lokaler Korper der Restklassencharakteristik # 2 und es
sei L = F(VA) eine unverzweigte Erweiterung von F, also 0.E. A € oh\oh?. Sei
weiter G = SL(2,F), K = SL(2,0g), I die Standard-Twahorigruppe und T = N}

der Torus der Form
T:{<“ ”A) 2 PA—1 }
b a

Dann nehmen die Orbitalintegrale fiir requlire t = a + bvA € T und die Erzeuger
1701, wobei w € W2 der Iwahori-Hecke-Algebra folgende Werte an:

(a) Sei w =1, = < W(; 721 > Dann erhdlt man fir n =0, also fir [wl = 1I:

¢'® —1

Ofr(t) =1 —
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(b) Firn # 0 ist
Oftr(Ln,r) = 0.

0O "

(c) Seiw = j, = ( 0 ) Dann gilt:

1 falls v(b) =0,
OtCéT(]'IjUI) = { 0 fa,lls ’Ugbg > 0,
Oftr(1pj,1) = ¢ firn > 0, baw.
Ortr(Lrj,1) = ¢"®"  fiirn < 0.

Beweis: Da man die Volumengewichte in der Summationsformel schon kennt, ist nur
noch fiir die verschiedenen Iwl und g € ¥ zu priifen, ob man von Null verschiedene
Beitrige erhilt, also ob g 'tg € Twl. Da die g 'tg immer wieder bené6tigt werden,
seien sie hier einmal aufgelistet:

g =id:
-1 g a bA
g tg_t_(b a )

g:]{?§:

-1 | _ a+£bA bA
gt = ke the = ( b(1— £24) a— £bA

g 'tg = ( (6_1)(;_,% (G)W;M )

9 = gm bzW. gp:

g = gmJ bzw. GmJ:

g 'tg= < —(e)?rmbA _(62ﬂmb )

Um die entstehenden Matizengleichungen iibersichtlicher zu gestalten, wird im fol-
genden wann immer ohne Einschrinkung moglich nicht mit konkreten Eintrigen,
sondern symbolisch mit der Menge der moglichen Eintrége gerechnet. So ergibt sich

zum Beispiel
7= Op OF
pr Op )’

zusammen mit der Nebenbedingung det = 1. Der Beweis besteht nun aus einer Rei-
he von Fallunterscheidungen, die aber im Einzelnen aus elementaren Rechnungen
bestehen.
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(a) und (b): Sei w = [,. Dann ist

(5507 2
PF OF 0 " Or OF
7 "0h + " lop 7 "o + 7"OF

< ,n.fnJrloF +7Tn+10F ,n.fnJrlOF_'_ﬂ.nO*F )

1. Fall: Sei n > 0. Dann ist

—T A% -n
™ Op T (0] ]

Um zu priifen wann g 'tg € Il,I, betrachtet man fiir alle ¢ € ¥ simultan die erste
Komponente: Da a bzw. a + £bA € op, also insbesondere nie in 7~ "0y, kann nie
g~ 'tg € Il,1 gelten. Es ist also 1y, ;(¢~'tg) = 0, und damit ist auch O%(1y,;) = 0.

2.Fall: Sei n = —r < 0. Dann ergibt sich

L — ( ﬂ.—r-l-loF 7T_TOF >

7" lop 7"0%

Fiir alle g € ¥ betrachtet man die vierte Komponente: Damit man Beitréige erhélt,
miifiten a bzw. a — £bA aus 7 "op sein, im Widerspruch zu a,a — £bA € op. Also
ist niemals g~'tg € Il,I und somit das Integral O (1,,7) = 0.

3.Fall: Sei n = 0. Dann ist Ilo] = I. Sei g = id. Dann ist

-1 . abA
g tg-(b a)e]

genau dann, wenn b € pp, also wenn v(b) > 0. Fiir g = k¢ ist

L a+bAe bA
g 1tg_(b(1—A§2) a—bAf)EI

ebenfalls gleichbedeutend mit v(b) > 0, also b(1— A&?) € pp. Fiir g = id bzw. g = ke
ist demnach 17(¢g~'tg) = 1 genau dann wenn v(b) > 0.
Fiir ¢ = ¢, bzw. ¢ = g,, hat man

L, a (e)T™bA
9 9= ( (e=Hr=mh a €l

nur wenn —7~"™b € pp. D.h. 17(g7'tg) = 1 ist hier gleichbedeutend mit v(b) > m.
Setzt man schlief$lich ¢ = ¢,,,j bzw. g = g,,7, so erhélt man

L, a —(e Hr™b
9 19 = < —(e)m™bA a €1
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dann und nur dann, wenn 7 ™b € op. Somit ist nun 1;(¢g 'tg) = 1 genau dann
wenn v(b) > m. Die Summationsformel fiir das Integral liefert jetzt, falls v(b) > 0,

05(1,) = volg(I) volg(kITk™")
P ol (TN ) wolp(T N kT

Q[U(bgfl}

N Z < volg(gmIg,,") volg(gmIg,,") )
S UOZT(T N gmlg;ll) UOZT(T N f]mlg,;ll)

v(b)

LN (_olalomiTiTten) | vola(inilig5)

5 volp (T N gmili=tgt)  volr(T N Gmjlj—'g,,")

also mit Hilfe von Satz 2.19:

o I qg+1 - I q+1
0y (1) = Q'm'T+m:;’m2-q+—l'Tq
v(b)
N ST g
m=24,... q+1 2
= 14qg+¢@+ - +¢®!
¢'® — 1
=

Fiir v(b) = 0 ist das Integral gleich 0, weil g 'tg € I dann nie erfiillt ist.

(c) Sei nun w = j,. Dann ist

Twl — OF OF o =" Op OF
©F O -0 QF Of
_ < 7" lop + 1"0op 7 "0k + T"OF )

7Tn0*F+7T_n+20F 7T—n+10F_|_7Tn0F

Zu priifen ist wieder, wann ¢ 'tg € ITwI ist. Es sei daran erinnert, daf§ die verschie-
denen ¢~'tg am Anfang dieses Beweises aufgelistet sind.

1.Fall: Sei n = (. Dann ist

Il = < OF O > .
Fiir g = id ist g~'tg € IjI nur, wenn b € of. Fiir g = k¢ ist ebenfalls g~'tg € IjI,
genau dann wenn v(b) = 0. Denn b(1 — £2A) € o} bedeutet gerade b € 0%, weil
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1—&2A € of. Fiir g = gy, bzw. g = G, bedeutet g tg € Ij1, dal sowohl 7™b € o}
als auch 77™b € oy gelten mufl; was unerfiillbar ist, da m > 0. Die gleiche Bedingung
erhilt man fiir ¢ = g,,j bzw. g = §,,j. Somit gilt fiir v(b) = 0 unter Verwendung
der Volumina aus Satz 2.19:

volg(I) volg(jI774)

O%(1y) = 0
¢ (Lrjr) volr(T N I) * volr(T N jIj~") !
qg+1 2

Fiir v(b) > 0 ist das Integral gleich 0.

2. Fall: Sei n > 0. Dann hat man

7n+

[N lop 7 "0f
Ind = " 20p 7 "tlop |

Fiir ¢ = id bzw. g = k¢ liest man, damit g~ 'tg € IjI ist, aus der zweiten Kom-
ponente ab, dafl b € 7 "o§. Das ist ein Widerspruch zu b € op. Im Falle g = ¢,
bzw. g = ¢, folgt ebenfalls aus der zweiten Komponente, dal 7b € 7 "oy sein
miifite, was wieder nicht moglich ist. Bisher ist also g~ 'tg ¢ Ij,I. Fiir g = g,,j bzw.
g = gmJ jedoch ist

1, a —(e )T
g 19 = < —(e)mT™bA a € T

genau dann erfiillt, wenn 7~ b € 7 "0%, d.h. wenn v(b) = m — n. (Ist dies erfiillt,
so auch die iibrigen Forderungen an a und b.) Man erhélt also nach Satz 2.19

00l (9ot +nd 17" Gy by 1)

UOlT(T N gv(b)—l—nj]jilgv(}))-l-n)
Lo gt L uwen

. qg+1 2
v(b)—l—n—l‘

Of (L1j,1)

= q
3.Fall: Sei n = —r < 0. Dann ist

[] I — ( T "oF 7TTOF>

7 "op T "OF

Dann ergibt sich bei g = id bzw. g = k¢ fiir g~'tg € 1,1 in der dritten Komponente
die Bedingung b bzw. b(1 — £24) € 7 "0}, im Widerspruch zu b, b(1 — £?A) € o.
Ebenso erhilt man diesmal fiir g = g,,,7, bzw. g = ¢,,j, daBl 7™b € 7 "of. In diesen
Fillen ist also g~'tg ¢ Ij,I. Aber fiir g = g,, oder g = §,, gilt nun:

1, a (e)m™bA .
g lg= < (=)= . €lj,I



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE FUR DIE SL(2, F) 34

genau dann, wenn 7 ™b € 7 "0}, also wenn v(b) = m + n. Somit ergibt sich das
Integral diesmal zu

vola(g, 7n191,_1 “n
Of (115,1) = 2- o (b)‘l |
volr(T N gv(b)fnlgv(b)fn)

1 ) q + lqv(b)fn

2.2.2 Orbitalintegrale O%(1y,;) fiir t € T

Nun sollen auch noch die Orbitalintegral fiir ¢ € T und die charakteristischen Funk-
tionen 17,7 berechnet werden. Dies geschieht in weitestgehender Analogie zur Vor-
gehensweise im Fall des anderen Torus T = T;.

Die Zerlegung T\G/T
Satz 2.21. Die Elemente

_ T2 0 S, T2 0
gm - 0 7Tm/2 ) gm - 0 67_(_7*71/2 )

. 0 g2 o 0 7 m2
gm] - _ﬂ_m/2 0 9 gm] - . _€7rm/2 0 )

firm=0,2,4,6... undl € L = F(V/A),e € o:\0%? s0, dafi N(l)e = 1, bilden ein
Vertretersystem W der Doppelnebenklassen T\G/K .

Beweis: Man hat durch Satz 2.2(c) ein Vertretersystem ® bestehend aus den g,,, und
Gm von T\G/K gegeben und aus Lemma 2.14 weifl man, daf

(50) (L)

fiir £ € kp ein Vertretersystem von K /I bilden. Nun ist zu priifen, wie die Vertreter
sich gmJj, gmke bzw. g7, gmke auf die Doppelnebenklassen T'g,, kI bzw. T'g,kI
verteilen. Dazu benutzt man wieder die Bijektion aus dem Beweis von Satz 1.7(b):

(TNgKg Y/ (TNgkTk tgY) =5 A= {al | gaI C TgkI}.

Zu untersuchen sind fiir die verschiedenen Vertreter also die Terme des Quotienten
(TN gKg")/(T N gkIk 'g~'). Dabei unterscheiden sich die auftretenden Terme
fir §, und g, nur um Faktoren e*!. Diese werden wie im vorigen Abschnitt in
Klammern gesetzt, um die beiden Fille g, und g, gleichzeitig behandeln zu kénnen.
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Fiir den oberen Term des Quotienten hat man in Beobachtung 2.10 schon festgestellt,
daB TNgmKg' = Tyt = {t = a+bv/Alv(b) > m+1} gilt. Gleiches gilt fiir g, statt
gm. Nun soll der untere Term des Quotienten 7'M g, kIk~'g ! fiir m > 0 betrachtet
werden, zunichst fiir k = j: Gleichbedeutend zu ¢t € T N gmilj~'g ! ist fiir t € T:

—m—1 -1
11, a - b(e )
I Y tGm] = < —amLpA(e) ) €l

a

Dies ist genau dann erfiillt, wenn v(b) > m 4+ 1. Also ist TN gmili g7 = Tonga,
und in T'gy,j1 liegen aufer g,,jI keine weiteren Nebenklassen gn k1.
Sei nun k = k¢: Dann erhélt man fiir £ € T'N gmkglkglgn;l die Bedingung

L B a+ £ A(e) 7™ A(€)
ke Gm tgmbe = < (e ) — 2nmbA®) a— e tbA(e) ) €

Damit diese Bedingung erfiillt ist, muf} diesmal v(b) > m + 1 gelten. Man hat also
TN gmkelks g = Tmio. Das heift, daf (TN gnKg ") : (TN gmkelks ' g,")] =
[Tr+41 : Tint2] = ¢, nach Lemma 2.15. Es fallen ¢ Nebenklassen g,,k¢I in eine Dop-
pelnebenklasse. Sie fallen also alle zusammen: gp,,keI C Tgp, 1 fiir alle § € kp. Man
hat somit bewiesen: Die ¢,,, gmj und g, gmj mit m € 2Ny bilden ein vollstindiges
Vertretersystem von T\G/1.

Bendétigte Volumina

Zunichst sollen die Ergebnisse des vorigen Abschnitts iiber die Volumina festgehal-
ten werden.

Satz 2.22.

(a) volg(I)™' =q+1

(b) volz(T N gIg=")~' = L1 g+ fiir g = g, und G-
(¢) volp(T M gjlj~tg™" )™t = L. g™ fiir g = gy und Gu,.

Beweis: (a) hatte man schon als Satz 2.19(a).

Zu (b): Man hat vol#(T N g lg;)™" = voliz(T N gnKg: )™ - (T N guKg;') -
(TN gmIg;")]. Der erste Faktor ist nach Satz 2.11 gleich ¢tl. g™; der zweite Faktor
nach Lemma 2.15 gleich gq.

Zu (c): Hier gilt vol:(T Ngjlj g~ = volx#(T NgmKg )" = %1 ™, wie man
aus (b) abliest.

Auswertung der Integralformel

Die Argumentation bei der Berechnung der Orbitalintegrale iibertréigt sich fast wort-
lich aus dem Fall des anderen Torus T = T;:
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Satz 2.23. FEs sei F' ein lokaler Korper der Restklassencharakteristik # 2 und es
sei L = F(\/A) eine unverzweigte Erweiterung von F, also 0.E. A € oh\ok?. Sei
weiter G = SL(2, F), K = SL(2,0x), I die Standard-Twahorigruppe und T = N}
der Torus der Form

T:{( bA”) ‘ 0 A =1 }
b a

Dann nehmen die Orbitalintegrale fiir requlire t = a + bv/A € T auf den Erzeugern
der Iwahori-Hecke-Algebra 11,7, wobei w € W2 folgende Werte an:
,n.*’rl

(a) Sei w =1, = < 0 721 ) Dann gilt fiir n =0, also fiir Iwl = I:

¢'® —1

OG
qg—1

teT(II) -

(b) Firn # 0 ist
OfLi(1p,1) = 0.

0O "

(c) Seiw = j, = ( 0 > Dann gilt:

Oyt 7(1rjor) = 0,
Otcéf(lljnl) = ¢"OHb fiir > 0, baw.
Otii“(lljnl) =¢" O firn <0.

Beweis: Man mufl noch priifen, welche ¢ € ¥ von Null verschiedene Beitrége zum
Integral liefern. Das heifit, wann ¢~'tg € TwI gilt. Zur Ubersicht sollen die g~'tg
auch hier noch einmal aufgelistet werden:

g = gm bzw. gp,:

L, a (e)T™HhA
9 tg= ( (e Dyr 1 a
9 = gmj bzw. gmj:
T, a o () L)
919 = < —(e)m™T1hA a

(a) und (b): Sei w = [,,. Dann ist

Twl = 7 "0% + " Tlop 7T "o + 7"OF
,n.fnJrloF + 7Tn+10F 7rfn+10F + 71'“0;;\



KAPITEL 2. ORBITALINTEGRALE FUR DIE SL(2, F) 37

1. Fall: Sei n > 0. Dann ist

T = T "Op T "Of
n 7T_n+10F 7T_n+10F '

Um zu priifen wann ¢ ‘tg € Il,I, betrachtet man fiir alle ¢ € ¥ die erste Kompo-
nente: Da a € o, also insbesondere nie in 77 "0}, kann nie g~'tg € I, I gelten. Es
ist also 17;,7(g”'tg) = 0, und damit ist auch OF(1y,7) = 0.

2.Fall: Sei n = —r < 0. Dann ergibt sich

L — ( ﬂ.—r-l-loF 7T_TOF >

7T7T+10F 7T7TO*F

Fiir alle g € ¥ betrachtet man die vierte Komponente: Damit man Beitrdge erhélt,
miifite a € 7 "op gelten, im Widerspruch zu a € op. Somit ist das Integral
Of(1p,r) = 0.

3.Fall: Sei n = 0. Dann ist

Il =1 = < OF °f>.
PF Op

Fiir ¢ = g, bzw. ¢ = §,,, erhélt man
1, a (e)m™ 1A
9 tg= ( (e Dy 1

genau dann, wenn v(b) > m + 1. Und fiir g = ¢,,j bzw. g = Gpj ist

L, a —(e Hym ™1
919 = ( —(e)m™t1pA a €1

gleichbedeutend mit v(b) > m + 1. Demnach erhélt man mit der bekannten Formel:

el

2['u(b)72}

of(1;) = ZZ ( ?olc(gmfgmlzl volc(gmfgrﬁjzl )
m=0.24,.. \VO (T NV gmlgy')  volr(T N Gmlgy')
2[2- N i
N Z ( UOlG(Qm]]]' Im ) UOlg(gmg]]' .gmN) ) |
0t volp (T N gmili~tg,t)  volr(T N gmjlj—'g,,")

Ist v(b) = 0, so sind diese Summen leer. Dann ist also OF(1;) = 0. Fiir v(b) > 0
beniitzt man die Volumenbeitrige aus Satz 2.22, und erhilt:

2[1}({7%—2}

qg+1 1 1 qg+1 1
0% (1) = 2- Ej 2T gt 9. }: Cgm
r(1r) y T gk T 2 T
m=0,2,4,... m=0,2/4,...

— 1+q+q2++qv(b)_1
¢'® —1
g—1 "~

Q[U(b;—l}
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(c) Sei nun w = j,. Dann ist

Tl — 7 "logp + 7"op T "0% + T"OF
wi = n % —n+2 —n+1 n '
mTop + T O T OfF + T 'OF

1.Fall: Sei n = (. Dann ist

11 = < OF Op ) .
Op OF
Damit ¢ 'tg € IjI, muB fiir ¢ = g,,, §n aufgrund des zweiten Eintrags in g 'tg
gelten: ™1 A(e) € 0%, im Widerspruch zu bA(e) € op. Fiir ¢ = gnj, GmJj erhilt
man denselben Widerspruch, wenn man die dritte Komponente betrachtet. Also ist
O (1;7) = 0 fiir beliebige ¢ € T,

2.Fall: Sei n > (0. Dann hat man

. 7 "tlop 7 "0}
Ijnl = < r20p pntlop )
Fiir ¢ 'tg € Ij,I erhdlt man jetzt mit ¢ = g, Gm aus dem zweiten Eintrag die
unerfiillbare Bedingung 7™ "' A(e) € 7 "0%. Aber mit g = ¢,,7, Gmj kann die Be-
dingung erfiillt werden, denn es muf} gelten: —7~™~'h(e~') € 77 "0}. Dies ist genau
dann der Fall, wenn v(b) = m —n + 1. Somit ergibt sich fiir das Orbitalintegral mit
Hilfe von Satz 2.22:
REENIN Sl GPSTON
qg+1 2
v(b)+n71.

Of (145,1)

= q
3.Fall: Sei n = —r < 0. Dann ist

Ij I = ( n "o 7w TOF )

7 "op T 'OF

Wieder muf8 man priifen, wann ¢~'tg € Ij,I. Dafiir erhiilt man mit g = g,,7, GmJ
einen Widerspruch in der dritten Komponente: —7™"'bA(¢) € 7 "of. Mit g =
Gm, m jedoch hat man die Bedingung erfiillt, wenn 7= !b(¢" 1) € 7 "0} gilt, also
wenn v(b) = n + m + 1. Somit ergibt sich hier das Orbitalintegral zu:

1 +1 B
Of (11j,1) = 2+ o1 q? OR
v(b)—n
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2.2.3 Zusammenfassung

Als wichtigstes Ergebnis dieses Kapitels wird festgehalten:
Wie man aus den Sédtzen 2.20 und 2.23 entnimmt, ist das Orbitalintegral

¢'® —1

G
1;) =
Ot(l) q—1

fiir die beiden nicht konjugierten Einbettungen 7} und 7, des Zentralisators T" des
Elements t = a + byv/A, b # 0, in die SL(2, F) gleich. Es definiert somit ein stabiles
Orbitalintegral, d.h. eines, das unabhéngig von der Wahl des maximalen Torus ist.



Kapitel 3
Integrale fiir die GSp(4, F)

Im folgenden sollen weitere Orbitalintegrale berechnet werden. Dazu sei weiterhin F
ein lokaler Korper der Restklassencharakteristik ungleich 2. Die zugrunde liegende
Gruppe sei nun die generelle symplektische Gruppe G = GSp(4, F'). Es gilt also fiir

g€ G
70 -1\ _ 0 -1,
g <12 0 )g—A(9)<12 0 >

Durch K := GSp(4, o) wird eine maximal kompakte Untergruppe von G definiert.
Es sei I < K < (G die Iwahorigruppe

* * ok %k
OF % %

I = GSp(4,0r) N
p( F) OF PF * QPF
PF Pr * Ok

Insbesondere muf fiir ein Element aus [ gelten, daf} alle seine Diagonalelemente in
0} liegen. Desweiteren sei H die Untergruppe von G = GSp(4, F') bestehend aus
den Elementen der Form

(6%} 0 61 0
[ 0 ay O fs

(hl ) h?) - o 0 61 0 )
0 7 0 o

definiert durch Elemente

a1 P az [
h - h =
! ( Yo 01 ) ’ ? < Yo 09 )

aus GL(2, F') mit der Eigenschaft det h; = det hy. Die Gruppe H ist also isomorph
zur Gruppe (GL(2, F) x GL(2, F))?, wobei der Exponent 0 die Determinantenbe-
dingung andeuten soll. Diese Isomorphie wird im folgenden sehr oft ausgenutzt, und
deshalb werden die beiden Gruppen meist miteinander identifiziert.

Nun sei L = F(v/A) wieder eine unverzweigte quadratische Erweiterung von F und
ohne Einschrinkung v(A) = 0. Der Torus

T = (L* x L*)" = {(t1,t2) € L* x L* | Normt; = Normt,}

40
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kann in H bzw. G eingebettet werden, und sein Bild definiert einen maximalen
Torus von G. Fiir # € F bezeichne ¢g2, die Einbettung von L* in GL(2, F), die
t=a+b/A € L* abbildet auf

boralt) = < bgail HI;A ) .

Unter den Einbettungen (¢9%A,¢95A) von T in GG gibt es genau zwei in G nicht-
konjugierte Klassen maximaler Tori. Diese werden représentiert durch (¢4, ¢4) und
(¢4, Pr2a). Kommt es auf eine Unterscheidung der Einbettungen nicht an, so wird
das Bild von T in G wieder mit T" bezeichnet.

Bevor zur Betrachtung des Orbitalintegrals iibergegangen wird, hier noch einige
oft benutzte Bezeichnungen: Fiir entsprechende Gruppen der Dimension 2 schreibt
man z.B. K(2, F) = GL(2, 0of). Dies ist eine maximal kompakte Untergruppe der
GL(2, F). Genauso bezeichnet I(2, F') eine ihrer Iwahorigruppen, die Gruppe der
modulo pr oberen Dreicksmatrizen. Weiter sei

Ko:=HNK=(K(2,0r) x K(2,0r))°,
Iy:=HNI=(I(2,F)xI(2,F))° und
or := (0} x0;})? C T.

Nun sei n = (s, s') = (a + bvV/A,d' + V'\/A) € op C T. Hier soll das Orbitalintegral

Oy (1) = / 17(g9 'ng) dg
G

berechnet werden. Dazu fiihrt man es der Methode in [W2] folgend auf Orbitalinte-
grale iiber H zuriick: Es seien

G=|JHwI, H=|JTh

i€N j€d
disjunkte Zerlegungen von G und H. Dann ist auch

G= |J Thul
iEN,jEJZ'

eine disjunkte Zerlegung von G fiir gewisse .J; C J, und aus Satz 1.7 weil man

ZZ volg(hjvIv; 1h o) (o o)
voly Tﬁhv,]v_lh ) Lr{v S “nhyti).

€N jeJ;

Nun ist fiir alle 2 € N
HuI = | ] Thiwil,

JEJi
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also
H = Thy(v:lv7" 0 H).
JEJ;
Daraus sieht man:
voly(H Nvlv; )
o1 7= :
n (Lo ropt) 2 volz (T N hjvil vy hy')

JEJ;

- 17(v; 'y inhyv),

und man erhalt

3 le(1)
OG 1 — Vol OH 1 -1 ).
7 ( I) g UOZH(H N vilvi_l) n ( HNw; Tv; )

Desweiteren gilt mit einem Vertretersystem {r;} von T\H/Iy:
/ f(h) dh =" wolp(T N rllgrll)l/ f(trk) dk dt,
H l T J I

also

f(h) dh =" " wvolp(T N morl—l)l/ Flrk) dk.
1 To

T\H

Da das Integral auf G invariant unter inneren Automorphismen ist, kann man H N
v Iv; ! durch irgendeine in G konjugierte Untergruppe ersetzten, ohne den Wert des
Integrals zu verindern. Es sei nun angenommen, dafl ein ¢ = ¢(i) € G existiert, so
daB g(H Nv;Tv; )g~! C .

Aus spéter verstidndlichen #sthetischen Griinden normiert man die Haarschen Mafle
so, daf} gilt:

volg(K) = %(q +1),
volg(Ky) =1 und
UOlT(OT) =1.

Damit erhélt man eine handhabbare Form des Orbitalintegrals:

051 = (¢ +1) S0 O S on s (7 )] [ (k) )

! To

i
Die Berechnung des Orbitalintegrals Of(ll) gliedert sich also in die Schritte:
e Bestimmung eines Vertretersystems von H\G/I
e Finden von Injektionen H N vilvi_l — I

e Bestimmung eines Vertretersystems von T\ H/I,

Bestimmung der Integrale [, 17,((rk) 'nrik) dk

Summation iiber alle diese Komponenten



KAPITEL 3. INTEGRALE FUR DIE GSP(4, F) 43

3.1 Die Zerlegung H\G/I

Nach M. Schroder (s. [W3], S. 2) hat man ein System von Doppelnebenklassenver-
tretern von

H\G/K,

wobei K die maximal kompakte Untergruppe GSp(4,or) bezeichnet. Es wird ge-
bildet von der Identitdt und den Elementen r;, i € N der Form

10 0 7°
S NS
100 1 0

00 1

Zur Vereinfachung wird im folgenden oft ry = id gesetzt.

Um daraus ein Vertretersystem von H\G/I zu erhalten, mufl man die Restklassenbil-
dung verfeinern und bendétigt zunéchst ein Vertretersystem von K/I. Wieder geniigt
es, alles modulo g zu betrachten. Man sucht also Vertreter von G(F,)/B(F,). Dabei
ist kp =2 F,, G(F,) = GSp(4,F,) und B(F,) die Borelgruppe, das heifit die Gruppe
der Matrizen aus GSp(4,F,) der Form

A C
0 AAT- )

mit einer oberen Dreiecksmatrix A und einer Matrix C' so, daf
CTA™ ' —A7'C=0.
Fiir G(F,) hat man die Bruhat-Tits-Zerlegung
G(F,) = U B(F,)wB(F,).
weW

Die disjunkte Vereinigung lduft iiber die affine Weylgruppe W, dem semidirekten
Produkt der sphirischen Weylgruppe W?°, die isomorph zu Z/27Z ist, und einer zu
(Z/27)?* isomorphen Translationsgruppe S. Insbesondere wird W von einer Spiege-
lung s; € W° und einer Translation s, € S erzeugt. Man wiihlt fiir W die Einbettung

0100
NN 1000

0001

0 010

1 00 O
NN 000 -1

001 0

010 0

Die iibrigen 5 nichttrivialen Elemente von W erhilt man dann durch Multiplikation.
Es sind s;89, S$951, $15951, S25152 und s;S98159. Durch die Bruhat-Tits-Zerlegung
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spalten sich die Nebenklassen G(F,) nach B(F,) auf in die der Zellen B(F,)wB(F,),
fiir die schon friiher (vgl. Beweis zu Satz 1.7 (b)) die Bijektion

B(Fq)WB(Fq)/B(IFq) — B(Fq)/(B(Fq)QWB(Fq)w_l)
zwB(F,) — x(B(F,) NwB(F,)w ')

gefunden wurde. Diese wertet man fiir alle nichttrivialen Elemente von W aus:
Sei w = s,: 51 B(F,)sy" ergibt sich als die Untergruppe von G(F,) der Matrizen der
Form

A C

0 B )’

wobei A eine untere Dreiecksmatrix, B eine obere Dreiecksmatrix ist. Also sind die
Matrizen in B(F,) N s;B(F,)s;" der Gestalt

(05)

(D sei eine Diagonalmatrix), so dal man fiir B(F,)/(B(F,) Ns1B(F,)s;") Vertreter

1 a 0 O

01 0 0
Tal@ =109 1 0|

0 0 —a 1

a € F,, wihlen kann. Die Vertreter von B(F,)s; B(F,)/B(F,) ergeben sich dann als
T, (a)sy:

a 1 0 O
100 0
Tal@si =1 o ¢ 1
001 —a

Sei w = sy. Hier besteht sy B(F,)s;" aus den Matrizen der Form

O O O *x
* O * *
* X X *
* O O %

also B(F,) N sy B(F,)s; " aus Matrizen

A C
0 AAT- )
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wobei A eine obere Dreiecksmatrix ist und C eine Dreiecksmatrix der Gestalt

(25)

Demnach erhélt man als Vertreter fiir B(F,)/(B(F,) N syB(F,)s; ")

s, (a) =

o OO
O O = O
o = O O
— o Q O

a € F,. Also sind die Vertreter von (B(F,)s2(B(F,)/(B(F,) die

1 0 0 O
0 a 0 -1
(@) =1 0 o 1
01 0 O
Sei w = s189, d.h.
0 0 0 -1
100 o0
12710 10 0
0 01 O
Matrizen in wB(F,)w™" haben die Gestalt
* 0 0 =
x % k%
* 0 x x |’
0 0 0 =

und damit miissen die Elemente aus B(F,) N wB(F,)w™" von der Form

A C
0 AAT!

sein, wobei A eine untere Dreiecksmatrix ist und C' eine Dreiecksmatrix der Gestalt

(1)

Und damit erhélt man Vertreter

1 a b 0

01 0 0
Tasnl@0) =1 g 1 g |

00 —a 1
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a,b € F,, von B(F,)/(B(F,) NwB(F,)w ). Die Vertreter von B(F,)wB(F,)/B(F,)
sind dann

a b 0 -1
1 0 0 0
Tgys,(a, b)S180 = 001 0 0
0 —a 1 0
Sei w = 8987:
01 0 0
e 0010
17100 0 1
10 0 O
Dies ergibt in wB(F,)w™" Matizen der Form
* % % 0
0 = 00
0 « = 0 |’
X % k%

und damit konnen die Elemente von B(F,) NwB(F,)w ' nur das folgende Aussehen
haben:

* % x 0
0 « 00
00 = 0
0 0 % =«
So dafi man fiir B(F,)/B(F,) N wB(F,)w™" die Vertreter
1 0 0 a
01 a b
1‘5281 (a7 b) - 0 0 1 0 ’
0001
a,b € F,, erhilt, also fiir B(F,)wB(F,)/B(F,) die Vertreter
a 1 0 O
b 0 -1 «a
Tgys, (A, b)S951 = 00 0 1
10 0 O
Sei nun w = S1S957,
00 —-10
isns 01 0 O
22Tl 0 000
00 0 1
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Die Elemente von wB(F,)w ' sind von der Gestalt

* X X X
O *x *x O
O x O O
* * *¥ O

somit sind die Elemente von B(F,) N wB(F,)w ' von der Form

o O O *
O O *x O
S ¥ OO
* O ¥ O

Damit ergeben sich Nebenklassenvertreter von B(F,)/(B(F,) NwB(F,)w ') als

1 a b ¢
01 ¢ O

1‘515281 (aa ba C) - 0 0 1 0 )
0 0 —a 1

a,b, c € F,. Dem entsprechend berechnen sich die Vertreter von B(F,)wB(F,)/B(F,)
zu

b a -1 ¢
1 0 0
1‘515251 (CL, ba 6)318281 — 1 0 0 0
—a 0 0 1
Sei w = $951 59,
00 0 -1
00 -1 0
281 = g 1 0
10 0 O

! nur Matrizen, die aussehen wie

A 0

C B )’
mit einer oberen Dreiecksmatrix A und einer unteren Dreiecksmatrix B. Folglich
diirfen in B(F,) N wB(F,)w™" nur Matrizen der Form

A0
0 AAT- )

Dann hat man in wB(F,)w™
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A wie oben, liegen, und es ergeben sich Vertreter von B(F,)/(B(F,) N wB(F,)w ')
als

10 b a
01 a c
SE525152 (a7 b’ C) = 0 0 1 0 )
0 001
a,b, c € F,. Daraus erhélt man die Vertreter
a b 0 -1
c a —1 0
Ls95189 (a: ba 0)525152 - 0 1 0 0
10 0 O
von B(F,)wB(F,)/B(F,).
Sei schliefllich w = 5159519,
00 -1 0
G g 00 0 -1
18512 = 1 g o 9
01 0 O

Die Elemente von wB(F,)w™" haben die Gestalt

(¢5)

wobei diesmal A eine untere Dreiecksmatrix, B eine obere Dreiecksmatrix ist. Dann
diirfen die Elemente in B(F,) N wB(F,)w™" nur Diagonalmatrizen sein:

D 0
0 D )’
Damit ergeben sich Vertreter von B(F,)/(B(F,) N wB(F,)w ') von der Form

—d

Tsys9s182 (a, b, c, d) =

o OO =
O O =
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Mit den ¢* + 2¢® + 2¢> + 2¢ + 1 = (¢> + 1)(¢ + 1)? Elementen z,w, w € W, hat
man ein Vertretersystem von K = GSp(4, or) nach der Iwahorigruppe I gefunden.
Daraus erhélt man Vertreter der Doppelnebenklassen H\G/I, indem man mit dem
Vertretersystem r;, i € Ny, der Doppelnebenklassen H\G/K multipliziert. Von den
dadurch erhaltenen Vertretern liegen jedoch viele in derselben Doppelnebenklasse:

Satz 3.1. Das Vertretersystem der Doppelnebenklassen H\G /I spaltet sich auf in
vier Ausnahmeklassen vertreten durch

01 0O
voo = 1d, vy = §1 = 1000
00 — I 01 — 1 — O 0 0 1 Y
0 01 O0
110 0 1 0 0 —1
1 00 O 1 0 0 0
UOQ = xsl(]-)sl = 0 0 O 1 71)03 = xSlSQ(]ﬂ 0)8182 - O 1 0 U I
0 01 -1 0 -1 1 O
und in vier generische Familien firc=1,2,3,...:
10 0 =« 1 77 0 0
. 01 77" 0 1o 0 " -1
Vo=t g g 1 o |[P"MTTRT Lo o0 1 0 |
0 0 1 0 1 0
"1 0 0 ¢ 0 0 -1
R _ 0O 0 —1 =« L B 0 7% —1 0
Vig = T'jS251 = 0 0 0 1 y Uiz = T'jS25152 = 0 1 0 0
1 0 O 0 1 0 0 0

Bemerkung 3.2. Es tiberrascht, daf$ die Klassen sich nicht fiir alle © in dieselben
Familien aufspalten, denn die von M.Schroder gefundenen Doppelnebenklassenver-
treter r; wiirden dies nahelegen, definiert doch

o OO =
S O = O
O = = O
o O =

die Klasse der Identitit: Hrol = Hid I. Wie man jedoch aus dem untenstehenden
Beweis ablesen kann, wird bei den generischen Familien intensiv ausgenutzt, daf m
in pr liegt. Dies impliziert den Sonderfall i = 0. Es erkldrt jedoch nicht, weshalb
die Zerlegung innerhalb dieses Ausnahmefalls derart zerrissen ist, daf$ nicht einmal
ganze Vertreterfamilien x,(a, b, ¢, d)w geschlossen bleiben. FEinige Einsicht in dieses
Verhalten kinnte die Zellmultiplikationsregel geben: Ist sw ein lingeres Wort als w,
also l(sw) > l(w), so gilt
Isl - Twl = Tswl.
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Insbesondere gilt fiir die Mdichtigkeiten
t(Iswl) = 4(IsI/I) - s(Jwl/I).

Da natiirlich xssx,wl C Iswl, bilden die Produkte xssx,w der Vertreter von IsI/I
und Twl /I ein Vertretersystem von IswI/I. Ist nun s € W ein Element so, dafs
HidI = Hx,sl, so gilt wann immer Hwl = Hw'l auch Hwl = Hxgsw'l. Jedoch
wurde die Zellmultiplikationsregel schon bei der Darstellung der x,,(a,b, ¢, d)w nicht
benutzt, weil sie fiir die weitere Rechnung duferst unbequeme Abhdngigkeiten in den
Variablen von x,, erzeugt.

Die Zerlegung in die vier Klassen fiir i > 0 ist einsichtiger, schon weil hier alle
Familien z,w zusammenbleiben (s. Beweis). Dann ist es ein leichtes zu sehen, daf
Hr;I = HrisiI und somit Hrywl = Hr;syw'l gilt, wann immer Hrywl = Hrw'l
gegeben ist.

Der Beweis von Satz 3.1

Um dieses Vertretersystem zu iiberpriifen, mufl man untersuchen, wann zwei der
gefundenen Vertreter dieselbe Nebenklasse definieren, also wann

Hrixpwl = Hrizpyw'l
erfiillt ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn ein h € H existiert, so dafl
(zow) ™ 'r; iz w' € 1.

Dieses Argument wird nun auf alle Vertreter angewand:

Der Ausnahmefall i =0

Zunidchst wird gezeigt, dafl die Doppelnebenklassen, die zu den vier in Satz 3.1
angegebenen Vertretern vg; gehoren, wirklich disjunkt sind: Es gilt ndmlich fiir

(03] 0 ﬁl 0
. 0 as 0 fo )
h = v 0 6 0 € H:
0 7 0 o

aja o 0 ﬁl
&) 0 ﬁQ —520
hxg, = I,
! (a)SI ma 7o 0 01 ¢
Y2 0 0y —doa

weil die Eintrége (22) und (33) nicht in of liegen. Ebenso erhilt man

aq ﬁl 0 —m
&%) —52 52 0

I.
Yo 0 =y #
Y2 —02 09 0

hzg s,(1,0)s180 =
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Also sind diese Vertreter nicht in H id I. Weiter ist
ay 0 52 —52

ap ap 0 51
I,
Y2 0 dy =0y ¢

57 ha,, (1)s) =

Yo o 0 4
weil aus dem Eintrag (33) folgen wiirde, dafl §, € of, aber aus (34), dal §, € pp,
und
ay =2 Do 0
-1 _ ar B 0 —o
$1 hrs s, (1,0)s189 = vy =8y 0y 0 ¢ 1,

Mmoo 0 -7

weil dafiir d; € o} und dy € pp gelten miifite. Analog erhélt man

&%) —52 ﬁQ 0
1 -1 1 _ | ;T Bi+ By =B —oy I
(xsl( )51) h$5152( 70)5152 1+ 7o (51 —(52 62 - ¢ ’
il 01 0 -

weil 71 € op N pp nicht erfiillt werden kann. Also sind auch die Klassen Hs;/,
Hzxg (1)s; und Hzg, s, (1,0)s1891 disjunkt.

Nun werden die {ibrigen Klassen auf diese vier disjunkten aufgeteilt:

Klassen, die mit H id I zusammenfallen:
In die Klasse H id I liegen noch die Vertreter x9(a)se und s, 4,5, (0, b,0)s1595; sowie
Ty 598185 (@y 0, ¢, 0)818951 59, denn:

1 00 O
0 a 0 —1
2552(&)32: 0 0 1 0
010 0
ist offensichtlich in H, ebenso
b 0 -1 0
L5551 (0, 0,0) 515981 = (1J(1] 8 8 eH
00 0 1
und
a 0 =1 0
N
01 0 0



KAPITEL 3. INTEGRALE FUR DIE GSP(4, F) 52

Es liegen also 1 + ¢+ ¢+ ¢*> = (¢ + 1)? der z,w in Hid 1.

Klassen, die mit Hs;I zusammenfallen:
In die Klasse HsiI fallen die Vertreter xg,s,(0,b)s152 und s,s, (0,0)s9s1 sowie
Typs1s, (0,0, €)525159. Insgesamt sind das 1+ 2¢ + ¢* = (¢ + 1)? der z,w: Mit

0 0 1 0
0 -1 0 O
h=11 0 —p o |€H
0O 0 0 1
ist ndmlich
-1 0 0 O
_ 0 1 0 O
ST D5, (0,b)s150 = 0 01 0 €l
0 0 0 —1
und fir
-1 00 O
0 0 0 1
h=1 9 01 0 |7
0 1 0 —=b
hat man
1 0 0 0
Sflhxszm(oab)‘s?‘slz 8 _01 _01 8 €l
0 0 0 1
Auflerdem erhilt man mit
00 1 0
00 1
h=110 - o |€H
01 0 -—c
10 0 O
Sflhx525152 (07 b7 0)528152 = 8 é —0]_ 8 e [
00 0 -1

Klassen, die mit Hz, (1)s1] zusammenfallen:
In Hzg (1)s1I liegen die Vertreter xg (a)sy fiir a # 0, x4, (a,b)ses; fiir a # 0,
Tsy505,(0,0,¢)818281 fur ¢ # 0 und xg,5,5,5,(a,0, ¢, d)s1828182] mit d # 0, das sind
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insgesamt (¢ — 1) + 2q(q — 1) + ¢*(¢ — 1) = (¢ + 1)*(¢ — 1) der z,w. Man erhilt
namlich fiir ¢ # 0 mit

1 000
0 a 0O
h=100a0|SH:
0O 0 0 1
a 0 0 O
_ 01 00
(x5, (1)s1) 1hxsl(a)31: 0010 el
0 0 0 a
Sowie mit
1 0 00
0 0 0 «a
h = 00 a0 € H:
0 -1 0 b
a 0 0 0
_ 01 00
(w5, (1)s7) 1hx51(a)31: 0010 el
0 0 0 a
und fiir ¢ # 0 findet man mit
0 0 ¢ 0
01 0 0
h=110 = o |
00 0 -—c
daf
c 1 0O 0
_ 0O -1 0 O
(x5, (1)s7) lhxslsQSl(O,b,c)515251: 00 -1 0 el
0O 0 -1 ¢
Und setzt man falls d # 0
0 0 d 0
0O 0 O 1
h=110 24 0o |
0 d 0 —cd
so erhilt man
d 1 0 0
_ 0O -1 0 O
(2, (1)s7) lthISQSlsQ(a,O,c,d)51525152: 00 -1 0 el
0O 0 -1 d
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Klassen, die mit Hzg,s,(1,0)s152] zusammenfallen:

SchlieBlich sind jeweils fiir a # 0 die Vertreter x4, (a, b)s152 und xg, 5,5, (a, b, ¢)s15281
SOWie Ty, s,(@, b, €)S28189 in Hg s, (1,0)s152] enthalten, ebenso wie fiir b # 0 die
Vertreter Xy, s,s,5,(a, b, ¢, d)s1525159: Denn wenn a # 0, dann findet man

1 0 -b 0
0 a 0 1
h=1090 a 0o|SH
00 0 1
so daf]
a 0 00
_ 0 a 00
(25,5,(1,0)57) lthISQ(a,b)5152: 00 1 0 el
0001
Desweiteren ist dann fiir
0 0 1 0
0 0 0 —at
=110 5 o |Sf
0 —a 0 —c
das Produkt
10 0 —at
(25,5,(1,0)81) " ha (a,b,c)s18981 = 0 a =1 el
s182\ 4 1 8189281 19291 — 00 —1 0 .
00 0 —a!
Setzt man
10 0
0 0 a
h = 00 0 € H,
01
so erhilt man
a 0 0 0
0 —a 0 O
(25,5,(1,0)81) " hx525152(ab6525152 0 0 -1 0 el
0 0 0 1
Zuletzt findet man noch falls b # 0
00 b 0
01 0 —c
h=110 —a 0 €,
0 d 0 (b+ cd)
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fiir das
b 0 0 -1
_ 0 b -1 d
(Z5,5,(1,0)5182) " hy, gys15, (@, b, ¢, d)51525189 = 00 -1 0 el
00 0 -1

Das heifit in Ha,,,,(1,0)s1521 liegen ¢(q—1)+2¢%(¢—1)+¢*(¢—1) = ¢*+¢*—¢*—q der
Vertreter z,w. Summiert man die Anzahl aller behandelten Vertreter auf, so erhélt
man (¢? + 1)(¢ + 1)? Stiick, d.h. man hat alle auftretenden Nebenklassenvertreter
verteilt.

Der generische Fall i > 0

Seinun ¢ > 0. Die vier Klassen Hr;I, Hr;sol, Hr;sos11 und Hr;s951591 sind disjunkt.
Es gilt ndmlich:

2 —1

ar (o1 — 52)7T_,i Bi—em™™ yem
| T Be—m P (e =0T —ay
i hrisy = " Y ! 0 1
0 02 Yo" —%2

denn aus dem Eintrag (44) folgt v, € 0% im Widerspruch zu (43): v, € p%. Also ist
Hr;I # Hr;sol. Auch ist

(g — g)m ™" o Yot By — Yo%
—92 —i
1., _ By —mm —-N7T —ay (g —6y)m™
r7 hrisesy = o " 0 5 | ¢ 1,
02 0 —72 Yo"

weil (33): 0 € o} nicht erfiillt werden kann. D.h. Hr;I # Hr;sos1. Mit der gleichen
Begriindung gilt

24 —1

(a1 = )" Br—yom ¥ yam —y
—9 —i
1., _ fo — i (CYQ - 51) —Qg N
7 hriSes1Sy = o 5 | 0 o ¢ 1,
O2 Yo —72 0
also Hr;I # Hr;sys1s91. Weiter findet man
(ar — dy)7m ™ o prt Bi— V2T 2
) 0 — Tt
-1,.—17 . _ 2 Y2 Y2
sy T; hrisgsy = =i | " 0 5, | ¢1
(Bo =) mr ay —(a— )71
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und
(p — §g) ™" Bi—yr 2 prTt —ay
) Tt - 0
11 2 Y2 Y2
Sy T hr;Sys1sy = i 1,
2 221 M ) 0 -N ¢

—(Be =) (g —d)m" ay T
d.h. Hr;sol # Hr;sosiI und Hr;sol # Hr;So81501. Schlielich ist

Og . SCY e O 0
-1 -1 (al - (52) - B — Yo~ 2 Yo —
$98 . hr;$98189 — . . I
( 2 1) : 1929192 (ﬁQ '7171— z) (042 _ 61) Qs _,ylﬂ.fz ¢
Y 1 0 -

da wiederum aus (44) folgt, da8 v, € o}, aber aus (34), daB v, € @i'. Somit ist
auch Hr;sos11 # Hr;sos18o1.

Jetzt konnen die {ibrigen Vertreter auf diese vier Klassen wie folgt aufgeteilt werden:

Klassen, die mit Hr;I zusammenfallen:
In die Klasse Hr;I fallen noch die Vertreter r;z,, (a)s;, denn mit

0 0 =~
0 a 0
h= t 0 a
0 7« 0
ist
-1 0 00
. o —10 0
hrixgs, (a)s; = g w10 el
't 0 01

Klassen, die mit Hr;soI zusammenfallen:
In die Klasse Hr;soI fallen die Vertreter r;xs,(a)se und r;xs,s,(a, b)s1 2. Denn man
findet mit

10 0 0

01 0 —a
h=1oo01 o [

000 1

daf
1 0 0 0
sy 1y thriwg, (a)sy = 8 é ? 8 €l

00 01
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Nimmt man fiir r;z4,s,(a, b)s1S2 mit a # 0

=

so erhalt man

1,1
Sy T, hriZss,(a,b)s1s9 =

und fiir r;z,5,(0, b)s1 52 nimmt man

h =

und erhalt

—1,—1
Sy 17 hrixs s, (0,0)s159 =

1 00 0
00a 0 (mi=2b
™ 0 a 0
0 0 O 1
a b
0 —a
ar’  br'
0 0
0 0 7% 0
0 bt 0 77!
7 0 0 0
0 7t 0 0
-1 0
7t 1
0 b’
—br 0

Klassen, die mit Hr;s9s11 zusammenfallen:
In der Klasse Hr;sosiI liegen zusitzlich die Vertreter r;zg,s, (a,b)sas; ebenso wie
Ti%s 508, (@, b, €)S18981. Man kann fiir r;x,,, (a, b)ss; ndmlich

=

wéhlen, und erhalt

o OO -

(5951) 11, Thrimgys, (a,b)s95) =

Fiir r;ws, 5,5, (a, b, ¢)s1828; wihlt man

=

0

0
)
0

0 0 0
1 0 —b
0 1+ ar' 0
0 0 1+ ar'
1+ar’ 0
0 1
0 0
0 0
0 c+r° 0
a 0 c+m!
0 a—br’ 0
7t 0 0

€ H,
0o -1

1 0

1 - €l
b

€ H

0 0

0 0

L i | €L
0 -1

eH

O = O O

el

57
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so daf}
14+ent 7t 0 0
0 -1 0 0
-1 —1 . =
(5281) T, hrzxslsgsl (Cl, b: 6)815251 0 0 —1 0 €r
0 ar® —7t 1 + e’

Klassen, die mit Hr;sss159] zusammenfallen:

Schliefilich liegen in Hr;ses1591 die Vertreter r;xg,s,s,(a,b, c)s2s152 sowie die Ver-
treter 7;,Tq, g5 5, (G, 0, ¢, d)S18981 891 FUr 124,55, (a, b, ¢)S95159 sieht man das, indem
man

1 0 —b 0
0 1 0 —c
h=100 14ar 0 €H
0 0 0 1+ an’
setzt und damit
1+ ar’ 0 00
1 0 14+ar® 0 0
(323132) 1Ti 1h7“i1‘525152 (a, ba 0)823182 = 0 0 10 el
0 0 01
erhilt. Fiir r;z4, 5,55, (@, b, ¢, d)$1525159 nimmt man
0 0 b+n" 0
|1 0 —d 0 (b+cd)+7"
h= ™ 0 —d+a(x* —7) 0 €4,
0 =t 0 —ert
damit man
1 + brt 0 0o -
1 ar® 1+ br' —7xt drt
(595150) 7 7 Ay, 598155 (0, b, €, d) 51595159 = o 0 1 0 €l
0 0 0 -1

erreicht.
Nun hat man alle Nebenklassen iiberpriift, d.h. Satz 3.1 ist bewiesen.

3.2 Die Isomorphismen H N vijlvigl — I

Nun sollen die Integrale Of(laniij;jl) in eine Form gebracht werden, mit der man

besser arbeiten kann. Wie bereits gesehen, darf man dazu die Gruppen H N vij]vlgl
mit Elementen g € GG konjugieren. Diese g sollen so gew#hlt werden, dafi Untergrup-
pen von H NI entstehen.



KAPITEL 3. INTEGRALE FUR DIE GSP(4, F) 59

Der Fall i =0

Es sei
[0 = Hﬂ’l}og[’ljaol =HnNI.

DaB h € H Nwgi vy, ist gleichbedeutend zu

as 0 Py 0
vo_llhvm = sflhsl = 32 %1 (?2 %1 el,
0 m 0 o
das heifit h € H N I. Somit ist
HNvglvy' =HNI = Iy
Fiir vy = x4, (1)s1 ist h € H Nwvgalvg, gleichbedeutend zu
&P) 0 Ba — [
v gy = ayr—ay a; —fBy B+ 5 el

Yi+Y o O 01— 0y

"1 71 0 o1
fiir h € H. Dazu muB also h = (hy, hy) € HN 1T sein und zusétzlich oy = s mod pp
sowie 0; = 03 mod pg. Dies heifit nichts anderes als dafl

hlhgl = < 1 611(611_62) ) mod @p.

0
Also ist
H O vgo Ty & Ty = {(hl,hQ) € HNT|hy' = ( (1) ' ) mod pF} |
Mit vg3 = x4,5,(1,0) erhilt man fiir h € H die Bedingung
o%) — 5o By 0
vo_3lhv03 _ 71 01 0 —m cl.

N+ 0i—0d d2 —m
ag—ar =P =B P2
Dies ist gleichbedeutend zu h € H N I und
— o B o =
= (005 (3

Konjugiert man h mit

o= ()-(3 )<

so ist dies gleichbedeutend zu
higahy'gs ' = 15 mod pp

und

Hﬂvo3lv&31 = o3 = {(hl,hg) eHNI | h1h2_1 = < (1) (1) ) mod pp}
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Der Fall i > 0

Von R. Weissauer [W3], S. 18, holt man sich die hier bendtigten Isomorphismen
(und modifiziert sie gleichzeitig ein bifichen): Zunéchst wird mit

((20) (o))

konjugiert, danach in der ersten Komponente mit

01}
1 0 )°
Man erhélt

0 ’717T7i d9 727T72’
(hhha) ~ << ﬁﬂri (03] ) ’ < ﬁQWi 8% )

(o o) (e i) = omm= (5 ) (2 0)).

Nun betrachtet man die H N vijlviglz
Fiir h € H ist h € viglvif]l = rilri’l gleichbedeutend zu

aq ‘ _'}/277_i 61 - '}/277'_22.. (a1 — (52)7’('_‘2‘
i | Tt e (e —d)mTt e —
0 Vo Yo’ 9o

Daraus schliefit man Bedingungen fiir (k1, k2): a;,d; € of, by € gr, by € OF, a1 =
dy mod ph, ay = d; mod ph, by = ¢ mod i und by = ¢; mod E%. Daraus folgt:

(ki ks) € HNI

und

klk_l _ 1 ( didy — cicy  crag — diby )

2 asdy — bacy \ bidy —ajco ajag — bibs

10 ;
(0 1)modpF.

Sind andererseits diese beiden Bedingungen erfiillt, so ist auch h € HNwv;olvg', denn
man erhiilt aus dem Eintrag (21) von kik, ' ¢y = 61% mod %, und aus (22), daf
as(dy —a1) = by(cy —by) mod p%. Dies zusammengesetzt ergibt dy = a; mod % und
co = by mod k. Auf die gleiche Weise erhiilt man aus (12) und (11) die Bedingungen
di = ay mod @i und ¢; = by mod g%, Somit hat man gezeigt:

Hﬂvi(]]?)i?f% ]'i(] = {(hl,hg) e HNI | hlhgl = 12 mod pZF} .
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Fiir h € H Nov;Tv;" hat man die Bedingung

2i

o (vp — §g)m " B — Yo~ Yo~
0 ) Tt —
-1 2 Y2 V2
v hvn = i el.
i M N 01 0

nrTth (B —mmH) —(ae—0)TT"

Dies sind die Bedingungen fiir h € H N vylv;,' zusammen mit der zusiitzlichen
Bedingung ﬁg Y774 € pp, also ¢; = by mod @i Das bedeutet fiir den Eintrag
(12) von kiky': bids — aicy € byay + by ph — a1y + a9, was, da by € o, gleich-
bedeutend zu b;ds — a1¢co = 0 mod p’“ ist. Die iibrigen Komponenten geben keine
weiteren Einschriankungen, so daf} folgt:

HnN Uﬂ[l)i_ll;> Iil = {(hl,hg) € IiO ‘ h1h2_1 = < 3 I ) mod pH—l}.

Fiir H Nvglv;," hat man die Bedingung

92 . 0 —72. Yo .
1 (ay — dg) " a1 Yt B — v %
V.o hUj9 = iy s el
2 ? —(52 -nrT 2 ) mT (&%) (042 - 51)
nw 71 0 )

Dies liefert die Bedingungen fiir (ki, k2) € H N[ und die zuséitzlichen Bedingungen
d, = ay mod ', dy = a; mod ! und ¢y = a; mod @i, Fiir kik;!' folgt daraus:

kiky,' = < [1] ; ) mod it

Ist umgekehrt diese Bedingung erfiillt fiir ein (kq, ko) € H NI, so folgt in gleicher
Weise wie bei v;q, dafl das zugehorige h € H N viglvlgl ist. Man hat also:

Hﬂviﬂvigl% I’i? = {(hl,hg) € I’iU ‘ hlhgl = < i ? > mod K)Z+1}.

SchlieBlich findet man fiir h € H Nw;glv;; die Bedingung

0y Nomr ™! —2 0

~1 N 01 0 —M
. h i3 = 2 —i —3 E I

B e B ) o R L

—(q = d)m " (B =) —em Tt o

Dies impliziert gerade die Bedingungen fiir (ky, ko) € I; 11, so daB gilt:

. ) 10 Z
Hﬁvmlvml—) Iz = {(h1,h2) € I | hihy' = ( 0 1 > mod KJ+1} = lit1,0-

Bemerkung 3.3. Mit den Gruppen I;; hat man eine Filtrierung von Iy = HN T
gefunden:

]0:](]131023103:]103[1131123]1321203121...
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3.3 Die Zerlegung T\ H/I,

Mit den fritheren Bezeichnungen ist Iy = (I(2,0r) x I(2,0r))° C H, und H =
(GL(2, F) x GL(2, F'))°. Das heifit die Tupel (h, k') aus H erfiillen die Bedingung
det hh/~' = 1. Um ein Vertretersystem von T\ H/I, anzugeben, kann man zuerst
Vertretersysteme fiir beide Komponenten suchen und diese dann mit der Determi-

nantenbedingung verkniipfen. In Satz 2.2 hat man bereits eine Zerlegung fiir die
GL(2, F) gefunden:

. (1 0
GL(2,F)= ] L < N ) L K(2,F).
feNg

Die Vertreter seien im folgenden mit r; bezeichnet. K (2, F) = GL(2, o) ist eine
maximal kompakte Untergruppe von GL(2, F'). Fiir L* ist dabei eine Einbettung
bg24 in die GL(2, F') derart zu wihlen, daf

L*;>T92A:{<9_‘ﬁb %A> ‘ > —PACF }

a

AuBerdem wird mit Lemma 2.14 ein Vertretersystem von K (2, F')/I(2, F) gegeben.
Es wird gebildet von den (¢ + 1) Elementen

. 0 -1 10
=) re=(eh)

mit £ € kr. Damit findet man als Vertretersystem von Ty 4 \GL(2, F')/I1(2, F) die
Elemente id, r¢, r¢j, fiir f € N. Was man wie folgt sieht: Wéhlt man némlich

1 —£0? A0
(b Y e

so erhalt man

_ £2 Ap22(f—v(0)) 2(f—v(0))

also ist ryke € TyearpI(2, F). Damit ryj € TyearyI(2, F) gilt, muf fiir ein
a bAG?
tz(be—l a ) € 1p2a

das Produkt r;ltrfj in I(2, F) liegen, also

bAOm!—v(0) —a
1 .
Tf t?"fj = < a o Tr_(f_v(g) S 1(2, F)

Um dies zu erfiillen, braucht man einerseits b € o} und andererseits b € pf,. Dies
kann nur fiir f = 0 der Fall sein. Dann setzt man

0 Af
(i 7)
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und hat die obige Bedingung erfiillt. Zur Vereinfachung der Notation wird im fol-
genden © = 7 ") € 0% gesetzt.

Fiir die Doppelnebenklassenzerlegung T\ H/I, hat man bis jetzt folgendes gewon-
nen: Ein Element (h,h') € H besitzt Darstellungen fiir seine Komponenten h =
¢a(l)rsj"k beziehungsweise h' = ¢g2a(I')rpi™ k' mit n,n' € {0,1}, I,I' € L*,
k,k' € I(2, F). Dabei sind (f, f') und (n,n’) eindeutig durch (h,h') bestimmt.

Aus det h = det A’ folgt nun zunichst, dafl

det k c
det k'

N(L)a!' =20 A o,
sein mufl. Da L/F unverzweigt ist, muf} also zwingend
f = f—v() =0mod 2

gelten. Um zu erreichen, da8 (k, k") € Iy und somit auch (¢a(l), dg2a(l')) € T gilt,
mufl man nun die Gleichheit der Determinanten erzwingen. Dazu darf man & bzw.
k' nur um Elemente aus j "¢ 25 4(L*)5" NI (2, F) baw. j7" ¢ _apgo 4 (L) NI(2, F)
abéndern. Das heiBt (s. Beobachtung 3.5) 49E darf nur um einen Faktor aus
Ni(of(f+(1—n))ok(f'+(1—n'))) abgedndert werden, wenn man mit og,(7) die Ord-
nungen og + v/ Ak fiir i > 0 bezeichnet. Die letzte Gruppe ist offensichtlich gleich
o2 Demnach ist fiir die Vertreter der Doppelnebenklassen T\ H/I, ein weiterer

Faktor zur Unterscheidung dieser Quadratklassen notwendig, und man erhélt

Satz 3.4. Die Gruppe H besitzt die disjunkte Zerlequng

H = UTT(w)[Oa

pew

mit U C 7Z)27 x 7./27 x 0k /0%? x Ny x Ny und der zusitzlichen Eigenschaft f' —
f—v(0)=0mod 2 firyp = (n,n e f, f') € V. Auflerdem ist fir f =0 bzw. f' =0

auch n =0 bzw. n' = 0. Die Vertreter r(n,n’ €, f, f') haben die Form

. (e 1 0\, /1 o0 -
@atn 1) a0 (05 )i (5 o, )57,

mit € € L* so, daff N(¢') =¢".

3.3.1 Die Indices [or : (T Nrlyr™1)]

Es sei fiirz > 0 '
oL (i) := op + VAph

eine i-te Ordnung von oy, und es sei o0} (i) ihre Einheitengruppe.

Beobachtung 3.5. Firr =r(n,n' e, f, f') gilt

TNrly ' ={(z,2")eT |z e€of(f+(1-n)),2 €or(f+(1-n))}
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Beweis: (z,7') = (a + WA, d' + VVA) € T Nrlgr—" heiBt r—'(z,2")r € I fiir
(z,2") € T. Komponentenweise Betrachtung liefert fiir n’ = 0

’ ’ al b’ 7 @67Tfl 214
1 (1)t (= )y = ( " G . ) ) €12, F),
Qert’

was genau dann erfiillt ist, wenn o’ € o, b’ € pf;“ und v(d') + f' > 0. Dabei wurde
wieder © = 07 ) € o}, gesetzt. Fiir n’ = 1 erhilt man:

] b

a enl’
@b'f,(@eﬂf’)QA Ga’ )EI(Q’F)’

flrj;,l%m( 7[}“/2})x/¢02A(7T7[f’/2})7‘f/j = <

was gleichbedeutend ist mit o’ € o}, b’ € p? Die Bedingungen fiir = sind genau
dieselben, was man aus den obigen abliest, indem man ©¢ = 1 setzt. Die Behauptung
ergibt sich somit aus der Definition von oj,(f' + n').

Satz 3.6. Firr=r(n,n' e, f, ') gilt

~ 1 /g+1)\° o P
[or : (T Nriyr 1)]:§<q7> gt (=n) | g fH(-nt)

Beweis: Nach [W2] Appendix 1, gilt:

lor : (TNrLyr )] = o} :o(f 4+ (1 —n))]-[of, : op (f + (1 —n'))]

[N (of,) : N(of,(min{f + (1 —n), f'+ (1 =n')}))]

ﬂqﬂ(l—n) . ﬂqf’ﬂl—n’) .
q q

DN | —

Dabei beachte man, daf fiir f =0 (bzw. f' = 0) auch n = 0 (bzw. n’ = 0) sein mu$,
also f + (1 —n) >0 (bzw. f'+ (1 —n') > 0) immer erfiillt ist.

3.4 Die Integrale [Iy: I;j] [, 17, (k™'r"'nrk) dk

Im folgenden sei ) = (¢ (a+ bV/A), ¢pg2a(a’ +'/A)) € T regulir, das heifit es seien
b und b’ von null verschieden. Fiir r = r(n,n', €, f, f') aus dem Vertretersystem von
T\H/I, aus Satz 3.4 setzen wir zur Abkiirzung

/ !

M o= (87, 8.) = 77 r = (7 " Gpor ala 4+ VA", j 7" b 4 (a' + VA ).

Dann schreibt man
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wobel man setzt:

Das Integral

auswerten heift, die Nebenklassen kI;; C Iy zu zéhlen, fiir die
k_lT]rk € Iz] (*)

Somit ergibt sich mit Beobachtung 3.5 sofort:

o 1) [ Lk k) b= 1
Iy

falls v(b) > f + (1 —n) und v(¥') > f' + (1 —n'). Ansonsten verschwindet das
Integral. Diese Bedingung mufl auch erfiillt sein, damit irgendein anderes Integral
von null verschieden ist, schliefflich wird iiber I, integriert. Fiir die Berechnung aller
anderen Integrale hilft folgende Uberlegung: Da die Bedingung (%) unabhingig von
der Wahl des Vertreters k € kI;; ist, kann man ohne Einschrankung & = (y,id) mit
einem geeigneten y € SL(2, F)NI(2, F') wihlen. Mit diesem y erhélt man dann mit
den Definitionen der I;q:

k7'nk € Ijp <= y s,y = s\ mod .

Fiir I;; und I;; muf} zusétzlich zu dieser Bedingung noch

-1 _ [ * * i+l
Y sry_<0 *>s mod e}

beziehungsweise
_ 1 %
Y 1sry5<0 1>s mod k!

erfiillt sein. Um diese Bedingungen besser handhaben zukdnnen, verlagert man die
Fallunterscheidungen n = 0,1 und n’ = 0,1 von s,, s. nach y: Es bezeichne s,(n) =
G bror a(a 4 bV A) ™ und sL(n) = 5" pganep 4(al + BV A) Y. Bs ist also s,(1) =
§"5,(0) und sL(1) = j~'51.(0);.
Sei n.=n' = 1: Es gilt mit D € SL(2, of):

y 's.(1)y = Ds, (1) < j 'y '5s,(0)j 'yj = j 'Djs.(0).
Statt y € SL(2,F) N I(2,F) zu suchen, kann man hier also ebenso gut y €
i Y SL(2, F)N1(2,F))j = SL(2,F) N I"(2, F) suchen mit der Eigenschaft

y 's:(0)y =5 ' Djs, (0).
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Genauso sucht man fiir n = 0,n’ = 1 solche y = ¢j mit der Eigenschaft
y s (0)y = j7'Djs,(0),
und fiir n = 1,n' = 0 die y = j§ mit
y™'s,:(0)y = Ds}(0).

Fiir n # n’ werden die § des Vertretersystems also nach links bzw. rechts um j
translatiert. Ab jetzt sei

sy = 5.(0)  bzw. s :=s(0).

Ist es klar, welches 7(0,0,¢, f, f') gemeint ist, so wird oft auch dieser Index fortge-
lassen:

3.4.1 Auswertung der Integrale

Im folgenden sei stets v(b) > f+ (1 —n) und v(b') > f'+ (1 —n') erfiillt. Dies waren
die Bedingungen dafiir, daf} es iiberhaupt von Null verschiedene Integrale gibt. Fiir
n = 0 (bzw. n' = 0) impliziert das v(b) > 0 (bzw. v(¥') > 0). Die auftretenden
Integrale sollen nun fiir die verschiedenen Nebenklassenvertreter r = r(n,n' e, f, f')
ausgewertet werden. Dazu mufl man die Anzahl der Lésungen in den verschiedenen
Kongruenzen zéihlen, die soeben eingfiihrt wurden.

Man setzt wie friiher (s. Abschnitt 3.4)

Weiter weil man nach Satz 3.4, dafl mit n > 0 (bzw. n’ > 0) auch f > 0 (bzw.
f'>0) gilt, so daBl B (bzw. B') in pF liegen.
Man unterscheidet grundlegend nach der Grofie von i:
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Der Fall i =0

Zunichst bendtigt man ein Vertretersystem von Iy/Ip. Ohne Einschrinkung kann
man diese Vertreter schreiben als (y,id) mit y € SL(2,0r) N1(2, F'). Zwei Elemente
(y,id) und (z,id) definieren genau dann dieselbe Nebenklasse, wenn gilt:

- 1
Yy 1,25(0 f)modpp.

Da sich jedes Element aus SL(2,0r) N I(2, F') modulo g eindeutig zerlegen 148t in

()G

mit A # 0 und § aus kp, bilden die

A0 X
:<0 )\1): )‘EHFa

ein Vertretersystem von I/ Igs.
Betrachte zunéchst die Integrale fiir n' = 0. Auszuwerten ist dann die Kongruenz

y sy = ( é f )s' mod pr, B € op.

Mit s und s’ wie oben ist dies ist gleichbedeutend zu

_ a + B VB +Bd
y sy = ( B’B o b ) mod pp.
Sei nun n = n’ = 0. Dann sucht man die Vertreter y , die die obige Kongruenz

erfiillen. Da hier v(b), v(l') > 0 sind, vereinfacht sich die Kongruenz 3 'sy = Ds’
nun zu einer von A, das heiffit von y, unabhéngigen Bedingung

a 0 a  Bd
<U a>E<U B@,)modpp.

Das heifit wenn a = o’ mod g ist, so hat man keine Einschrinkungen fiir y, denn

man kann S = 0 setzen. 3
Sei jetzt n = 1, n' = 0. Das heifit f > 0, also B = An?/ € gp und v(b') > 0. Gesucht
sind nun die jy, so daf} die Kongruenz

1, _ [ a —bA 2 _ ([ d Bd
yJ syy—<0 . )—(0 . ) modpr.
erfiillt ist. Da man [ geeignet wihlen kann, mufy dazu wieder nur ¢ = o’ mod pg

gelten.
Nun zu den Integralen fiir n’ = 1: Hier ist die Kongruenz

B (1 .
y sy = 1<0 f)]S’modpF,BEch
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auszuwerten.
Im Fall n = n' =1 muf} f, f' > 0 gelten, also sind B und B’ in @p. Gesucht sind
hier die Vertreter y = j 'yj , die die Kongruenz

a 0\ _ a’ 0
2 a )\ Bd+V o mod o

losen. Das liefert mit geeignetem S nur die Forderung a = o’ mod pr.

Fallsn = 0 und n' =1, so ist B’ € pr und v(b) > 0. Gesucht sind die y, die folgende
Kongruenz erfiillen:

1 718 - a 0 _ a’ ~ 0 mod
J Yy Y] = 0 a - Ba'—i-b' a' OF-

Auch hier findet man nur die Bedingung a = ¢’ mod pp. Somit erhédlt man zusam-
menfassend:

[[0;102]/ 100, (k') dk:ﬁ{( oo ) Ae /@}} _ -1,

I

falls a = o’ mod pp. Ist dies nicht der Fall, so ist das Integral gleich 0.

Der Fall 0 < i < wv(b) — fund 0 <i <o) — f
Zuniéchst benotigt man Vertretersysteme von Iy/I;; fiir ¢ > 0. Zwei Elemente (y, id)
und (z,id) aus I definieren genau dann dieselbe Nebenklasse von I/I;y, wenn
y 'z =1, mod gt
das heifit wenn y und 2z modulo g, gleich sind. Es bezeichne nun
R; := op/(op7")

den i-ten Restklassenring von og. Im folgenden werden (in Analogie zu kr = Ry)
die Elemente von o oft mit ihren Restklassen in R; identifiziert.

Mit dieser Definition erhélt man SL(2, R;) N 1(2, R;) als Vertretersystem von I/ ;.
Fiir IiO/Iij; j = ]_, 2, gllt

. . _ 1 4 4
(y,id)[;; = (z,id)[;; =y~ '2 = < —ga 1 ? N ) mod ! o, B € ok,
wobei fiir 7 = 2 obiges a = 0 zusetzen ist. Demnach gilt:

Lemma 3.7. Die Elemente
st rpnier)- (1)) e b/

bilden ein Vertretersystem von Iy/I; und die Elemente

14+ A

(SL(2,R,)NI(2, Ry)) - ( y

0 ( (
1_)\>a)‘7ﬂ€pF/pF+la

bilden eines von Iy/I;s.
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Nun zur Auswertung der Integrale: Man setzt

_ u v
y_ ’U)Z,

so dafl man fiir y 'sy = s’ schreiben kann

< a+b(Bzw—vu)  b(Bz* —0?) ) _ ( a VB ) |

b(u®> —w?’B)  a— b(Bzw — vu) vood

(Wieder sind s und s" die Komponenten von 7, = (s, s').)

Es sei 0 <7 <w(b)+ f, also v(b) > i. Dann folgt aus der Forderung
y~'sy = s mod gt

auch v(b') > i. Ist dies andererseits erfiillt, so folgt daraus auch sofort v(b) > i. In
diesem Fall sind also sowohl s als auch s’ modulo g% diagonal. Sie sind genau dann
modulo g% konjugiert , wenn a = o’ mod g%. Also ergibt sich

Lo : fw]/ Ly, (K 'npk) dk = $(SL(2, Ri) N j"1(2, Ry)j ™),

I

falls a = o’ mod p% und 0 sonst.

Damit die Integrale von 17, und 17, nicht verschwinden, muf§ zunéchst das Inte-
gral von 17, von Null verschieden sein. Also gilt immer v(b) > ¢ und v(b') > i und
v(a—a') > 1.

Man betrachtet zuerst den Fall n’ = 0: Hier miissen die

(14X 0

mit y € SL(2, R;) N j"I(2, R;) gefunden werden, fiir die

1 - 14+« 16 ;
1 — i i+1
Y sy_< 0 1_a>smodpF

erfiillt werden kann mit o und 3 aus @%. Im Fall von 17, ist a = 0. Durch Ausmul-
tiplizieren erhélt man die Kongruenz

( a+b(Bzw—wvu)  b(Bz*—1?) > _ ( (1+a)d VB’ + Bd

b v (1—a)d

: d ot
b(u?> — w?B)  a— b(Bzw — vu) > ot Pr

Insbesondere hingt dies nicht von A und p ab.
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Sei nun n = n' = 0. Hier gilt fiir die Komponenten von y, dal w € o und u, z € of.
Da v(b),v(b'),v(a — a') > i, vereinfacht sich obige Kongruenz zu

( —~bvu b(Bz* — u?) ) < ap +aa VB’ + Ba ) od i,

bu? bvu b a; — aa

Aus den Eintrigen (11) und (22) zieht man zunéchst a; = 0, also @ = a’ mod p%.
Dann unterscheidet man nach v(b): Ist v(b) > i, so ist auch v(b') > i, wegen (21)
Dann erhélt man mit @ = = 0 eine Losung der Kongruenz. Ist v(b) =) =

so mufl man u? = ’;) mod pr l6sen. Wenn dies moglich ist, so kann man fiir I;; d1e
Zahlen o und [ geeignet anpassen. Fiir I, mufl @ = 0 sein, und man erhélt die

zusitzliche Forderung v € pp.

Somit ergibt sich fiir n =n' = 0 falls v(a — a') > i+ 1:

[10;111]/ 17, (K™ 'n.k) dk =

8(SL(2, Ri) N I(2, Ry)) - g, falls (i < v(b) — fund i <v(V') — f')
t{y € SL(2,R;) | u Ebi mod pp,w € pr}-q, falls i =ov(b) — f = o) — [

0 sonst

und

[IO . IZQ]/ lin(k_lT]Tk) dk =

I
8(SL(2, Ri) N I(2, R;)) - ¢, falls (i < w(b) — f und i < v(b') — f')
#{y € SL(2,R;) |u? = bi mod or,v,w € pp} - ¢ fallsi =v(b) — f=v (') — f
0 sonst.

Sei nun n = 1, ' = 0: Dann ist u € pp, weil y € SL(2, R;) N jI(2, R;), und es ist
B € pp. Die Bedingung ¢ sy = Ds' schreibt sich nun als

a —h?\ _ [ (1 + a)d’ V'B' + Bd’ mod pit!
0 a - v (1—a)d '

Sie ist wegen (21) nur dann lésbar, wenn b in %! liegt. Aus (11) und (22) folgt

auBerdem a = a’ mod p’' und o = 0. In (12) kann man /3 geeignet wihlen.

Also erhdlt man fiir n=1und n’ =0, wenn v(a—a') > i+ 1undi <o) - f
erfiillt sind:

o - Jﬂ]/ 10, (k= "nok) d = (SL(2, B)) 0 I(2, Ry)) - ¢

Iy
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und

o Iig]/ 1y, (b iek) dk = 2(SL(2, Ry) N I(2, Ry)) - o2

I

Sind obige Bedingungen nicht erfiillt, so verschwinden die Integrale.

Betrachte nun den Fall n' = 1. Dann mufl man die

g 14+X 0 .
J=y-j do1oa )Y
mit y € SL(2, R;) N j"1(2, R;)j finden, die die Kongruenz
~—1 ~ — 1 + (% 0 / Z+1
v sy_< 3 1o s mod @}

fiir o und S in % 16sen. Fiir das Integral von 1;, muf} dies schon mit o = 0 méglich
sein. Wieder setzt man
_(u v
Y=\ w 2 )

Da hier f' > 0, also B € pr gilt, erhilt man durch Ausmultiplizieren

( a+b(Bzw—wvu)  b(Bz? —v?) ) {1+ a)d 0 it

- < Ba' + b (1—-a)d ) mod

b(u®> —w?’B)  a— b(Bzw — vu)

Sei nun zunéchst n = n’ = 1. Dies impliziert v = 0 mod g und v(B) > 0, so daf§
man vereinfachen kann:

a 0Y) [ (Q+a)d 0 i1
<l~)u2 a>:< Bd' + 1 (1—a)a’>m0dpF'

Aus (11) und (22) folgt @ = '’ mod g’ und a = 0. In (21) kann man j passend
wihlen.

Man erhilt also fiir n =n' =1 falls v(a — a') > i + 1:

i fﬂ]/ 1p (k=) di = 4(SL(2, B N IT(2R)) - q

I

bzw.

i IQ]/ 1p, (k= nk) dk = £(SL(2, By) N IT(2, R)) - ¢

I
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Sei nun n = 0 und »’ = 1. Dann ist z = 0 mod @r und v eine Einheit, und man
muf} die Kongruenz

a-— buu —131)2
b(u?> —w?’B) a+ bvu

erfiillen. Dies ist nur dann moglich, wenn bin it liegt. AuBerdem folgt aus (11)
und (22) wiederum a = o' mod g und a = 0.

(1+a)d 0 ;
( Ba' + 1 (1—a)d mod gy

Also gilt fiir n =0 und n’ = 1:

[%:1ﬁ]/11h4k%%k)dk::ms14zfaww1@,30ﬁ-q

Io

und
Ty : I / 1, (k' k) dk = $(SL(2, R) N 1(2, R)j) - ¢
I

fallsv(a —a') > i+ 1 und ¢ < v(b) — f. Sind diese Bedingungen nicht erfiillt, so ver-
schwinden die Integrale.

Der Fall i > v(b) — f und i > v(V') — f'

Es sei i > v(b) — f. Als Nebenresultat des vorigen Falls weifl man, daf§ dann auch
i > v(b') — f' gelten muBl, damit die Integrale nicht von vornherein verschwinden.
Nun seien wieder s und s’ die Komponenten von 7, = (s, s’), d.h.

s [ bB g EL’ VB
\b a )’ S\Yd '

Man benutzt folgende Lemmata:

Lemma 3.8. Der Zentralisator SL(2, R;)s von s mit v(b) < i in SL(2, R;) ist die
Gruppe aller Matrizen

y = ( u vB+g ) € SL(2,R,),

v ou+g

wobei g, §' € p;:v(b)/p% liegen. Diese y besitzen eine eindeutige Produktzerleqgung

([ u vB 1 g
Y=\ v u 0 144

. i—v(b i
mit 9,9 € pp ( >/p;.
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Es sei Np die Gruppe der Elemente
u> —v’B € R;.

Lemma 3.9. Die Elemente s und s’ werden modulo ¢% genau dann von einem
FElement y € SL(2, R;) konjugiert, wenn sie von einer Matriz

g:(é 2>€GL(2,RZ~)

konjugiert werden mit £ € Np C Rf. Das heifit wenn gilt a = o' mod 0%, Ve =
b mod p% und ¥'B' = bBE mod .

Beweis der Lemmata: [W2], Lemma 2 und 3.

Nun soll das Integral von 1,y fiir ¢ > 0 berechnet werden. Wie im vorigen Abschnitt
gesehen, muB man dazu die y € SL(2, R;) N j"1(2, R;)j™ zéhlen, fiir die y sy =
s’ mod g erfiillt ist. Lemma 3.9 sagt aus, dafl dazu zunéchst folgende Bedingungen
erfiillt sein miissen:

a = a' mod pb,,
v(b) = f=v) - f

und

ex. £ € Nypor C R} : 5278 = 5 AVOer!" A = br! A mod g

Ein Element aus SL(2, R;) erhilt man dann, indem man das § aus Lemma 3.9 mit
einem Element z = ¢g(£7") multipliziert, denn z vertauscht mit s. Alle weiteren
Elemente y, die y~'sy = s’ mod pp erfiillen, entstehen dann daraus, indem man
noch ein Element z € SL(2, R;)s; dazu multipliziert: Es sei

(e dB ([ u vB+g
T=\a e )0 "7 v utg )

[ eu+dvB te(wB+§)+EdB(u+ )
Y= = dutev  EdWwB+§) +Ee(u+3g) )

Dann ist

Seien nun zuniichst f, f' > 0. Dann ist N4y = R}?

¥, also muf} £ = g ein Quadrat

sein. (Dies ist fiir genau eines der € € o} /ok? erfiillt.) O.B.d.E. kann man dann

=7

wihlen mit e = \/5_1. Jetzt kann man die Bedingungen fiir y in Abhéngigkeit von
n und n’ auswerten: Wenn n = n’ = 0, dann ist y € SL(2, R;) N (2, R;). Also muf}
v = 0 mod pp sein, und man erhélt

Ij{y} = Ij{Z} = Ij(SL(Q, Rz)s M 1(27 Rz))
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Fiir n = n' = 1 liegt y in SL(2, ;) N IT(2, R;). Also muf} ée(vB + g) = 0 mod pr
gelten. Dies gilt aber immer, da v(B),v(g) > 0. Demnach gilt

Hy} = H{z} = 1SL(2, Ri)s.

Ist n =1 und n' = 0, so liegt y in SL(2, R;)NjI(2, R;). Das heifit hier miifite eu € pp
gelten, im Widerspruch dazu, dafl wie gerade gesehen &e(vB + §) = 0 mod pr gilt.
Also gilt hier

Hyr =0
Firn=0und n' =1 muB y € SL(2,R;) N I(2, R;)j liegen, also {e(u + §') € pr.
Dies steht wieder im Widerspruch zu {e(vB + ¢g) = 0 mod pp. Somit ist auch hier

i{y} =0.

Daraus liest man nun fiir f, f' > 0 ab:

( L(2,R)sNI(2,R;)) fallsn=n'=0
[Ig . IzO]/ ljio(k_lnrk) dk = (27 1)s fallsn=n'"=1 .
To 0 falls n # n/

Sei nun f = 0. Dann implizieren die beiden Bedingungen
VOer!" = br/€ mod i,

und

v

@671'}”6 — mOd pF
die Kongruenz
&2 = (Oer’)? mod i,

Dies kann nur dann erfiillt werden, wenn auch f' = 0 gesetzt wird. Auf die gleiche
Weise sieht man, dal f' = 0 auch f = 0 impliziert. Also kann man nur fiir f = f' =0
und n = n' = 0 noch ein von null verschiedenes Integral von 1;,, erhalten. Fiir f =0
ist Nyp2r = R;. Ist £ trotzdem ein Quadrat, so geht man genauso vor wie im Fall
f, f' > 0 und erhélt

Ist £ kein Quadrat, so muf} d eine Einheit sein. Man unterscheidet nach e:
1. Fall: Es kann e = 0 mod pp gewéhlt werden. Dann mufl du = 0 mod @ sein, was
u = 0 mod pp erzwingt. Dann liest man aus Lemma 3.8 ab

Hy} = H{z} = 4(SL(2, Ri)s N jI(2, R;)) = 0.

2. Fall: Es ist auch e Einheit. Dann folgt aus ev + du = 0 mod pp, dafl v = —gu.

Somit gilt
2

d
1 =det z=u>(1 - ?B) mod pp.
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Also ist 1 — g—;B ein Quadrat. Das ist aber ein Widerspruch dazu, daf

2
& =det z=€*(1 - gB).

kein Quadrat ist. Demnach gibt es in diesem Fall keine solchen y.

Fafit man die Aussagen fiir f = f' = 0 zusammen, so erhélt man:

{ 8(SL(2,Ry), N 1(2,R;)) falls £ € oh?

T -1 —
Lo : Izo]/ L, (k™ k) dk = 0 sonst

I

Nun bené6tigt man noch die Integrale von 1;, und 1;,,. Damit diese nicht veschwin-
den, muf} zunéchst das Integral von 1;, von Null verschieden sein. Somit beschrankt
sich die Betrachtung auf die Fille n = n/'.

Sei zuerst n = n’ = 0. Dann haben die Vertreter y von Iy/I;; die Form (s. Lemma 3.7)

o 14A 0
Y = T2Y noo1-a )

Dabei ist © = ¢p(§'), ¥ wie in Lemma 3.9 und 2 € SL(2, R;); N I(2, R;). Nach
Lemma 3.8 hat man fiir z eine eindeutige Zerlegung z = Z2’ mit

- u vB Z,_l g9
v ou ) N0 1+4q )

i+1—v(b)

wobei g, ¢' € p?v(b) modulo g eindeutig bestimmt sind. Die Elemente z und
i1

Z kommutieren mit s in SL(2, op). Also schreibt sich y~'sy = As’ mod @' als

< 1—_,U)\ 13)\ )g_lz'_lsz'g< 1;)\ 18)\ ) = As' mod o4

Ausmultipliziert und gekiirzt ergibt das:

a—bg ) (1+g’)~§l~)B _ [ O+a) VB + Bd mod o+
(1+¢) % a+bg N v (1—a)d F

Diese (insbesondere von A und p unabhéngige) Bedingung wertet man nun aus: Die
Eintréige (11) und (22) sind dquivalent zu den Forderungen a = a’ mod @+ und
—b = aa’ mod @', Letztere legt o durch g fest. Im Fall von 1, d.h. o = 0, muf
dann g € piFH*v(b) liegen. Den Beitrag (21) wertet man aus mit Hilfe von &b = i/,

Dann ergibt sich aus ihm die Bedingung: ¢’ € p?rl*v(b). Im Eintrag (12) pafit man

einfach [ an.
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Nun kann man die Integrale hinschreiben: Fiir n = n’ = 0 gilt falls v(a — a') > i + 1:

[IO . Izl]/ ]'Iil (k_lnrk) dk =

I

t{2 € SL(2, Ry), N I(2, Ry) | ¢ = 0mod "7} g
und

[IO . IZQ]/ lin(k_lT]Tk) dk =

I
#{z € SL(2, R): N I(2,R) | g,¢' = 0 mod @i "=y g2,

Ist v(a — a') =i, so verschwinden die Integrale.
Sei nun n = n' = 1: Hier miissen nicht die Vertreter von Iy/I;; betrachtet werden,
sondern die etwas modifizierten Elemente

— psiii] 14+ A 0 .
y = x2y] Lo1-a )
mit z, z und § wie oben. Dann schreibt sich die Bedingung y~'sy = As’ mod p?“l
als

( a—blg—pt) B > _ ( (14 a)d’ bB’ )
(1=2X =g a+blg—ps") ) \Bd+(1-a)p) (1-a)d )

Der Eintrag (12) fordert €bB = b'B' mod @it, und (11) und (22) implizieren
a = ' mod pi!. Falls v(b) = v(b') > 0, so impliziert (11), daB bg = —aa’ mod .
Im Fall von I;5, d.h. @ = 0, muf} also ¢ ENpijl_v(Nb)/p% liegen. Im Fall I;; kann man
a und [ wie gewiinscht anpassen. Ist v(b) = v(b') = 0, so ist g = 0, also muf} fiir

a = 0 zusétzlich g = 0 gelten. Somit erhilt man:

Fiir n = n' = 1 gilt, falls v(a — a') > i+ 1 und ébr/ A = ¥Oen/’ A mod o4

[IU : [il]/ llil(kilnrk) dk = hSL(Q’ Ri)s 4

Iy

und
[[0 : ]Zg]/ 1Ii2(k7177rk) dk =

Io

z € 2, Ri)s | g=0mod 5 "I L2 falls w(b) — £ >0
4{z € SL(2, R d O 2 falls w(b) — f
4SL(2, Ry)s - q falls v(b) — f =0

Ist v(a — a') =i oder £bnf A # V'Oen? A mod @', so verschwinden die Integrale.
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3.4.2 Benotigte Untergruppen von SL(2, R;) N I(2, R;)

Die Berechnung der Integrale wurde auf das Zihlen von Elementen y in gewissen
Teilmengen der SL(2, F') zuriickgefiihrt. Die Méchtigkeiten dieser Teilmengen sollen
hier berechnet werden.

Fiir i > 0 sei R; definiert als der Restklassenring or/%. Weiter sei

(0t

Dann erhélt man
Lemma 3.10. Es st
#(SL(2,R;) NI(2,R)) = (q—1)g> 2
Fiir 0 # x € R; gilt, falls die Kongruenz u?> = x mod pr ldsbar ist,
#{y € SL(2, R)NI(2,R;) | u?> =2z mod pr} =2¢*2  baw.
#H{y € SL(2, R)NI(2,R;) | u> =z mod pr,v=0mod pp} = 2¢* 3.

Beweis: Es sei

u v
Nun zihlt man die Moglichkeiten fiir die Koeffizienten: Da w € pp/ ¢k, erhilt man
u,z Z 0 mod pp, und

i1 i1
uz —vw = (Z uj7r7> (Z Zkﬂ'k) —vw = 1 mod g,
=0

k=0

mit uj;,2;, € kp. Durch wug ist z eindeutig bestimmt. Ist v = 0 mod piF, so ist
sogar ganz z durch u eindeutig bestimmt, und fiir w € pr/p% erhilt man keine
weiteren Einschrinkungen. Sei v € gh/ph, aber v ¢ o' /ob fiir 0 < | < 4. Das
sind (¢ —1)¢"~'~! Méglichkeiten fiir v. Um det = 1 zu erreichen, kann man uz durch
vw ab der Stelle 7' anpassen. Davor sind die z; durch die u; eindeutig bestimmt.
Also erhélt man:

8SL(2, R)NI(2,R) = ¢ '(g—1)g" '+ Z(q _ 1)qi_l_1ql(q _ 1)qi—1qi—l—1

Die anderen beiden Aussagen folgen sofort, indem man die Moglichkeiten fiir v und
v wie gefordert einschréinkt.
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0 -1

Da die Multiplikation mit j = ( 10

) innerhalb von SL(2, R;) eine Translation
beschreibt, ist

4(SL(2, R;) N 1(2, R;)) = #(SL(2, R;) N j"1(2, R))j™).
Sei nun

a bAxnf
S = < bﬂ'_f a ) € SL(2,RZ)

Lemma 3.11. Ist f > 0, so gilt fiir die Ordnung des Zentralisators von s:
1SL(2, R;), = 24" 12001,

Fiir f >0 ist |
ﬁ(S]-"(Qa Rz)s N 1(2, Rz)) = 2ql_1+2(v(b)—f)).

Beweis: Aus Lemma 3.8 liest man ab:
ﬁSL(Qa Rz)s = (ﬁ kern NB) . qQ(U(b)_f)‘

Da f > 0, ist v(B) = 2f > 0. Dann ist © = +1 mod pp und im iibrigen durch v
festgelegt. Also: fkern Ng = 2¢°. Fiir £(SL(2, R;)s N I(2, R;)) darf man in kern Np
nur Elemente mit v = 0 mod pr nehmen, das sind 2¢°~' Stiick.

Setzt man nun wieder

([ u vB 1 g
T v w 0 1+4" )’
so kann man aus Lemma 3.11 sofort ablesen, daB fiir f > 0 und v(b) = v(b) — f > 0
gilt

8{2 € SL(2, Ry), | g € pi T} = 2gi-1+200(0) 1)

Fir f > 0ist v(b) > 0 immer erfiillt, also

4z € SL(2, R), N I(2,Ry) | ¢ € i "D} = 2¢-2+20®)-1)  ynq

8z € SL(2,R), NI(2,R:) | g. g € o ™"} = 2gi-3+200(0)=f)
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3.5 Berechnung von OS(1;)

3.5.1 Summationsbedingungen

Die Summation iiber die Parameter ¢ > 0 und j = 0,1, 2,3 sowie (n,n’,¢, f, f') € ¥
der Vertretersysteme H\G/I (s. Satz 3.1) bzw. T\H/I, (s. Satz 3.4) ist in Wirk-
lichkeit eine iiber endliche Teilmengen. Diese Einschrankungen sind bereits in den
letzten Abschnitten gemacht worden und werden hier zusammengestellt, so dafl man
im folgenden auf diese Liste zuriickgreifen kann. Die Bezeichnungen entnimmt man
aus Kapiel 3.4. Es sei x := v(a — a'). Es muf} gelten:

x=v(a—d)>1,

fiir die Integrale der I;; und I;, sogar x > 7, wie man dem Abschnitt 3.4.1 entnimmt.
Es empfiehlt sich, iiber die verschiedenen (n,n’) separat zu summieren.

0. Fall: i =0
Die Bedingung n € (T NrIyr—!) liefert

v(b) > f+ (1 —n) und v(d") > f'+ (1 —1n').

AuBlerdem erzwingt f = 0 bzw. f' = 0, dal auch n = 0 bzw. n’ = 0. Das heift es
muf} stets
v(b) >0, v(®)>0

gelten. Diese Einschrénkung resultiert aus dem Vertretersystem {r(z) | z € U} in
Satz 3.4. Dort findet man auch die Bedingung
f—f =wv(#) mod 2.

Alle diese Bedingungen miissen auch fiir alle anderen Fille erfiillt sein.

I. Fall: (Bereich kleiner i) 0 < i < min{v(b) — f,v(b') — f'}
Hier hat man die Bedingung x > 0, die sich aber automatisch aus dem II. Fall ergibt.
Die verschiedene Werte der Integrale empfehlen eine weitere Unterscheidung nach

i=wv(b) — f oderi=wv(b)— f oder i < min{v(b) — f,v(b') — f'}.

II. Fall: v(b) — f =o(l) — f' <i < x—(v(b) — f)
Es ist /

bOem 2
&= vl - OF

zu erfiillen, was fiir genau eine der beiden Restklassen ¢ € oj/ox” der Fall ist.
Auflerdem treten nur die Fille

n=mn



KAPITEL 3. INTEGRALE FUR DIE GSP(4, F) 80

auf.

(a) Bereich mittelgroBer i: v(b) — f < i < min{v(b) + f,v(V') + f'}
Hier ist

v(b) = f=0v) - f.

(b) Bereich grofler i: v(b) + f < i < x — (v(b) — f)
Hier muf} gelten

v(b) =v(d) und f = f"

Den II. Fall sieht man folgendermaflen ein: Fiir v(b) — f < 7 und v(V') — f' < i
miissen nach Lemma 3.9 die Bedingungen

v'e = bOer? ~ mod ¢,
und .
b (Oer!)A = b A€ mod @,

erfiillt sein fiir ein £ € o4”. Dies ist fiir héchstens eines der e der Fall. Aus der ersten
Bedingung folgt v(b) — f = v(b') — f'. Aus der zweiten zieht man die Fallunter-
scheidung (a): br/ A = 0 bzw. (b): br/ A # 0. Der Fall (a) heifit 7 < v(b) + f und
impliziert i < v(b')+ f'. Im Fall (b) erhélt man v(b) + f = v(b")+ f', also v(b) = v (V)
und f = f'. Die Verkoppelung der zwei Bedingungen liefert

b — b = 0 mod piFJr”(b)*f.
Nach Lemma 3.12 gilt 0 < y = v(b?* — b'?), also

i< x = (v(b) = f).

Ist insbesondere 0 < x = 2min{w(b), v(d')}, so tritt der Fall IT.(b) nicht auf.

In diesem Zusammenhang kann man auch die Bedingung ébn/ A = b'Oern!" A mod
pi;rl, die fiir das Auftreten der Integrale von I;; und I;; fiir n =n' =1 im Fall i >
v(b) — f notwendig ist (sie steht am Schlufi des Abschnitts 3.4.1), besser darstellen.

Sie bedeutet nach obigem
i< x—1=(v(b) = f)
Lemma 3.12. Es sei 0 < x = v(a — a'). Dann gilt
x = v(b* — b?).

Beweis: Ist 0 < x = v(a — a'), so kann man a’ schreiben als ¢’ = a + a;7X mit
einem a; € 0. Dann folgt aus der Gleichheit der Normen a? —b*A = a? — b? A, daf3
(b2 — b*)A = 2aa,7* + a?n?X. Daraus liest man die Behauptung ab, weil v(A) = 0.
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3.5.2 Die Auswertung in den einfachsten Fillen

Zur Anschauung und um die erhaltenen Formeln auf etwaige Fehler zu iiberpriifen,
sollen nun die einfachsten Fille des Integrals explizit berechnet werden, d.h. es soll

0%(1;) = ”OZG ZZ S lor: (TNrlyr 1)][10:Jij]/11ij(k1nrk) dk

voly (Iy)
H zOy 0 n,n'ef,f To

ausgewertet werden. Dabei wurde kurz r = r(n,n’ ¢, f, f') geschrieben.
Der Vorfaktor wird durch die Normierung der Mafle bestimmt. Er hat den schonen

Wert
volg(I) 1, (Ko : Iy (¢+1)%(¢*+1) 1

volp(ly) @+ 1) K:1] 2@+D(g+1? 2

Der Fall v(b) =v()') =1 und x =0

Die einfachste Moglichkeit, ein regulidres Element 1 des Torus T zu wihlen, fiir das
das Integral nicht verschwindet, ist n = (a + bv/A,d' + b'v/A) mit v(b) = v(V') = 1
und xy = v(a — a') = 0, also zum Beispiel = (a + 7b1VA, —a + 7b/A) mit
a,a’,by € o}. Dies impliziert sofort i = 0 und j = 0, 1.
Sei nun zunéchst die Einbettung des Torus fiir # = 1 betrachtet, d.h. es muf} die
Bedingung

f—f =0mod?2
erfiillt werden. Dann erhiilt man die Beitriige fiir die verschiedenen Tupel (n,n’) wie
folgt:
n = n' = 0: Die Bedingungen v(b) > f + (1 —n) und v(b') > f' + (1 — n') liefern
f = f' = 0. Das Integral von 1;, erhélt man nun zweimal wegen der verschiedenen
€ und diese wiederum zweimal, weil auch Iy; = I;.
Fiir n = 0,n' = 1 ist zwingend f = 0 und f' = 1, was mit f — f' = 0 mod 2 nicht
vereinbar ist. Ebenso gibt es fiir n = 1 und n’ = 0 keine Moglichkeiten fiir f und f'.
Fiir n = n’ = 1 erhélt man f = f' = 1 und auch hier viermal das Integral von 1.
Die Indices liest man aus Satz 3.6 ab und erhilt:

1/ 1 1
OF(1y) = 3 <4§(q +1)% + 45(g+ 1)2> =2(q+1)%
Das Orbitalintegral fiir die zweite, nicht konjugierte Toruseinbettung mit # = 7, also

f—f =1mod?2,

erhélt man analog:

Hier liefern die Félle n = n’ keinen Beitrag, da sie f = f’ erzwingen. Der Fall n = 0
und n’ = 1 fordert f = 0 und f’' = 1. Der Falln = 1 und n’ = 0 fordert f = 1 und
f' = 0. Es tritt wieder viermal pro (n,n’) das Integral von 1, auf, und man erhélt:

0%(1;) = % <4é(q+ )2 +4%(q+ 1)2> — g+ 1)
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Dann ergibt sich die Differenz der beiden Orbitalintegrale zu

05 (1) = Of (1) = 0.

Der Fall v(b) =v(b') =1 und y =2

Die nichst einfachste Moglichkeit, n zu wihlen, ist n = (a + bv/A, a' + b'/A) mit
v(b) = v(b') = 1 und x = 2, denn die Moglichkeit x = v(a — a') = 1 liefert nach
Lemma 3.12 ein triviales Integral.

Da die Bedingungen fiir f und f’ nur von v(b), v(b') und n bzw. n’ abhéngen, sind
dies dieselben wie im vorhergehenden Fall. Die obere Schranke fiir ¢ ist aber x = 2,
also hat man nur 2 = 0, 1, 2 zu untersuchen. Zunéchst soll wieder das Orbitalintegral
zum Torus mit # = 1 berechnet werden:

Fiirn =n' = 0 hat man f = f' = 0. Im Fall i = 0 erhilt man also wieder viermal das
Integral von 17,. Ebenso erhilt man das Integral von 1;,, je einmal pro Nebenklasse
0% /0k?. Es ist gleich

[]U : [02]/ 1[02 =q — 1.

Io

Der Bereich kleiner 4, d.h. 0 < 7 < min{v(b) — f,v(V') — f'}, umfaBt hier nur ¢ = 1.
Dafiir liest man aus den Abschnitten 3.4.1 und 3.4.2 ab: Das Integral 1, tritt fiir
jede der Nebenklassen o%/0%” auf und das wiederum zweimal, weil es gleich dem

Intergal von 17, ist. Es hat den Wert
o - 110]/ 1, = 4(SL(2, B) N 12, Ry)) = g(g — 1).
Iy

Desweiteren erhilt man die Integrale fiir 1;,, und 1;, jeweils einmal, da die vor-
handenen Bedingungen fiir genau eine der beiden Restklassen 0% /0% erfiillt werden
konnen. Das sind

[ : Ill}/ 17, = t{y € SL(2,R)) | v®> = x mod pp,w € pr} - ¢ = 2¢*
I
und
o : 110]/ 11, = t{y € SL(2, R) | v’ = 2 mod pr,v,w € pr} - ¢* = 2¢°.

I

Fiir den Bereich grofierer 7 gilt die Bedingung v(b)—f = v(V')—f' < i < x—(v(b)—f),
was gleichbedeutend ist zu 1 < 7 < 1. Dies Bereich ist somit leer. Also hat man fiir
n =n' =0 den Beitrag

lor: (TOrLyr )] (4+2(g—1)+4g(g — 1) +2-2¢*) = (46> — ¢+ 1)(¢ + 1%
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Die Félle n # n' treten wieder nicht auf. Fiir n = n’ = 1 hat man auch f = f' = 1.
Die Beitrige fiir i« = 0 ergeben sich genauso wie im Fall n = n’ = 0. Im Bereich
kleiner ¢ gilt die Bedingung 0 < i < min{v(b) — f,v(b') — f'}, also 0 < i < 0. Der
Bereich ist demnach leer. Der Bereich groler i, d.h. v(b) — f < i < x — (v(b) — f),
gibt die Moglicheiten i = 1,2. Da aulerdem immer ¢ < v(b) + f = v(V/) + f' =
gilt, befinden wir uns im Fall mittelgrofier 7. Man erhélt jedes Integral nur fiir eine
der beiden Restklassen 0% /0%”. Wie fiir n = n’ = 0 mufl man aber das Integral von
1;,, doppelt zdhlen, weil 1;_; 3 = I, o. Es hat hier den Wert

1y Iio]/ 17, = #SL(2, R;), = 24"
Io

Die Bedingung x > ¢ fiir die Integrale von 17, und 1y, ist nur noch fiir 7 = 1 erfiillt.
Die weitere Bedingung '
ébrf A = V'Oen!” A mod !

ist nun gleichbedeutend zu
b? = b mod 7,

was wegen v(b) = v(b') = 1 natiirlich gegeben ist. Somit erhélt man jeweils einmal
[[0 . ]11]/ 1]11 == IjSL(2, Rl)s g = 2q2
Iy

und
[[0 : ]12}/ 17, = hSL(Q: Rl)s q = 26]2-

I

Der Beitrag fiir n = n’ = 1 ist hier also
lor: (TNrlyr )] (4+2(¢g—1)+2-2¢+2-2¢° +2-2¢°) = (4¢° + 3¢+ 1)(¢ + 1)*.

Damit erhilt man das Orbitalintegral zu
1
Oy(1;) = la+ 1?4 —q+1+4¢" +3¢+1) = (¢ + 1)*(4¢° + ¢+ 1).

Nun zum Orbitalintegral mit dem getwisteten Torus, d.h. # = 7. Diesmal erhilt
man fiir n = n’ keine Beitrige. Fiir n # n' hat man: Falls n = 0, n’ = 1, so sind
f =0und f"= 1. Umgekehrt gilt fallsn =1 und n’ = 0 auch f =1 und f' = 0. Die
Integrale fiir ¢« = 0, also die von 1;, bzw. 1j,, hat man wieder vier- bzw. zweimal
pro (n,n'). Der Bereich kleiner 7, also 0 < i < min{v(b) — f,v(b') — f'} = 0, ist leer.
Das gleiche gilt fiir den Bereich grofler 7, weil es hier nur falls n = n’ Beitrige gibt.
Also hat man fiir das Orbitalintegral:

O5i(1;) = %(q+ D2(2-44+2-2(¢—1)) = (g+1)*(g+1).

Die Differenz der Orbitalintegrale zu den verschiedenen Tori ist

Of(1;) —05(11) = (¢+1)* (4 + ¢+ 1— (¢ +1)) = 4(q + 1)°¢,



KAPITEL 3. INTEGRALE FUR DIE GSP(4, F) 84

und die Summe ist
Of(1)+05(11) = (g +1)* (4> +q+ 1+ (g +1)) =2(¢ + 1)*(2¢* + ¢ + ).

Fiir allgemeinere andere Uberlegungen soll das stabile Orbitalintegral noch in zwei
weiteren Féllen ausgerechnet werden.

O§(17) + O (1) im Fall y =0

Es sei x = 0. Dann erhéilt man nur fiir ¢ = 0 Beitréige zu den Orbitalintegralen. Fiir
Oy(17) + Oy (17) heifit das:
Der Beitrag fiir n =n' = 0:

1
@+ 1)%’q" -4
f=0 =0
Der Beitrag fiir n =0, n’ = 1:
v(b)—1 v(b') 1
Sla+ 1" 4
f=0 fr=1

1 1 )
O,?(l[)-i-og(l[) = 54-45((]—1-1)2 qf Z qf
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O (1;) +Of(1;) im Fall m =1 und x > 0

Es sei nun m = 1 und x > 0. Dann impliziert Lemma 3.12 sofort x > 2. Ist y = 0,
so findet man das Ergebnis im vorigen Abschnitt.

Der Beitrag von ¢ = 0 ergibt sich genauso wie im vorhergehenden Fall fiir x = 0,
nur daff man hier nicht den Gewichtungsfaktor 4 sondern den Faktor 2(2 4+ ¢ — 1)
bendtigt, denn fiir y > 0 tritt das Integral zu Iy, auf:

v(b) _ 1 v(b') _ 1

q q

1)%4 1 .
(q+1)"4(q+ )< pa— )( pa— )

Die im folgenden benétigten Integrale [Iy : I;;] [ 1;, schligt man am besten im
nachfolgenden Kapitel 3.5.3 nach, wo sie weitaus intensiver gebraucht und deshalb
dort explizit angegeben werden.

Der Beitrag aus dem Bereich 0 < i < min{v(b) — f,v(b') — f'} ergibt sich wie folgt:
Es gilt zwingend ¢ = 1, und damit ist die Bedingung fiir die Integrale zu I;; und I;,
immer erfiillt.

Nun erhélt man falls v(b) = m = 1, dafl f = 0 ist, also auch n = 0. Demnach hat
man fiir n = n’ = 0:

(b)-1
1 1 (b ) - _
Z S+ 1204 = Da+ 50+ %" (20" Pg + 207 =

=
2(q+ 1)%q(¢"") — 1) +2(q + 1)¢"®)*".

Und fiir n = 0, n’ = 1 erhilt man den Beitrag

v(b')—1

> Slg+ 1% Mg - 1)g" = 2(g+1)%q(¢"") " = 1).
F=

[\D»—A

Falls v(b’) m =1, so ist f' = 0 und somit auch n’ = 0. Dann hat man als Beitrag

firn=n'"=0:
v(b)—1 1

(0+1)%¢ 4 = g+ (0 +1)°%" 7" (20 g + 20" ¢*) =

l\DlI—‘

f=0
2(q +1)%q(¢°® — 1) + 2(q + 1)%¢"®+",

Der Beitrag von n = 1, n’ = 0 lautet:

v(b)—1

D

f=1

Man kann also den Beitrag aus dem Bereich 0 < ¢ < min{v(b) — f,v(Vt') — f'}
unabhéngig davon, ob m = v(b) oder m = v(b'), zusammenfassen zu

2(q + 1) <2qv(b)+v(b’) 4 o)1 _ 2qm> _

(q + I)qu—14(q _ 1)q3—2 — 2(q + I)Qq(qv(())_l B 1)

(NN
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Den Beitrag aus dem Bereich v(b) — f = v(0') — f' < i < x — (v(b) — f) kann
man sogar ganz dem néchsten Kapitel 3.5.3 entnehmen, da er dem entsprechenden
Beitrag dort bis aufs Vorzeichen gleicht:

2(q + 1)2qv(b)+v(b’)w(4qx+1*m o 2q2 —q— 1)
(¢—1)q

Das gewiinschte stabile Orbitalintegral erhdlt man nun wieder durch Aufsummieren
unter Beachtung des Normierungsfaktors %:

O (1) + 05 (1)) =

(g +1)? o o) ) o

2t D@ =@ = 1)+ g+ 1)(2 — 2™
q+1 > v v(b')—

+ﬁq Wl 4g* — 24" - 2).

Nutzt man m = 1 und setzt M = max{v(b),v(V')}, so kann man dies vereinfachen

7zu
(q+1)

(¢—1)
Spezifiziert man nun auf m = M = 1 und x = 2, so erhélt man das schon friiher
gefundene Ergebnis

O (1) +O5(1) =2 (2¢M —¢* —1).

OF (1) + 05 (1) =2(¢+ 1)°(2¢° + ¢ + 1).

Bemerkung 3.13. An diesem einfachen Beispiel m = 1 und x > 0 kann man
ablesen, daf sich die ,naiwe” Vermutung, das stabile Orbitalintegral liefle sich im
wesentlichen, d.h. bis auf eine multiplikative Konstante, als Produkt von vier den
positiven Wurzeln (des Wurzelsystems der sl(4)) assoziierten Faktoren der Form

q“ —1
qg—1

schreiben, widerlegen.

Beweis: Nimmt man an, eine solche Produktschreibweise sei méglich, diirften in dem
von der Variablen 1 abhingigen Teil

(2¢Y —¢* - 1)

des stabilen Orbitalintegrals nur (komplexe) Einheitswurzeln als Nullstellen auf-
treten, oder die Nullstellen miifiten in allen stabilen Orbitalintegralen auftreten,
das heifit auch im Spezialfall m = M = 1 und x = 2. Dessen Nullstellen sind
a2 = 7(=1 4 /=7). Setzt man diese in den Ausdruck beliebiger M und x ein, so
erhélt man

1
2on/p) M = =5 (012 = 1).
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Ein Betragsvergleich beider Seiten liefert

(25

2

was offenbar nur fiir y + M = 3 erfiillt werden kann. Also diirften nur Einheitswur-
zeln in 2¢XtM — ¢? — 1 aufgehen, was wie gesehen schon im Fall m = M = 1 und
X = 2 nicht der Fall ist.

3.5.3 Die Differenz O (1;) — O%(11)
Im folgenden soll die Differenz
OF(1;) — Of (1)

berechnet werden. Fiir ihre Form existiert eine Vermutung von Langlands (vgl.
Bem. 3.14), sodaBl das Ergebnis einerseits diese Vermutung bestéitigen kann, aber
andererseits auch als eine Art Probe dienen kann, die die Korrektheit der bisherigen
Rechnungen nahelegt.

Man hélt sich an die Summationsbedingungen aus Abschnitt 3.5.1.

Immer hat man den Index

]. ! !
o : (T'N 7“[07‘*1)] = i(q + 1)2qf7"qf n

zu beriicksichtigen.
Durch die von n und n' abhéngigen Bereiche n < f 4+ (1 —n) < v(b) und n' <
[+ (1 —=n') <o) erhélt man verschiedene Summationsgrenzen fiir f und f'.

Beitrage fiir : =0

Das Integral von 1;, erhélt man mit der Multiplizitit 2, weil Iy = Iy;; das Integral
von 1y,, erhdlt man mit einem Faktor §, wobei definiert wird: 6 = 0, falls x = 0
und § = 1, falls xy > 0. Einen zusétzlichen Faktor 2 erhélt man, weil man beide
Quadratklassen 0} /o%? beriicksichtigen musf.

Der Beitrag fiir n =n' = 0:

—_

v(b)—1 v(b')—

Il !
> (=D S0+ 1%’ 22 +6(g + 1)),
=0 f'=0

Der Beitrag fiir n =0, n’ = 1:



KAPITEL 3. INTEGRALE FUR DIE GSP(4, F) 88

Die Summe dieser Beitréige ist offensichtlich gleich null. Ebenso findet man:
Der Beitrag fiir n =1, n’ = 0:

v(b) v(b')—1

1
> NS+ 1% 722+ 6(g + 1),
1 =

o

Der Beitrag fiir n =n' = 1:

v b

—~

b)

<
—~

)

I]. !
(—1)/*/ Sla+ 1%/ g/ 224+ 6(g+ 1)) =

S

)

1
( )—1

<
~
<

1)/+7 i Sla+ 1)2¢/'q"2(2 + 6(q + 1)).

-
o

=1 f’:

Auch diese beiden Beitrége heben sich gegeneinander weg. Demnach erhélt man fiir
i = 0 keinen Beitrag zur Differenz O,?(l[) — ng(ll).

Beitrige aus dem Bereich 0 < i < min{v(b) — f,v(b') — f'}

Dieser Bereich tritt nur auf, wenn x > 0 erfiillt ist. Auch hier hat man bei dem
Integral von I, einen Faktor zwei, weil I;_; 3 = I;. Insgesamt erhélt man fiir die
beiden Quadratklassen o%/o%? einen weiteren Faktor 2. Zuniichst sollen die auftre-
tenden Integrale explizit aufgelistet werden. Man liest sie aus den Abschnitten 3.4.1
und 3.4.2 ab.

Fiir beliebige n und n’' hat man:

[[0 . IzO] / 1Ii0 = (q — 1)q3i_2.

Fiirn=n'=0und i < y gilt:

(¢ — 1)¢*2q falls (i <v(b) — f und i < v(b') — f')
MyLﬂ/lM: 2072 falls (i = 0(b) — f = v(b') — f und £ € ob2),
0 sonst
(¢ —1)g*2¢* falls (i <w(b) — f und i <o (') - f')
[Io: T ]/11 2¢313¢? falls (i = v(b) — f = v(V') — f und £ € 0%?).
0 sonst

Firn=0,n"=1und i < y gilt:

[mjm/LhZ{g_Dﬁﬁq&Mi<ww_f

sonst ’
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i 1a) [ 10 :{ (4= 1)¢"?¢ falls i < v(b) - f
) i 0 .

sonst

Firn=1,n"=0und 7 < y gilt:

o T / 1, = { (g —1)¢*2q fallsi <o) — f'
L ) il I

0 sonst
- [ (=12 fallsi <ov(b)— f'
o : Tie] / L, = { 0 sonst

Fiirn=n'=1 und i < y gilt:
o a] [ 11, = (0= De¥a

Iy : o] / 1, = (¢— 1)¢**¢".

Die unterschiedlichen Werte der Integrale legen eine weitere Unterteilung des Be-
reichs nahe:

Teilbereich (1): i < v(b) — f und i < v(b') — f'
Teilbereich (2): i = v(b) — f = v(b') — f'
Teilbereich (3): i = v(b) — f und i < v(b") — f'

Teilbereich (4): i < v(b) — f und i = v(b') — f'
Diese Teilbereiche werden zuerst fiir

m = min{v(b),v(d')} > 1

behandelt und anschlieflend gesondert fiir m = 1, um dauernde Fallunterscheidungen
zu vermeiden.

Teilbereich (1): i < v(b) — f und i < v(b') — f'

Zur Abkiirzung sei

C:=(g+1)*¢—1)2+q+¢)g ?

ein allen Beitragen gemeinsamer Faktor.

Der Beitrag fiir n =n' = 0:

Da0< f <o) —1und 0 < f" <o) —1 hat man fiir i mit m — 1 eine obere
Schranke gegeben, und man erhilt den Beitrag

C(—l)f"'fquqflqm.

Der Beitrag fiir n =0, n’ = 1:
Hier folgt aus 0 < f < w(b)—1und 1 < f' < o(¥), da i < min{v(b)—1,v(V')—2} =:

mo1, also:
moy v(b)—i—1v(b')—i—1

C’(—l)f+f'qqu/_1q3i.
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Der Beitrag fiir n =1, n’ = 0:
Der Bereich zuldssiger i ergibt sich aus 1 < f < v(b) und 0 < f" < v(b') — 1 als
1 <i<min{v(b) — 2,v(b') — 1} =: myg, und der Beitrag damit zu

v(b')

)Z Z C’ f+f’ f 1 f’q3Z

f=1 f'=0

i

Der Beitrag fiir n =n' = 1:
Aus 1 < f <w(b) und 1 < f' <w(b') folgt nun i < m — 2, also hat man

(b))
Z f+f f qu 1q31

Diese Terme werden nun zunéchst bis i = m — 2 addiert. (Ist m = 2, so tritt dieser
Teil also nicht auf.) Dazu kommen danach noch Restterme in Abhéngigkeit von v(b)
und v(b'). In den Beitrdgen fiir n = 0 bleiben fiir i < m — 2 nur die Terme mit
f'=wv(b) —i—1 bestehen:

—2wv(b)—i—1

C’ f—I—v (b')— i—quqv(b’)—1q2z"

3

i=1  f=0

Dasselbe gilt fiir n = 1:
C(_l)v(b’)—i—quqv(b’)—lq2z"
Insgesamt erhilt man damit den Beitrag

C(_1)v(b)+’u(b’)qv(b)Jr’U(b’)fQ

=1

Nun zu den Resttermen:
1. Fall: m = v(b) = v(b'):
Dann erhélt man fiir n = n’ = 0 noch einen Beitrag fiir i = m — 1:

C(_1)v(b)+v(b’)qv(b)+v(b’)f2qm71.
2. Fall: m = v(b) < v(l'):
Dann hat man fiir n = n’ = 0 zusétzlich i = m — 1, also

v(b')—m

Yo o(=nfgmt

f'=0
Und fiir n =0, n’ =1 und i = m — 1 den Beitrag

Z C’(—l)f'+1q3m_3,
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Auch hier ist also der auftretende Restterm gleich
(= 1)2 O+ B +o(¥) =2 m=1
3. Fall: m = v(b') < v(b):

Aus der Symmetrie zum 2. Fall erhilt man nun Restterme firn =n' =0und n =1,
n’ = 0. Diese addieren sich wieder zu

C(=1)2 O+ o) +o(¥) =2 m=1

Fafit man die Terme aus dem Hauptteil 1 < 7 < m — 2 und dem Rest : = m — 1
zusammen, so ergibt sich als Beitrag des Teilbereichs (1):

(=1 O g+ 122+ g + ¢*)g" D (gt - 1),

Teilbereich (2): i = v(b) — f = v(b') — f'
Der Beitrag fiir n =n' = 0:
Aus 0 < f<w(b)—1und 0 < f' <wo(b) —1 folgt 1 <i < m. Also:

1 i , , _
Sla+1)° quqf (—1)/ ' 4(2g — 1)¢¥* =

(—q)"®+®2(g +1)%(2¢ — 1)

Der Beitrag fiir n =n' = 1:
Aus 1 < f<w(b) und 1 < f' <wo(b) folgt 1 <i<m—1.

m—1
q+122qf "2 - D2+ g+ ") =
i=1

m—1
v q -1
(—q)" ) g+ 122+ g+ ¢*) (g — 1)

(¢ —1)¢*

Der Beitrag fiir n =0, n’ = 1:
Hierist 0 < f <w(b)—lund 1 < f' < v(b'). Im Fallm = v(b') ist dann 1 < i < m—1,
und man erhélt

m—1
1 " i
S+ dla (g - 1)¢" " =
i=1

mfl_]_

(—q)" " 2(g +1)*(g - DW
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Im Fall m # o(V') ist 1 < i < m, also

m—1

(—q)" @+ ®2(q +1)*(q - I)W

Der Beitrag fiirn =1, n’ = 0:
Hier hat man 1 < f < v(b) und 0 < f" < v(¥') — 1. Im Fall m = v(b) ist also
1 <7< m—1, und damit ist der Beitrag

-1

1 o -
Sla+ D*Y ¢l 4g-1)¢¥ % =
1

3

i

B)to qm—l _ 1
(—q)" @+ )2(q + 1)*(q - 1)@-

Im Fall m # v(b) ist 1 < i < m und der Beitrag gleich

gt —1
(a—1g>
Fast man die Beitrige fiir n # n’ zusammen, so erhilt man

(—a)" 22+ 1) (" = ) + (¢ = 1))

wobei m' = m falls v(b) # v(b') und m’ = m — 1 falls v(b) = v(b)".

(—q)" @+ 2(g +1)%(¢ — 1)

Teilbereich (3): i = v(b) — f und i < v(b') — f'

Der Beitrag fiir n =n' = 0:

Hier ist mgo := min{v(b),v(d') — 1} die obere Schranke fiir i und v(d') — i — 1 eine
fiir f'. Dann hat man den Beitrag

moo v(b')—1
Z Z 2(q+1)*(q — 1)¢" v(b)= 2(— 1)v(b)—i+f’q21‘+f"

Der Beitrag fiir n =0, n’ = 1:
Obere Schranke fiir 7 ist hier mg; := min{wv(b), v(b') — 2}. Also:

mo1 v(b')—i
Z Z 2(q+1)2(q — 1)g" =2 (— 1) O+ f i =1

Die Beitrige fiir n = 0 kann man zusammenfassen:
Im Fall von v(0') = m oder m = v(b) = v(b') — 1 erhélt man:

v )—1ov()—i—1  v®)-2v()—i—2
2(q+1)*(g — 1)g" 072 (=1 O~ g2t =
i=1 =0 i=1 =0
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v(b')—2
= 2(g+ 1)g = D2 | (—1y OO EOE L (e pe)-t $

=1
— (_1)v(b)+v(b’)+12(q + 1)2qv(b)+v(b’)—2(qv(b’)—l N 1).
Falls v(b) < v(b') — 2, so ist mgg = mg; = v(b), und man hat den Beitrag
(_l)v(b)-l—v(b’)+12(q + I)qu(b)—l—v(b’)—Q(qv(b) _ 1).

Setzt man p = m — 1 falls v(b') = m und g = m sonst, so schreibt sich der Beitrag
fiir n = 0 einheitlich als

(_1)v(b)+v(b’)+12(q + 1)2qv(b)+v(b’)72(qu N 1)‘

Der Beitrag fiirn =1, n’ = 0:
Obere Schranke fiir 7 ist hier myo := min{v(b) — 1, v(d’) — 1}, und der Beitrag gleich

v(b')—i

i

q+1) (g — 1)(2+ g + g2)g"® 32+ (—1)r®=i+s"
f:

Der Beitrag fiir n =n' = 1:
Die obere Schranke fiir 4 ist nun my; := min{v(b) — 1, v(0') — 2}, d.h. man hat den
Beitrag

v(b')—i

AMS

q+1) (¢ = 1)(2+q+¢")g 2?1 (=) 0=

1

L
Die Beitrédge fiir n = 1 kann man wiederum zusammen fassen:

Ist m = v(l'), so hat man

v(b')—1o()—i—1 o' )—2v(b)—i—2

> | D @bard) g 1)g® S () =
1=1 f'=0 =1 f'=0

v(b')-2
— (_1)v(b)+v(b )+1(q + 1)2(2 +q+ q2)(q - 1)qv(b)+v(b )—3 qv(b )—2 + qul
i=1
= (=)0 (g + 122+ g+ )" (g - 1),
Ist v(b') # m, so ist myg = my; = v(b) —1 = m— 1, und der Beitrag fiir n = 1 ergibt

sich wiederum zu

(=) (g £ 1) (2 4 g+ ¢*)g" OB (gt 1),
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Teilbereich (4): i < v(b) — f und i = v(b') — f'

Dieser Bereich folgt nun durch Symmetrie sofort aus Teilbereich (3):

Fiir ' = 0 setzt man ' = m — 1 falls m = v(d') und g/ = m sonst und erhélt den
Beitrag

!

(_1)v(b)+v(b’)+12(q + 1)2qv(b)+v(b’)f2(qu

Fiir n’ = 1 ergibt sich der Beitrag

(_l)v(b)-l—v(b’)-l—l(q + 1)2(2 +q+ qQ)qv(b)+v(b’)—3(qm—1 _ 1).

~1).

Die Teilbereiche (1) - (4) kann man nun zusammenfassen:

Die Terme aus den Teilbereichen (3) und (4) fiir n = 0 bzw. n’ = 0 sind bis aufs
Vorzeichen gleich dem Beitrag fiir n # n' aus Teilbereich (2). Der Term fiir n = 1
aus Teilbereich (3) hebt sich gegen den fiir n = n' = 1 aus Teilbereich (2) weg.
Ebenso kiirzt sich der Term fiir n’ = 1 mit Teilbereich (1). Somit bleibt als einziger
Beitrag des Bereichs kleiner ¢ der Term fiir n = n’ = 0 aus dem Teilbereich (2):

" — 1
(¢—1)g

(—q)" W 2(g 4+ 1)%(2g — 1)

Nun muf} noch der Bereich kleiner i fiir m = min{v(b), v(0')} = 1 nachgeholt werden:
Teilbereich (1): Hier kann man die Forderung 1 < i < m = 1 nicht erfiillen.
Teilbereich (2): Die Forderung 1 < i < m =1 erfiillt nur i = 1.

Falls v(b) = v(b') = 1, so muB f = f’ = 0 gelten, d.h. man kann nur fiir n =n' =0
einen Beitrag bekommen. Dieser ist gleich

(_1)v(b)+v(b’)2(q + 1)2(2q . 1)qv(b)—|—v(b’)—1.

Ist v(b) # v(V'), so erhélt man fiir n = n’ = 0 denselben Beitrag. Zusétzlich gibt es
noch einen Term entweder von n = 0, n’ = 1 (falls m = v(b)) oder von n =1, n' =0
(falls m = v(b')). Er hat den Wert

(_1)v(b)+v(b’)2(q + 1)2(q . 1)qv(b)+v(b’)71.

Teilbereich (3): Die Forderung 1 < i = v(b) — f < v(b') — f’ kann man fiir v(0') =
m = 1 nicht erfiillen. Hier gibt es also nur fiir m = v(b) < v(}') einen Beitrag. Dieser
besteht aus den Termen fiir n = 0 und lautet

v(b')—2  w(')-3

S - X | U a1y - g0
f1=0

=0
(_l)v(b)-l—v(b’)+12(q + 1)2((] . 1)qv(b)+v(b’)—2’
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falls v(b') > m + 2. Falls v(b') = m + 1 = 2, so ergibt sich ebenfalls der Beitrag
(_1)v(b)+v(b’)+12(q + 1)2((] _ 1)qv(b)+v(b’)—2‘

Teilbereich (4): Analog zu Teilbereich (3) erhélt man keinen Beitrag, wenn v(b) =
m=1.Ist m =v(b') < v(b), so hat man wiederum

(_1)v(b)+v(b’)+12(q + 1)2((] . 1)qv(b)+v(b’)—2‘
Insgesamt liest man nun ab, daf} in jedem Fall nur der Beitrag
(_1)v(b)+v(b’)2(q + 1)2(2q o l)qv(b)—l—v(b’)—l

iibrig bleibt. Dies ist die Spezialisierung auf m = 1 des eigentlich fiir m > 1 erhal-
tenen Endbeitrags

(—q)" O+ ®2(g 4+ 1)%(2g — 1)

Beitriage aus dem Bereich v(b) — f <i < x — (v(b) — f)

Dieser Bereich tritt nur auf, wenn y > 0 erfiillt ist. Im Bereich mittelgrofier und
grofler i mufl v :=v(b) — f = v(d') — f’ gelten. AuBerdem hat man fiir n # n' keine
Beitrige. Die Quadratklasse ¢ € of/0}? liegt nun fest, d.h. der Faktor 2, den man
fiir 0 < i < v zu beriicksichtigen hatte, entfillt. Zunéichst sollen die auftretenden
Werte der Integrale explizit dargestellt werden.

Fiir n = n' = 0 hat man falls y > i:

Ty : Ti) / 15, = 24721,

und falls sogar x >
o 1) [ 10, =24,

[]U . 112] / 1]2.2 = 2qi+2y71.

Fiir n = n’ = 1 hat man falls xy > i:
o Tl [ 10, =24
und falls sogar x > i + v:

[]U : [zl] / ]_Ii1 — 2qi+21/+1,
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[]0 : 112] / 11,'2 — 2qi+2u+1‘

Es zeigt sich, daf} eine Fallunterscheidung nach y niitzlich ist:

1. Fall: x > 2m

Da immer y > 2m, kann dies nur der Fall sein, wenn m = v(b) = v(d'). Dann folgt
aus v = v(b) — f = v(l/) — f', daB auch f = f’ gelten mufl, und man kann die
Bereiche mittelgrofier und grofler 7 gemeinsam summieren: v < i < y — v.

Der Beitrag fiir n =n' = 0:

Aus 0 < f, f' < m —1 folgt, daB 1 < v < m und somit i < y — v < x. Also ist die
Bedingung fiir die Integrale von I;; und I;» immer erfiillt. Dann lautet der Beitrag:

m  X—V

1 I oy
Z Z 5 (¢ + 1)%¢ ¢/ (=1)/ '8¢+ =
v=0 1=v+1
2 v(b)+u(') (,m —1-m 2(]
2(¢ +1)°(—=q) (" =g "= 1) Z
(¢—1)
Der Beitrag fiir n =n' = 1:
Fiir i = x — v tritt nur das Integral von I;; auf:
m—1 1
- 12f1f—14z-|—2u
> 5+
v=0
2(q + 1 (~q) OO (g 1)
¢+ 1) (=¢)"™" -
(¢ —1)q
Dazu kommt der Beitrag fiir i < y — v — 1:
m—1x—v— 1
Z Z (¢ +1) 2 f 1qf’—1( 1)f+f’4(q+1)qz'+2u
v=0 i= u-l—l
’ - (q+].)
2q+12_qv(b)+’u(b)qm_1 qu_li
(¢ +1)"(=q) ( ) )(q_ T2,

Addiert man die drei Terme fiir x > 2m, so ergibt sich der Beitrag

/ (qm — 1) 1— 9
2q+12_q’u(b)+v(b)7 4qX+ m_2q —q—l
g+ 17 ) )

2. Fall: x =2m
Dann tritt der Bereich grofier 4, d.h. v(b) + f < i < x — v nicht auf, denn v(b) + f =

2m —v = x —v. Man betrachtet also den Bereich v < i < 2m —v. Setzt man v = m,
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so hat man m < ¢ < m. Der Bereich ist dann leer. Daraus folgt, daf} stets v < m
gilt und damit f, f' > 0.

Der Beitrag fiir n =n' = 0:

Aus f <w(b) — 1 und f' <wv(b') —1 folgt, daBl v immer groBer ist als null, und das
heiflt i < 2m — v < x. Die Bedingung fiir die Integrale von I;; und I;5 ist also immer
erfiillt. Somit hat man den Beitrag

m—1 2m—v

S 3 Slat 1l () g =

v=1 i= 1/+1

2q
v(b)+v(b') m—1
—q 2+ 1)“(¢™ — 1)(q —1 :
(—a)" (q+1)%(¢™ = 1)( )(q_ g
Der Beitrag fiir n =n' = 1:
Fiir ¢+ = 2m — v tritt nur das Integral von [, auf:

m—1 1

> 5la+ 1% g gt =

v=0

’ qm
2q+12_q’u(b)+v(b)qm_1 )
(a4 10O -1

Fiir : < 2m — 1 — v hat man den Beitrag

]_ _ r_ ! ’L v
Y. Y et ) (g + gt =

2q-+ D20 g 17

Zahlt man diese drei Terme zusammen, so ergibt sich im Fall x = 2m der Beitrag

v v(b' ¢" -1 m
2(q+1)%(—g)" "0 )ﬁ(&z lo2¢ —g—1).

Dies entspricht offenbar dem Beitrag des 1. Falls, wenn man dort y = 2m setzt.

Summation der Bereiche

Um aus den erhaltenen Beitrigen die Differenz OF — Of zu erhalten, mufl man alle

Terme noch mit dem Faktor % aus der Normierung der Mafle multiplizieren und

aufsummieren. Die verschiedenen Beitriige sind also:
Bereich : = 0: 0
Falls xy > 0, so erhilt man noch:
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Bereich 1 <3 < u:

Bereich v <1 < x — 1t
(=0 O g+ ) g a2 )

Somit erhélt man:
OF(1;) = 05(1;) = (—q)"O a2 —=

falls x > 0. Falls x = 0, so ist OF(1;) — 05 (1) = 0.

Bemerkung 3.14. Die gefundene Form des instabilen Orbitalintegrals besteht of-
fensichtlich im wesentlichen aus zwei Faktoren der Form

qv —1
q—1"~

also zwei niederdimensionalen Orbitalintegralen, die durch einen Vorfaktor verkniipft
sind. Dies deckt sich mit bestehenden Vermutungen (vgl. [Lal]).
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