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Definition 1 (elliptische Kurve) Fine elliptische Kurve (tiber einem Korper K ) ist
ein Paar (E,O), wobei E eine glatte algebraische Kurve des Geschlechts 1 (tiber K ) und
O € E (O € E(K)) ein ausgezeichneter Punkt ist.

Verbindung zu WeierstraB3-Kurven

Satz 1 Sei E eine elliptische Kurve tiber dem Kérper K.
a) Es existieren Funktionen x,y € K(F), sodass
p:E—P? o(P)=[x(P),y(P)1]
mit p(O) = [0,1,0] ein Isomorphismus zu einer Weierstraf-Kurve C' C P?
C:Y?+ a1 XY +a3Y = X3+ a3 X? + as X + ag
15t.
b) Je zwei Weierstraf-Kurven zu E aus a) gehen mit einem Koordinatenwechsel
X =u?X"+r
Y =Y + su X +t
(u#0,r,s,t € K geeignet) ineinander iber.

¢) Jede glatte Weierstrafs-Kurve ist eine elliptische Kurve mit O = [0,1,0].

Beweis a) Aus dem Satz von Riemann-Roch wissen wir fiir D € Div(E)
degD >29g—2=0=dim.Z(D)=degD —g+1=degD,

also hat .Z(n(0O)) fiir n > 1 die Dimension n. Wihle z,y € K(E), sodass {1, z} eine Basis
von .Z(2(0)) und {1, z, y} eine Basis von .Z(3(0)) ist. Daordp = —2 und ordp y = —3
ist 1,z,y, 2%, xy,y?, 23 € £(6(0)). Diese Funktionen sind also linear abhiingig und es
gibt eine nicht-triviale Linearkombination der Null:

C: Ay + Aoz + Asy + Aux® + Aszy + Asy® + A72® =0, A; € K.



Es ist Ag, A7 # 0; wire eines von beiden Null, héitten alle Summanden unterschiedliche
(Pol)ordnung in O und durch wiederhohltes Anmultiplizieren des Uniformisierenden to
bei O wiren alle A;=0.

O.B.d.A. sei Ag = —A7. Wihle ansonsten 2’ = —AgA7x € K(E) und v = AgA%y €
K(E) anstatt = und y. Teilt man nun durch Ag = —A7, erhélt man eine Weierstra$-
Gleichung von C.

Wie gefordert gilt auch

SD(O) = [x(O),y(O), 1] = [t%x(0>vt%y<0)7t30] = [07 170]'

Nach Konstruktion liegt das Bild von ¢ in C. Da FE glatt ist, ist die rationale Funktion
@ E — C bereits ein Morphismus von Kurven. Nun zeigen wir, dass degy = 1 und C
glatt ist, denn daraus folgt, dass ¢ ein Isomorphismus ist.

degyp = 1:

deg = 1 [K(E) : ¢*K(C)] = 14 K(F) = ¢"K(C) & K(E) = K(z,)
Betrachte die Abbildung ¢ : E — P!, P+ [2(P),1]. Es gilt

[K(E): K(z)] = degp = Y ey(P) = ey(0) = 2.

Pey=1([1,0])

Analog gilt [K(F) : K(y)] = 3. Der Index [K(F) : K(z,y)] muss also 2 und 3 teilen,
demnach ist er 1.

C glatt: Angenommen, C' sei singuldr. Dann existiert nach einem Satz fiir singulére
Weierstra-Gleichungen eine rationale Funktion ¢ : C — P! mit Grad 1. Dann hat
Yoy : E— P! auch den Grad 1, E und P! sind glatt, also ist ¢ o ¢ ein Isomorphismus.
Das ist ein Widerspruch dazu, dass E das Geschlecht 1 und P! das Geschlecht 0 hat.

b) Seien z,y, 2,y die Funktionen fiir die zwei verschiedenen Weierstraf3-Kurven aus
a). Da {1,2'} eine Basis von Z(2(0)) ist und z € Z(2(0)) gibt es u1,r € K : & =
w1z’ + r. Analog ist y auch eine Linearkombination von 1, ¥’ und z’: Jug, s9,t € K :
y = ugy’ + s92’ + t. Da die Koeffizienten von z3 und y? in der WeierstraB-Gleichung
(bis auf Vorzeichen) gleich sind und nicht verschwinden, muss u$ = u3 # 0 sein. Mittels
u = ug/uj und s := s9/ u? erhélt man Transformationsformeln der gewiinschten Form.

c) Zu zeigen ist, dass die glatte Weierstra-Kurve das Geschlecht 1 hat. Aus ei-
nem fritheren Satz wissen wir, dass das invariante Differential w reguldr und nicht-
verschwindend ist, also divw = 0. Mit dem Satz von Riemann-Roch erhilt man nun
mit divw als kanonischen Divisor degdivw = 2g — 2. Also ist g = 1.

Gruppengesetz
Lemma 1 Sei C eine algebraische Kurve des Geschlechts 1 und P,@Q € C. Dann ist
(P)~(Q) & P=0Q.
(~ ist die Aquivalenzrelation fiir Pic(C) = Div(E)/~: Dy, Dy € Div(C), dann
Dy ~ Dy & 3f € K(C) : D1 — Dy = div f)



Beweis ,=“ Sei f € K(C) mit divf = (P) — (Q). Dann folgt mit dem Satz von
Riemann-Roch wegen deg (Q) > 2g — 2 = 0, dass dim . Z((Q)) = deg(Q) —g+ 1 = 1.
Allerdings ist 1, f € Z((Q)).

=NeK: N 1=f=divf=0=(P)=(Q)=P=Q
,<%“ Klar, da 1 € K(C) und div1 = 0.
Satz 2 Sei (E,O) eine elliptische Kurve.

a) Zu D € DivY(E) ezistiert genau ein Punkt P := (D) € E, sodass D ~ (P) —(O).
Dies erklirt eine Abbildung o : DivY(E) — E.

b) Friir Dl,DQ (S DlVO(E> gilt

O'(Dl) = O'(DQ) = D1 ~ DQ,

¢) o:Pic®(E) = E, D — o(D) ist wohldefiniert und bijektiv.
d) Die Umkehrabbildung von o ist
k:E — Pic® k(P)=[(P)-(0).
(I(P) — (O)] bezeichnet hier die Aquivalenzklasse von (P) — (O) in Pic’(E).)
e) o ist ein Gruppenisomorphismus. Das heifit,
E = Pic’(E)
als Gruppen und die Addition auf Pic’(E) ist mit der geometrischen Addition auf

FE wvertrdglich.

Beweis a) Sei D € Div'(E).

Eindeutigkeit: Seien P,P’ € E mit (P) — (O) ~ D ~ (P') — (O). Dann gilt auch
(P) ~ (P’) und mit dem Lemma P = P’.

Existenz: Da deg(D + (O)) =1 > 2g — 2 ist nach Riemann-Roch dim .Z(D + (O)) =
deg(D + (0)) —g+1 = 1. Sei f € K(E) ein Erzeuger. Nun ist div(f) > —D — (0),
der Hauptdivisor hat Grad 0 aber deg(—D — (O)) = —1. Also gibt es P € E mit
div(f)=—-D - (0) + (P)= D ~ (P) — (0).

b) Seien Dy, Dy € Div?(E) und P, = o(D;) € E,i = 1,2. Aus D; ~ (P;) — (O) fiir
i =1,2 folgt D1 — Dy ~ (P1) — (P2). Also

P1 = P2 Le<r2>ma (Pl) ~ (PQ) ~ D1 ~ DQ.
c) Aus a) und b) folgt die Wohldefiniertheit und Injektivitidt. Aulerdem ist o surjektiv:

VPeFE:o((P)—(0)) =P



d) klar
e) Seien P,Q € E. Wir zeigen k(P + Q) = k(P) + k(Q), also dass k ein Gruppenho-
momorphismus ist. Seien

f=a1 X +aY +a3Z und f' = a\ X + abY + a4 Z

die Geraden durch P, @, R € E beziehungsweise durch R, O und P + Q. (Entsprechend
der Definition der Addition auf E.) Fiir die dehomogenisierten Funktionen gilt unter
Einbezug von ordpy = —3

div f/Z = (P)+ (Q) + (R) — 3(0) und div f’/Z = (R) + (P + Q) — 2(0).
Also ist div f/f = div f/Z — div f'/Z = (P) + (Q) — (P + Q) — (O).
= ((P) = (0))+ (@) - (0)) = (P+Q) = (0)) ~ 0
Daraus folgt k(P) + k(Q) — k(P + Q) = 0.
Korollar 1 Sei E eine elliptische Kurve, D =) p.pnp(P) € Div(E). Dann:

D Hauptdivisor < deg D = an =0 und Z [np]P =0
peEE PcE
Add. in E

Beweis In beiden Fillen gilt deg D = Y pcpnp = 0, also ist

D=3 np(P) = 3 m((P) - (0)).
PEE PEE
Weil ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist und o((P) — (0)) = P folgt daraus

o(D) = 3 [np]P. (*)

pPcE

Also
D Hauptdivisor < o(D) =0 < Z [np]P = O.
PeE

Exakte Sequenz Aus der exakten Sequenz
1 - K* = K(C) & DivY(C) — Pic(C)
fiir algebraische Kurven C' folgt nun fiir elliptische Kurven E die exakte Sequenz
1 K* - K(B) W Div)(E) S E.

Aufgrund von (*) kann man o auf Div?(E) als Addition der einzelnen Komponenten
auffassen: Fiir Y pcz np(P) € DivY(E) ist

o (Z np<P>> = Y nplP.

PeE PeE



Additionsmorphismus
Satz 3 Sei E eine elliptische Kurve. Die Addition
+:ExE—FE

und das additive Inverse
—:F—> F

sind Morphismen.

Beweis ,,-“: Fiir das Inverse von P = (z,y) € F gilt die Formel
—P = (z,~y — a1z — a3)

mit den entsprechenden Koeffizienten aus der Weierstrafl-Gleichung. Da FE glatt ist, ist
diese rationale Funktion bereits ein Morphismus.
5+ “: Zunichst zeigen wir, dass fiir Q € E die Translation um @

7Q:FE—FE, P—=P+Q

ein Morphismus ist. Da wir eine explizite Formel fiir die Addition auf Weierstra3-Kurven
haben, sehen wir, dass 7 eine rationale Abbildung ist. Auflerdem ist E eine glatte Kurve,
7@ also ein Morphismus. 7_¢ ist die Inverse, bei 7 handelt es sich demnach um einen
Isomorphismus.

Fiir die allgemeine Addition von P = (z1,y1),Q = (x2,y2) € E gelten ebenfalls die
Additionsformeln. Allerdings brauchten wir fiir dieselbe Folgerung wie fiir 7, dass £ x E
eine glatte Kurve ist.

Anhand der Additionsformel sieht man, dass die rationale Abbildung + zumindest fiir
P,Q # O und x1 # xo definiert ist. x1 = o impliziert P = +£Q). + ist also bei allen
Punkten, die nicht die Form (P, £P), (P,O) oder (O, P) haben, definiert.

Betrachte die Translationen 7g,, Tr, um R;, R2 € E und die rationale Abbildung

o Ex B pep g T p T p

(P1,Py) —» (PL+ Ri,Pa+Ro)— P+ Ri+Po+Ry+— Pi+ Po+ Ry P+ Ps.

Nun stimmen ¢ und + {iiberall wo diese beide definiert sind {iberein. Bei geeigneter
Wahl von R, Ry € E kann man Abbildungen ¢1,...¢, : E x E — E wie oben finden,
sodass an jedem Punkt zumindest ein ; definiert ist. Sind mehrere dieser rationalen
Abbildungen an einem Punkt definiert, stimmen sie dort iiberein. Insgesamt ist damit
+ also auf ganz E x E definiert und ist damit ein Morphismus.

Ausblick auf Jacobi-Varietiten

Zu jeder algebraischen Kurve gibt es eine sogenannte Jacobi-Varietét. Das ist eine spe-
zielle Varietédt, die eine Gruppenstruktur besitzt. Im Falle von elliptischen Kurven ist
die elliptische Kurve ihre eigene Jacobi-Varietdt. Das dadurch auf der elliptischen Kurve
erklirte Gruppengesetz ist genau das, welches wir hier auch betrachten.



