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In diesem Seminar geht es um elliptische Kurven; das sind projektive, glatte Kurven
vom Geschlecht 1. Man kann zeigen, dass elliptische Kurven isomorph zu glatten projek-
tiven Kurven sind, die durch sogenannte Weierstraf-Gleichungen definiert werden. Dieser
Vortrag behandelt projektive Kurven, die durch solche Weierstrak-Gleichungen definiert
sind, und die Tatsache, dass die glatten Punkte auf solchen Kurven eine Gruppe bilden.

1 WeierstraB-Gleichungen

Definition 1 (Weierstraft-Gleichung) Sei K ein Korper. Eine Gleichung der Form
Y?Z+aiXYZ+a3YZ? =X+ axX?Z + ay X 2% + ag Z°
mit Koeffizienten aq,...,a¢ € K heifst Weierstraf-Gleichung tiber K.

Bemerkung 2 Sei E eine projektive Kurve, die durch eine Weierstrafi-Gleichung
Y2Z+aXYZ +a3YZ? = X? + ayX?Z + ay X 2% + as Z°

definiert ist. Setzt man die Gleichung der Geraden Z = 0 in die Weierstrafi-Gleichung
ein, dann erhdlt man X3 = 0. Damit ist O = [0,1,0] der einzige Punkt in E N (Z = 0)
und es gilt I(O,PN(Z =0)) = 3.
Die Kurve E ist glatt in O, denn

O(Y2Z+a1 XY Z+asY Z2—X3—ay X2 Z—as X Z%+a6Z°) _
57 (O)=1=#0.




Bemerkung 3 Um die Notation einer WeierstrafS-Gleichung zu vereinfachen, verwendet
man die inhomogenen Koordinaten x = X/Z und y = X/Z. Dies fihrt auf die Gleichung:

E vy +a1zy + asy = ° + asx® + aux + ag

Bei dieser Schreibweise ist zu beachten, dass eine Kurve, die durch eine solche Gleichung
definiert ist, zusdtzlich den Punkt O = [0,1,0] im Unendlichen besitzt nach Bemerkung
2.
Ist char(K) # 2, so kann man die Substitution y — %(y — a1x — az) durchfihren und
erhalt

E :y? = 423 + bya® 4 2b4x + b,

wobei by = a% + 4as, by = 2a4 + a1as, bg = a% + 4ag.

Fiir den Fall char(K) # 2,3 kann man den x> Term durch die

Subsitution (z,y) — (m_g‘rébQ , Tog) climinieren und man erhdlt:

E % =2 — 2Tcqx — Bdcg,
wobei ¢y = b% — 24by und cg = —bg + 36boby — 216bg.

Definition 4 Fiir eine Weierstrafi-Gleichung y* + aiwy + azy = 22 + asx? + asx + ag
heifft

i) A= —blbg — 8b3 — 27b3 + bababg Diskriminante,

3
i) j =3 j-Invariante fir A # 0,

Z’L’L) w e dx dy

Ty el o rvwp— heifit invariantes Differential.

Hierbei sind die Koeffizienten ba, by, bg, cq, ce wie in der Bemerkung 3 definiert und bg
durch

bg := a%aG + 4asag — ajazay + agag — CLZ

Bemerkung 5 Es gilt: 4bs = babg — b3 und 1728A = ¢} — 5. Dies diberpriift man durch
Nachrechnen.

Bemerkung 6 Mit Hilfe der Diskriminante kann man dberprifen, ob eine Kurve, die
durch eine Weierstrafi-Gleichung gegeben ist, singuldr oder glatt ist. Die j-Invariante legt
die Isomorphie-Klasse einer elliptischen Kurve fest.

Bemerkung 7 Fiir eine Kurve E, die durch eine Weierstraf§-Gleichung definiert sind,
gibt es nur zwei Arten von Singularititen.



Beweis: Sei P = (xq,yo) eine Singularitit auf einer Kurve E, die durch
f(z,y) = 9% + a12y + azy — 2% — asx? — ayx — ag = 0 definiert ist, d.h.

of oy _ 0f

D=5,

(P) = 0.

Es ist 22 ?{!a;p?) = —1 und 82f2/!8y2 = 1. Daher gibt es a, 3 € K, sodass die Taylorentwick-

lung von f in P folgende Form hat:

F(a,y) = ((y = yo) — ale — 20))((y — yo) — Bz — x0)) — (x — 20)°
Definition 8 (Knoten, Spitze) Fs gelte die Notation der Bemerkung 7.

i) Der singuldre Punkt P von E heifit Knoten, falls o # 3. Die Geraden

Y —yo = a(r —x0) und y — yo = Bz — xo)
sind die Tangenten an E in P.

it) Der singuliare Punkt P wvon E heifit Spitze, falls a« = B. In diesem Fall ist die
Gerade

Yy —yo = a(z — xo)

die Tangente an E in P.

Bemerkung 9 Der einzige Koordinatenwechsel, der den Punkt O = [0, 1,0] festhdlt und
die Form einer Weierstrafl-Gleichung bewahrt, ist

z=u’2' +r und y = w3y + ulsa’ +t,
wobei u,r, s,t € K und u # 0.

In der folgenden Tabelle sind die Grofsen der Weierstrah-Gleichung aufgelistet, die
durch den Koordinatenwechsel entsteht.

Satz 10 Fir eine Kurve E, die durch eine Weierstraff-Gleichung gegeben ist, gilt:
i) E ist glatt < A #0.
it) Ist A =0, so besitzt E genau eine Singularitdt.
i) E hat einen Knoten < A =0 und ¢4 # 0.

i) E hat eine Spitze < A = ¢4 = 0.



ual = ay + 2s

u?aly = ag — sa; +3r — s
udal = az +ra; + 2t
ulaly = ay — saz + 2rag — (t +rs)ay + 3r? — 2st
ubaf, = ag + rag +r?az + 13 — tag — t2 — rtay
u?bly = by + 12r

’U,4bil = by + by + 612

ubbf; = bg + 2rby + 12by + 413

u8bg = bg + 3rbg + 312by + 13by + 3rd

2

Tabelle 1: Koordinatenwechselformeln fiir Weierstraf-Gleichungen

Beweis: 1) Sei E gegeben durch eine Weierstrafs-Gleichung
E: f(z,y) = v* + aizy + azy — 2° — asa® — agx — ag = 0.

Der Punkt im Unendlichen O = [0,1,0] ist ein glatter Punkt von F nach Bemerkung 2.
Also muss eine Singularitit von E im affinen Teil der Kurve liegen.

"<": Sei F eine singuldre Kurve und P = (xg,yo) ihr singuldrer Punkt. Nach der Be-
merkung 9 kann man ohne Einschrinkung die Substitution

=2 +xound y =y + 1o

durchfiihren, unter der nach Tabelle 1 A und ¢4 invariant sind, und damit den singuléren
Punkt P in (0,0) verschieben. Dann gilt:

—a¢ = f(0,0) =0, —as = %(0,0) =0,a3 = 2‘5(0,0) =0

Die Weierstrafs-Gleichung von E hat also die Form
E: f(z,y) =y* +aizy —agz? — 23 =0

Es ist by = 0,bg = 0,bg = 0 und damit ¢4 = bg = (a% + 4as)? sowie A = 0.

"=": Sei F eine glatte Kurve. Um die Rechnung zu vereinfachen, nimmt man char(K) #
2 an. Die Behauptung gilt auch fiir char(K) = 2 (siehe [Si] Appendix A Proposition 1.2).
Dann hat die Weierstral-Gleichung von E die Form

E % = 423 + %2 + 2042 + bg.

E ist genau dann singulér, wenn es einen singuldren Punkt P = (z9,y) € F gibt. Fiir
diesen singuldren Punkt P gilt dann:

2u0 = 1223 + 2boxg + 2by = 0



Also ist P = (g, 0), wobei x( eine doppelte Nullstelle des Polynoms

g = 423 + byx® + 2byx + bg ist. Wegen deg(g) = 3 hat g héchstens eine doppelte Nullstelle
und damit kann E hochstens eine Singularitdt besitzen. Daraus folgt ). Die Diskrimi-
nante von g ist gleich 16 A, denn

16A = —4b3(bobg — b3) — 16 - 8b3 — 16 - 272 + 16 - 9babybg = disc(g).

Da E als nicht-singulir vorausgesetzt wurde, ist disc(g) # 0 und damit A # 0.

ii1),1v) Nach 7) hat F genau dann eine Singularitdt P, wenn A = 0. Man kann P ohne
Einschrénkung in (0, 0) verschieben. Diese Singularitit P ist genau dann ein Knoten bzw.
eine Spitze, wenn der homogene Summand von mininalem Grad von

f=v*+a1zy — asx® — 23, in diesem Fall fo = 3 + a12y — asz?, zwei verschiedene bzw.
einen Linearfaktor(en) besitzt, d.h. wenn disc(f2) = a? +4az = 0 bzw. disc(fa) # 0. Also
ist die Singularitdt P von E genau dann ein Knoten bzw. eine Spitze, wenn A = 0 und
cy = (a? + 4az)? = 0 bzw. ¢4 # 0.

Beispiel 11 Set K =C
i) Ein Beispiel fiir eine glatte elliptische Kurve ist
Ay =23 417
Es ist A = —124848 # 0 und j = 0.

it) Ein Beispiel fir eine singuldre Kurve, die durch eine Weierstraf-Gleichung gegeben
ist und eine Spitze hat, ist
B:y? =3
Die Tangente durch den singuldren Punkt P = (0,0) ist durch y = 0 gegeben. Es
ist A = 0.

ii1) Ein Beispiel fiir eine singuldre Kurve, die durch eine Weierstraf-Kurve gegeben ist
und einen Knoten hat, ist
C:y?=a®+22

Die Tangenten durch den singuldren Punkt P = (0,0) sind gegeben durch y = x
und y = —x. Es gilt: A = 0.

Bemerkung 12 Ist char(K) # 2,3, dann haben Weierstraf-Gleichungen nach Bemer-
kung 8 die Form

> =234+ Az + B mit A,B € K und
A = —16(4A3 + 27B?%)

4A)3
j= —1728( A) fiir A #0

Der einzige Koordinatenwechsel, der diese Form der Gleichung erhdlt, ist
z =vu2 und y = 3y
fiir ein uw € K und dann gilt:
u*A' = A, u8B' = B,u?A' = A
5
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Satz 13 Zwei elliptische Kurven E und E' sind isomorph iber K genau dann, wenn sie
beide dieselbe j-Invariante besitzen.

Beweis: Da die Kurven als glatt vorausgesetzt werden, sind die zugehorigen j-Invarianten
definiert.
"<": Wenn zwei elliptische Kurven isomorph sind, so muss der Isomorphismus ein Ko-
ordinatenwechsel sein wie in Bemerkung 9. In Tabelle 1 kann man nun ablesen, dass bei
dieser Transformation die j-Invariante invariant ist.
"=": Um die Rechnung zu vereinfachen nimmt man an, dass char(K) > 5. Die Be-
hauptung gilt aber auch fiir char(K) = 2,3 (siehe [Si] Appendix A Proposition 1.2).
Seien

E: =2 +Ac+Bund E' :y?> =2+ A2’ + B’

zwei elliptische Kurven mit derselben j-Invariante. Dann gilt nach Bemerkung 12:

(E) = j(E') = 1728(44)%  1728(4A4")3 (44> (4A)?

JET= 16(4A3 + 27B2)  16(4A® + 27B72) 443 + 27B2  4AB + 2787
= (4A)3(4A% +27B"?) = (4A")3(443 + 27B?%) = A3B” = A B?

Nach Bemerkung 12 muss der Isomorphismus zwischen F und E’ von der Form

z=u?2 und y = vy mit ue K

sein. Fiir die folgenden drei Fille wird ein solcher konstruiert:

Fall 1 A = 0 und damit j = 0. Da E glatt ist, d.h. A = —16(4A43 + 27B2) # 0, muss
B # 0 sein. Aus AB? = 0 folgt also A’ = 0. Wegen A’ # 0 ist auch B’ # 0.
Setzt man u = (B/B’)% € K. Dann gilt u*A’ = A = 0, u®B’ = B. Der gesuchte
Isomorphismus ist also gefunden.

Fall 2 B = 0 und damit j = 1728. Da E glatt ist, d.h. A # 0, ist A # 0. Aus A3B”? =0
folgt B" = 0. Wegen A’ # 0 ist A’ # 0. Man setzt u = (%)1 e K'. Dann gilt
u*A’ = A und uSB’ = B = 0. Der gesuchte Isomorphismus ist also gefunden.

Fall 3 AB # 0 und damit j # 0,1728. Wegen A3B? = A B? ist entweder A’, B’ # 0 oder
A',B"=0. Wiren A’, B' = 0, so wire A’ = 0. Dies ist aber ein Widerspruch dazu,
dass E’ eine glatte Kurve ist. Also muss A’, B’ # 0 sein. Setzt man u = (%)i ek,
so ist u*A’ = A.

Es gilt: A3B"? = A®B? = B? = u!?2B” = B = u5B’ oder B = —u5B’. Im Fall
B = —uSB’ ersetzt man u durch v/—1u € K . Der gesuchte Isomorphismus ist
damit gefunden. q.e.d.

Satz 14 Sei jo € K. Dann gibt es eine elliptische Kurve E, die iiber K (jo) definiert ist,
mat j(E) = jo.



Beweis: Man behandelt zunéchsten den Fall jo # 0,1728 und betrachtet die Kurve

36 1
E:y?+ay=2®—

Jo— 17287 " o — 1728

Dann ist A = m_fw # 0 und wohldefiniert. Also ist F glatt und damit eine elliptische

Kurve. Weiterhin ist j(E) = jo. Es verbleiben noch die Fille jo = 0 und jo = 1728.
Hierfiir benutzt man die beiden Kurven

Ei:y?+y=2mit A=—27,j(E)=0
Ey:y® =2° + 2 mit A = —64,j(E) = 1728

Ist char(K) # 2,3, dann sind F; und Fs glatte Kurven. Fiir char(K) = 2 oder 3 ist
1728 = 0. Weil E fiir char(K) = 2 glatt und FEjy fiir char(K) = 3 glatt ist, werden auch
diese Fille abgedeckt.

Lemma 15 Sei P ein glatter Punkt auf einer Kurve C und L eine beliebige Gerade
durch P. Dann gilt ordp(L) = 1, wenn L nicht tangential zu C in P verlduft.

Beweis: Korollar 1.4 in Vortrag 4 des Seminars Einfithrung in die Theorie der algebrai-
schen Kurven.

Lemma 16 Seien C eine projektive Kurve, P € C ein glatter Punkt und t € K(C) ein
uniformisierendes Element in P.

i) Ist f € K(C) regulir in P, dann ist auch df /dt regulir in P.

i4) Seien x, f € K(C) mit z(P) =0 und p = char(K). Dann gilt:
ordp(fdx) = ordp(f) +ordp(z) — 1, wenn p =0 oder p { ordp(x).

Beweis: [Si] 11.4.3.

Definition 17 Sei C eine projektive Kurve. Ein Differential w € Q¢ ist requldr, wenn
ordp(w) > 0 VP € C und nichtverschwindend, wenn ordp(w) <0 VP € C.

Satz 18 Sei E eine elliptische Kurve. Dann ist das zur Weierstraf$-Gleichung von E
zugehorige tnvariante Differential w reguldr und nichtverschwindend.

Beweis: Zunachst betrachtet man die Punkte im affinen Teil der Kurve E.
Sei P = (x0,%0) € E und

E:F(z,y) =y 4+ a1zy + azy — x° — asx® — ayx — ag = 0
Wegen d(z — x¢) = dx — dxg = dz und d(y — yo) = dy — dyo = dy ist

d(x — x0) d(y — o)

©o Fy(‘rvy) T Fm(wvy) .




das invariante Differential der Weierstrafs-Gleichung von F.

E ist glatt in P, also F(P) # 0 oder Fy(P).

Sei ohne Einschrénkung Fj(P) # 0. Dann ist ordp(Fy) = 0. Weil F,(P) # 0 ist, kann
y — yo keine Tangente an F in P sein, d.h. ordp(y — yo) = 1 nach Lemma 15.

Wegen y — yo(P) = 0 und char(K) t 1 = ordp(y — yo) gilt nach Lemma 16:

ordp(w) =ordp(y —yo) —ordp(Fy) —1=1-0—-1=0

Folglich hat w weder Nullstellen noch Polstellen der Form (zg, yo).

Es verbleibt noch der Punkt O = [0, 1,0] im Unendlichen.

Sei t € K(E) ein uniformisierendes Element in O, d.h. ordp(¢) = 1. Es gilt ordp(z) = —2
und ordp(y) = —3. Daher ist x = t~2f und y = t 3¢ fiir f,g € K(F) mit

£(0),g(0) # 0,00. Man erhélt:

de A f)dt =23 f 4+ t73(df/dt) , —2f +t(dt/dt)
Fy(z,y) 2y+aix+as 2t 3g+ait2f+as  29+aitf +astd

Mit f ist auch df /dt regular in P nach Lemma 16 und es gilt f(O),g(O) # 0,00. Fiir
char(K) # 2 hat die Funktion % also weder eine Nullstelle noch einen Pol in
0.

Fir char(K) = 2 ist w = —dy/Fy(z,y) = 3f2+;iij_tgldlgtgga2t2dt. Mit einer analogen
Argumenation wie im Fall char(K) # 2 erhilt man, dass die Funktion 372 ;iijfg% (ﬁ;@ e
weder eine Nullstelle noch einen Pol in O hat.

Insgesamt ist also w holomorph und nicht-verschwindend. g.e.d.

Definition 19 (Legendre-Form) Fine Weierstraf-Gleichung ist in Legendre-Form, wenn
sie geschrieben werden kann als

v =z(z—1)(z — N
fiir ein A € K.
Satz 20 Sei char(K) # 2. Dann gilt:
a) Jede elliptische Kurve ist isomorph iiber K zu einer Kurve in Legendre-Form
Ey:y?=z(xz—1)(z -\
fiir ein X € K\{0,1}.
b) Die j-Invariante von E) ist

(A2 = A+1)3

j(E)\) = 2° )\2(}\ — 1)2



¢) Die Abbildung
¢ K\{0,1} = K, A= j(E))

st surjektiv.

Fiir j # 0,1728 ist #¢~1(j(E))) = 6.
Fiir j =0, char(K) # 3 ist #¢1(j (E ) = 2.
Fiir j = 1728, char(K) # 3 ist #¢ *(j(E\)) = 3.
Piir char(K) = 3,7 = 0 = 1728 ist #¢ 1 (j(E\)) =

Beweis:

a) Wegen char(K) # 2 hat E eine Weierstrak-Gleichung der Form
y2 = 423 + boa® + 2byx + bg

Ersetzt man (z,y) durch (z,2y) und zerlegt man das kubische Polynom iiber K auf
der rechten Seite in Linearfaktoren, dann hat die Weierstral-Gleichung die Form

Y’ = (z —e1)(x — e2)(w — e3)

fiir e1, ez, e3 € K. Da E eine glatte Kurve ist, sind ey, e3, e3 paarweise veschieden.
Der Koordinatenwechsel

r=(eg—e1)x' +e;und y = (e — 61)%3//

ist nach Bemerkung 9 von der erlaubten Form und damit ein Isomorphismus zwi-
schen elliptischen Kurven. Man erhilt mit diesem Koordinatenwechsel:

(W (e2—€1)2)? = ((e2 — e1)2’ +e1 — e1)((e2 — e1)a’ — (e2 — e1))(e2 — e1)a’ + €1 — e3)
N y/2 _ x/(a:’ . 1)(3;/ _ ﬂ)
€9 — €1

mit A = ©=2 ¢ K\{0,1}.

eg—eq

b) Es ist by = —4(1 4+ A), by = 2\ und damit ¢4 = 16(A?> — A + 1) und
A = 16)* — 323 + 1602 = 16A%(\ — 1)2. Somit ist

G 2202413 _(A2—A+1)3

JEN == Zep-p 2 wpoip

c¢) Da K algebraisch abgeschlossen ist, folgt mit b), dass ¢ surjektiv ist.
Seien Ky und E, elliptische Kurven mit Weierstraf-Gleichungen in Legendre-Form
mit Parameter )\ pw € K\{0,1}. Ist nun j(E\) = j(E,), dann gilt nach Satz 13
Ey, = E,. Daher gehen die Weierstral-Gleichungen von E) und E, durch die
Variablentransformation x = u?z’ 4+ r und y = 43y’ ineinander iiber. Durch die
Gleichung

z(x—1)(z—p)=(x+ %)(m +

10



erhilt man sechs Moglichkeiten fiir den Wert von p in Abhéngigkeit von A.

1 A )\—1}
T-ATA=17 A

1
A= 1—\
pe | 5%

Daher ist die #¢~!(j) = 6, aufier wenn zwei oder mehr dieser Werte fiir y zusam-
menfallen. Letzteres ist genau dann der Fall, wenn

Ne {12 ) s ue {12} = #67() =3

oder
M-A+1=0= #¢71(j)=2

Diese Werte von A entsprechen den Werten j(E)) = 1728 und j(E)) = 0. Ist
char(K) = 3, dann stimmen diese Werte fiir A alle iiberein und die Gleichung
J(Ey) = 0 hat die eindeutige Losung A = —1. q-e.d.

2 Gruppengesetz

Bemerkung 21 Das Besondere an elliptischen Kurven ist, dass man auf thren Punkten
eine Gruppenstruktur definieren kann.

Bemerkung 22 Sei E eine elliptische Kurve, die durch eine Weierstrafi-Gleichung ge-
geben ist. Sei L C P? eine Gerade. Da deg(E) = 3 und deg(L) = 1, besteht L N E mit
Vielfachheiten gezdhlt aus drei Punkten nach dem Satz von Bezout.

Definition 23 (Kompositionsgesetz) Seien E eine elliptische Kurve, P,Q € E und
L eine Gerade durch P und Q). Wenn P = Q, dann sei L die Tangente an E in P. Sei
R der dritte Schnittpunkt von E N L neben P und Q. Sei L' die Gerade durch R und
O =[0,1,0]. Dann schneidet L' die Kurve E in den Punkten R,O und in einem dritten
Punkt, den mit P+ Q) bezeichnet.

Bemerkung 24 (Gerade durch den Punkt im Unendlichen) Seien
P = [x0,%0,1] € P? und L : aX + BY +~Z die Gerade durch P und O = [0,1,0]. Das
lineare Gleichungssystem

. 1 (G 0 ;
0 Yo Bl =10 hat die Losung 0
—x0

Die Gerade L ist also gegeben durch X — x0Z = 0. Damit ist LN A% : x — xg.

Satz 25 Das Kompositionsgesetz hat die folgenden Eigenschaften:

a) Wenn eine Gerade L die Kurve E in nicht notwendigerweise verschiedenen Punkten

P,Q, R schneidet, dann gilt: (P + Q)+ R = 0.

11



Abbildung 4: Beispiel fiir das Kompositionsgesetz

b) VPeE:P+0=P.

¢) VP,QeEE:P+Q=Q+P

d)

Sei P € E. Dann existiert ein Punkt —P € E mit P+ (—P) = O.

e) VP,QREE:(P+Q)+R=P+(Q+R).

f

Ist E diber dem Kérper K definiert, dann ist
E(K) = {(z,y) € K? : 9y? + a1zy + asy = 2> + aoz® + ayzx + ag} U {0}

ist eine Untergruppe von E.

Beweis:

a)

Seien P,@Q € FE und L die Gerade durch P und Q. Der dritte Schnittpunkt von L
und E sei R. Sei L' die Gerade durch R und O. Der dritte Schnittpunkt von L’
und E ist P + Q. Nun addiert man P + @ und R. L’ ist die Gerade durch P + Q
und R. Der dritte Schnittpunkt von L’ und F ist also O. Die Tangente Z = 0 an E
in O schneidet E nach der Bemerkung 2 drei Mal in O. Also ist (P + Q)+ R = 0.

Seien P € E, L die Gerade durch P und O und sei ) der dritte Schnittpunkt von
L und F. Die Gerade durch @ und O ist wieder L und der dritte Schnittpunkt von
L und F ist daher P. Folglich ist P+ O = P.

12



c¢) Die Konstruktion von P + @ ist symmetrisch in P und Q.

d) Sei P € E und sei —P der dritte Schnittpunkt der Geraden durch P und O.
Dann ist —P € E. Da O, P, —P auf einer Geraden liegen, gilt nach a) und b) nun
O=(P+0)+(—P)=P+ (—P).

e) Dies kann mit dem Gruppengesetz-Algorithmus nachgerechnet werden, der noch
folgen wird. Es wird auch im nichsten Vortrag daraus folgen, dass £ mit dem
Kompostionsgesetz isomorph zur Picardgruppe der Divisoren vom Grad 0 von E
ist.

f) Diese Behauptung wird aus dem Gruppengesetzalgorithmus folgen.

Abbildung 5: Punkt P mit inversem Element —P

Bemerkung 26 Die Behauptungen a) — e) in Satz 25 sagen aus, dass E durch das
Gruppengesetz zu einer abelschen Gruppen mit neutralem Element O wird.

Bemerkung 27 Ist eine elliptische Kurve E diber Q definiert, so bilden nach dem letz-
ten Satz die rationalen Punkte auf E eine Gruppe. Das ist interessant, wenn man sich
mit diophantischen Gleichungen in 2 Variablen beschiftigt. Die rationalen Lisungen
von quadratischen diophantischen Gleichungen hat man 1m Griff durch den Satz von
Hasse-Minkowski. Solche quadratischen Gleichungen definieren projektive Kurven vom
Geschlecht 0. Aber schon die rationalen Lésungen von Gleichungen, die Kurven vom Ge-
schlecht 1 definieren, sind nicht so leicht in den Griff zu bekommen. Immerhin weiff man
nun, dass die rationalen Punkte von diesen Gleichungen eine Gruppe bilden.
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P+Q+R

Abbildung 6: Beispiel fiir das Assoziativgesetz

Definition 28 Sei E cine elliptische Kurve. Fiir m € Z und P € E definiert man

[m|P:= P+...4P ,[m|P:= —P—...—P |[0]P:=0
—_— —_———
m—mal, wenn m>0 |m|—mal, wenn m<0

Algorithmus 29 (Gruppengesetz-Algorithmus) Sei E eine elliptische Kurve, die
gegeben ist durch eine Weierstrafi-Gleichung

E: F(x,y) :y2+a1xy+a3y—x3—a2x2—a4x—a6 =0.
a) Sei Py = (.To,y()) € E. Dann ist —Py = (.T(), —Yo — a1xo — ag) € F.

b) Seien Py, Po, Py € E mit P, + Py = P3 und P, = (x;,y;) firi=1,2,3.
Wenn x1 = x2 und y1 + y2 + a1x2 + a3 = 0, dann ist P + P, = O.
Andernfalls definiert man X und v durch die folgenden Formeln:

| H A | v
Y2—4y1 Y122—Y221
L1 ?é L2 To—T] To—T]
= 3z74+2a0z1+as—ary1 | —x3+asxri+2a6—asyy
1= ! 2 2y1+a1x1+_a3 2y1taixitas )
Dann ist y = Ax + v die Gerade durch Py und P» oder die Tangente an E, falls
P =P

c) Mit der Notation von b) hat Ps = P, + Py die Koordinaten
:L‘3:)\2+a1)\—a2—x1—x2,

ys = —(A+ai)rs —v—as
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d) Als Spezialfall fiir ¢) erhdlt man fir Py # £P,

2 — Y1 2 — Y1
iL'(Pl—FPQ):(u)Q-Fal(y y )—ag—l'l—ib‘z
To — I T2 — 1

und die Duplikationsformel fir P = (z,y) € E:

B xt — byx? — 2bgz — by
43 + boa? + 2042 + bg

z([21P)

wobei ba, by, bg, bg definiert sind wie in Bemerkung 3.

Beweis:

a)

Sei Py = (x0,y0) € E. Die Gerade durch P und O = [0,1,0]ist L : ¢ — 29 = 0
nach Bemerkung 24. Der Punkt —P ist der dritte Schnittpunkt von L N E neben
P und O nach dem Beweis von Satz 25 e). Setzt man die Gleichung von L in die
Gleichung fiir F ein, so erhilt man ein quadratisches Polynom F(xg,y) mit den
Nullstellen yg, denn P € EN L, und y(, wobei —P = (0, y). F' hat also die Form:

F(xo,y) = c(y — vo0)(y — o)

Ein Koeffizientenvergleich der beiden letzten Polynome ergibt ¢ = 1 und
y6 = —Yo —ai1xrp — as. Also ist —P(] = ($0, —Yo — ai1xro — ag).

Wenn z1 = z9 und y1 + 3o + a122 + a3 = 0 & yo = —y1 — a1x1 — az, dann ist
P, = —P; nach a) und daher P, + P, = P, + (—P;) = O.

Andernfalls hat die Gerade L durch P; und P, oder Tangente an E in P, falls
P = P,, die Gleichung L : y = Az + v. Man betrachtet zunéchst den Fall x1 # xo:
Da P, und P, auf L liegen, gilt y1 = Ax1 + v und yo = Azo +v = Aag —21) =
Yo — Y1 = A = gz:gll Es folgt: v =y — Az = %

Es verbleibt noch der Fall, dass P, = Ps.

Sei f=Y2Z4+ a1 XYZ+a3YZ? - X3 — axX?Z — ay X Z? — agZ>. Die Tangente
an E durch P, = [z1,y1,1] ist gegeben durch aX + Y 4+ vZ mit a = %(P) =
a1y — 31‘% — 2asx1 —ag, B = %(P) = 2y1 +a1x1 + as,

v = g—é(P) = y? +a1r1y1 +2a3y1 — asxr} —2a471 — 3ag. Es ist v # 0, denn sonst liige
O =[0,1,0] auf L und damit ware P» = —P;. Dieser Fall war aber schon behandelt

worden. Also ist die Gerade durch P; und P, von der Form y = Ax 4+ v mit A =

o 323 +2a2z1+as—a1y1 dy = -2 — —y?—arz1y1—2a3y1+a2x3+2asz1+3a6 f(®1,41)=0
B~ 2y1taiz1tas und v=—z = 2y1taiz1tag -
*1‘?+a4$1+20«6*a3y1
2y1+ai1x1+a3

Seien P = (z1,11), P2 = (x2,y2) € E mit —P; # P,, denn der Fall —P; = Py
wurde schon behandelt. Die Gerade L durch P; und P» hat nach b) die Form
L:y=Azx+v. Setzt man die Gleichung von L in die Gleichung von F ein, dann
hat F(x,\z + v) drei Nullstellen x1, 9, 23 iiber K, wobei P3 = (r3,93) der dritte
Punkt von L N E ist. Da Py, Ps, IDvg € L gilt nach dem Satz

Pi+P+P3=0
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Durch Koeffizientenvergleich in 22 und 22 von

F(z, Az +v) = —23 + (N2 + a1\ — a2)z? + 2\ + a1v + az\ — ag)z + (V2 + asv — ag)
=c(x —z1)(x — 22)(x — x3)

erhalt man ¢ = —1 und x1 + x2 + x3 = A2 4+ a\ — as. Wegen

PP+P+Ps=0= P +P,=—-—P3= Py =—P;und y3s = A\xg + v liefert die

Formel aus a), dass 3 = A\> + a1\ — ag — 21 — 22
und y3 = —(A +a1)rs — v — as.

d) Ergibt sich durch Einsetzen.

Korollar 30 Sei E eine ellzptzsche Kurve, die durch eine Weierstraf-Gleichung F(x,y)
y? +ayzy +asy — 2 —asx® —agxr —ag = 0 gegeben ist. Eine Funtion f € K(E) = K (x,
heift gerade, falls f(P) = f(—P) fiir alle P € E. Dann gilt: f ist gerade < f € K(x )

Beweis: Es gilt: 0=[0,1,0]=-0, d.h. f(O) = f(—0) Vf € K(F). Es reicht also die
Punkte im affinen Teil von E zu betrachten.
"": Ist P = (x0,y0) € E, dann ist nach dem Gruppengesetzalgorithmus
—P = (w9, —yo — a1wg — a3). Da x(P) = x(—P) ist, ist jedes Element von K () gerade.
"=":Sei f € K(x,y) gerade. Da F bzgl. y den Grad 2 hat, normiert sowie irreduzibel ist,
ist [K(z,y) : K(x)] = 2 und folglich (1,y) eine K (z)-Basis von K (z,y). Somit existieren
g,h € K(x) mit f(z,y) = g(x) + h(z)y. Da f gerade ist, gilt fiir alle (z,y) € E:

9(x) + h(z)y = f(z,y) = f(x, —y — a1z — a3) = g(x) + h(z)(—y — a1z — a3)
= 2y + a1z + a3)h(z) =0

)

Angenommen, h # 0, dann muss 2y + a1z + ag = 0 sein. Somit gilt 2 = a1 = a3 = 0.
Nun ist by = 4ao = 0,b4 = 2a4 = 0,bg = 4ag = 0. Daher ist A = 0. Dies ist aber
ein Widerspruch dazu, dass E eine elliptische Kurve ist. Also muss h = 0 sein. Also
f(z,y) = g(x) € K(x). q.e.d.

Beispiel 31 Sei E/Q die elliptische Kurve E : y?> = 23 + 17. Nach dem Beispiel 11 ist
E nicht-singulir. Auf E liegen die ganzzahligen Punkte

Py =(=2,3),Py = (—1,4), Py = (2,5), Py = (4,9), Ps = (8,23), Ps = (43,282),
P; = (52,375), Ps = (5234, 378661).

Auf der Kurve E liegen auch rationale Punkte wie zum Beispiel:

137 —2651 8 109
2]P = (67a W)aPQ + P = (_§a —77)
Es kann gezeigt werden, dass jeder rationale Punkt P € E(Q) von der Form P = [m]P;+
[n|Ps fiir m,n € Z ist. Also gilt: E(Q) = Z x Z. Dies ist ein Beispiel fir den Satz von
Mordell-Weil, der besagt, dass die Gruppe der rationalen Punkte auf einer elliptischen
Kurve endlich erzeugt ist.
Die Kurve E hat genau 16 ganzzahlige Punkte, ndmlich
{xPy,...,£Ps}. Das ist ein Beispiel fir das Theorem von Siegel, das besagt, dass die
Menge von ganzzahligen Punkten auf einer elliptischen Kurve endlich ist.
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Bemerkung 32 Oft ist es niitzlich die Koeffizienten einer WeierstrafS-Gleichung fir eine
elliptische Kurve E, die tiber Q definiert ist, modulo einer Primzahl p zu reduzieren und
E als eine Kurve zu betrachten, die diber F), definiert ist. Fiir fast alle Primzahlen p,
namlich die mit p 1 A, ist die reduzierte Kurve glatt und daher eine elliptische Kurve
uber Fy,. Fir die Primzahlen p mit p | A besitzt die reduzierte Kurve eine Singularitit.
Aber auch die glatten Punkte auf einer solchen singuldren Kurve kann man mit Hilfe des
Kompositionsgesetzes mit einer Gruppenstruktur versehen.

Satz 33 Wenn eine Kurve E, die durch eine Weierstrafi-Gleichung gegeben ist, singuldr
ist, dann gibt es eine rationale Abbildung ¢ : E — P* vom Grad 1, d.h. die Kurve E ist
birational zu P!

Beweis: Sei E¥ gegeben durch die Weierstrafs-Gleichung
f(z,y) =y + arzy + azy — 2° — aga® — ayxr —ag =0

Man kann ohne Einschrinkung einen linearen Koordinatenwechsel durchfiihren, sodass
der singuldre Punkt (0,0) ist. Dann gilt:

—a¢ = f(0,0) =0, —as = g‘;(0,0) =0,a3 = 2‘5(0,0) =0

Daher ist die Weierstrafs-Gleichung von der Form
E:y2+a1:cy:x3+ag
Die rationale Abbildung
¢: B =Pl (2,y) = [z,y]

hat Grad eins. Um das einzusehen, konstruiert man eine Umkehrabbildung von ¢.
Seien z,y # 0 und t = £. Teilt man die Weierstrak-Gleichung von E durch 22, s0 ergibt
sich:
P tral=ctra=srat=c+ta=c=1>+aut—aud
x x
y:xt:t3+a1t2—a2t

Daher sind x,y € K(t). Fiir ¢ : P! — E, [1,t] = (2 + a1t — ag, > + a1t? — ast) gilt jetzt:
d(W([1,1])) = ¢((t? + a1t — ag, t2 + ayt® — aot)) = [t> + art — ag, 3 + a1t? — ast] = [z,y] = [1,t] und
D(o((2,9) = ¢([w,y]) = D([1,1]) = (7 + art — a2, £ + a1t? — ast) = (x, ).

Damit ist 9 eine Umkehrabbildung von ¢. Folglich induziert 1 eine Umbkehrabbildug
Y* : K(E) — K(P') des von ¢ induzierten Kérperhomomorphismus ¢* : K(P!) — K (E).
Also ist ¢* ein Tsomorphismus und somit [K(E) : ¢*(K(P!))] = deg(¢) = 1.

Definition 34 (nicht-singulirer Teil einer Kurve) Sei E eine mdglicherweise sin-
guldre Kurve, die durch eine Weierstrafi-Gleichung gegeben ist. Der nicht-singuldre Teil
von E, der mit E,s bezeichnet wird, ist die Menge der glatten Punkte von E. Ist E iiber
einem Korper K definiert, dann sei E,s(K) die Menge der glatten Punkte von E(K).
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Satz 35 Sei E eine Kurve, die durch eine Weierstraf-Gleichung
f(z,y) = y?> +arxy+azy — 23 — asx® — ayx —ag = 0 gegeben ist, mit A =0, d.h. E besitzt

einen singuldren Punkt S. Dann ist E,s mit dem Gruppengeselz eine abelsche Gruppe.

a) Sei der singuldre Punkt S von E ein Knoten und seien
y =z + fi und y = cx + o
die verschiedenen Tangenten an E in S. Dann ist die Abbildung

y— a1z — 3

:Ensﬁf*, T,y) —
¢ (z,y) FR—

ein Isomorphismus von abelschen Gruppen.
b) Sei der singuldre Punkt S von E eine Spitze und sei
=ar+
die Tangente an E in S. Dann ist die Abbildung

x —x(S)

=+
CBps — K — 2
Y Eps — ,(:c,y)Hy_w_ﬁ

ein Isomorphismus von abelschen Gruppen.

Beweis: Weil die glatten Punkte von E nicht auf den Tangenten der Singularitdt von
FE liegen, sind die Abbildungen ¢ und @ wohldefiniert.
L5 ist abgeschlossen unter dem Kompositionsgesetz. Schneidet eine Gerade L den nicht-
singuldren Anteil F,s in zwei nicht notwendigerweise verschiedenen Punkten, dann kann
der singuldre Punkt .S von E nicht auf S liegen. Denn nach den Eigenschaften der Schnitt-
zahlen gilt fiir den singuldren Punkt I(S,L N E) > 2. Daher wiirde L N E vier Punk-
te mit Vielfachheit gezéhlt enthalten, was aber dem Satz von Bezout widerspricht, da
deg(F) = 3 und deg(L) =1 ist.
Schneidet eine Gerade L, die nicht S enthélt, E, ¢ in drei nicht notwendigerweise verschie-
denen Punkten P,Q, R, dann gilt nach Satz 25 P + @ + R = O. Um einzusehen, dass
die Abbildungen in a) und b) Gruppenhomomorphismen sind, reicht es also zu zeigen,
dass die Bilder von P,Q, R unter ¢ miteinander multipliziert 1 ergeben bzw. unter 1
zusammenaddiert 0 ergeben.
Da das Gruppengesetz und die Abbildungen in a) und b) in Termen von Geraden in
P? definiert sind, kann man ohne Einschrinkung eine lineare Koordiantentransformation
durchfithren, sodass der singuldre Punkt S in (0,0) liegt. Dann gilt:
of of

_a6:f(070):07a3:a :j

7y<0a 0) =0,—a4 (Oa 0) =0

Daher hat E die Weierstrak-Gleichung

y? + arzy = 2% + aga®
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Sei s € K eine Nullstelle von s? 4+ a;s — ag. Fiihrt man die Substitution y — y + sx
durch, so erhélt man

y? + (2 +ars —ag)x® + (25 +a)ry — 22 =y  + (25 +ay) ay — 23 =0
A

Die Kurve F hat einen Knoten, wenn A # 0, und eine Spitze, wenn A = 0. Man verwendet
nun die homogenen Koordinaten fiir die Gleichung von E:

E:Y?’Z+AXYZ-X3=0

a) Die Singularitdt S = [0,0, 1] ist ein Knoten, d.h. A # 0. Die Tangenten durch S =
[0,0,1] sind gegeben durch Y =0 und Y + AX = 0. Man betrachtet nun die Abbildung

—x Y + AX AX
By — K [X,)Y, Z — =14 —
é — [ ] — v t5
Weil A # 0 ist, kann man die folgende Variablentransformation
X =A2X' - A Y=4Y' 2=27

durchfiithren, um die Gleichung zu vereinfachen. Dann ergibt sich:

_X/3A6 4 3XI2Y/2A6 _ 3lel2A6 4 X/Y/Z/A6 4 YI3A6
= XY'7Z —(X'-Y')® =0 und

T* / ! / X/

¢:Es > K ,[X,Y,Z]H?

Man dehomogenisiert nun, indem man Y’ =1, also z = %, z= %/ setzt. Das ergibt fiir
die Gleichung von E

E:g(z,2)=2z— (2 —1)>=0
und:
¢:Ens—>F*,(x,z)>—>x

Hierbei sollte man beachten, dass der singuldre Punkt S nun der einzige Punkt im Unend-
lichen und damit der affine Teil von E der nicht-singuldre Teil von F ist. Diese Abbildung
¢ besitzt eine Umkehrabbildung

(t—1)°
t

g:f*HEns,tH(t, ),

oy - 1) oy oy x—1)% glay)=
(E=D%)) — ¢ und 3(6(z, 2)) = d(a) = (w, E=Ly oewd=0 ()

t x

Somit hat man eine Bijektion zwischen den Mengen F,¢ und K"
Es bleibt noch zu zeigen: Wenn eine Gerade L mit S ¢ L den nicht-singulédren Teil
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E,s in drei Punkten (z1,y1), (x2,y2), (3, y3) schneidet, dann gilt zjzexs = 1. L ist von
der Form z = ax + b. Weil (z1,v1), (z2,2), (23,%3) € Ens N L, sind 21, 19,23 € K die
Nullstellen des Polynoms

z(ax +b) — (z — 1)

Koeffizientenvergleich dieses Polynoms mit ¢(x — x1)(z — z2)(z — x3) in 2% und im kon-
stanten Term liefert ¢ = —1 und 12923 = 1.
b) In diesem Fall ist A = 0 und die Tangente an E in S = [0,0,1] ist Y = 0. Es ist
x(S) = 0. Man betrachtet also die Abbildung

Vi Eps — K L [X,Y, Z] —

==

Man dehomoginisiert, indem man Y =1 ( also z = =, 2 = £) setzt, und erhélt:

E:z-2°=0
Y Epg —)FJF,(x,Z) =T
Auch hier ist nun wie in a) in diesem Koordinatensystem der affine Teil von E der nicht-

singulére Teil von E. B
Die Umkehrabbildung von 1 ist 1) : K- Ens,t — (t,t%), denn

Y(() = ((4,1%) = t und Py ((x, 2)) = () = (z,27) "

(e

“(2,2)

Schneidet eine Gerade L : z = ax+b, die S nicht enthélt, E, s in den Punkten (z1,y1), (x2,y2), (x3,y3),
so sind z1,x2,x3 Nullstellen des Polynoms (az + b) — x3. Fithrt man einen Koeffizien-
tenvergleich zwischen dem lezten Polynom und c¢(z — z1)(z — z2)(z — 23) in 2% und 22
durch, dann erhélt man ¢= —1 und z; + 22+ 23 =0 g.e.d.
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