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1 KONSTRUIERBARKEIT

1 Konstruierbarkeit

Eine den antiken griechischen Mathematikern bereits bekannte Fragestellung war die
der Konstruierbarkeit von Zahlen beziehungsweise geometrischer Figuren mit Zirkel und
Lineal, den sogenannten euklidischen Werkzeugen. Wenngleich es auch damals schon wei-
tere Hilfsmittel gab, mit denen man kompliziertere Figuren konstruieren konnte, bezieht
sich die klassische Fragestellung immer auf diese beiden Werkzeuge.

Im Folgenden werden wir die Ebene, in der die Konstruktion stattfindet, mit der kom-
plexen Ebene identifizieren. Ein Punkt entspricht also einer komplexen Zahl.

Definition 1.1 Es sei S C C eine Teilmenge. Ublicherweise wdihlt man {0,1} C S als
Voraussetzung. Nun bezeichnet man die Menge aller komplexen Zahlen, die man mit
Zirkel und Lineal in endlich vielen Schritten aus S konstruieren kann, mit K(S). Dabei
sind die folgenden Schritte erlaubt:

(i) Zu z1,...,24 € K(S) bilde man den Schnittpunkt der Geraden Z1z3 und Z3z4.

(i) Zu z1,...,25 € K(S) bilde man die Schnittpunkte der Geraden Z1zz mit dem Kreis
um zg mil Radius |z5 — z4].

(iii) Zu z1,...,2¢ € K(S) bilde man die Schnitlpunkte der Kreise um z, mil Radius
|23 — 22| und um z4 mit Radius |26 — 25|

Bemerkung: Um eine reelle Zahl x zu konstruieren, reicht es schon, eine Strecke der

Lange = zu konstruieren, da man diese dann leicht auf die reelle Achse abtragen kann.
Weiterhin sieht man auch schnell ein, dass eine komplexe Zahl genau dann konstruier-

bar ist, wenn man sowohl ihren Real- als auch ihren Imaginérteil konstruieren kann.

Satz 1.2 Es sei {0,1} € S C C. Dann gilt fir K(S):
(i) Aus xz,y € K(S) folgt x £y € K(95).
(ii) Fir reelle z,y € K(S) gilt xy € K(S) und fir y # 0 auch 3 € K(S).
(iii) Fir reelles x € K(S) mit x > 0 gilt /x € K(S).

Beweis: Punkt (i) macht man sich leicht mit der aus der Schule bekannten ,Vektoraddi-
tion“ klar (Real- und Imaginérteil werden komponentenweise addiert).

Fiir (ii) betrachten wir die folgende Anordnung, die wir ohne gréfkere Schwierigkeiten
konstruieren kénnen, da die Konstruktion von parallelen Geraden unmittelbar auf die
von Mittelsenkrechten zuriickgefiihrt werden kann:
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Abbildung 1: Strahlensatz

Mit den ebenfalls bekannten Strahlensétzen erhélt man nun 7 = %, das heifst wir kon-
nen zy konstruieren. In der Abbildung ist hierbei x > 1 vorausgesetzt, aber auch fiir
x < 1 erhilt man durch eine einfache Umordnung die Behauptung. Ebenso liefert eine
Umordnung auch die Konstruierbarkeit von .

Um den letzten Punkt zu beweisen, betrachten wir erneut eine Abbildung:

Abbildung 2: Hohensatz

Der Satz des THALES garantiert uns, dass das abgebildete Dreieck tatsdchlich rechtwink-
lig ist. Nun koénnen wir die Aussage leicht mit EUKLIDs Hohensatz beweisen, denn dieser
liefert h2 = - 1, also h = /. O

2 Korpererweiterungen
Definition 2.1 Ein Korperhomomorphismus ¢ : K — L heifit Kéorpererweiterung.

Bemerkung: Man hat es fast immer mit dem Fall K C L zu tun, wobei man ¢ dann als
die kanonische Inklusionsabbildung wihlen kann. Doch auch sonst lésst sich die Annahme
K C L auf folgende Art und Weise rechtfertigen:

Da ein Kérperhomomorphismus immer injektiv ist, erhalten wir durch Einschrankung
von L auf im ¢ die Isomorphie K = im ¢. Folglich kdnnen wir fiir einen beliebigen
Kérperhomomorphismus ¢ : K — L die Quelle K durch im ¢ ersetzen und ¢ dann

wegen im ¢ C L als die Inklusion auffassen.
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Wir werden in Zukunft also immer vom Fall K C L ausgehen. Haufig nennt man L
eine Korpererweiterung von K oder man bezeichnet dieses Kérperpaar als eine Korperer-
weiterung und notiert es in der Form L/K (lies , L iiber K“). Von nun an werden wir
diese Notation verwenden.

Fiir eine beliebige Korpererweiterung L/K konnen wir L jetzt als K-Vektorraum auffas-
sen, indem wir die Addition aus L iibernehmen und durch K x L — L, (x,y) — i(z) -y
eine Multiplikation definieren, wobei ¢ : K — L die Inklusion ist.

Definition 2.2 Es sei L/K eine Kérpererweiterung. Man nennt
[L: K] :=dimgL

den Grad der Erweiterung. Ist [L : K] endlich, so heifit die Korpererweiterung L/K
endlich, andernfalls unendlich.

Bemerkung: Offenbar gilt genau dann [L : K] =1, wenn L = K.

Beispiele:

e C/R ist eine Erweiterung vom Grad 2, denn eine R-Basis von C ist gegeben durch
{1,i}.

e Fiir einen beliebigen Kérper K ist K(X)/K eine unendliche Korpererweiterung,
denn die Menge {1, X, X2, ...} ist linear unabhiingig.

e Es gilt [R : Q] = oo, denn: Q ist abzéhlbar und aus der linearen Algebra ist
bekannt, dass ein n-dimensionaler Q-Vektorraum fiir ein n € N isomorph zu Q™
ist. Auberdem weiff man, dass das kartesische Produkt abzihlbarer Mengen wie-
der abzédhlbar ist. Somit erhélt man, dass ein endlichdimensionaler Q-Vektorraum
ebenfalls abzéhlbar ist. R ist jedoch nicht abzahlbar.

Satz 2.3 (Gradsatz/Schachtelungsformel) Es seien K C L C M Koirpererweite-
rungen. Dann gilt

[M:K|=[M:L]-|L:K].
Insbesondere heifit das, M /K ist genau dann endlich, wenn M/L und L/K endlich sind.

Beweis: Sollte einer der Grade [M : L] und [L : K| unendlich sein, ist diese Gleichung
symbolisch zu verstehen und [M : K] ist ebenfalls unendlich. Deshalb seien nun [M : L]

und [L : K] endlich. Wir wihlen eine Basis x1,...,2, von L iiber K und eine Basis
Yi,---,Ym von M iiber L und werden zeigen, dass durch die Elemente z;y;, ¢ =1,...,n,
j=1,...,m, eine Basis von M iiber K gegeben ist. Zunéchst weisen wir nach, dass diese

Elemente ein Erzeugendensystem bilden:



2 KORPERERWEITERUNGEN

Jedes z € M lasst sich darstellen als z = 23"21 a;y; mit Koeffizienten a; € L. Allerdings
findet man auch fiir jedes a; eine Darstellung aj = > | a;jz; mit Koeffizienten a;; € K.
Insgesamt erhdlt man

Qi TilYj,
1

n
]:1 1=

also bilden die z;y; tatséchlich ein Erzeugendensystem.

Nun miissen wir noch die lineare Unabhéngigkeit der Elemente nachweisen:

Es seien also Koeffizienten a;; € K mit ZZ Qi Ty = 0 gegeben. Wir schreiben diese
Gleichung in der Form

m n
j=1 \i=1

Aus der linearen Unabhingigkeit der y; folgt > 7" | a;jz; = 0 fiir alle j. Genauso erhilt
man dann aus der linearen Unabhéngigkeit der x; schon a;; = 0 fiir alle ¢ und j. Damit
sind die z;y; linear unabhéngig {iber K und bilden folglich eine Basis von M {iiber K.
Man sieht leicht ein, dass diese Basis aus nm vielen Elementen besteht. O

Korollar 2.4 Ist [M : K| = p fiir eine Primzahl p, so gilt M = L oder L = K. Insbe-
sondere hat eine Kérpererweiterung von primem Grad keinen echten Zwischenkdrper.

Beweis: Nach dem Gradsatz gilt
p=[M:K|]=[M:L]-[L:K],

also [M : L] = 1 und [L : K] = p oder umgekehrt. Wie bereits bemerkt folgt dann M = L
oder L = K. O

Definition 2.5 Es sei L/K eine Korpererweiterung. Ein Element o € L heif§t algebra-
isch iber K, wenn es ein vom Nullpolynom verschiedenes f € K[X] gibt, sodass f(a) =0
ist. Fxistiert nur das Nullpolynom mit dieser Eigenschaft, heifit o transzendent.

Ist jedes o € L algebraisch iber K, so heifit die Korpererweiterung L/K algebraisch,
ansonsten nennt man sie transzendent.

Beispiele:

e Das Element /2 € R ist algebraisch iiber Q, denn es ist Nullstelle des Polynoms
X2 -2 e Q[X].

e C/R ist algebraisch, denn eine beliebige komplexe Zahl a + bi ist Nullstelle des
Polynoms X? — 2aX + (a® 4+ b?) € R[X].

e 7 ist transzendent tiber Q (LINDEMANN, 1882).

o ¢ =lim, oo (1 + %)n ist transzendent iber Q (HERMITE, 1873).
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Definition 2.6 Es sei L/K eine Kérpererweiterung und o € L. Das Bild des Ringho-
momorphismus’

Po: K[X] =L, fr fa)

heifit der von « iber K erzeugte Unterring von L und wird mit K|a] bezeichnet. p, ist
auferdem auch ein Vektorraumhomomorphismus, sodass K [a] auch ein Untervektorraum
von L ist.

Bemerkung: K|o] ist der kleinste Unterring von L, der a enthalt.

Satz 2.7 Es sei L/K eine Korpererweiterung und o € L. Dann gilt:
(1) Ist a transzendent iber K, so ist g, injektiv und es gilt dimx K[a] = oo.

(ii) Ist a algebraisch iiber K, so existiert ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom
minimalen Grades f € K[X]| mit f(a) = 0. f ist sogar irreduzibel und es gilt
dimg K[a] = deg f. Schlieflich wird jedes andere Polynom g € K[X] mit g(a) =0
von f geteslt.

Definition 2.8 Das oben erwihnte eindeutig bestimmte Polynom f € K[X] heifit das
Minimalpolynom von « diber K. Sein Grad heifit der Grad von « diber K.

Beweis: Es sei zunédchst « transzendent {iber K. Dann existiert kein nicht-triviales Poly-
nom in K[X] mit der Nullstelle a. Somit folgt ker ¢, = {0}, also ist ¢, injektiv. Schrankt
man nun den Zielbereich L auf KJa] ein, ist ¢, per Konstruktion sogar surjektiv und
wir erhalten K[X] = K[a], woraus dimg K [a] = oo folgt, da die Menge {1, X, X2,...}
linear unabhéngig ist. Damit ist (i) gezeigt.

Es sei nun « algebraisch iiber K und f € K[X] ein normiertes Polynom minimalen
Grades mit f(«) = 0. Sei weiterhin g € K[X] ein beliebiges Polynom mit g(a) = 0. Der
euklidische Algorithmus liefert

g=fq+r, degr<deg}f.

Somit ergibt sich
r(a) = g(a) = f(a)g(a) = 0.

Fiir  # 0 erhdlt man mittels Division durch den Leitkoeffizienten von r ein normiertes
Polynom 7 mit 7(a) = 0 und deg 7 < deg f. Dies widerspricht jedoch der Minimalitét
von f, also folgt 7 = 0 und somit f|g. Nehmen wir nun an, es gibe ein weiteres Polynom
f € K[X] mit den Eigenschaften von f. Da f und f vom selben Grad sind und beide
die Nullstelle o haben, teilen sie sich gegenseitig. Dann miissen sie, da sie normiert sind,
allerdings schon gleich sein und f ist somit eindeutig bestimmt.

Nun sei d = deg f und K[X].4 der K-Vektorraum aller Polynome vom Grad kleiner
als d. Wir betrachten den Homomorphismus

Vad: K[X]cqg— Kla], g g(a).
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Dieser ist injektiv, denn nach dem bereits Gezeigten wissen wir, dass in K[X].4 nur das
Nullpolynom « als Nullstelle besitzen kann. Mit dem euklidischen Algorithmus schreiben
wir fiir ein beliebiges g € K[X] erneut g = fq + r mit deg r < d. Es folgt

g(a) = fla)g(a) + (@) = r(a) = pa.alr),

also g(a) € im ¢, g. Damit ist ¢, 4 surjektiv, also sogar ein Isomorphismus, und es gilt
K[X]<q & KJa]. Da die Elemente 1, X,..., X941 offensichtlich eine Basis von K[X]q
iiber K bilden, gilt demnach dimg K[a] = d.

Zuletzt zeigen wir, dass f irreduzibel ist. Wir schreiben f = gh mit g,h € K[X]. Es
gilt dann

0= f(a) = g(@)h(a).

Wegen der Nullteilerfreiheit von L kénnen wir ohne Einschrankung ¢g(«) = 0 annehmen,
folglich f|g und deg f < deg g. Allerdings gilt wegen der Zerlegung f = gh auch g|f
und somit deg g = deg f, also deg h = 0. Das heift aber gerade h € K\{0} = K[X]*,
weswegen f irreduzibel ist. O
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