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Aufgabe 1. (Regularitit und Glattheit)
Sei P € AR und mp C C[X;,..., X,] das zugehdrige Maximalideal.
(a) Zeigen Sie: Die lineare Abbildung C[X1,...,X,] = C", f = (5=(P), ..., 25 (P)), indu-
ziert einen Isomorphismus 6 : mp/m?% — C".

(b) Sei Y C A" eine algebraische Teilmenge mit P, und sei I(Y) = (f1,..., fm). Zeigen Sie: Der
Rang der Jacobi-Matriz Jp = (5)]21 )” bei P ist gleich der Dimension von (I(Y) +m%)/m%
(und insbesondere unabhéngig von der Wahl der f;). Folgern Sie: Fiir das Maximalideal mp

von P in O(Y) gilt:

dimctﬁp/ﬁli + RgeJp =n.

Anmerkung: Y heilst nicht-singuldr (oder glatt) bei P, wenn Rg Jp = n—dimY', und reguldr bei P,
wenn dimc mp/m3% = dim Y. Obige Aufgabe zeigt, dass eine affine Varietiit genau dann regulir an
einem Punkt ist, wenn sie dort nicht-singulér ist. Y heifst nicht-singuldr bzw. reguldr, wenn sie an
jedem Punkt diese Eigenschaft besitzt. Wegen der Gleichwertigkeit von Regularitdt und Glattheit
und der Unabhéngigkeit des Regularitidtsbegriffes von der affinen Einbettung dehnen sich diese
Definitionen auch auf allgemeine Varietédten aus. Eine algebraische Kurve ist nach Satz 3.2 genau
dann nicht-singulér, wenn sie normal ist.

Aufgabe 2. (Endlichkeit der dominanten Morphismen von Kurven)

Ein Morphismus ¢ : X — Y von Varietéten heiftt endlich, wenn fiir jede offene affine Untervarietéat
V C Y das Urbild U = ¢~(V) ebenfalls affin und iiberdies Ox (U) ein endlicher Oy (V')-Modul
ist. Zeigen Sie: Jeder dominante Morphismus zwischen normalen projektiven Kurven ist endlich.

Aufgabe 3. (Lokale Beschreibung normaler Kurven durch ebene Kurven)

Zeigen Sie: Jede normale Kurve ldsst X sich lokal durch eine ebene glatte Kurve beschreiben,
d.h. zu jedem Punkt P € X gibt es eine offene Umgebung U C X von P und einen Morphismus
¢:U =Y =V(f) C AZ auf eine ebene Kurve, so dass ¢ : U — ¢(U) ein Isomorphismus ist und
¢(U) glatt bei ¢(P) ist.

Hinweis: Wéhlen Sie ein t € K (X) ein Element mit vp(t) = 1. Zeigen Sie: Es gibt ein s € O% , mit
K(X) = C(t, s). Konstruieren Sie mit Hilfe des Minimalpolynoms von s iiber C(t) ein irreduzibles
Polynom f € C[S,T] mit f(s,t) = 0. Folgern Sie: Dies induziert eine birationale Abbildung
X --» V(f) C AZ, die in einer Umgebung von P definiert und dort ein Isomorphismus ist.

Aufgabe 4*. (Elliptische Kurve I11)*

Wir betrachten erneut die elliptische Kurve E = V(Y2Z — X3 4+ XZ?) C PZ. Zu einem Punkt
Py € Eseiap, : E — E der zugeordnete Automorphismus aus Aufgabe 4 vom letzten Ubungsblatt.
Weiterhin sei O der Punkt (0:1:0) € E, und zu jedem Punkt P = (z : y : 2) € E sei —P der
Punkt ap(P) = (x: —y : z) € E. Zu zwei Punkten P,Q € E definieren wir

P+Q:=—-ap(Q)=a_p(—Q).

Zeigen Sie, dass E damit zu einer kommutativen Gruppe mit neutralem Element O wird.

1Fiir diese Aussagen dieser Aufgabe werden wir spiter einen einfacheren Zugang finden. Aufgaben 4 und 5 sollten
daher als fakultativ angesehen werden.



Hinweis: Die einzige Aussage, die eines wirklichen Beweises bedarf, ist die Assoziativitdt der
Addition. Es reicht zu zeigen, dass ap o a_r = ag o a_p fiir beliebige P, R € E. Betrachten Sie
den Automorphismus f = a_p oagroapoa_g von E und zeigen Sie, dass P,R,O und P + R
Fixpunkte von g sind. Folgern Sie fiir {P,R} ¢ {(-1:0:1),(0:0:1),(1:0:1)} mit Hilfe von
Aufgabe 5, dass 8 = idg, also (P+ Q)+ R = P+ (Q + R) fiir alle Q € E. Die restlichen Fille
folgen z.B. durch Stetigkeitsargumente.

Aufgabe 5*. (Elliptische Kurve IV)
Sei A = C[z,y]/(y?> — 2® + ). Nach Aufgabe 3 von Blatt 4 ist A ein Dedekindring. Zeigen Sie, dass
(), (x—1) und (z+1) die einzigen Hauptideale in A sind, die Quadrate von Maximalidealen sind.
Schlieken Sie daraus, dass die Automorphismen von A gerade id4,n,7? =nonund n® =nonon
sind, wobei 1 : A — A durch n(z) = —z,n(y) = iy gegeben ist.

Folgern Sie, dass ein nicht-trivialer Automorphismus von F mit Fixpunkt O hochstens die
Punkte (—1:0:1),(0:0:1),(1:0:1) als weitere Fixpunkte besitzt.
Hinweis: Fiir ein Element f = g + hy € A mit g,h € Clz] setze man f = g — hy. Dann gilt
ff=g%—h%@2®—2) € Clz], und g2 ist ein gerades Polynom, withrend h?(2® — 2) ungerade ist.
Folgern Sie damit zundchst A* = C*.

Ist nun mp = (x — xp,y — yp) C A ein Maximalideal mit m% = (f), so gilt fir m_p =
(x —2p,y+yp): m2p = (f) und damit ((x — zp)?) = mam? , = (92 — h?(2® — z)). Folgern Sie
h =0, also m% = (g) = m? 5, und schliefen Sie yp = 0,zp € {—1,0,1}. Ein Automorphismus ¢
von A iiberfiihrt diese speziellen Hauptideale ineinander, es gilt also ¢(x) = A(x + ¢) =: I(x) mit
AeC* ce{-1,0,1} und I({-1,0,1}) = ({—1,0,1}). Folgern Sie ¢ = 0, \ = £1.



