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Aufgabe 1. Sei L = Q( 3
√

2, ζ3), und sei G = Gal(L|Q) = 〈σ, τ〉, wobei σ, τ ∈ G bestimmt
sind durch

σ(
3
√

2) = ζ3
3
√

2, σ(ζ3) = ζ3 und τ(
3
√

2) =
3
√

2, τ(ζ3) = ζ−13 .

Zeigen Sie: Die p-adischen Bewertungen v2 und v3 auf Q haben jeweils genau eine Fort-
setzung w2 bzw. w3 auf L. Bestimmen Sie die zugehörigen Zerlegungs-, Trägheits- und
Verzweigungsgruppen in L|Q.

Hinweis. Bestimmen Sie das Zerlegungsverhalten der Primideale (2), (3) ⊂ Z in den Erwei-
terungen Q( 3

√
2)|Q und Q(ζ3)|Q. Schließen Sie auf die Größen e, f , g in der Erweiterung

L|Q und daraus auf die gesuchten Gruppen.

Aufgabe 2. Sei L|K eine Galoiserweiterung von globalen Körpern mit Galoisgruppe G,
w eine Bewertung auf L und v die Einschränkung von w auf K.

(a) Zeigen Sie: Ist Gw die Zerlegungsgruppe von w in L|K, so ist LGw die maximale
Teilerweiterung von L|K, die in unter der Einbettung L ↪→ Lw in Kv abgebildet
wird, mit anderen Worten: LGw = L ∩Kv als Unterkörper von Lw.

(b) Sei nun K = Q, L und G wie in Aufgabe 1, und sei v5 die 5-adische Bewertung auf
Q. Zeigen Sie: Es gibt genau eine Fortsetzung w5 von v5 auf L mit w5(

3
√

2− 3) > 0,
und bestimmen Sie die zugehörige Zerlegungsgruppe sowie L ∩Q5 ⊂ Lw5 .

Aufgabe 3. Sei L|K eine endliche Galoiserweiterung nicht-archimedischer lokaler Körper
mit Galoisgruppe G. Für eine reelle Zahl s ≥ −1 sei die s-te Verzweigungsgruppe in
der unteren Nummerierung von L|K durch

Gs = Gs(L|K) = {σ ∈ G | vL(σa− a) ≥ s+ 1 ∀ a ∈ OL}

definiert. Zeigen Sie:

(a) Ist K ′ ⊂ L ein Zwischenkörper, so gilt für alle s ≥ −1:

Gs(L|K ′) = Gs(L|K) ∩G(L|K ′).

(b) Ist x ∈ OL mit OL = OK [x], so gilt

Gs = {σ ∈ G | vL(σx− x) ≥ s+ 1}.

Folgern Sie: Für s� 0 gilt Gs = {1}.
Hinweis. Zeigen Sie, dass für jedes σ ∈ G, g ∈ OK [X] das Element σ(g(x))− g(x) =
g(σx)− g(x) ∈ OL durch σx− x teilbar ist.

(c) Es gilt G−1(L|K) = G(L|K), G0(L|K) = T (L|K) und G1(L|K) = V (L|K).

Hinweis. Nur G1 = V erfordert Arbeit. Schränken Sie zunächst mit (a) auf den Fall
ein, dass L|K rein verzweigt ist. Sei dann π ∈ OL eine Uniformisierende von L, so dass
OL = OK [π]. Zeigen Sie mit (b): Für σ ∈ G(L|K) gilt σ ∈ V ⇔ σπ

π
∈ U (1) ⇔ σ ∈ G1.



Aufgabe 4. Sei p eine Primzahl, ζ = ζpn eine primitive pn-te Einheitswurzel mit n ∈ N
und L = Qp(ζ). Zeigen Sie:

(a) Für m = m′pr ∈ N, (m′, p) = 1, gilt

vL(ζm − 1) =

{
pr, falls r < n,

∞, falls r ≥ n.

Hinweis. Zeigen Sie im Fall r < n, dass ζm − 1 eine Uniformisierende von K ′ =
Qp(ζ

m) = Qp(ζpn−r) ist, und verwenden Sie, dass L|K ′ rein verzweigt vom Grade pr

ist.

(b) Die höheren Verzweigungsgruppen von L|Qp sind gegeben durch

Gs =


G(L|Qp), falls s ≤ 0,

G(L|Qp(ζpk)), falls pk−1 − 1 < s ≤ pk − 1 mit 1 ≤ k ≤ n,

1, falls s > pn − 1.

Hinweis. Verwenden Sie OL = Zp[ζ] und zeigen Sie:

σ ∈ G(L|Qp(ζpk))⇐⇒ σ(ζ) = ζa mit a ≡ 1 mod pk

⇐⇒ vL(σ(ζ)− ζ) ≥ pk.

Aufgabe 5*. Sei L|K eine endliche Galoiserweiterung p-adischer Körper mit Galoisgruppe
G. Zeigen Sie: Für die Differente von L|K (siehe Blatt 9) gilt DL|K = pmL mit

m =
∞∑
n=0

(gn − 1),

wobei gn = #Gn(L|K) für alle n ∈ N0 (beachte gn = 1 für n� 0).

Hinweis. Sei x ∈ OL mit OL = OK [x]. Für jedes n ∈ N0 ist die Anzahl der σ ∈ G mit
vL(σx− x) = n gleich gn−1 − gn = (gn−1 − 1)− (gn − 1).


